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Introduction

La théorie de la relativité générale proposée par Albert Einstein en 1915 a été testée avec
succes en comparant ses prédictions aux preuves expérimentales. La mesure de la déflexion
de la lumiere prés du Soleil lors de éclipse de 1919 en est le premier test expérimental [I].
Cette déflexion induit un temps de retard résultant d’un traject plus long par rapport a
celui qu’effectue la lumiére en ’absence du soleil. Ce temps de retard est dénommé “effet
Shapiro” en I’honneur de celui qui I’a découvert en 1964 [2] et mesuré en 1968 [3]. Ces deux
phénomeéne sont des conséquences d’un effet de lentille gravitationnelle qui est aujourd’hui
considérée comme un outil de base afin d’explorer I’Univers a petite et a grande échelle.

L’effet de lentille gravitationnelle a 1’échelle cosmologique fait ’objet de ce mémoire
de Master. On étudiera, la déflexion de la lumiére et le temps de retard que produisent
les amas de galaxies sur la lumiére provenant des objets lointains dans le cadre d’une
solution exacte des équations d’Einstein de la gravitation connue sous le nom d’Einstein-
Straus, en présence d’une constante cosmologique positive et en I’absence d’une courbure
spatiale (espace plat k& = 0) [4, 5, [6]. Ensuite, on confrontera les résultats obtenus aux
données observationnelles. L’étude de cet effet Le choix de la solution d’Einstein-Straus est
essentiellement justifié par le fait qu’il tient compte a la fois de I’expansion de ’Univers &
I’échelle galactique et du fait que les petites échelles, telles que les échelles planétaires, ne
soient pas affectées par la dite expansion. Ce modeéle résulte du raccordement de la métrique
dynamique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) a 'extérieur d’une vacuole

(ou sphere de Schiicking) avec la métrique statique de Schwarzschild-de Sitter (SdS) [7] a



Iintérieur de celle-ci.

Cet intérét est est aussi motivé par la question de savoir si la constante cosmologique
modifie ou non la déflexion de la lumiére. L’avis général que I’angle de déviation est in-
dépendant de la constante cosmologique, était fondée sur 'argument qu’elle disparait de
I’équation du mouvement orbital [8, 9] 10, 11l 12, 13|, 14]. En 2007, Rindler et Ishak ont
remis en cause cette question en soulignant que la métrique elle-méme doit aussi étre prise
en compte [I5]. Ce point de vue n’a pas été unanimement partagé. Il s’en est suivi une
large controverse. On répondra & cette question dans le cadre d’un modeéle cosmologique
plus réaliste, celui d’Einstein-Straus.

Le manuscrit de ce mémoire comprend une introduction, trois chapitres, une conclu-
sion, troix annexes et une bibliographie. Dans le chapitre un, on commencera par dériver
la métrique de SdS dont on fera usage pour extraire les équations du mouvement des
photons et étudier la géométrie de ’espace-temps. Le chapitre deux sera consacré a un
précis sur le modele cosmologique de FLRW. On donnera la métrique de FLRW qui résulte
du principe cosmologique d’homogénéité et d’isotropie et on rappellera quelques éléments
indispensables pour la suite du travail et qui font partie du modéle standard de cosmolo-
gie ACDM (A : constante cosmologique, CDM : cold dark matter (matiére noire froide))
comme ’équation de Friedmann ainsi que le décalage spectral. Dans le dernier chapitre,
on commence par raccorder les métrqiues de FLRW plat et de SdS sur la sphére de Schii-
cking pour construire la métrique d’Einstein-Straus plat. Comme ce sont les conditions
finales sur Terre qui sont données, on intégrera a reculons et partiellement les géodésiques
de la lumiére, dans les différentes régions d’espace-temps, de la Terre jusqu’a la sphére de
Schiicking, & l'intérieur de la sphére de Schiicking puis de la sphére de Schiicking jusqu’a
la source. Pour ce faire, on mettra en ceuvre la méthode d’intégration des équations dif-
férentielles sans recours a la géométrie d’Euclide déja adopté par les auteurs de [16]. En
I’occurence, cette méthode est plus générale et a permet de réaliser le méme travail permet

dans le cas d’une courbure spatiale positive (espace sphérique k = +1) [I7]. On terminera



ce chapitre par une application au systéme de lentille-quasar SDSS J1004+4112 avec la
prise des mesures observationnelles les plus récentes des paramétres cosmologiques.
Ce mémoire s’achéve par une conclusion générale avec quelques perspectives, deux

annexes contenant des détails calculatoires en plus d’une bibliographie.



Chapitre 1

Solution de Schwarzschild-de
Sitter (ou de Kottler)

En novembre 1915, Albert Einstein a publié ses équations de la relativité générale
décrivant le champ gravitationnel comme résultat de la courbure de ’espace-temps créée
par la distribution de masse. En décembre 1915, peu de temps aprés 'avénement de la
relativité générale, Karl Schwarzschild a réussi a résoudre ces équations dans le vide sous
I’hypothése d’un espace-temps statique a symétrie sphérique [18]. Cette solution est appelée
ainsi solution de Schwarzschild.

La métrique Schwarzschild-de Sitter est la métrique de Schwarzschild en présence de
la constante cosmologique. L’appellation métrique de Kottler [7] est également employée
pour désigner la méme métrique qui se réduit a celle de de Sitter [19] dans le cas d’une

masse nulle.

1.1 Meétrique de Schwarzschild-de Sitter

On commence par dériver la métrique de Schwarzschild-de Sitter & partir de la forme

standard la plus générale de la métrique statique & symétrie sphérique. Celle-ci s’écrit en



coordonnées sphériques (7,6, ) comme
ds? = B(r)dt? — A(r)dr? — r2dQ2, (1.1)
dans un systéme d’unités ou la vitesse de la lumiére ¢ est égale a I'unité, avec
d0? = d#? + sin? fdp?. (1.2)

On en tire les composantes non nulles et indépendantes du temps du tenseur métrique par
identification avec la forme

ds® = — g (z)da*dz”, (1.3)
git = *B(T)a Grr = A(T)a geo = T2a Gop = r? sin? 6. (1-4)

Maintenant les fonctions radiales A(r) et B(r) s’obtiennent par application des équations

d’Einstein qui, en présence de la constante cosmologique A, s’écrivent comme

1
R, — §9WR —Ag = —87GT),, (1.5)

ol G est la constante universelle de la gravitation de Newton, R est le scalaire de Ricci
obtenu par contraction du tenseur de Ricci R, et T}, est le tenseur énergie-impulsion. Dans
le vide, c’est-a-dire, & ’extérieur de la source, le tenseur énergie-impulsion est évidemment

nul, ce qui réduit les équations d’Einstein ([1.5]) a
R, = —Agu. (1.6)

Si on compare ce résultat avec la métrique de Minkowski (A = 0) pour laquelle on a

R, = 0, on déduit que 'espace-temps n’est plus asymptomatique plat (a I'infini) pour une



constante cosmologique non nulle. Le tenseur de Ricci est donné par

" arfM ory,
O T T

+ 0,05, =TT, (1.7)

ol Ff‘w est le symbole de Christoffel qui s’exprime en termes du tenseur métrique inverse

g™ (voir Annexe . Les équations d’Einstein obtenues (1.6)), tous calculs faits, s’écrivent

explicitement comme

_ 1 d®B(r) 1 dB(r) [ 1 dA(r) 1 dB(r) 1 dB(r)
Bu = ~gdmy @ T ar (A(r) & TBO @ >_7°A(r) T

= AB(r), (1.8)

1 @B(r) 1 dB(r)( 1 dA(r) 1 dB(r) 1 dA(r)
Ry, = 2B(r) dr?2  4B(r) dr <A r) dr +Br) dr >_7°A(r) dr

= A, (1.9)

1 T 1 dA(r) 1 dB(r)
Foo = A(r) 2A(r)<A(r) dr ~ B(r) dr >_1
= —Ar? (1.10)
B 1 1 dA(?")i 1 dB(r) 1l sin?
Rop [A(r) 2A(r) <A(r) dr B(r) dr > 1} 0
= —Ar?sin?, (1.11)

Les composantes 06 et pp des équations d’Einstein sont identiques en raison de la symétrie

sphérique. Une combinaison appropriée des composantes tt et rr des équations d’Einstein,

et , donne

B(r) " Alr) ()

Rtt Rm« 1 ( 1 dA(T) 1 dB(’I“)
A



qui s’intégre facilement en

A(r)B(r) = K, (1.13)

avec K une constante d’intégration a déterminer. En utilsant (1.12) et ([1.13]), I’équation

(1.10) se simplifie alors a
d

d—[rB(r)] = K(1 - Ar?). (1.14)
r
D’ot, par intégration,
!
B(r)=K (1 A /;r2> : (1.15)
T

ot K’ est une deuxiéme constante d’intégration a déterminer. Maintenant pour déterminer
les constantes K et K’, on procéde & deux approximations. La premiére est obtenue lorsque
la distance radiale r du centre de la distribution de masse est suffisamment petite. Dans

ce cas, la composante B(r) peut étre approximée par

r

B(r)~ K <1 - K) . (1.16)

La seconde approximation consiste a prendre la limite d’un champ faible statique créé par
une distribution de masse non relativiste, auquel cas on a affaire a la relation (on peut se
référer a [20])

g ~ —[1 4+ 2¢(r)], (1.17)

ou ¢(r) est le potentiel gravitationnel de Newton qui, pour r suffisamment petit, est donné

par
GM
o

¢ = (1.18)

En comparant a ((1.17)), il s’ensuit que

K=1, K'=2GM. (1.19)



Ainsi, la métrique de Schwarzschild-de Sitter prend la forme

2GM A,
e
r 3

ds* = B(r)dt? — B(r)"'dr? — r2dQ%, B(r)=1- (1.20)

Il est facile de constater que la métrique de Schwarzschild-de Sitter, outre la présence
d’une singularité physique (singularité nue) en r = 0, présente deux singularités de coor-
données. La premiére est connue sous le nom de singularité de Schwarzschild en r = 2GM
(rayon de Schwarzschild), pour r suffisamment petit, et la seconde est connue sous le nom
de singularité de de Sitter en r = \/3/7, pour r suffisamment grand.

Bien que les mesures observationnelles actuelles indiquent des valeurs relativement
faibles pour la constante cosmologique, de 'ordre de 10752 m—2 [21], les travaux de Rindler
et Ishak ont montré théoriquement que ce parameétre cosmologique a un effet sur la dévia-
tion de la lumiére a proximité d’un corps massif [I5]. Dans ce qui suit, on va intégrer les

équations de la géodésique dans I'espace-temps de Schwarzschild-de Sitter.

1.2 Equations de la géodésique dans I’espace-temps de Schwarzschild-

de Sitter

En relativité générale, le mouvement géodésique dans ’espace-temps est régi par les
équations

i+ T, 21" =0, (1.21)

ou le point en-dessus désigne la dérivée premiére par rapport & un nouveau parameétre
affine p, © =d/dp, autre que s ('intervalle d’espace-temps pour une géodésiques de genre
lumiére (photon) est nul ds? = 0). Grace a la propriété de symétrie sphérique (invariance

par rotation), le mouvement s’effectue sur un plan, qu’on peut prendre comme le plan

10



équatorial § = w/2. La métrique de Schwarzschild-de Sitter se réduit alors a
ds? = B(r)dt? — B(r)~tdr? — r2dp?. (1.22)

En faisant usage des expressions des symboles de Christoffel (A.4]), les équations de la
géodésique (1.21)) s’écrivent alors

t tr = 1.2
T e Y (1.23)
1 dB(r), 1 1 dB(r) , L

°B 2= _rB - 1.24
P 3B, 2 B(r) dr (r)¢= =0, (1.24)
L2
50+;r<p:0. (1.25)

Il est a noter que ces équations ne sont autres que les équations obtenues par application

des équations de Lagrange

d o€ oL
_ = 1.2
dp 9z+  OxM 0 (1.26)
ol L est le lagrangien défini par
1/ds\? 1
= — o = — rHr?
L 5 (dp) 5 G (1.27)

1.3 Géomeétrie de ’espace-temps de Schwarzschild-de Sitter

Considérons un espace euclidien a trois dimensions en coordonnées cylindriques.L’élément

de ligne au carré di? s’écrit comme

di? = d2? + dr? + r2dp?. (1.28)

11



Considérons maintenant une surface a deux dimensions & symétrie cylindrique z = z(r)

plongée dans l’espace euclidien & trois dimensions. L’élément de ligne di? s’écrit alors

2
di? = [(j’i) +1

Compte tenu de ((1.20)), la métrique spatiale de Schwarzschild-de Sitter pour un mouvement

dr? 4 r?dp?. (1.29)

restreint dans le plan équatorial, = 7/2, se simplifie en

2GM A ,\7'
di? = <1— ¢ —3r2> dr? + r2de?. (1.30)

Au voisinage de la distribution de masse, c’est-a-dire, dans le cas Ar? < GM/r, dI? est

approximé par la métrique spatiale de Schwarzschild

2GM\ !
dl2:(1— Cjﬁ > dr? + r2dy?. (1.31)

En comparant a ((1.29), on obtient

2GM
=+ _—. 1.32
dz dr R YeITi (1.32)
Cette derniére équation s’intégre, pour donner
2(r)? = 8GM (r — 2GM). (1.33)

C’est I’équation d’un paraboloide de Flamm. Loin de la distribution de masse, c’est-a-dire,
dans le cas GM/r < Ar?, la métrique spatiale est approximée par la métrique
spatiale de de Sitter .

di? = (1 — /;72) dr? + r?de®. (1.34)

12



En comparant a ((1.29), on en déduit que

Ar2
dz =+ dr 3_7,,@, (135)
qui s’intégre en pour donner
2242 = %, (1.36)

grace a un changement de variable approprié. C’est 1’équation d’une spheére de rayon /3/A.

13



Chapitre 2

Univers de Friedmann-Lemaitre-

Robertson- Walker

La cosmologie s’intéresse & 1’étude de "Univers dans son ensemble et les phénoménes
physiques qui s’y déroulent, liés a ’évolution des grandes structures & I'instar des galaxies

et des amas de galaxies, ainsi que les modeéles qui en permettent la description.

2.1 Principe cosmologique d’homogénéité et d’isotropie

La plupart des modeéles utilisés en cosmologie font I’hypothése d’un espace homogéne
et isotrope.

Précisons la signification de I’homogénéité et de I'isotropie. Par homogénéité, on entend
que tous les points de I'espace jouent le méme role. Autrement dit, il n’existe pas de point
privilégié. Par isotropie, on entend que toutes les directions autour de tout point de ’espace
sont équivalentes. On peut montrer qu’en vérité I'isotropie ainsi définie (isotropie autour
de chaque point) entraine ’homogénéité.

On dit des modeéles qui font I’hypothése d’un espace homogeéne et isotrope qu’ils satisfont

au principe cosmologique.

14



2.2 Meétrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Le principe cosmologique implique de fortes contraintes sur la métrique d’espace-temps.
On peut montrer qu’il existe un systéme de coordonnées, dites coordonnées comobiles, de
telle maniére que les dix composantes indépendantes du tenseur métrique se réduisent a une
seule fonction de t (¢ désignant la coordonnée temporelle) a(t), appelée facteur d’échelle,
avec un parameétre discret. Plus précisément, on peut toujours pour un Univers satisfaisant
au principe cosmologique, faire le choix d’un systéme de coordonnées (t,7,0,¢) de telle

maniére que le carré de U'intervalle d’espace-temps ds? prenne la forme

ds? = dt? — a(t)? < - r2dQ2> , (2.1)

1— kr2

ou

dQ? = d6? + sin® 0d?, (2.2)

avec 'indice discret k pouvant prendre les valeurs +1, 0 et —1, qui correspondent respecti-
vement & une sphére, & un espace euclidien et a une pseudo-sphére, tous a trois dimensions.

Si on fait le choix d’une nouvelle coordonnée comobile x liée a r via

siny k=41
r=%(x)=1{ k=0 (2.3)
sinhy k=-1

alors I’élément de ligne (2.1)) peut étre réécrit comme

ds? = dt? — a(t)?[dx? + Z(x)?dQ?). (2.4)

15



2.3 Equation différentielle de Friedmann

La seule fonction inconnue dans (2.1)) ou (2.4) est le facteur d’échelle a(t), qui peut étre
déterminé par application des équations d’Einstein qui s’écrivent, dans un systéme d’unité

ol 87G égal a I'unité, comme
1
R;w - iRg/w = _T;wa (2'5)
en I'absence de la constante cosmologique A, et
1
R, — §9WR —Ag = —T, (2.6)

en présence de la constante cosmologique A. Les équations d’Einstein (2.5)) et (2.6)) peuvent

étre respectivement réécrites comme

1
Ry = — <TW — 2gWT§> , (2.7)
et
1
Ry, = — (T;w —5 gMZ,T)’\\) — Aguw. (2.8)

Ceci nous ameéne au calcul du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure, lesquels
requiérent & leur tour le calcul des symboles de Christoffel I’ﬁy qui s’expriment en fonction
du tenseur métrique g,,, et du tenseur métrique inverse g"” (voir Annexe .

A partir de , on peut tirer les composantes du tenseur métrique dans le systéme

de coordonnées (t,7, 6, ¢)

2
a 2 2 2 2

g =—1, g = T2 J0=07T" gep=aTT sin? 6, (2.9)

et du tenseur métrique inverse, qui sont ici immédiates, vu que le tenseur métrique est

16



diagonal

1 — kr? 1 1
tt T 00
g .9 o 9 =53 9 PR (2.10)
Le calcul des symboles de Christoffel donne pour les composantes non nulles
1 da da da .
Fi?" = maa, er = CLETQ, Fct,@(p: aar2 S1n2 0,
r r lda T 2 T 2\ 12
Iy, :Frt:5&, oo =—r(L—Fkr?), T'l,=—r(l—kr")sin0,
1da 1
6 4 6 0 0 .
th =T ot :aa, FT@ :FQT: ;, FLPL,O:_SIHQCOSH’
1da 1
Ffw :Fit: aa, Fﬁp = FgT: ;, Fgcp: erz C0t¢9, (211)

ou l'indice ¢ désigne la dérivation par rapport au temps. En utilisant ’expression du tenseur

de Ricci (1.7)), on obtient

_3d% _
Coa de?’ T — k2

I

aay + 2 d—a 2+2k
tt a

. d2a da\?

Le scalaire de courbure R se calcule par contraction du tenseur de Ricci R,

R = g" Ry, (2.13)

ce qui donne, en utilisant les expressions des composantes (2.12]) du tenseur de Ricci,

6 d?a da\?
R——GQ[CL(W-F(CU) +k‘

Pour écrire les équations d’Einstein, on a également besoin d’une forme pour le ten-

. (2.14)

seur énergie-impulsion. On modélise généralement 1'Univers par un fluide parfait dont les

molécules sont les galaxies ou les amas de galaxies. La forme générale du tenseur énergie-

17



impulsion 7}, d'un fluide parfait avec densité p et pression p est donnée par

T = (p+p2)UUy + pgpuvs (2.15)

ou U, désigne la 4-vitesse du fluide. Vu qu’on travaille dans un systéme de coordonnées

comobiles, seule la composante temporelle de U,, est non nulle

Uu(Uy,0,0,0). (2.16)
Comme
U, U" = —1, (2.17)
et vu que le tenseur métrique est diagonal avec g* = —1, on a
U2 =1. (2.18)

Comme U; est obligatoirement positif, on a

U = 1. (2.19)

Il est & remarquer que nous obtenons deux équations indépendantes qui correspondent

aux composantes tt et rr du tenseur de Ricci, et qui s’écrivent respectivement comme

da\® 1 9
et )
d? d
2ad—t§ + <dCtL> +(p—A)a® = k. (2.21)

Du fait de I'isotropie de I’espace, (2.8]) produit la méme équation (2.21)) pour = v = 6 et

pour u = v = . Ces équations ont été obtenues par Friedmann en 1922 dans le cas d’une

18



pression nulle p = 0 [22], puis généralisées pour une pression non nulle par Lemaitre en

1927 [23]. En prenant la différence des deux équations (2.20)) et (2.21)) on obtient

2

i(jugz—é(p—i-?)p)—kg. (2.22)
Cette équation nous permet de voir que pour A négligeable, dans un univers a contenu
matériel, c’est-a-dire tel que p + 3p > 0, 'expansion est décélérée. Il reste a résoudre le
probléme de la dépendance de la pression en la densité. Pour cela, il nous faut encore
une équation d’état p = p(p), ce qui suppose une forme particuliére de matiére dominant
I’Univers, autrement dit, la connaissance des diverses formes possibles d’énergie dans 1’Uni-
vers. En prenant une combinaison linéaire particuliére des équations et (les
équations et sont multipliées respectivement par —3 et 1), on obtient

1d%¢ 1 (da\® &k 1
e (e =0. 2.23
adt? a? <dt> a? + 2(,0—|-p) (2:23)

La dérivation de (2.20)) par rapport au temps nous donne

dp_6da|ld’a 1 (da\* k (2.24)
dt  adt |adt? a2 \dt a? |’ '

En combinant ((1.12)) et (2.24)), on obtient ’équation de conservation

@ 3da

222 —0. 2.2
dt+adt(p+p) 0 (2.25)

C’est bel et bien le résultat que donne la composante temporelle de I’équation de conser-

vation du tenseur énergie-impulsion,

DVTMV — TMV,V _ oOTHY

oo+ LT + T, T =0, (2.26)
’ xr
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L’équation (2.25)) est équivalente a

d 3 d 3 _
% (pa?) +tpat = 0. (2.27)

On s’intéresse a I’Univers actuel qui est dominé par la matiére noire froide non relativiste
(cold darck matter ou CMB en abrégé) auquel cas la prssion est négligeable devant la
densité, p < p. L’équation (2.27)) méne alors a

X —.
p e

(2.28)

2.4 Propagation des photons dans 1’Univers de Friedmann-

Lemaitre-Robertson- Walker

Ici, nous considérons les trajectoires des photons qui voyagent de galaxies lointaines vers
nous, a l'origine. Ce probléme est particuliérement simple car on doit seulement imposer
ds? = 0. Considérons un photon émis (¢, x, 0, ) puis détecté a l'origine (tg, xo = 0, 60, )
sur Terre. Ceci implique que tg > t. Prenons le cas d’un chemin radial, ce qui signifie que

0 = 0y et p = py. L’équation (2.4 se réduit alors a

0 =ds? = dt? — a(t)2dx?, (2.29)
ce qui donne
dy 1
— =4—. 2.
dt a(t) (2:30)

Comme le photon se rapproche du détecteur, dy est forcément négatif et on doit choisir

parmi les deux possibilités (2.30]) celle avec un signe moins. Donc,

dy 1
i @ (2.31)
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En intégrant (2.31]), on obtient

X(t)=/t0a(z), (2.32)

ou x(t) représente la distance géodésique du photon entre le point d’émission et 'origine
sur Terre. Si on est en possession de 1'expression de a(t), on peut alors évaluer x(¢) pour
un instant donné ¢. Pour des galaxies émettrice et réceptrice suffisamment proches de telle
maniére qu’on puisse négliger la variation de a(t) entre I'instant d’émission et I'instant de

réception du photon, (2.32)) se simplifie en
apX = to — t, (2.33)

qui dit simplement que le temps de vol est égal & la distance parcourue par un photon,
dans un systéme d’unités ou la vitesse de la lumiere c est égale a 'unité.

La relation (2.32) permet également d’accéder au décalage spectral. Considérons un
premier photon émis a l'instant ¢ par une galaxie ou un amas de galaxie et recu sur Terre &
I'instant ¢y. Considérons un deuxiéme photon émis a l'instant ¢ + 1 /v o v est la fréquence
du rayonnement a I’émission. Ce deuxiéme photon sera regu sur Terre a un instant o+ 1/vg
avec g la fréquence a la réception. Comme la distance géodésique est la méme pour les

deux photons, nous avons

to q¢ tot1/vo q¢ toqt to q¢ to+1/vo gy
x(t)z/ 2/ =/ +/ +/ — . (2.34)
¢ a(t) i+1p alt) 1w @) Jeoalt) Sy a(t)

En négligeant la variation de a(t) sur les intervalles (¢,t+1/v) et (to,to+1/v0), on obtient

1% ap

—=— 2.35

> -5, (2:35)
ou, comme les fréquences et les longueurs d’onde sont inversement proportionnelles,

)\0 ag

— = —. 2.36

N = (2.36)
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Le décalage spectral z est défini comme

1+z=%l (2.37)

D’ou,
14+2=2 (2.38)
a

Si z > 0, on parle de décalage spectral vers le rouge ou redshift et si z < 0, on parle de
décalage spectral vers le bleu ou blueshift.

Pour obtenir y en fonction du décalage spectral z, on fait le changement de variables

dt =

oL (2.39)

dans (2.32)). On obtient alors

@ da
X@%i[maﬂ@’ (2.40)

14z
ou f(a) est donné par 1’équation de Friedmann (2.20)). Cette expression ([2.40]) est tres utile
car c’est le décalage spectral d'une galaxie qui est mesuré par I'observation et non pas

I'instant d’émission du photon.
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Chapitre 3

Modéle d’Einstein-Straus a
courbure spatiale nulle (cas plat

k= 0)

La motivation qui a conduit Einstein et Straus a proposer ce modéle cosmologique
qui porte leurs noms, était d’expliquer pourquoi le phénomeéne trés connu d’expansion de
I’Univers & grand échelle n’affecte pas les petites échelles telles que les systémes plané-
taires. Dans leur travail qui date de 'année 1945 [4], ils ont montré qu’il est possible de
combiner analytiquement et géométriquement la métrique statique de Schwarzschid avec
la métrique non statique de FLRW sur une sphére ou une vacuole. Cette sphére porte
le nom Schiicking qui a déterminé la métrique représentative de ce modeéle en 1954 mais
en 'absence de la constante cosmologique [5]. Le travail de Schiicking a ensuite été élargi
par les italiens Balbinot, Bergamini et Comastri pour tenir compte de la présence d’une
constante cosmologique [6]. Dans ce modele, les galaxies ou les amas de galaxies (lentille)
seront représentés par une condensation de matiére & symétrie sphérique placée au centre

d’une spheére vide régie par la solution de Schwarzschild-de Sitter et plongée dans un fluide
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parfait décrit par la métrique de FLRW.

Le modeéle d’Einstein-Straus permet de s’affranchir des hypothéses utilisées par Rindler
et Ishak [I5, 24]. On permet a 'observateur et a la source de se déplacer par rapport a la
lentille et les masses des autres amas de galaxies sont incluses sous forme d’une poussiére
isotrope et homogeéne. La métrique d’Einstein-Straus est une solution des équations d’Ein-
stein qui raccorde la solution de Schwarzschild-de Sitter a I'intérieur du rayon de Schiicking
[5] avec la solution de FLRW & ’extérieur.

On va s’intéresser dans ce chapitre au modéle d’Einstein-Straus en présence d’une
constante cosmologique mais en considérant une courbure spatiale nulle, £ = 0, pour la
métrique de FLRW. Commengons par raccorder les métriques de FLRW et de SdS sur la
sphere de Schiicking via le calcul du Jacobien de la transformation des coordonnées de

Friedmann aux coordonnées de Schwarzschild, en suivant le travail de Schiicker [25].

3.1 Raccordement de la solution de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker avec la solution de Schwarzschild-de

Sitter

Réappelons ¢t T' pour exprimer la métrique de SdS (1.20) en coordonnées (7', r,0,¢)

comine

2GM A
G; —§r2, dQ? = d6? +sin® dp?,

(3.1)

ds? = B(r)dT? — B(r)"'dr* —r?dQ*, B(r)=1-

qui s’applique & l'intérieur d’une vacuole (sphére de Schiicking) de rayon rgchi(77) centrée

autour d’une distribution de masse M a symétrie sphérique (la lentille) avec

7 < TSchii- (32)
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La métrique de FLRW en coordonnées comobiles (¢, x, 0, ) (2.4]) s’écrit dans un espace

euclidien (espace plat £k = 0) comme
ds? = dt* — a(t)*(dx® + x2dQ?), (3.3)
qui décrit la géométrie de I'espace-temps & l'extérieur de la vacuole,

X > XSchii (34)

ou le facteur d’échelle a(t) est déterminé par intégration numérique de ’équation de Fried-

mann
d A A
T =f), flo) =S +5a (3.5)

ou a(t) est une fonction croissante au cours du temps (expansion de 'Univers) avec A une

constante définie & partir de (2.28)) comme
3A = pa?, (3.6)

pour un univers dominé par la matiére non relativiste avec p la densité de poussiére.
On raccorde la métrique de SdS (3.1) a la métrique de Friedmann (3.3]) sur le rayon

constant de Schiicking,

rsehu(T) = a(t)Xsch- (3.7)

La masse M s’exprime en termes du rayon de Schiicking, compte tenu de (3.6) et (3.7),

comme
4
M = gﬁrgchup = AT AxS ey » (3:8)
ce qui donne
Mo\ 13
wsan= () - (39
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Donc, on a sur la sphére de Schiicking

A A
Bseny = B(TSchu) =1- <a + 3G2> X%chu =1- f(a)Qchhu- (3-10)

Pour raccorder les deux solutions, on va passer des coordonnées de FLRW (¢, x) et de
SdS (7, r) au nouveau systéme de coordonnées (b,r).

Réécrivons d’abord la métrique de FLRW dans le systéme de coordonnées (a, x),

—a?dy® — a*x*dQ% (3.11)

On transforme le facteur a?x? devant dQ2? en 72

(b, 7),

sous le changement de coordonnées (a, x) —

=®(b,r), x=r/P(0,r), (3.12)

avec la condition aux limites, qu’en le rayon de Schiicking, ’ancienne coordonnée de temps

coincide avec la nouvelle coordonnée de temps,
a=b= (I)(b, bXSChl"l)‘ (313)

Dans le systéme de coordonnées (b, r), la métrique de FLRW ({3.11)) s’écrit alors comme

ds? = —gh db? — gf dr? — 2 gL dbdr — r2dQ?
- (8) (G- @)w[0-58)q ()]
+2 ?;f [; (1 é g) 012 ?] dbdr — r2dQ2, (3.14)
avec
C1=f(®) = % + 1;<I>2 (3.15)

On veut maintenant que le terme mixte gf; soit nul (métrique diagonale), c’est-a-dire que
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gt = 0. Ceci se traduit par

o  r C? B A AN
i & B1_1<+>T- (3.16)

La métrique de FLRW prend alors la forme

od\* B 1
ds? = (az;) C% dv? — B—er —r2d02. (3.17)
1 1

En dérivant (3.13]) par rapport a b, on obtient en x = xgcpi

0®
0b

0P

Schii or

1
XSchit = (3.18)

Schit Bscni

En tenant compte du fait que gf. = 0 et en substituant par (3.18) et (??), la métrique de
FLRW (3.14) devient alors

d82 _ X%Chi‘l db2 . d’l"2

2 2
= — r2dQ”, 3.19
Bseni (1 — Bseni) Bscni (3.19)

Considérons maintenant la solution de SdS (3.1)) et faisons la transformation de coor-

données (T',7) — (b,r) via la fonction ¥(b)

ar

— = T0). (3.20)

La métrique de SdS s’écrit alors dans le systéme de coordonnées (b, 7,6, ¢) comme

ds®> = —g& db? — g dr? — r2dQ?

= BY(b)%db® — B~dr? — r2dQ2 (3.21)

Le raccordement dans ce systéme de coordonnées (b, , 6, ¢) des deux solutions de FLRW
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et de SdS sur la sphére de Schiicking se traduit par

F _ K F _ K
gbb‘Schﬁ = 9vblschi0 Irrischn = Irrischa (322)

ce qui implique alors que

XSchii
U(h) = —=222 3.23
®) Bsenii Csehii (3:23)

ou on a posé

CSchii =V 1- BSchﬁv (324)

ou encore

Csenii = f(a)Xscha (3.25)

Maintenant, pour calculer le Jacobien de la transformation de coordonnées (T',7) —
(t,x) et vice versa sur la sphére de Schiicking, on fait un usage répété de la dérivée d’une

fonction composée. On a

o _oow o o _onow
OT  da Ob 8T’ Or  da Or’
Ix _ Ox ob ox 1 r 00

T b aT o d B2 or (3.26)

En faisant x = xg.i dans (3.26]), on obtient le Jacobiende la transformation de coordonnées

(T,r) — (¢, x) sur la sphére de Schiicking,

oty _, ot _ _ Csau
T |Seny T O s Bseni”
0 Cehis 0 1
R 1L Ui , (3.27)
T [§ens a O |seny @ Bschi
ou sous forme matricielle
1 ~ Cseni
BSchii
B Csen 1 . (3.28)
a aBschi
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Le Jacobien de la transformation inverse (¢, x) — (7, 7) n’est autre que 'inverse de la

matrice (3.28]), dont le calcul donne

1 aCSchﬁ
BSchﬁ BSchﬁ
Csehin a
Do,

or| 1 ar
ot Schii BSchu’ ox
or or
s = CSChﬁa a_ = a.
ot Schii 0 Schii

. Cschit
- M
Sehii  DSchit

(3.29)

(3.30)

Pour comparer la coordonnée temporelle de FLRW ¢, & celle de SdS T, en X = Xscha»

on considére la courbe paramétrée T' = p, avec r = bxgen, 0 = 7/2 et ¢ = 0. Sa 4-vitesse

est

BscniCschiv = Bschiis

or |
dp
or dr db dT 1
a5, ap ar P i 1 = BschiCseni,
ap db dT Sent dp XSchii (b) Sck CS h
dans les coordonnées de SdS et
g_ﬁ g_i_@ g_l 1_CSch1"1
dp  OT|gyy dp  Or|gey dp Bschii
b | AT o dr s
dp  OT gy dp  Or|geyy dp aSchii aBschi

dans les coordonnées de FLRW. On en déduit la relation

dt

Al _dtdp
dT

= — — = Bschi
Sehn  dp dT’ o

(3.31)

BseniiCsenis = 0, (3.32)

(3.33)

qui permet de passer du temps de Friedmann au temps de Schwarzschild et inversement.
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3.2 Intégration de I’équation différentielle de Friedmann

Avant d’intégrer les géodésiques de lumiére, on commence par intégrer ’équation dif-
férentielle de Friedmann en vue d’obtenir une expression analytique exacte du facteur
d’échelle en termes du temps cosmique a(t) ainsi que de la fonction inverse du temps cos-
mique en termes du facteur d’échelle t(a). Ce calcul intermédiaire étant facultatif puisqu’on
peut alternativement procéder & une intégration numérique de I’équation de Friedmann.

L’équation différentielle de Friedmann dans le cas plat (kK = 0) est donnée par

% = fla),  fla):= m, (3.34)

On cherche d’abord D'expression du temps cosmique en termes du facteur d’échelle t(a).

On a

da
dt = m, (3.35)

qui peut étre réécrit, en utilisant le changement de variable

A
b= /371@3, (3.36)

db
At = ——— < 3.37
V3A VI + b2 (3.37)

comine

[\)

ce qui donne par intégration,

arcsinh b + const, (3.38)

9
- V3A

2 A
t(a) = NETN arcsinh 1 / 3—Aa3 + const . (3.39)

ou encore
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Pour calculer la constante const, on utilise le fait que le facteur d’échelle prend la valeur

ap = a(t = tog = 0) (ou t(ap) = 0). D’ou alors,

2 [ A
const = — NETY arcsinh 3—Aa8. (3.40)

On en tire finalement 'expression du facteur d’échelle en termes du temps cosmique,

1/3 Ak
a(t) = <?Xl> sinh?/® (SAt — const') , (3.41)

ou const’ est une nouvelle constante définie par

A
const’ = const . (3.42)

3.3 Intégration des géodésiques de lumiére

Comme le montre le dessin illustratif sur la Fig. on va s’intéresser & une situation
de deux photons (ou deux rayons de lumiére) émis par une source S aux instants tg et
tg et empruntent des trajectoires différentes de type FLRW avant d’arriver & l'entrée de
la sphere de Schiicking du coté de la source aux instants g, . €t tscnus qui peuvent étre
convertis aux instants Tgqhis et Té chis de type SAS gréce a la relation de raccordement entre
le temps de FLRW et celui de SdS déja établie auparavant . Puis, ces deux photons
pénétrent dans la sphére de Schiicking, décrite par la métrique de SdS, pour arriver a la
sortie de celle-ci du coté de la Terre aux instants T, échﬁE and Tschyp (qui peuvent étre a
leur tour convertis aux instants tg.,.p €t tschir de type FLRW grace a la méme relation
qui relie le temps de FLRW & celui de SdS) aprés avoir subi l'effet de la gravitation (ou
en termes relativiste l'effet de la courbure de I'espace-temps) & proximité d’un amas de
galaxies jouant le role d’une lentille gravitationnelle L. Ensuite, les photons continuent

leurs chemins dans la géométrie de FLRW pour arriver finalement sur Terre aux instants
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tg et ty sous des angles bien connus « et o'

Prenons la position de la lentille comme origine et choisissons le systéme de coordonnées
sphériques de telle maniére que la Terre soit caractérisée par (x = xi,,» = 7) et la source
par (X = xrs,¢ = —¥g). La Terre aussi bien que la source font partie de la trajectoire
du photon (respectivement points de départ et d’arrivée) et sont par conséquent également

contenues dans le plan équatorial § = 7/2.

e

T'Schii

photon D

Fig. 3-1 Deux rayons lumineux déviés sous l'effet de la gravitation a l'intérieur de la sphére de
Schiicking.

Etant donné que ce sont les conditions finales sur Terre qui sont connues, on intégrera
les équations du mouvement & reculons, de la Terre jusqu’a la sphére de Schiicking, puis &
Iintérieur de la sphére de Schiicking et enfin de la sphére de Schiicking jusqu’a la source.
Ce calcul a pour objectif de déterminer les instants auxquels les deux photons quittent la
sphere de Schiicking, tg. . and tsenur, les instants auxquels ils pénétrent dans la sphere
de Schiicking, tlSchﬁS and tscnis, et finalement leurs instants d’émission par la source, tg et
tg. Lors de ce calcul, on aura également besoin de déterminer 'angle de déflexion ¢g.

On souhaite également synchroniser I’arrivée des deux photons sur Terre & I'instant zéro,
c’est a dire tg = t; = 0, afin de faciliter davantage les calculs ot I'on définit ag := a(t = 0)
comme le facteur d’échelle actuel sur Terre. Cela veut dire que le temps de retard de 'un

des photon par rapport a 'autre se réduit simplement & la différence entre les instants
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d’émission en la source. On définit alors cette différence par
At = tg — tg. (3.43)

Mais, avant d’expliciter la démarche & suivre pour le calcul de la déflexion de la lumiére et
du temps de retard, on cherche d’abord & déterminer les distances géodésques qui séparent

la Terre, la lentille et la source..

3.3.1 Détermination des distances géodésiques Terre-lentille y;, Terre-

source xg et lentille-source x;, g

La méthode consiste simplement & prendre un photon imaginaire caractérisé par ds? = 0
qui parcourt un chemin radial (correspondant & des variations angulaires polaire et azimu-
thale nulles df =d¢ = 0) de la lentille (et de la source) jusqu’a la Terre dans la géométrie
de FLRW et faire usage de la formule du redshift permettant de relier le facteur d’échelle
a au décalage spectral z (redshift) ,

sr1=2 (3.44)
a

sachant que ag est la valeur du facteur d’échelle & I'instant d’arrivée du photon sur Terre
auquel on peut attribuer la valeur ¢ = 0. Pour réaliser ce calcul, on peut faire recours a
diverses méthodes : Chercher une relation entre x et et le temps cosmique ¢, x(t) (2.32),
entre x et le facteur d’échelle a, x(a), ou entre x et le redshift z, x(z) (2.40). Donc, La
métrqiue de FLRW pour un photon se réduit a ,

dt

ot (3.45)

dy = —

«_»

ol le choix du signe moins assure que les distances géodésiques diminuent au fur et

mesure que le photon se rapproche de la Terre, autrement dit, la distance géodésque y
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diminue au cours du temps. En remplacant a(t) par son expression (3.41)), on obtient

A [0 dt’
=55 [ , (3.46)
34y a3 [V 3A
sinh Tt/ — const/
ou on a pris l'origine des distances sur Terre, c’est-a-dire que x(¢t = 0) = 0. Il est a noter
que l’intégrale peut se faire analytiquement pour donner une fonction hypergéométrique.
Maintenant, les distances géodésiques xi, et xg correspondent respectivement aux instants

d’émission des photons par la lentille et la source notés par t% et t(S),

xr = x(1), xs = x(t3). (3.47)

Ces instants se calculent via 'expression du temps cosmique (3.39)) et la formule du redshift
(3.44) comme suit,

ap
0 =1t = 3.48
[ :=tlaL), aL T (3.48)
ap
9. —=¢ = . 3.49
s = t(as), as p—— (3.49)

Donc, la donnée des valeurs numériques des redshifts en la lentille et en la source, zy, et zg,
permet de calculer les distances géodésiques x, et xqg.
On peut également déterminer ces distances géodésiques en déterminant une relation

en x et a. En vertue de I’équation de Friedmann (3.35)), on peut intégrer par rapport a a.
On a, en introduisant f(a) dans (3.45)),

dy=——— (3.50)

ce qui donne, en intégrant,

x(a)z/ao do’_ (3.51)



Par conséquent les distances géodésiques X, et xg correspondent aux
xr =x(ar), xs:=x(as), (3.52)

ou ar, et ag sont donnés par (3.48) et (3.49).

Une troisiéme méthode consiste a relier directement y au redshif z en faisant usage de

la formule du redshift. L’expression (3.51]) devient alors

x(z) = / v da (3.53)

ou encore, en utilisant (3.44)),

z CZZ/
x(2) :/ . (3.54)
0 é(z’ +1)3+ éa2
ag 30
Donc, les distances géodésiques X, et xg sont données respectivement par
xp = x(z1)s  xs = x(2s)- (3.55)

En l'occurence, l'intégration analytique de (3.51)) et de (3.54)) conduit & une intégrale ellip-
tique de premiére espéce.
Finalement, la distance géodésique entre la lentille et la source, notée par x, g, se déduit

approximativement en prenant la différence entre xg et xz,

XL.S = Xs — XLs (3.56)

en raison du fait que, dans le cas auquel on va appliquer nos résultats, I’angle d’inclinaison
—@g (angle de déflexion) de la source par rapport a ligne de visée Terre-lentille est trés

petit, de 'ordre de quelques secondes d’arc (~ 1079). Cela signifie que la Terre, la lentille
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et la source sont quasiment alignées.

3.3.2 Géodésiques de lumiére entre la Terre et la sphére de Schiicking

On aura seulement affaire & deux équations de la géodésique qui sont (voir Annexe

. d
i ad—j (52 + x2¢?) =0, (3.57)
. da t X\ .

2( =221 ) p=0. 3.58
¢+ <dm+x><ﬁ (3.58)

On commece par le chemin du photon “a”. Pour intégrer les deux équations différentielles,
on doit d’abord déterminer les deux composante de la 4-vitesse g et ¢ & I'instant d’arrivée

du photon “a” sur Terre t = 0 en p = 0. Donc,
tg = dt/dp|g = 1. (3.59)

Pour calculer ¢p (¢ =dp/dp), on fait usage de la définition de l'angle physique a qui

coincide avec I'angle de coordonnée arctan (xp,|de/dx|g),

de
T E) . (3.60)

Ceci d’une part. D’autre part, la métrique de FLRW dans le plan équatorial = 7/2 se

« = arctan <XL

réduit pour une géodésique de genre lumiére (ds? = 0) a
0 = dt? — a(t)*(dx? + x*dp?), (3.61)

ce qui donne, en divisant par de?,

dy? 1 de? 9

— — 2. 3.62
dp? ~ a(t)Zdg? X (3.62)
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ou encore
dg?
dy?

= ! , (3.63)

g 1 d? .
a% de? | L

en la position de la Terre. En prenant le carré de (3.60) et en substituant par (3.63]), on

trouve
dt?
d?

1 ajxi

2 2 0XL
= 1) = . 3.64
E FoXL <tan2 P ) sin? o (3.64)

On en tire 'expression de ¢p en divisant dt et dy par dp,

. 2 sin? o
901%3 = E2727 (3-65)
Ao XL,
ou encore
. sin o
Y =+ , (3.66)
ao X1,

ou on a remplacé par (3.59)) et retenu le signe plus “+” car pour le photon “a” l'angle
azimutal ¢ augmente au cours du temps.

En divisant (3.61)) par dp?, on obtient
2 2.2
= —. 3.67
A= Ty (3.67)

L’équation de la géodésique (3.57) devient en remplacant par (3.67) dans I’équation (?7?),
sachant que da/dt = a/t, on obtient

t
Z+9:0, (3.68)
a
qui est équivalente a
d .
W In(ta) =0, (3.69)
qui s’intégre par
ta = C*,



ou C' est une constante qui se détermine par application de la condition finale sur Terre

quen t =0 (p = 0), on a(0) =: ag et £(0) =: {g. Donc, compte tenu de (3.59)),
Cte = a. (3.70)

Alors
t=—-. (3.71)

Maintenant, en réécrivant da/dt comme @/t dans (3.58) pour éliminer £, on arrive a

LA <a + X) =0, (3.72)
12 a X
qui est équivalente &
d
O In(pax?) =0, (3.73)
qui s’intégre par
pa’y? = Cte, (3.74)

ot C* est une deuxiéme constante qui se détermine par application de la condition finale
sur Terre qu'en t = 0 (p = 0), on ¢(0) =: ¢ et a(0) =: ap et x(0) = xp,. Donc, compte

tenu de (3.66)),

C" = agxp, (3.75)
ou on a défini
Xp = X1, sin . (3.76)
Alors
o= Zg’;; (3.77)

Pour établir une relation entre ¢ et x, il suffit d’éliminer le facteur d’échelle a(t). Pour

38



cela, on fait usage de I’équation (3.67) afin de tirer une expression pour a. On trouve

a?=——20 (3.78)

2+ 22
ol on a remplacé £ par son expression (3.71)). En remplacant a? dans (3.77)), il vient que

d
doo e
X = /K
ou on a retenu le signe plus “4” du fait que ¢ et x sont positivement proportionnels pour

le photon “a”. I’équation ([3.79)) est équivalente a

(3.79)

o= d(xp/x) (3.80)

V1= (xp/x)?
qui s’intégre par, en tenant compte des conditions finales, pour donner

¢ = — arcsin XP e (3.81)
X

ot C*" est une troisiéme constante qui se détermine par application de la condition finale

sur Terre qu'en t =0 (p=0), on a

x(0) =t xy, »(0)=m. (3.82)
Donc, compte tenu de (3.76)),
ct =71 +a. (3.83)
Alors,
p =T — arcsin LS (3.84)
X

Donc, le photon “a” sort de la sphére de Schiicking avec un angle azimutal correspondant
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au rayon de Schiicking xg.,; donné par

+ o (3.85)

PgeniE = T — arcsin
XSchii

Le méme raisonnement que pour le chemin du photon “a” donne pour le chemin du

photon “a’” les deux composantes de la 4-vitesse sur Terre

: /
=1, @h=_""r 3.86
E ¥YE aoXL ( )
compte tenu des conditions finales sur Terre en ¢t =0 (p = 0),
x(0) =: x5, 9(0) = —m. (3.87)

Il s’ensuit que l'intégration des deux équations de la géodésique (3.57)) et (3.58) donne

/ /
t':@, @Z_agxg, 90:—7r+arcsinX—P—O/, (3.88)
a a=x X
avec xp défini par
Xp = xp, sind’. (3.89)

De méme, le photon “a’” sort de la sphére de Schiicking avec un angle azimutal correspon-

dant au rayon de Schiicking xg.,; donné par

/
OSenip = —7 + arcsin Xy (3.90)
XSchii

Détermination des temps tschiig et t/SchiiE Il y a trois méthodes de détermination
des temps tgchir et tg chipp- Les deux premieéres méthodes sont basées sur I'intégration des
équations différentielles sans faire appel a des éléments de la géométrie d’Euclide qui cor-
respondent & espace plat. Donc, ces deux méthodes sont exhautives et valables dans le cas

d’un Univers non plat, sphérique ou pseudo sphérique. La premiére méthode consiste a
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relier le temps a langle azimutal ¢, t(¢), qui permet d’en déduire le temps tgengp corres-
pondant & ¢g.,;x dont on sait maintenant calculer sa valeur via ’expression (t3enaE
correspondant & pg ;.up ) La deuxiéme méthode consiste a établir la relation entre le
temps et la coordonnée comobile x. Dans ce cas, les temps tgchir €t tg.,p correspondent
au rayon constant de Schiicking xg.,;- La troisieme méthode repose sur l'usage de certaines
propriétés de la géométrie euclidienne.

Méthode 1

On commence par la trajectoire du haut. On a d’aprés

Xp
= . 91
X sin(p — «) (3:91)
Il s’ensuit que
cos(p — «
dx = —xp #d% (3.92)
sin®(¢ — @)
En remplagant (3.91)) et (3.92)) dans (3.61]), on obtient
de\? 9 dp?
— ) =xp—F——- 3.93
(2) ~Yaoa )
D’ou
dt dep
e T c— 3.94
a(t) AP sin?(p — ) (3:94)

ol le signe “4” traduit le fait que pour la trajectoire du haut ¢ augmente au cours du

temps. emps. Par intégration, on trouve

0 dt @ d
/ aty — / s (3.95)
tSchiE a(t) PSehilE S ((p — a)
- _XP COt(SO - O{)‘Z;SchﬁE (396)
= xpleot @ + cot(pgenar — ), (3.97)

avec Qg up donné par (3.85)). Cette équation peut nous fournir le temps tgchar par inté-
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gration numérique du membre de gauche.

Méthode 2
En remplagant dp par son expression (3.79) dans (3.61]), on arrive a
dt 2 X2dX2
a(t) X2 = Xp
ou encore
dt d
(t) =+ i ) (3.99)
car la coordonné y croit avec le temps. On obtient, en intégrant,
/ bood / e xdx
tscniE a(t) XSchii \/m
XL
XSchii
= \/x% —Xp — \/X%m — X3 (3.100)

C’est le méme résultat qu’on aurait obtenu en remplacant dans a par (3.76) et gk
par (3.85)).

Méthode 3

En utilisant certaines propriétés de la géométrie d’Euclide valables dans le cas d’un
espace plat, on peut facilement montrer que la distance entre le point de sortie de la sphére

de Schiicking et la Terre s’écrit en termes de X1,, Xschii €6 Pschiip comme

XE Schiue = X (schiE) = \/ X2+ Xenia T 2 XL XSehit COS PSehitE» (3.101)
ou
sin(7 — psenup)
XE,SchiiE = sin o == Schii (3102)
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Ensuite, on déduit tgengp par résolution numérique de ’équation radiale (3.45]),

/ A / dy (3.103)
tSchik a(t) X

E,SchilE

=  XE SchiE- (3.104)

Pour le chemin du bas, on se limite a donner I’équation permettant le calcul de t§., .5 par

la méthode 2 et qui s’obtient en procédant de la méme fagon que pour le photon du haut.

Le résultat est similaire a (3.100]),

0
dt
/t’ @ - \/X% - X,P? - \/chhu - Xg- (3.105)

SchiilE

Les 4-vitesses des deux photons en tsehir et tschir, en coordonnées de FLRW, compte

tenu de (3.71), (3.77), (3.79) et (3.88]), sont données par

2
. ao . ao Xp . aoXp
lSchiE = » XSchiE = —3 - —=<—, ¥shie = 35 > (3.106)
aSchiE A3 chiiE XSchit SchilE
pour le photon du haut et
ao ao X'2 aoXj
) _ <! _ P ./ _ P
tSchiE = / y  XSchiiE — ~ 72 1- 2 y  PSchilE — — 5 , (3.107)
AgchiiE ASchiiE XSchii TSchiiE
pour le photon du bas, avec agenir = a(tschip) €t aGuqup = 0(tgyp) calculés a partir
de (3.41) et rseniE = GSchiEXSchi €6 TSenip = 9SenigpXscha définis par la condition de

raccordement (3.7]). Le calcul des 4-vitesses en coordonnées de SdS se fait via le Jacobien
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de la transformation inverse (3.30) comme suit :

or or

Tscnik = —- tSchiE + —— XSchilE (3.108)
“ o lsaie  lsaar
2
a
= 14 Csapy[1— 22—, (3.109)
aschiE BSchiE Sehit
or . or
TSchilE = — tSchiE + = XSchilFs (3.110)
- Ot lsaue  OXlsap
2
ao X
- (CSCME +4/1-5E ) , (3.111)
QSchilE XSchit
pour le photon du haut et
: or| . or|'
Timie = &7 tSenie T 5 XSchuE (3.112)
o O |serap X |sehap
2
ap ! X,P
- | 1+ Clupt /1 — , (3.113)
3epig BSenie ( - XEena
or| . or |
./ / ./
TSchiE = A7 tschak + 7— XSchiiE (3.114)
o Ot |saap X lsehar
ao X/Q
= — | G +4/1 - 55— |, (3.115)
A5chiiE XSchit

pour le photon du bas, avec Cschik 1= Csehii(tsehit) = V1 — Bsenik s Céonup = Csenit (tsenip) =
\/1 - BéchiiE 3.24), Bschip = BSchﬁ(tSchﬁE) et B/SchiiE = Bschii (t/SchiiE)'

On définit vy et v comme les plus petits angles de coordonnée entre la direction des

photon “a” et “a’” et leurs directions dirigées vers la lentille aux points de sortie de la

spheére de Schiicking. On obtient

-1

. 2
vk = arctan rschﬁEPScﬂ — arctan |—F Csenite +1/1 — >2<P , (3.116)
T'SchilEl XSchit XSchit
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pour le photon “a” et

-1
! / 12
vk := arctan réChuE(ﬁscﬁ — arctan | P Céopap +1/1 — ;CP , (3.117)
SchiiE XSchii XSchii

({1}

pour le photon “a”.

3.3.3 Géodésiques de lumiére a ’intérieur la sphére de Schiicking

Ici, on se penche sur I'intégration des équations de la géodésique de type SdS. Pour des

géodésique de genre lumiére, on aura seulement besoin d’intégrer les deux équations de la

géodésique (1.23)) et (1.23]) dans le plan équatorial 0 = 7/2,

. B(r) .

T+ B(r)ldd(T)Tf‘ =0, (3.118)
T

p42r g =0, (3.119)

En divisant (3.118)) par 7" et (3.119) par ¢ et en tenant compte du fait que dB(r)/dr =

B(r)/7, on arrive a

T B(?“) d .
-+ =0« —In[TB(r)] =0, 3.120
g =0 T B (3120)
o o7 d. .
—4+2-= —1 =0. 121
gb+ " Oﬁdpn(rgo) 0 (3.121)

Par intégration, chacune des équations (3.120]) et (3.121)) donne une constante du mouve-

ment ; 'une des deux constantes, celle résultant de l'intégration de (3.120f), pourrait étre

absorbée dans une redéfinition du paramétre affine p. Redéfinissons p de telle maniére que

la solution de (3.120)) soit

(3.122)
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L’équation (3.121f) s’intégre pour donner

o
o=13 (3.123)

ou J est une deuxieéme constante du mouvement jouant le role d’un moment angulaire par
unité de masse. En divisant la métrique de SdS pour un photon (ds? = 0) par dp?, on
obtient

0= B(r)T? — B(r)~ 172 + r23?, (3.124)

qui devient, en substituant ¢ et ¢ par leurs expressions respectives (]3.122[) et (]3.123[), une

équation purement radiale,

B(r)

2 + J277 =1. (3.125)
On en tire alors
B(r)
=41 — J? . 3.126
" 2 ( )
Maintenant, par élimination du paramétre affine entre 7 et ¢, il vient que
dr r2
@ == T2 B(r), (3.127)

qui doit s’annuler au péri-lentille, la distance d’approche minimale par rapport a la lentille,

notée rp,
dr
- =0,
de =y
ce qui permet d’avoir une expression pour .J,
r
J=— (3.128)
B(rp)
On peut montrer que ce péri-lens peut étre approximé par (voir Annexe
TP 2~ rgehup sinyg — GM, (3.129)
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qui s’obtient en développant le petit angle de coordonnée v (3.116) au premier ordre

en le rapport du rayon de Schwarzschild au péri-lens 2GM/rp (~ 107°), en utilisant les

expressions (3.126)) et (3.123|) pour 7 et de ¢ respectivement. En injectant I’expression de

J (3.128]) dans I’équation (3.127]), on obtient ’équation orbitale

d 1 2 2GM
Lot ulr) =y~ 11— T, (3.130)
dr u(r) TP TP T r+rp

dans laquelle la constante cosmologique disparait accidentellement. De la méme maniére,

en faisant maintenant usage des expressions de T et 7, on obtient une expression pour

dT/dr,

: 2
ar _T_ 1 = B0 e [y 2GM (e N gy
dr 7 v(r) B(rp) 72 Tp r  r+rp

On calcule maintenant les temps tsepis et t, ;g aux points d’entrée dans la sphére

de Schiicking en prenant en considération les conditions finales aux points de sortie de la
spheére de Schiicking qui sont devenues entiérement déterminées.

Le temps de trajet du photon « & I'intérieur de la vacuole, du point d’entrée au point de
sortie, peut étre obtenu en utilisant ’équation ou l’intégrale du membre de droite
peut étre divisée en deux intégrales, étant donné que r décroit au cours du temps de rgchis

a rp alors qu’il croit de rp & rechim,

Tschik TSchiE g TSchiE g TSchuS  Jy
/ dT =+ / —— & TschitE — TSchiis = / — +/ — (3.132)
Tschus TSchis v(r) Tp U<T) TP U(T>

avec rschif ‘= 7(tsehuk) = a(tschuk)Xschi €t TSchus = T(tschus) = a(tschas ) Xsehi-
Une autre expression pour ce temps de trajet peut étre obtenue en utilisant la relation

entre le temps de SdS et celui de FLRW (Ref),

T T /tschnE dt (3 133)
SchiiE — 4 SchiiS — - ‘
o o tSchiS BSChﬁ(t)
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I1 s’ensuit de (3.132)) et (3.133) que

r(tsenue) g T(tschus) tschuk dt
/ r +/ dr _/ e (3.134)
Tp 'U(T) Tp U(r) tSchUS BSchu(t)

ce qui nous permet d’obtenir tg.pi5 par intégration numeérique.

Le méme raisonnement que pour le chemin du haut donne pour le chemin du bas

T(téc i ) d T(téc iiS) d téc i dt
/ e dr +/ R :/ e (3.135)
) v (T‘) TP v (T) t!, BSChﬁ (t)

SchiiS

ou la fonction v/(r) est définie par une expression analogue a (3.131) a condition que rp
soit remplacé par 7', qui est donné par une expression approchée analogue a (3.129)),

Tp ~ T8pap SN YK — GM, (3.136)

avec g = T(tseniar) = ¢(tsenar)Xsehu €6 Tsenas = T(6sehas) = @(tsehas) Xschu-
L’équation peut étre utilisée pour déterminer ’angle que fait le photon “a” du

point d’entrée dans la vacuole au point de sortie de celle-ci. En effet, I'intégrale du membre

de droite de (3.130)) peut se décomposer en deux intégrales, sachant que dp/dr est positif

sur le trajet de rp & rgenir et est négatif de rechas & 7p,

PSchiE TSchilE drr‘ TSchilE d/r‘ TSchiiS d/r‘
/ dp =+ / — & PSchiE ~ PSchis = / +/ ——. (3.137)
© T TP

SchiiS SchiiS u(r) rp U(T) u(r)

L’expression précédente s’intégre facilement, en faisant usage des intégrales suivantes

dz
——— = arcsin z, (3.138)
/\/ 1—22
d
\/% = /1 - 22, (3.139)

dz 1—=z
— = /= 3.140
/(z—l—l)\/l—zQ 1+2 ( )
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pour donner au premier ordre en le rayon de Schwarzschild au péri-lens 2GM /rp

— arcsin 4+ —
T'SchilE T'SchiiS rp

rp T'SchiE — 7P TSchiiS — TP
. \/ Schi \/ Schil§ , (3.141)
TSchuS T'SchiE +7P T'Schis +7P

ol pgup est donné par (3.85)). De méme, on obtient pour la trajectoire du bas, sachant

. TP . Tp GM r%)
PSchiilE — ¥SchiiS =~ 7 — arcsin 1-—

que dy/dr est négatif sur le trajet de rp & rg g €t est positif de r§,,q & 7p,

rh e GM 2
Osenis — Poaup = T — arcsin ——— — arcsin ——% ; 1-—F—+
TSehitE TSchiis Tp TSchitE
2
\/1 Tij + \/T/SChﬁE _Tig + \/T/Schﬁs _T],;) (3 142)
2 J :
T/SchuS T/SChﬁE +T£’ T,SchiiS +T£’
La 4-vitesse au point d’entrée du photon “«” dans la sphére de Schiicking est définie
en coordonnées de SdS, d’apres (3.122)), (3.126]) et (3.123]), comme
- 1 . 7% Bscns Tp

T schus = B »  TSchiiS = —\/1 - QPA? PSchits = —, (3.143)

Schii$ TSenus B(rp) "3enas V B(rp)

ol on a retenu le signe moins pour la vitesse radiale 7gchis, puisque dans cette région r

[P

diminue au cours du temps lorsque le photon “a” se rapproche de la lentille et le signe plus

pour la vitesse angulaire ¢g.,;5 puisque l'angle ¢ croit avec le temps. Pour le photon du

bas, on a
/2 / /
h -/ - . ]J1= p BSchiiS ! "p (3 144)
SchiiS — B TSchitS = 2 B( / )’ ¥Schiis = 2 B )
SchiiS TSchitS SchuS (TP

ou on a maintenant retenu le signe moins pour la vitesse angulaire ¢g ;g puisque ’angle ¢

diminue au cours du temps. En utilisant le Jacobien ({3.27)), les 4-vitesses des deux photons
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en tsenus et tg.ug 8'écriventt en coordonnées de FLRW comme

ot

iSchiiS 87

T Schis +

TS chiiS
SchiiS

ot

8 SchiiS

1 r2 B

1 + Cschis RIS )
Bschis rSchuS TP)
9x

oT

(3.145)
XSchiiS

TSchuS + a
SchiiS r

TSchuS
SchiiS

I Csenis + 1/1 — e Bschis (3.146)
aschis Bschiis o rd s Bre) | '

ﬁ/
orT

pour le photon du haut et

: ot
!
tSehis T Senus + I
SchiiS

7 SchiiS

SchiiS

L [14c 1~ P Blans (3.147)
- SchiiS 1 N | :
Byenas o enus B(rp)

ox |’ ) x|’
ar Schiis T &~ B

!
XSchiiS

./
TSchiS
SchiiS

—1 5 Bl ehis
= ——— | Clous + /1 — P T5chuS | (3.148)
S s Benas o TlszchuSB (rp)

On définit aux points d’entrée dans la sphére de Schiicking les angles g et v comme les

SchiiS

plus petits angles physiques entre les directions des photons “a” et “a’” et leurs directions
dirigées vers la lentille. On a alors

-1
Baor s 72 Bao1
Yp := arctan | Xgep, u('DSde = arctan | —— 20 __ 0 s+ 4/ 1 - QPA ,
XSchiiS rsehis v/ B(rp) "Senas B(rp)
(3.149)
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pour le photon du haut et

-1
o/ / / 12 !
e o Bé 5 Béog
b := arctan Xschu?,schus — arctan | — p SdeI Ol + \/1_ “PSehus :
XSchiiS TSenus vV B(p) TSenus B(Tp)

(3.150)
pour le photon du bas.

3.3.4 Géodésiques de la lumiére entre la source et la sphére de Schiicking

Ici, on s’intéresse a la région sphére de Schiicking-source qui a la méme géométrie que la
région Terre-sphére de Schiicking. Donc, on va suivre la méme procédure que précédemment
dans la sous—sous-section . On commence par déterminer ’angle de déflexion ¢qg sans
utiliser des propriétés de la géométrie d’Euclide (espace plat). Cette technique de calcul est
valable méme pour les modéles non plats. On intégre de fagon analogue a la partie Terre-
spheére de Schiicking les deux équations de la géodésique et , entre la spheére
de Schiicking et la source, avec les conditions finales au point d’entrée dans la sphére de
Schiicking,

t. = t.schusa X = XSchits P = ¥SchiiS> (3.151)
t = tscnas, P = Pschis
ou le temps tschis s’obtient par intégration numérique de ’équation , tSchiiS) PSehis
et Pgenig sont donnés par (3.145), (3.141) et (3.143|) respectivement. En remplacant

dans I’équation (3.57)), avec da/dt = a/f, on obtient

t a
e, (3.152)
t a
ou encore
d .
W In(ta) =0. (3.153)
D’ou, par intégration de (3.153)),
t=F/a, (3.154)



avec E une constante définie par

2
. ASchiiS P Bscnis
Schas@Schas = B < T SCh“S\/ rgchﬁsB(rp)> ( )

ot on a tenu compte des conditions finales (3.151). L’équation (??) peut s’écrire comme

L) (a + X) —0, (3.156)
¢ “\a x
Oou encore
d
O In(pax?) = 0. (3.157)

L’équation (3.157)) s’intégre, en tenant compte des conditions finales (3.151]), pour donner

. J

avec J une constante définie par

. Tp
J = ST Ry = ——— 3.159
¥SchiiSTSchiiS \/W ( )
En remplacant £ par son expression, (3.154)), dans (3.67), on trouve
E
VXT T+ XTe
En reportant ce résultat (3.160)) dans 'expression (3.158]), il vient que
J/E\? J/E 3
1- </> oo _JEX (3.161)
X X X
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ol on a tenu compte du fait que la distance géodésique x diminue au fur et & mesure que

I’angle ¢ augmente. L’équation (3.161)) peut s’écrire aussi comme

d J/E
do___dp x (3.162)

En tenant compte des conditions finales (3.151)), I’équation ((3.162)) s’intégre en

. J/E
¥ = Pgchus T arcsin ; - (3.163)
avec 7y une constante donnée par
J/E
~ = arcsin / . (3.164)
XSchii

Par conséquent, 'angle (g (correpondant a la distance géodésique lentille-source x7, g) est

donné par ’expression

. J/E
03 = Psehis + arcsin JIE_ 7. (3.165)
XL,S

ot x, g est donné par (3.56]).
Méthode 2 (géométrie d’Euclide)
Dans le triangle formé par la source, la lentille et le point d’entrée dans la sphére de

Schiicking, on a la relation
sinag  sin(m — yp)

) (3.166)
XSchii XL,

ol est I'angle d’émission en la source. Ceci d’une part. D’autre part, comme il est bien

connu, la somme des angles d’un triangle vaut «. Il en résulte que

as =7F T ¥ — PSchis- (3.167)

53



En reportant dans (3.166)), on obtient une expression pour ’angle g,

Ps = Pschis T aTCSinmh;%lsnw —F- (3.168)

On peut facilement vérifier que les deux expressions de g, (3.168) et (3.165), sont

équivalentes. En effet,

J

£ = Xschi SIYE Y = VF- (3.169)

Pour intégrer la trajectoire du chemin du bas, on suit le méme raisonnement que pour le

chemin du haut. Seules les conditions finales different avec J remplacé par —.J’,

T _ _ /
b= 1lgehuss X = XSchiv P = PSchiis

o (3.170)
/ . -/
t = t5chas: P = PSchus-
On trouve
A J’ _JE
b= o P _a2x2’ © = P§enns — arcsin +7/, (3.171)
avec E', J' et v/ des constantes définies par
E t‘/ I a/SchﬁS 1+ C! \/1 Tg BéchuS
= USchiiSASchiis = Schiis -
S Byanas - "enns B(rp)
/ / 2 r%
J = — 7 1 T 1 = I
¥SchiiSTSchiiS \/M
Jl El
7/ = arcsin / . (3.172)
XSchit
D’ou, I'expression de g,
!/ El
¥5 = Psenns — arcsin +7, (3.173)
XL,S

Les angles ¢g et g doivent étre égaux du fait que les deux photons partent d’une

méme source. Parmi tous les paramétres intervenant dans le calcul de ces angles, 1’égalité
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g = g ne peut étre assurée que pour une valeur particuliere de la masse, comme on va le
voir dans la derniére section. Une fois la masse correcte déterminée, nous pourrons passer

au calcul du temps de retard.

Temps de retard

Dans cette partie, on cherche a calculer le temps de retard (3.43)), c’est-a-dire a déter-

[Pl

miner la différence des temps de vol des photons “a” et “o’” définie par
At = (tg —tg) — (tp — t§) = tg — tg, (3.174)

ol on a tenu compte du fait que les deux photons arrivent sur Terre au méme instant,
tg =t = 0. Ceci est équivalent & déterminer les temps d’émission tg et t5 des deux photons
“a” et “a’”. Comme précédemment, le calcul de peut étre effectué par trois méthode
différentes :

Méthode 1

On détermine le temps tg en reliant le temps & la coordonnée azimutale ¢ par inté-

gration des équations différentielles sans pour autant utiliser les propriétés de la géométrie

d’Fuclide. De (3.163)) on tire I’expression de Yy,

J/E
X=—"—. 3.175
sin(p —7) (3175)
D’ou, par dérivation de (3.175)), I’expression
dv = _iwd (3.176)
X= Esin?(p — ) 90' '
En remplagant (3.175)) et (3.176)) dans (3.61), on obtient
dt J d
S S— (3.177)
a  Esin®(¢—7)
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ol on a tenu compte que pour la trajectoire du haut ¢ augmente au cours du temps. On

trouve par intégration de I’équation (3.177]),

/tSchﬁS dt
ts a

J [#Schius ng
E o sin(p — )
= feot(ps — ) — cotlPsaans — 1)) (3.178)
qui permet de calculer la valeur de I'instant d’émission tg du photon “a” par intégration
numeérique du membre de gauche.

Méthode 2

La troisiéme méthode consiste & relier le temps a la coordonnée comobile x. Pour

cela, il suffit de remplacer, sans calcul, dans (3.178]) I’angle ¢¢ et la constante v par leurs

expressions respectives, (3.165)) et (3.164)). on obtient

tschus ¢ T\ 2 T\ 2
P 2. (=) — 2. —1=). 1

On voit bien que le résultat ressemble beaucoup a celui déja obtenu dans la région Terre-

sphere de Schiicking (??) a condition que xj, et xp soient respectivement remplacés par
XLs et J/E.

Méthode 3 (géométrie d’Euclide)

On peut facilement montrer que pour le photon “a” la distance entre le point de sortie

de la sphere de Schiicking et la Terre s’écrit en termes de Xy, g, XSchits PSchis €f @y comme

Xs schns = X(fs) = \/X%,S + XBent — 2 XL.5XSchi COS(Pschus — ©5); (3.180)
ou
sin(@gehis — ¥s)
XE,SchiS = = XSchii» (3.181)
e sin(yp + ©s — Psenas)
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ou encore
sin(¢genis — ¥s)
sin(m — )

XE,SchiS — XL,S-

Ensuite, on déduit tg par résolution numérique de I’équation radiale (3.45)),

tscnus ¢ 0
/ da / dy (3.182)
ts a’(t) XE,SchiiS

= XE,Schis- (3.183)

Pour le chemin du bas, on se limite & donner 1’équation permettant le calcul de tg par la

méthode 2 et qui s’obtient en procédant de la méme fagon que pour le photon du haut. Le

résultat est similaire & (3.179)),

tsenas dt ) JN\ 2 ) JN\ 2
— = - =] - == - 3.184
/tg a \/XL7S <E/> XSchit <El> ( )

On calcule alors la valeur de I'instant d’émission ¢ du photon “«’” par intégration numé-

rique du membre de gauche.

Finalement, on détermine le temps de retard du photon du haut par rapport au photon

du bas via I'expression (3.174)).

3.4 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112

Le systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112 Fig. sur lequel on va concrétiser nos
résultats théoriques a été découvert par Inada et al [26]. 11 s’agit d’un effet de lentille gra-
vitationnelle fort produit par un amas de galaxies de redshift z;, = 0.68, (présentant une
forte émission dans le domaine des rayons X du spectre électromagnétique et indiqué par
une croix au cceur de I'image) et qui a donné lieu a Papparition de cinq images identiques
(méme spectre électromagnétique) d’un quasar situé en arriére-plan de redshift zg = 1.734

[277, 28, 29] [30]. On va considérer uniquement deux images présentant la plus grande dévia-
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Fig. 3-2 Images multiples du quasar SDSS J100444112. SDSS (Sloan Digital Sky Survey).

tion, & savoir les images C et D, avec un écart de 15 secondes d’arc environ ; a = 5" +10%,
pour I'image D et o/ = 10” 4+ 10% pour I'image C. Il convient de préciser que la forme de
Pamas de galaxies n’est en vérité pas sphérique, comme on 'avait supposé au départ (hy-
pothése de symétrie sphérique), ce qui a pour conséquence 'existence des images mutiples
au lieu d’un anneau ou un arc lumineux.

Pour des raisons de commodité numérique, on utilisera un systéme d’unités tres allégé
ou les temps sont mesurés en astrosecondes (as), les distances en astrometres (am) et les

masses en astrogrammes (ag) avec

las = 4.58-10'7s = 14.52 Gyr,
lam = 1.38 - 10%° m = 4448 Mpc,

lag = 7.35-10% kg = 3.70 - 10* M, (3.185)
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Dans ce systéme d’unités, la vitesse de la lumiére ¢, la constante universelle de la gravitation
de Newton G multipliée par 87 et la constante de Hubble Hg sont prises toutes égales &
I'uniteé,

c=lamas™', 8rG =1lam®as2ag™', Hy=1las . (3.186)

La combinaison de I’equation de Friedmann (3.5)) avec la loi de Hubble [31] sur I’expansion

de ’Univers, exprimée en termes du facteur d’échelle, sur Terre & I'instant ¢ = 0,

da

= — H, d
v 040, (3.187)

t=0

donne

A= (1 — f;) ag. (3.188)

Il est & noter que le systéme d’unités (3.185) est défini sur la base d’'une mesure expéri-

mentale trés récente de la constante de Hubble,
Hy = (67.4 £ 0.5) kms ™! Mpc, (3.189)

obtenue par Aghanim et al dans le cadre du projet “Planck Collaboration” pour la mesure
des parameétres cosmologiques [32]. La mesure de constante cosmologique correspondante

dans le méme projet est donnée par
A = (0.6847 £ 0.0073) - 3am ™2, (3.190)

donc, avec une incertitude associée trés petite d’environ 1%. Néanmoins, on va étendre

cette incertitude a 20%, afin de permettre un effet sensible de la constante cosmologique
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sur la déflexion de la lumiére,

A = 0.6847-3am 2 +20% (3.191)

= 1.0786- 10?2 m 2 £ 20%. (3.192)

Les distances Terre-lentille g, et Terre-source xg seront calculées a partir de ,
ou et la distance lentille-source xp, g & partir de I'expression approchée (3.56)).

On choisit, sans perte de généralité, la valeur ag = 1 am pour le facteur d’échelle actuel,
puis, comme on l’a déja dit plus haut, on cherche la masse de 'amas de galaxie M qui
vérifie I'égalité pg = ¢'s et on finit par calculer le temps de retard du photon a par rapport
au photon /. Ce calcul est répété 27 fois, suivant les valeurs maximale ‘+’, centrale ‘+0’
et minimale ‘—’ de la constante cosmologique ainsi que des angles a et o’ et pour lequel

on dresse trois tableaux, Tab. Tab. [3.2] et Tab.

a+10% + |+ | + | #0 | £0 | £0 | — — —
o/ £10% + [ 0| - + | 0 | - + 0 [ -
MI[10%3My) || 2.29 [ 2.08 | 1.87 | 2.08 | 1.89 | 1.70 | 1.87 | 1.70 | 1.53
—g["] 9.94 |8.136.3210.84 | 9.03 [7.23 [ 11.74 | 9.93 | 8.13

| At[yr] [ 12.69 | 9.84 | 7.23 [ 13.28 | 10.48 [ 7.91 | 13.75 | 11.01 | 8.49 |

Tab. 3.1 Valeur maximale de A : A = 0.77 - 3 am™—? + 20%.

a£10% + |+ | + [ 0 ] £0 [ £0 | - — —
o/ £10% + | 0| - + | 0 | - + 0 | -
M[10BMg] || 2.32 [2.11] 1.89 [ 211 | 1.91 [1.72| 1.89 | 1.72 | 1.55
—ps["] 10.97 [ 8.98 | 6.98 | 11.97 [ 9.97 | 7.98 [ 12.96 [ 10.97 | 8.97

| At[yr] [ 12.84 [ 9.96 | 7.32 [ 13.44 | 10.61 | 8.01 | 13.91 | 11.15 | 8.59 |

Tab. 3.2 Valeur centrale de A : A = 0.77 -3 am 2.
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a4+ 10% + + + +0 | £0 | 40 — — —
o +£10% + | 0 | - + +0 | — + +0 —
M[108My) || 2.29 [ 2.08 | 1.88 | 2.08 | 1.89 | 1.70 | 1.88 | 1.70 | 1.53
—pg["] 11.63 | 9.51 | 7.40 | 12.68 | 10.57 | 8.46 | 13.74 | 11.63 | 9.51

| At[yr] [12.70 [ 9.86 | 7.24 [ 13.29 [ 10.50 | 7.92 [ 13.77 [ 11.03 | 8.50 |

Tab. 3.3 Valeur minimale de A : A = 0.77 - 3 am~—2 — 20%.

3.4.1 Discussion des résultats numériques

Les résultats consignés dans les tableaux et peuvent étre résumés comme

suit

1.53-108My < M <2.32-108M,, (3.193)
6.32" < —pg<13.74", (3.194)
723yr < At <1391yr. (3.195)

Contrairement au résultats obtenus dans le cadre du modeéle de Schwarzschild-de Sitter
[25, [33], si la constante cosmologique A augmente de 20%, I’angle de déflexion —¢g diminue
de pres de 8%. Cela n’entraine qu’une légére variation sur la masse de 'amas de galaxies
d’environ 1%. Donc, ce résultat numérique concorde bien avec I'affirmation de Rindler et
Ishak selon laquelle un A positif atténue la déflexion de la lumiére [15, 24].

En comparant toujours nos résultat avec ceux du modele de Schwarzschild-de Sitter, les
valeurs obtenues pour le temps de retard sont relativement petites mais fiables du point de
vue de Fohlmeister et al qui ont, par I’observation, assigné une borne inférieure au temps
de retard Atcp > 7.7 [30]. Il en est de méme avec les valeurs de la masse qui sont presque
trois fois plus petites que celle obtenue par I'observation, M = (5.0 +£1.0)- 103 M, [26, 27].

En considérant une constante cosmologique nulle et une lentille non-sphérique pour
tenir compte des images A et B, Kawano et Oguri ont calculé le temps de retard entre les

~

images C et D et obtenu Atcp < 10.14yr [29]. Leur résultat est évidemment trés proche
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du noétre si on prend la valeur moyenne.

Chaque tableau indique visiblement que le temps de retard est maximal ou minimal
suivant que I’angle de déflexion est maximal ou minimal. Cette constatation est souhaitable
du point de vue gravitationnelle vu que le phénoméne de la déflexion de la lumiére est
toujours acompagnés par celui du temps de retard. Cependant, la vaiation non monotone
du temps de retard en fonction de la constante cosmologique, comme on le voit directement
en comparant les tableaux entre eux, est due au choix de la méthode du calcul numérique
direct et peut étre contournée en appliquant la méthode semi analytique (méthode de calcul
par différence) suivant laquelle le temps de retard devient monotone en A [16] [I7]. Cette
variation est en fait trés légére et est apparemment sensible a la variation également trés

légere de la masse de 'amas de galaxies.
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Conclusion

Dans ce mémoire de Master on a étudié l'effet de lentille gravitationnelle fort & 1’échelle
cosmologique & travers les phénoménes de déflexion de la lumiére et du temps de retard.
Pour arriver a nos fins on a utilisé la métrique la métrique dynamique d’Einstein-Straus,
en présence de la constante cosmologique A et en I’absence de la courbure spatiale (k = 0).
Cette métrique auquelle on a donné une importance particuliére fournit la description
la plus réaliste du probléme posé parce que, & la différence des autres métriques, elle
s’applique aussi bien & grande échelle, ’échelle des grandes structures de 1'univers, qu’a
petite échelle, & savoir les systémes planétaires. En outre, ce modéle d’Einstein-Straus est
basé exclusivement sur I’hypothése incontournable de sphéricité et permet, entre autres, de
s’affranchir de nombre d’hypothéses adoptées dans le cadre des modeéles statiques comme
celui de SdS. On permet & 'observateur et a la source de se mouvoir par rapport a la
lentille suivant la loi de Hubble de ’expansion de I’Univers, et les masses des autres amas
sont incluses sous forme d’une poussiére isotrope et homogeéne (principalement en matiére
noire froide CDM).

Dans le chapitre un, on a commencé en premier lieu par présenter la métrique de SdS
qui est la métrique statique & symétrie sphérique en présence de la constante cosmologique.
On a d’abord dérivé cette métrique pour déterminer les équations de la géodésique et la
géométrie de I'espace-temps de SdS.

Comme la métrique d’Einstein-Straus combine deux métriques, a savoir la métrique de

SdS a l'intérieur de la sphére de Schiicking, centrée sur la lentille, et la métrique de FLRW
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a Pextérieur, on s’est trouvé dans l'obligation de faire un détour sur la métrique de FLRW
dans le chapitre deux. Cette métrique dérive du principe cosmologique qui stipule qu’il
n’existe pas de direction privilégiée et que tous les points d’espace sont équivalents, c’est &
dire qu’aucun point ou direction ne joue un roéle particulier. Il en résulte que la métrique
se réduit & une seule fonction dépendant uniquement du temps, appelée facteur d’échelle
a(t) et déterminée par applications des équations d’Einstein (équation de Friedmann), et
d’un indice discret k£ pouvant prendre trois valeurs k = 0,1, —1, qui correspondent respec-
tivement aux espaces plat (courbure spatiale nulle), sphérique (courbure spatiale positive)
et pseudosphérique (courbure spatiale négative). On a également étudié la propagation des
photons dans ce modéle de FLRW.

Dans le dernier chapitre, on s’est restreint a la valeur k = 0 pour construire la métrique
d’Einstein-Straus par raccordement des métriques FLRW et SdS. Ce raccordement, permet,
via le Jacobien de la transformation, d’avoir & notre disposition une relation entre les temps
de FLRW ¢t et celui de SAS T'. Cela permet au photon de passer sans probléme d’une région
a Pautre. Ensuite, on s’est focalisé sur I’étude de leffet de lentille gravitationnelle fort
causé par un amas de galaxies L sur deux photons (deux images) émis par une source S,
typiquement un quasar, située en arriére-plan. Les deux photons suivent des trajectoires
différentes et arrivent sur Terre E sous des angles physiques observés a et o/ aprés avoir
été courbés par la lentille & Uintérieur de la sphére de Schiicking. Comme ce sont les
conditions finales sur Terre qui sont données, on a intégré les géodésiques des deux photons
a reculons, en synchronisant d’abord leurs arrivées sur Terre, afin de déterminer 'angle
de déviation —pg et les temps d’émission des deux photons tg et t' pour le calcul du
temps de retard At := ty — tg. On a appelé cette méthode “méthode de calcul direct”
car 'intégration des géodésiques des deux photons se fait séparément. On a accessoirement
utilisé, pour tout le processus de calcul, une solution exacte de ’équation de Friedmann,
a savoir le temps cosmique t(a) et sa fonction inverse, le facteur d’échelle a(¢). Dans un

premier temps, on a employé des éléments de la géométrie d’Euclide pour intégrer les
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géodésiques de type FLRW plat. Dans un deuxiéme temps, on a facultativement employé
une seconde méthode exhaustive, méthode des équations différentielles, et retrouvé des
résultats strictement identiques, ce qui montre la fiabilité de la méthode. C’est de cette
méthode dont on s’est servie pour effectuer le calcul de la déflexion de la lumiére et du
temps de retard dans le cas sphérique [17].

On a remarqué lors de l'intégration des équation de la géodésique de type SdS que
la constante cosmologique s’est éliminée de ’équation dy/dr et devenue identique a celle
obtenue dans le cadre de la métrique de Schwarzschild. Cette disparition est en fait un
simple accident de calcul, qui a été a I'origine de la croyance, longtemps répandue, que A
n’avait pas d’influence sur le phénomene de la déflexion de la lumiére. Cette croyance a été
par la suite mise en cause suite aux travaux de Rindler et Ishak [I5]. L’effet de A sur la
déflexion de la lumiére est soigneusement analysé lors de 'application au systéme lentille-
quasar SDSS J1004+4112 a la fin du dernier chapitre et il s’avére que la déflexion dépend
de A. En effet, on a trouvé que l'incertitude sur la masse de 'amas de galaxies est minimisée
de fagon considérable (pres de 1%), ce qui, a la différence du modele de Kottler, permet
d’avoir des résultats en accord avec I’affirmation de Rindler et d’Ishak selon laquelle une
constante cosmologique positive atténue la déflexion de la lumiére. Cependant, les valeurs
estimées de la masse ne sont pas compatibles avec la masse observée. Cet écart entre la
masse observée et celle qu’on a obtenue (seulement dans le chiffre et non pas dans ’ordre de
grandeur) est di essentiellement a la différence entre les modeles cosmologiques adoptée et
les méthodes de calculs employées. Notre calcul fait appel a de 'analytique et du numérique
et ne repose que sur les axiomes de la relativité générale d’Einstein. En ’occurence, la plage
de variation obtenue pour le temps de retard est de 7.23 yr a 13.91yr.

Enfin, le sujet traité dans ce mémoire ouvre des perspectives intéressantes, entre autres :

1. Appliquation des résultats a d’autres systémes lentille-quasar.

2. Prise en compte de la solution de Schwarzschild-de Sitter intérieure dans laquelle les

photons pourraient traverser la distribution de masse [34].
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Annexe A

Tenseur métrique de

Schwarzschild-de Sitter

Le tenseur de Ricci s’exprime en termes des symboles de Christoffel Ff;l, comme

_ Ol _ OThy

N oz

A A
+T0,1, — 7,13, (A.1)

Donc, on doit calculer au préalable les symboles de Christoffel Ffll,, qui s’écrivent en termes

des dérivées premiéres des composantes du tenseur métrique comme

AP 0 g
™ — g [ 99pu 9pv  OGuw .
= (G ), a2

ol g est le tenseur métrique inverse, qui est diagonal comme ’est le tenseur métrique,

gt =—1/B(r), ¢ =1/A(r), ¢"=1/r% g¢?¢ =1/(r*sin?9). (A.3)
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On obtient alors, pour les symboles de Christoffel non nuls, les expressions suivantes

B’ B’ A
Fir = Fit = (7") ) F:t = (T) ) F:r = (T) )
2B(r) 2A(r) 2A(r)
r r 1
ro_ 0 " = — s 2 FG — I‘\@ [
06 A(r) —¥% A(r) sin6, - Trg or = o

1
rf, =—sinfcosd, T7, =T% = o Iy, =07y = cotf. (A.4)

Les seules composantes non nulles du tenseur de Ricci sont les composantes diagonales, qui

ont comme expressions

2A(r) ~ 4A(r) \ A(r) B(r) rA(r)’
_B'(r) B(r) (Ar)  B(r)\ Ar)
B =580y ~ 1B (A(r) + B(r)) rA(r)’
1 T A'(r) B B'(r) B
o0 =2 ~ 240 (A(r) B(r)) b
Ry, = Rgpsin® 0, (A.5)

ou’ =d/dr.
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Annexe B

Tenseur métrique de Friedmann-

Lemaitre-Robertson- Walker

La métrique de FLRW en coordonnées comobiles (¢, x, 0, ¢) dans le cas plat (k = 0) est

E9)

ds? = dt? — a(t)?[dx® + x*(d6? + sin §2dp?)]. (B.1)
On en tire les composantes diagonales non nulles du tenseur métrique en identifiant avec
la forme générale ds? = —gudxtdz” 1)

git = _17 Ixx = a2) goo = CL2X2, 94,04,0 = a2X2 sin 92) (B2)

On en déduit sans calcul les composantes inverses du tenseur métrique,

1 1
gt=-1, gx==, == g¢¥=

a?x?’ a2x?sin?6’
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Le calcul des symboles de Christoffel Fuv non nuls par application de 1} dans le plan

équatorial § = 7/2 (sinf = 1), donne

F&X =aay, Ly, =amx”, I'§=-x,
1da 1da
X _ TX o _ 1P _ _
th - th dt’ Pw ¥t dt’ P£<p FZZX_ ; (B.4)

Ainsi, les équations de la géodésique ([1.21]),

i+ 1), dtd” =0, (B.5)
s’écrivent comme

.. da
f+ap (X7 9% =0, (B.6)

1da
¥+ ngtx xp® =0, (B.7)

1da X

90+2<dtt+x><p:0 (B.8)
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Annexe C

Distance d’approche minimale rp

On s’attache ici & dériver une expression approximative pour le péri-lentille rp du
chemin du haut (le méme raisonnement pour le chemin du bas conduit a un résultat
similaire). Dans les approximations 2GM/rp = M/4nrp < 1 et rp/rschip < 1, on a,

d’apres 'expression ([3.130)),

p

TSchilE 7“2 1 2GM ( rp + T'SchilE )
Sehilk rSchuE rp T'SchiiE TSchiE 1 TP

dy
dr

p

1

1+

Tp
T'SchilE

GM 1 rp
: 1+ — 1+
TSchitE "2 TschuE TP 2 rSchiE
TP
2 < ) - (C.1)
T.SchuE Tp

Il s’ensuit, en utilisant ce dernier résultat, une expression approchée de v (3.116|),
K

GM
tan yg ~ T (14 , (C.2)
T'SchiE Tp

GM TP 1
1+ +
rp T'SchiE 14+

2
TS(:huE 2 TS( hilE

Tp

12

12
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ou encore

TP = TSchak tanyg — GM.

Transformons maintenant tan -~y en sinygp via la relation bien connue

tan? YK

.2
sin = —,
KT + tan? v

qui devient, en remplagant par (C.2]),

c’est-a-dire,

ou encore

sin? YK

12

12

2 2GM
()

TSchilE p
2
T 2GM
TSchiE rp

2GM

2 2
27"P (1+2GM> [1_ TP

TSchiE Tp

r3 2GM
. (1 + ) ,
TSchilE TP

(14
TSchiE

. Tp 2GM
sinyg =~ 1+
T'SchiE rp
GM
)
T'SchiE rp

TP ~ Tgehuk SinYg — GM.
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Strong gravitational lensing effect on cosmological scales

Abstract

The research work carried out in this Master thesis is included in the framework of general
relativity and cosmology and deals with strong gravitational lensing on cosmological scales by
a spherically symmetric mass distribution in the framework of the dynamic Einstein-Straus
solution with a positive cosmological constant and concentrate on the case of a spatially
flat Universe (null curvature constant £ = 0). We applied a method based on integration
of differential equations in order to make possible the computation of light deflection and
time delay. By applying our results to the lensed quasar SDSS J1004+4112 and taking
into account the most recent measurements of cosmological parameters, we provide results
that could be compared with observational data. Moreover, it turns out that a positive
cosmological constant attenuates the light bending in agreement with Rindler and Ishak’s
finding.

Key words General relativity, cosmology, light bending, time delay, cosmological parame-
ters.
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Résumé

Le travail de recherche réalisé dans ce mémoire de Master s’inscrit dans le domaine de la
gravitation et la cosmologie et a trait a ’étude de 'effet de lentille gravitationnelle fort &
I’échelle cosmologique dii & une distribution de masse sphérique dans le cadre du modeéle
dynamique d’Einstein-Straus spatialement plat (constante de courbure nulle £ = 0), en
présence d’une constante cosmologique positive. Une méthode basée sur 'intégration des
équations différentielles a été mise en ceuvre afin de rendre possible le calcul de la déflexion de
la lumieére et du temps de retard. L’application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112,
avec la prise en compte des mesures les plus récentes des parameétres cosmologiques, a fourni
des résultats susceptibles d’une comparaison avec les données observationnelles. En outre,
il est montré qu’une constante cosmologique positive atténue la déflexion de la lumiére en
accord avec 'affirmation de Rindler et Ishak.

Mots clés Relativité générale, cosmologie, déflexion de la lumiére, temps de retard, parameétres
cosmologiques.
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