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Résumé 
 

 ملخص

 

ظرا لتشابھھ مع الذي یعتبر احد اكثر الربووتات جاذبیة ن البحث المتواضع یھدف الى توضیح اھمیة الربوت ذو القدمینھذا 

نذجة نمالمع التركیز على ت ذو الرجلیین بخمس درجات من الحریةحركة الانسان وقدرتھ على مساعدة الناس مثل الربو

مفي التحككم و الاسس النظریةالدینامیكیة والیة المشي وعرض استراتیجیات التح  

و .الانزلاقيالوضع  PID مثل غیر الخطیة الناقصة التشغیل الھجینةفي الانظمةوتطبیقاتھا  

نظام سوزاكسیوني.-الانظمة الھجینة -التحكم-النظام الانزلاقي : : ةالنمذج-ربوت ذو قدمین  ةحیالكلمات المفتا  

Abstract 

This little research made the objective of the most importance of a biped robot 

Like a biped robot whith five (05)degre of freedom 

and focuses on dynamic modeling and command/control. 

This paper presents an in-depth exploration of hybrid underactuated systems 

, complete with kinematic and dynamic models, assumptions about walking, and impact 

modeling.we delve into a spectrum of control strategies, commencing with PID control, 

dynamic control laws, and theoretical foundations for sliding mode control. 

Key word : 

bipedel robot, cotrol,modelling, underactuated system, hybrid. 

Résumé 

Cette petite recherché a faite l’objective de l’mportance d’un robot bipéde par ce qu’il 

est l’un des types de robots les plus attrayants en raison de sa similitude avec la locomotion de 

l’être humain et de sa capacité à aider les gens comme le robot bipéde a 5 dégre de liberté et 

pour débuter, une approche théorique visant aux notions et principes de la marcheet prsénté 

les deferent commandes PID etutiliser la technique de mode glissant avec une exploration 

approfondie des systèmes hybrides sous-actionnés 

Mots clés : robot bipède, commande, modélisation,systèmes sous actionnées , hybrides, mode 

glissant 
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Introduction générale 
 
Introduction générale 

Le développement technologique a conduit à la réalisation des systèmes de plus en 

plus complexes et hautement non linéaires. Pendant les dernières décennies, l'analyse et la 

commande des systèmes mécaniques non linéaires ont attiré beaucoup d'attention, 

spécialement dans les domaines de robotique, d'automatisation et de la commande. Les 

systèmes mécaniques sont des systèmes qui font partie de l'univers physique et qui sont 

construits par l'être humain, ces derniers servent à réaliser des tâches sous l'ordre d'un système 

de commande approprié et sous l'influence de l'environnement. 

L’homme a toujours rêvé de concevoir des machines capables de le remplacer dans ses 

activités. Il s’agit notamment des robots, qui sont en général des imitations de la morphologie 

humaine. Il a commencé par inventer le bras manipulateur en premier temps, puis il s’est 

intéressé par la suite, entre autres, au développement des robots marcheurs tels que les robots 

humanoïdes. Ces derniers sont choisis pour leur capacité et dextérité de se déplacer dans des 

locaux (maisons). A titre d’exemple et pour ne citer que cela, ces robots sont capables de 

monter ou descendre des escaliers, faire le ménage, assister des personnes à mobilité réduite 

ou handicapées [4]. D’une façon générale, l’utilisation des robots marcheurs s’étale à 

plusieurs domaines à savoir l’exploration de l’espace et le domaine nucléaire là où 

l’intervention directe de l’homme sera dangereuse. 

Bien  que  ces  difficultés  de  commande  suggèrent  que  l’objectif  de  stabilisation  

asymptotique  est  sans  doute  trop  contraignant  pour  la  commande  des  systèmes 

mécaniques sous actionnés,  l’existence  réelle  de ces  systèmes  et  les  défis  théoriques  

qu’ils  offrent  ont  obligé  les  chercheurs  à  s’y  investir.  De plus,  la  maîtrise  du  contrôle  

de  ces  systemes  pourrait  transformer  leurs  inconvénients  en avantages. En effet, pour le 

même espace de configuration, un système pleinement actionné nécessite plus de commandes 

que s’il est sous actionné. Ce qui augmente le prix et le poids du  systeme.  Trouver  un  

moyen  pour  commander  une  version  d’un  systeme  sous  actionné, permettrait d’´eliminer 

certains dispositifs de commande, d’améliorer la performance globale, et de réduire le cout de 

construction. 

Comme une classe de machines marchantes, les robots bipèdes imitent la locomotion 

humaine pour l'utilisation dans les environnements hostiles et quelques champs industriels. 

Plusieurs travaux de recherche ont été réalisés autour de la locomotion bipède à savoir la 

modélisation dynamique et la commande/contrôle [2]. 
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La commande par mode glissant est une commande non linéaire naturellement 

discontinue, basée sur la commutation de fonctions de variables d’état, utilisées pour créer 

une variété ou hyper-surface de glissement, dont le but est de forcer la dynamique du système 

à coïncider avec celle définie par l’équation de l’hyper-surface. Quand l’état est maintenu sur 

cette hyper- surface, le système se trouve en régime glissant. Sa dynamique demeure alors 

insensible aux perturbations extérieures et paramétriques tant que les conditions du régime 

glissant sont vérifiées. Ce type de commande présente plusieurs avantages tels que la 

robustesse, la stabilité, et la simplicité de réalisation. Cependant, le phénomène de Chattering 

ou broutement provoqué par la partie discontinue de cette commande peut avoir un effet 

néfaste sur les actionneurs 

Dans ce projet de fin d’étude, nous nous sommes limités à la partie bipédie assurant le 

déplacement de l’humanoïde. En effet, deux aspects relatifs aux robots bipèdes ont été 

étudiés: la modélisation et la commande/contrôle de la marche dynamique d’un robot bipède 

sous actionnée. Cependant, la commande/contrôle des robots bipèdes, qui se base sur 

l’établissement des modèles précis, s’avère difficile puisqu’il s’agit de maintenir l’équilibre et 

la stabilité du système en permanence lors de son évolution en l’exécution de la tâche qui lui 

est assignée. 

Le travail réalisé dans ce mémoire se base sur des travaux de recherche récents réalisés 

dans le contexte des robots bipèdes [3]. Il s’agit donc de robot bipède à cinq (05) degrés de 

liberté. La modélisation dynamique a été établie en se basant sur le formalisme d’Euler- 

Lagrange. S’agissant de la commande, nous avons étudié des scénarios qui consistent en 

l’imitation de la marche de l’être humain et la réalisation dynamique stable.  

Par ailleurs, notre manuscrit est organisé autour de quatre chapitres suivis d’une 

conclusion. 

Le premier chapitre dresse un état de l’art sur les robots marcheurs. Nous nous 

intéressons plus particulièrement aux robots monopodes, bipèdes, quadrupèdes, hexapodes et 

robots à huit pattes. 

Le deuxième chapitre est consacré  aux différentes classes de systèmes mécaniques 

sous-actionnés, ou nous citons les intérêts de l’étude de ces systèmes. 

 Le troisième chapitre, détaille  la modélisation géométrique et dynamique de robots 

bipède à cinq (05) degrés de liberté. La modélisation dynamique réalisée est issue du  
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formalisme de Lagrange.  

Le quatrième chapitre, qui représente le cœur de notre travail, est réservé à la 

commande de robots  bipèdes possédant un seul degré de sous actionnement. La commande 

adoptée est celle à mode glissant tout en assurant la stabilité  et convergences asymptotiques 

en temps limité, aux trajectoires prédéfinies  

Nous terminons notre manuscrit par une conclusion générale et nous formulons 

quelques perspectives. 
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Chapitre I:                            Etat de l’art sur les  robots marcheurs 
 
Dans ce chapitre nous allons présentés des définitions et des notions de base relatives au la 

robotique, et les robots marcheurs. 

1.1.INTRODUCTION : 

La robotique est un ensemble des disciplines (mécanique, électronique, automatique, 

informatique), elle se subdivise en deux types : les robots industriels et les robots mobiles. 

Les robots industriels sont généralement fixes, ils sont utilisés dans des nombreuses 

applications industrielles: l'assemblage mécanique, la soudure, la peinture. Les robots mobiles 

ne sont pas fixes, ils sont classifies selon la locomotion en robots marcheurs, à roues, à 

chenilles. Comme ils peuvent être classifiés selon le domaine d'application en robots 

militaires, de laboratoire, industriel et de services. 

Les robots marcheurs ou à pattes sont un type de robots mobiles qui utilisent des membres 

mécaniques pour se déplacer. Ils sont plus polyvalents que les robots à roues et peuvent 

traverser de nombreux terrains différents, bien que ces avantages exigent une complexité et 

une consommation d'énergie accrues. Ils offrent une mobilité supérieure sur les terrains 

naturels, car ces véhicules peuvent utiliser des repose-pieds discrets pour chaque pied, 

contrairement aux véhicules à roues. , qui nécessitent une surface de support continue. Par 

conséquent, ces véhicules peuvent se déplacer sur des terrains irréguliers, en modifiant la 

configuration de leurs jambes afin de s’adapter aux irrégularités de la surface. En revanche, 

les pieds peuvent établir un contact avec le sol en des points choisis en fonction des 

conditions du terrain. Les robots à jambes imitent souvent les créatures à jambes, tels que les 

humains les animaux ou les insectes [7-8]. 

Dans ce chapitre, nous allons passer en revue les différents robots marcheurs à pattes 

commençant par le robot monopode (une seule patte) jusqu’au robot multi- pattes. 

1.2. Les Robots Marchants : 

Les robots à pattes peuvent être classés en fonction du nombre de membres qu'ils 

utilisent, ce qui détermine l'allure disponible. De nombreux robots à jambes ont tendance à 

être plus stables, alors que moins de jambes se prêtent à une plus grande maniabilité [5]. 

La description suivante est organisée en fonction du nombre de jambes des systèmes de 

locomotion, en commençant par les systèmes monopodes, puis par les systèmes bipèdes et par 

les systèmes quadrupèdes et multi-pattes, les robots à six et huit pattes [6]. 
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Chapitre I:                            Etat de l’art sur les  robots marcheurs 
 
1.2.1. Les Robots Monopodes : 

Les robots monopodes sont des véhicules à une jambe, leur locomotion se faisant par 

sauts. Ces machines sont donc également connues sous le nom de robots à sauts. Bien que le 

kangourou soit l'exemple naturel le plus approximatif de la locomotion par sauts, ce modèle 

peut également être appliqué aux bipèdes en marche, qui alternent entre un pied ou pas du 

tout en contact avec le sol. Ces machines gardent un équilibre actif tout en bougeant, obtenant 

une stabilité dynamique en modifiant leur son centre de gravité et en appliquant des forces 

correctives pour éviter les chutes en cas de perturbation, permettant ainsi une meilleure 

compréhension des échanges énergétiques intervenant au cours d'un cycle de locomotion, et 

en mettant l'accent sur les problèmes de stabilité active et dynamique, sans nécessiter de 

schémas de coordination des pattes. 

L'avantage d'une seule jambe est qu'ils peuvent sauter par-dessus et se déplacer sur 

n'importe quel type de terrain lorsqu'ils prennent un bon départ et sautent par-dessus tous les 

obstacles. 

Matsuoka [24] été le premier à construire une machine selon ces concepts. Son 

objectif était de modéliser les sauts cycliques dans la locomotion humaine. Pour atteindre cet 

objectif, Matsuoka a formulé un modèle comprenant un corps et une jambe de faible poids et 

a estimé que la durée de la phase de soutien était plus courte que celle de la phase de vol 

balistique. Pour tester le système de contrôle, Matsuoka a construit une machine à sauts de 

jambe plane [8-9]. 
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Figure 1. 1: Monopode Robot “Bowleg Hopper” 

 

1.2.2. Les Robots Bipèdes : 

Dans le cas de robots à deux jambes, la recherche sur la locomotion bipède, comparée 

au cas à plusieurs jambes, a progressé plus lentement en raison de la difficulté d'établir un 

contrôle stable, car les robots bipèdes sont plus exigeants en ce qui concerne sa dynamique 

équilibre. La principale limite initiale de ces machines était sa faible vitesse, nécessitant 90 

secondes pour effectuer une étape. Ces dernières avancées ont permis d'atteindre des vitesses 

proches de celles atteintes par l'être humain [6]. 

Les robots bipèdes peuvent effectuer des marches statiques et dynamiques. 

• Marche statique: L’équilibre statique ou marche statique fait référence à un système qui 

reste équilibré en gardant toujours le centre de masse (COM) du système projeté 

verticalement sur le polygone de support formé par les pieds pendant le mouvement. 

• Marche dynamique: La marche dynamique ou équilibre dynamique fait référence à un 

système selon lequel le (COM) peut quitter la zone de soutien formée par les pieds 

pendant un certain temps [8]. 

De nos jours, il existe une grande variété de robots bipèdes présentant une forme 

humanoïde et ayant de bonnes capacités de locomotion. L'un des robots bipèdes présentant de 
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meilleures capacités de locomotion est le robot humanoïde ASIMO crée par Honda [6] 

(Figure 1.2). 

 

Figure 1.2 : Honda bipède robot “ASIMO Dernière version”, JAPAN 2011 

  

1.2.3.Les Robots Quadrupèdes : 

Les robots à quadrupède ou à quatre pattes présentent un mouvement de quadrupède. 

Ils bénéficient d'une stabilité accrue par rapport aux robots bipèdes, surtout lors des 

mouvements. À basse vitesse, un robot quadrupède ne peut se déplacer qu’une jambe à la fois, 

assurant ainsi la stabilité du trépied. Les robots à quatre pieds bénéficient d'un centre de 

gravité plus bas que les systèmes à deux pieds [5] et peuvent supporter beaucoup plus de 

charge utile de manière efficace. Les robots quadrupèdes avec actionneurs articulaires ont une 

bonne vitesse de marche et une bonne puissance de transport, ainsi qu'une bonne mobilité et 

une bonne stabilité de locomotion. Les robots à quatre pattes sont plus polyvalents que les 

robots à roues et à chenilles et plus stables que les robots bipèdes [9]. 

La marche à quatre pattes est courante chez la plupart des animaux et il y a de bonnes 

raisons de la reproduire chez les robots. En général, les robots à quatre jambes sont 

statiquement stables et, pour améliorer la stabilité dynamique et augmenter la vitesse de 

marche ainsi que la puissance de transport des robots quadrupèdes, des actionneurs 

hydrauliques à large bande passante et à puissance de sortie élevée sont nécessaires [9]. 
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Le modèle de marche d’un robot à quatre pattes peut être conçu de différentes manières, une 

jambe à la fois, comme nous l’avons déjà mentionné, et une paire en alternance. 

• Une jambe à la fois: à tout moment, il y a trois points de contact avec la surface et le 

robot maintient sa stabilité statique en position debout ou en mouvement. Déplacer une 

jambe à la fois rend votre robot plus lent et coûteux en ressources, mais reste stable. 

• Paire alternée: Dans cette approche, les jambes alternées sont déplacées comme si deux 

robots bipèdes étaient connectés ensemble. A tout moment, le robot a deux points de 

contact en surface, créant un robot à la stabilité dynamique. Plus rapide et efficace, mais 

moins stable par rapport à la première approche [7]. 

L'un des célèbres robots quadrupèdes est le robot DARPA «Big Dog» du ministère de la 

Défense des États-Unis (figure 1.3). 

 

 

 

Figure 1.3 : DARPA Quadrupède "Big Dog" robot, USA 2010. 
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1.2.4. Les Robots Hexapodes : 

Les robots hexapodes à pattes sont des robots programmables avec six pattes attachées au 

corps du robot. Les jambes sont contrôlées avec un degré d'autonomie afin que le robot puisse 

se déplacer dans ses environnements pour effectuer les tâches prévues [10]. Ils sont motivés 

par le désir d’une stabilité encore plus grande que celle des robots bipèdes et quadrupèdes. 

Ces robots sont biologiquement inspirés pour imiter la mécanique des insectes [7] et leurs 

allures peuvent être classées de la même façon. Ceux-ci incluent la démarche des vagues et la 

démarche du trépied [5]. 

• Démarche des vagues: démarche la plus lente, dans laquelle les paires de jambes se 

déplacent en une «vague» de l'arrière vers l'avant [5]. Dans cette approche, les deux 

jambes avant sont déplacées en premier, suivies des deux jambes du milieu, puis des deux 

dernières. Une fois que les trois paires de jambes sont déplacées, le corps est avancé pour 

effectuer un mouvement. À tout moment, quatre jambes touchent le sol. La démarche 

ondulatoire nécessite quatre étapes pour un mouvement complet [7].  

•   Démarche du trépied: étape  légèrement plus rapide dans laquelle trois jambes bougent 

en même  temps. Les trois jambes  restantes fournissent un trépied  stable au robot [5].  

Les jambes alternées avancent  de   chaque côté, les jambes  avant et arrière d'un côté et la 

jambe du milieu de l'autre côté sont déplacée en premier.  En suite trois jambes restantes 

sont déplacées. Le corps est avancé et l'ensemble du processus ne nécessite que trois 

étapes. La démarche du trépied nécessite plus de coordination des jambes, ce qui 

augmente la  complexité [7]. 
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Figure 1. 4 FZI Robot Marcheur Hexapodes "LAURON V", GERMANY 2013. 

 

1.2.5. Les Robots à huit-pattes : 

Les robots à huit pattes sont inspirés par les araignées et autres arachnides, ainsi que 

des marcheurs sous-marins. Ils offrent la plus grande stabilité permettant des premiers succès 

avec des robots à pattes, des robots à huit pattes tels que DANTE II, un projet de l'université 

Carnegie Mellon conçu pour explorer le mont Erebus [11]. 

 

Figure 1. 5 FRC Robot Marcheur à Huit Pattes "DANT II" 1994. 
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1.3. Les Avantages des jambes : 

Quel est le cas pour construire des véhicules à jambes plutôt que des véhicules à roues ou 

à chenilles? Une  raison est un intérêt pour la locomotion à jambes en lui- même, mais il faut 

démontrer que les jambes de transport sont supérieures aux roues ou aux pistes.  

Les avantages des jambes peuvent être résumés comme suit [12]:  

• Les jambes peuvent franchir les obstacles et monter et descendre les escaliers. 

• La locomotion à jambes peut, en principe, même transporter un véhicule sur de larges 

gouffres ou un sol extrêmement accidenté (par exemple, les kangourous et les chèvres de 

montagne). 

• Un véhicule à jambes peut rouler en douceur sur un terrain accidenté en modifiant la 

longueur de ses jambes pour l'adapter aux ondulations du sol 

• Sur un sol meuble, une roue sort toujours d'une ornière; cette puissance perdue. Dans des 

cas extrêmes, la roue peut s’enfoncer plus profondément jusqu’à ce que le véhicule 

s’arrête. 

• Les jambes font moins de dégâts au sol que les chenilles et beaucoup de roues. 

1.4. La limitation des véhicules à pattes : 

Bien que les aspects cités indiquent que la locomotion à jambes est avantageuse par   

rapport aux véhicules de locomotion traditionnels,    il convient   de garder à l’esprit que, dans 

leur état de développement actuel, ces véhicules souffrent encore d’énormes limitations, car 

ils présentent des faibles vitesses et sont difficiles à construire et nécessitent des algorithmes 

de contrôle complexes. De plus, les mécanismes d’aujourd’hui sont lourds, car ils nécessitent 

un grand nombre d’actionneurs pour déplacer plusieurs pieds de DDL, auxquels il faut ajouter 

une grande consommation d’énergie [6]. 

1.5. Les Applications des machines Marchants/robots : 

Les applications de ce type de robots sont diverses et variées [12].Ces applications peuvent 

être résumées dans les points suivants : 

 Transport sur terrain accidenté ; 

 Transport dans les bâtiments (en particulier les escaliers) ; 
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 Transport dans des environnements inhabituels tels que des tuyaux ou des structures en 

orbite ; 

 Modélisationanimale ; 

 Transport militaire ; 

 L'exploitationminière ; 

 Ingénierie nucléaire et autres cas de télémanipulation ; 

 Prothèses et orthèses: fauteuils de marche ; 

 Exploration planétaire ; 

 Construction et activitésconnexes ; 

 Agriculture et foresterie ; 

 Robots de lutte contre l'incendie et de sauvetage ; 

 Education, art et divertissement. 

La figure 1.6 suivante illustre une application parmi d’autres d’un robot marcheur ayant la 

forme de scorpion. 

 

Figure 1.6: Exemple de robot Hexapode Marcheur Moissonneuse. 
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NB : Certains robots utilisent une combinaison hybride, c'est-à-dire une association de jambes 

et de roues. Cela confère à une machine la vitesse et l’efficacité énergétique de la locomotion 

sur roues ainsi que la mobilité de la navigation avec jambes. 

1.6. Conclusion : 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents types de robots marcheurs à pattes 

(à jambes). Nous avons commencé par présenter le robot dont l’architecture la plus simple 

(monopode) jusqu’à l’architecture la plus complexe (robot multi-pattes). La complexité de la 

commande et de la modélisation d’un robot marcheur a un rapport direct avec la complexité 

de son architecture. Aussi, nous avons introduit les avantages des robots à jambes (pattes) par 

rapport à leurs homologues à roues ou à chenilles. Pour notre application (chapitre 3), nous 

avons choisi le robot bipède qui est largement étudié dans la littérature. Dans le quatrième 

chapitre, nous allons nous intéresser aux différents schémas de commande utilisés dans la 

littérature. 

On a tenté, tout au long de cette étude de présenter plusieurs travaux abordant le 

problème de contrôle des manipulateurs mobiles en précisant à chaque fois la nature des 

systèmes considérés ,les taches à exécuter ,le type des lois de commandes adoptées et les 

résultats obtenus. 

Cette étude bibliographique ne peut pas être exhaustive, les travaux sur ce domaine évoluent 

chaque jour et sont actuellement incontournables. Le but est d’aider à la compréhension du 

travail développé dans ce mémoire et de le faire situer. 
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Chapitre II:                        Les systèmes mécaniques sous-actionnés 
 

2.1 .Introduction : 

Lessystèmes mécaniquessousactionnés ontune grande importance dans 

l’industrie .ils sontcaractérisésparunnombred'entréesdecommande inférieur au 

nombre de degrés de liberté à contrôler. Ces systèmes sous retrouvent 

naturellement, d’une manière générale c-à-dire, le sous actionnement est volontaire 

par exemple le pendubot, l’acrobot, pendule à roue inertielle,  pendule de Furuta, la 

boule et le chariot à pendule inversé. 

Le sous actionnement peut être obtenu à partir des systèmes complètement 

actionnés lors d’une panne d’actionneur. Dans ce cas, au lieu de changer 

l’actionneur en panne, on bascule d’un algorithme de commande des systèmes 

complètement actionnés vers une technique de contrôle des systèmes sous 

actionnés.En effet, le sous actionnement conduit aux avantages suivants : 

- Minimisation de cout de construction. 

- Diminution de poids du système. 

- Minimisation de l’énergie consommée. 

Dans ce chapitre, dans un premier temps, on présente des généralités sur les systèmes 

mécaniques sous actionnés et on rappelle les concepts de base de la modélisation 

énergétiques. 

En secondlieu , on cite  brièvement, quelques exemples des systèmes sous 

actionnés  tel que : le pendubot,  l’acrobot ,  pendule à roue inertielle, le pendule de 

Furuuta,la boule et la poutre,  et le chariot-pendule inversé. En fin on présente l’intérêt 

de l’étude des systemes sous actionnés. 

 
2.2. Modélisation mathématique des systèmes mécaniques  

Afin de pouvoir modéliser mathématiquement un système par le formalisme de 

Lagrange, on commencer par  choisir un ensemble de cordonnées généralisées permettant de 

le décrire. L’intérêt du choix de ces cordonnées réside dans la simplification de la démarche 

de la modélisation et de l’analyse de ces systèmes. Une fois les cordonnées généralisées 

choisies, on calcule  les différentes énergies échangéespar le système, à savoir, l’énergie 

cinétique et l’énergie potentielle. En suite, on utilise ces énergies obtenues pour établir le 
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Lagrangien afin d’appliquer la formule d’Euler-Lagrange. 

2.2.1. Formalisme de Lagrange 

Les équations de Lagrange ont été à l’origine employées pour décrire la dynamique 

des systèmes mécaniques.L’avantage du formalisme d’Euler-Lagrange est que la forme de ses 

équations est invariante. 

Considérant un système mécanique avec n degrés de liberté.Les équations d’Euler-Lagrange 

décrivant ce système sont données comme suit : 

uqB
q
L

q
L

dt
d )(=

∂
∂

−







∂
∂


(2.1) 

Ou  𝑞𝑞 ∈ ℜ𝑛𝑛 représente le vecteur des cordonnées généralisées et 𝑞̇𝑞le vecteur des vitesses 

généralisées correspondant, 𝑢𝑢 ∈ ℜ𝑚𝑚est  le vecteur des forces externes et 𝑢𝑢 ∈ ℜ𝑛𝑛×𝑚𝑚 est la 

matrice correspondante qui répartit les forces sur le système (elle lie les cordonnées 

généralisées). 𝐿𝐿(𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞)est la fonction Lagrangienne, défini comme étant la différence entre 

l’énergie cinétique 𝐸𝐸𝑐𝑐 et l’énergie potentielle  𝐸𝐸𝑝𝑝 . 

                                                                  (2.2) 

Pour les systèmes mécaniques, l’énergie cinétique peut être éxprimée comme suit : 

qqMqqqE
T

 )(
2
1),( =   (2.3)   

Ou   𝑀𝑀(𝑞𝑞)  la matrice d’inertie symétrique définie positive. 

L’énergie potentielle est inférieurement bornée, c-à-dire , il existe une constante  tel que  

pour tout 𝑞𝑞 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛  . 

Les équations du mouvement dérivées de l’équation (2.1) sont données par : 

, 𝑘𝑘 = 1, . . , 𝑛𝑛      (2.4) 

ou  

𝑒𝑒𝑘𝑘est la base standar de 𝑅𝑅𝑛𝑛, 

 ,    ijsm , sont  les élements de la matrice d’inertie  𝑒𝑒𝑒𝑒 ) ijsΓ  

( ), c pL q q E E= −

( )PE q c≥
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,sont les élements de la matrice d’inertie et  sont les symboles de Christoffel de 

première espèce définis par ; 

                                   (2.5) 

L’écriture de la formule (I.4) sous une forme vectorielle donne : 

                                      (2.6) 

Ou 𝐺𝐺(𝑞𝑞) est un vecteur qui représente les forces de gravité, et 𝐶𝐶(𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞)est la  matrice des 

forces de Coriolis et de centrifuges composée des éléments 

Suivants : 

        (2. .7) 

Les termes𝐶𝐶(𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞)𝑞̇𝑞  contiennent deux types d’éléments : ceux qui font intervenir les produits 

ji qq pour ji =  ,ils sont appelés forces Centrifuges et ceux qui  correspondent aux indices

ji ≠ ,ils sont dits les forces de Coriolis. 

La relation entre la matrice d’inertie M  et la matrice forces de Coriolis et de forces     

Centrifuges C  est donnée par les deux propriétés ci-dessous : 

 

                                    (2.8) 

                                       (2.9) 

Remerque : 2.1   

- Considérons le système (2.6). Ce système mécanique est dit complètement actionné si  ,c-

nmBRang ==)( à-dir le nombre des entrées de commande est égal au nombre de degrés 

de libertés.ou, autrement dit )(qB est une matrice carrée inversible. 

- Les systèmes mécaniques sous actionnées sont caractérisés par un nombre des entrées de 

commande inférieur au nombre de degrés de libertés à controler,c-à-dire

. 
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2.3. Quelques exemples des  systèmes mécaniques  sous actionnées 

Dans cette section, on ne considère que les systèmes mécaniques sous actionnées  

ayant deux degrés de liberté dont, évidemment, une partie est actionnée et l’autre non 

actionnée .Parmi ces systèmes, on cite comme  exemple, le pendubot, l’acrobot, le pendule à 

roue inertielle, le pendule de Furuta,la boule et la poutre et le chariot-pendule inversé, chacun 

de ces systèmes sera présenté brièvement. 

2.3.1. Lependule(inversé)surchariot 

Le système pendule inversé est un système instable en boucle ouvertnonlinéaireavec 

des constantes de temps très rapides. Ce système est reconnu pour être une 

plateformedifficilement stabilisable et il est largementappliqué dans le domaine de la 

technologie decommandedes robots[10,11]. 

Ce système est composé, comme indique la figure 2.1, d’unchariotmobileentranslation 

sur un axe horizontale et d’un pendule libre et fixé verticalement sur le chariot. Initialement le 

pendule est en position basse, le but étant de le redresser en position etsurtout le maintenir 

dans cette position. Donc en exerçant une force horizontale 𝐹𝐹(𝑡𝑡)sur lechariot, il résulte une 

translation de 𝑥𝑥 mètres de celui-ci ainsi qu’une rotation de 𝜃𝜃radiansdu pendule : quand le 

pendule penche vers la coté droit, le chariot doit le rattraper eneffectuantun mouvementvers 

ladroite et inversement. 

 

Figure2.1.Le système pendule inversé. 

 

2.3.2. Ledoublependuleinversé 

Danscetypedesystème,ilexistegénéralementdeuxarchitecturesdifférentes :l’architecture 

en cascade et l’architectures en cascade. Dans la suite ces deuxtypes serontprésentés. 

𝜃𝜃(𝑡𝑡) 𝑚𝑚 

𝐹𝐹(𝑡𝑡) 

𝑋𝑋(𝑡𝑡) 

𝑀𝑀 
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𝜃𝜃2 𝑚𝑚
 𝑥𝑥 

𝜃𝜃1 

𝑚𝑚
 

𝑓𝑓 𝑚𝑚 

2.3.2.1. Encascade 

Le double pendule inversé en cascade a le même principe que le précédent, la 

seuledifférence réside dans le fait qu’il dispose de deux tiges en rotation libre. L’une 

tournantautour de l’articulation à la base d’un angle 𝜃𝜃1(𝑡𝑡), et l’autre avec l’angle 𝜃𝜃2(𝑡𝑡) 

autour deladeuxièmearticulationentreles deuxtigescommeillustréparla figure2.2. 

Leobjectivedelacommandepourcesystèmeestdestabiliserlesdeuxtigesautourdelaverticaleet 

lesmaintenirautour decepoint d’équilibreinstable[12]. 

 

Figure2.2.Doublependuleinverseencascade. 

 

2.3.2.2. Enparallèle 

Cette architecture présente deux tiges indépendantes en rotation libre sur le chariot 

aulieud’uneseuletige(Figure 2.3)[13]. 

𝑥𝑥 

Figure2.3.Ledoublependuleinverseparallèle. 

L’objective de la commande consiste à stabiliser les deux tiges autour de la 

verticalepositionaupointd’équilibreinstableetlesmaintenirdanscettepositionmêmeenprésencede

perturbations externes. 

2.3.3. LependuledeFuruta 

𝜃𝜃 
𝜃𝜃𝐵𝐵 

𝐿𝐿 

𝑙𝑙𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐵𝐵 
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Cette architecture a été conçu par 𝑘𝑘.Furuta [14], Il est composé d’un bras actionné en 

rotation libre dans le plan horizontale qui facilité le développement de la commande 

(voirfigure2.4),àson extrémité vient d’ajouterunpenduleinversémontéen équilibreinstable. 

 

Figure 2.4. Lependule deFuruta encoordonnésgénéralisés. 

2.3.4. Lependubot 

Le pendubot est un système mécanique sous actionnée avec deux degrés de liberté, qui 

a été inventé et conçu par MW Spong et DJ Bloc. Le pendubot représenté dans la figure 2.5, 

est constitué de deux tiges qui peuventtourner autour de leurs axes respectifs. La tige 1, de 

masse 𝑚𝑚1et de longueur 𝑙𝑙1estactionnéeparuncoupledecommande 𝑟𝑟tandisquelatige2,demasse 

𝑚𝑚2etdelongueur𝑙𝑙2, est en rotationlibreautour delatige1 [3,15]. 

 

Figure2.5.Pendubot en coordonnésgénéralisés. 

a vitesse nulle, le pendubot admet une infinité de points d’équilibre instables donnéspar 

)0,0( 122 ==== qqqq  𝑐𝑐𝑒𝑒𝑡𝑡correspondant à la position haute de la tige 2 pour 

toutepositiondelapremière  tige,etuneinfinitédepointsd’équilibrestablesdonnés 

par𝑞𝑞1=𝑞𝑞2=0,𝑞𝑞2=𝜋𝜋,correspondantàla positionbasse de latige 2. 

2.3.5. L’acrobot 

𝑞𝑞2 
𝑚𝑚2 

𝑙𝑙2 
𝑞𝑞1 𝑚𝑚1 

𝑙𝑙1 

𝜏𝜏 
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𝑞𝑞2 𝑚𝑚2 

𝑟𝑟 𝑙𝑙2 

𝑞𝑞1 𝑚𝑚1 

𝑙𝑙1 

L’Acrobot  a la même structure que le Pendubot. La seule différence est que, dans 

l’Acrobot, l’articulationjoignant les 2 tiges est actionnée par un certain couple commeillustre 

dans 

lafigure2.6.Cesystèmeaussiadmetuneinfinitédepointsd’équilibrestablesetinstables.L’ensemble 

des points d’équilibre correspond aux positions où la verticale passant par le centre de 

gravité(ce dernier étant dans le demi-plan supérieur) du système global 

passeaussiparl’axederotationdelatige1. 

 

 

Figure2.6 L'acroboten       
coordonnésgénéralisés 

Lespostionsd’équilibresstablessontidentiquesauxpoints instables, la seule différence 

étant que le centre de gravité est dans le demi-plan inférieur[16]. 

2.3.6. Le pendule à roue inertielle 

Le pendule à roue inertielle,représenté par la figure 2.7,est constitué d’un pendule libre 

en rotation autour d’un axe lié au sol, l’autre extrémité du pendule étant reliée à un disque 

actionné qui ne peut que tourner. 
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. 

Figure 2.7Pendule à roue inertielle. 

2.3.7. La boule et la poutre( Beam and Ball) 

Le système, la boule et la poutre, représenté par la figure 2.8, est composé d’une 

poutre pouvant pivoter dans le plan vertical par l’application d’un couple au point de rotation 

(le centre) est d’une balle dont on restreindra le mouvement a un glissement sans frottement le 

longe de la poutre. 

Ce système est caractérisé par deux sorties, la position angulaire 𝑞𝑞1 de la poutre et la position 

𝑞𝑞2de la boule, et par une seule commande 𝑢𝑢 disponible appliquée au point de rotation de la 

poutre. 

. 

Figure2.8  la boule et la poutre. 

Soit la distance (𝑑𝑑) entre le centre de masse de la boule et la poutre(𝑑𝑑 = 𝑟𝑟) ,où le modèle 

conventionnel de ce système correspond à 𝑑𝑑 = 0.  

Le tableau suivant résume les équations de mouvements des systèmes sous actionnés : 
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Tableau 2.1: les équations de mouvements des systèmes sous actionnés. 

System 𝑴𝑴(𝒒𝒒) 𝑪𝑪(𝒒𝒒, 𝒒̇𝒒) 𝑮𝑮(𝒒𝒒) 𝑩𝑩(𝒒𝒒) 

Acrobot     

Pendubot     

Invertedpe

ndulum on 

cart 
 

 

 
  

The crane 

system     

Furuta 

Pndulum     

Inertia 

Wheel 

Pendulum     

Beam and 

ball     

Tora 

     

 

Tableau 2.1: les équations de mouvements des systèmes sous actionnés. 

 

2.4. Systèmesmécaniquescomplètementactionnés 

Les systèmes mécanique complètement actionné sont des systèmes caractérisé par 

unnombre d’entrées de commande égal au nombre de degrés de liberté. Dans le cas dusystème 
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mécanique(2.5).Il est ditcomplètement actionné sila matrice (𝑞𝑞) est unematrice carrée 

inversible. Par conséquent, la commande par linéarisation exacte (connue aussi sous le nom 

de «  Feedback linéarisation ») au sens entrée-état ou bien au sens entrée-sortie est applicable. 

Cettecommandeest définit commesuit: 

              (2.10) 

On obtient un double intégrateur uq = et on peut appliquer les concepts de 

l’automatiquelinéaire classique. Ceci signifie que le contrôle des systèmes mécaniques 

complètementactionnéset sansprésencedes perturbations neposepasde défis 

entermesdecontrôle. 

2.5. Systèmesmécaniquesnonholonomes 

Contrairement dans les systèmes mécaniques complètement actionnés, dans 

lessystèmes mécaniques sous-actionnés la linéarisation par bouclage statique n’est 

pluspossiblepourtoute la dynamique. 

Laformegénéraled’uneclassedessystèmessous-actionnésnonlinéairesincertainsàdeuxdegrés 

deliberté estdonnéepar les équationssuivante: 

              (2.11) 

        (2.12) 

Avec: 

              (2.13) 

 

Les auteurs dans[9] ont montré que la partie actionnée du système (de dimension 𝑚𝑚)peut être 

linéarisèe par un bouclage statique. Cette procédure de linéarisation partiellefacilite la 

manipulation des équations et la synthèse des lois de commande. Dans ce cas, enappliquant la 

loi de commandesuivante: 

       (2.14) 

( )1( ) ( ) ( , ) ( )u B q M q v C q q q G q−= + + 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 12 2 1 1, 0M q q M q q C q q G q+ + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 22 2 2 2,M q q M q q C q q G q B q u+ + + =  

( ) ( ) ( ) ( )11 12 1 1

21 22 2 2

( ) ( ) ( , ) ( ) 0
. , . .

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
M q M q C q q G q

M q C q q G q B q
M q M q C q q G q B q
       

= = = =       
      







1 12 21 21 21
22 1 1 2 2

11 11 11

( ) ( )( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( )

M M M q M qu B q M U C q q G q G q q G q
M q M q M q

−  
= − − + + 

 
 
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à l équationdesystème(2.9),on obtient: 

𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑞̈𝑞 = 𝑢𝑢        (2.15) 

2.6. Intérêtdel’étudedessystèmessous-actionnés 

L’étude des systèmes sous-actionnés n’est pas faite par plaisir. Dans cette 

sectionnousproposonsdeprésenterquelquesexemplesd’applicationpourbienillustréesonimporta

nce. 

2.6.1. Enmédicine 

L’homme est vu comme un double inverse en série, dont les deuxaxes de 

rotationsprincipalessont les chevilles et hanches. Quand nous sommes en position debout, 

nosarticulations travaillent sans arrêt pour nous y maintenir. Les spécialistes qui travaillent 

àlaréalisationdeprothèses(remplacementchirurgicald’unorgane;lapièceoul’appareilderemplace

ment prothèsedentaire) pour les hanches sont amenés à utiliser le modèle dedouble pendule 

inventé pour calculer l’ensemble des contraintes qui sont soumises à laprothèse. 

2.6.2. Enrobotique 

Danslemêmeordred’idée,unrobotestvucommeunpenduleinverse.Pourmaintenir le robot en 

équilibre il suffit de stabiliser le pendule inverse correspondant à saposition verticale au cours 

de son déplacement et en présence d’autres perturbations.A l’occasion nous citons quelques 

exemples des robots qui sont déjà étudiéset conçus àbasedeceprincipe: 

• Le robot BIPED: peutse présenter par deux doubles pendules inverses en série,dontles 

pendules sont couples parunetigeavecdeuxarticulations. 

 

Figure2.9.Lerobot BIPED. 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 12 2 1 1, 0M q q M q q C q q G q+ + + =  
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• Le robot JOE: Il est vu comme un pendule inverse simple (une seule tige) 

sedéplaçantàl’aidededeuxroues 

 

 Figure 2.10. Le robot JOE.  

2.6.3. Dansl’aérospatiale 

Danscedomaineaussi,l’étudedessystèmessous-actionnésaunegrandeimportance, par 

exemple pour commander et stabiliser l’attitude du satellite, le lancementdesfuses…etc. 

Pourstabiliserl'attitude de  unsatelliteparlesactionneursgyroscopiques, 

lesactionneursgyroscopiqueségalementappelésgirdynrs (CMG: Control Moment Gyro) 

constituent un nouveau système d'actionneurs qui permettent de générer des couples 

dynamiques de commande de basculement d'attitude un satellite l'expert 

enceconsisteàlerappeler vers la position d'équilibre (instable). Donc il est vu comme un 

pendule inverse. 

 

Figure2.11.Pendulegyroscopiqueinversé. 
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Lorsdulancementd'unefuse elleestvuecommeunpenduleinversesimple.Doncilfaut maintenir sa 

position verticale parrapportà la terre, et pour cela, des moteursàpropulsionsont 

installésdansles deuxcôtés delafusée (gauche et droite). 

2.6.4. Dansledomainerecherché 

Vu leur complexité, les systèmes sous-actionnés sont très utilises pour tester des 

loisdecommande moderne. 

2.7. Conclusion 

Cechapitreaétéconsacréàquelquesgénéralitéssurlessystèmesmécaniquessous-actionnés 

actionnés. Nous avons commencé par citer quelques exemples des systèmes mécaniques sous-

actionnés. Puisnousavonsdonnél'approchegénéraledeleurmodélisationmathématique. Enfin, 

nous avons abordé l'intérêt de l'étude de cette classe de systèmes. Dans la suite de cette 

mémoire nous proposerons d'utiliser le robotbipède  pour modéliser et tester par les différents 

commandes etsurtout par uneloidecommandedetypemode de glissant. 
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Chapitre III:Modélisation d’un  Robot Bipède à 5 DDL 
  
3.1. Introduction: 

Dans ce chapitre représentant le cœur de notre travail, nous allons nous intéresser plus 

particulièrement à deux types de robots bipèdes (robots à jambes). Le premier robot est de 

type compas quant au second, il consiste en une imitation des membres inférieurs de l’être 

humain, possédant cinq (05) degrés de liberté. Pour mieux présenter ce chapitre, nous avons 

préféré d’étudier le robot le du type compas en premier temps, puis le robot bipède à cinq 

degré de liberté possédant une structure mécanique plus complexe. 

1. En premier temps, nous allons commencer par étudier le robot bipède de type compas. 

S’agissant de la modélisation dynamique, nous allons rajouter un terme d’inertie rendant 

plus précis le modèle dynamique en comparaison avec celui de la référence. Des 

simulations ont été menées sur le robot représenté par son modèle dynamique avant et 

après l’ajout du terme d’étertie. 

En ce qui concerne le robot bipède à cinq degrés de liberté, Nous allons lui établir le modèle 

dynamique en se basant sur le formalisme d'Euler-Lagrange d’une façon similaire au cas des 

robots manipulateurs planaires. 

Notre contribution est de commander le robot pour un ensemble de scénarios dont 

nous avons proposé concrétisant ainsi la marche de l’être humain, tout en considérant une 

surface plane. La commande à appliquer sur le robot représenté par son modèle dynamique est 

la commande linéarisante. Les résultats de simulation de la commande linéarisante sont 

comparés à ceux issus de l’application d’une commande PID classique.  

3.2.Modélisation :modèle bipède à 5 corps 

Dans le but d'accomplir une locomotion bipède stable, il est utile et nécessaire de 

dériver le modèle dynamique et par suite  la simuler et évaluer les performances du système 

.Dans ce cas, l'équation de Lagrange a été utilisée pour obtenir le modèle mathématique du 

système bipède. Le modèle cinématique du robot sera présenté dans la section suivante 

[tzafrobustsli …de 5]. 

3.2.1 Le modèle cinématique : 

     La question essentielle pour effectuer la modélisation cinématique d'un robot marcheur est 

de savoir quel est le nombre de degré de liberté minimal nécessaire pour reproduire la marche 

sans atteindre une complexité trop importante. L'homme en utilise 29, il est naturel de 

restreindre à un nombre inférieur.  

 
30 



Chapitre III:Modélisation d’un  Robot Bipède à 5 DDL 
  
 C'est pourquoi le modèle cinématique doit être capable de reproduire les caractéristiques 

principales du mécanisme de la marche humaine. 

Nous choisissons un modèle plan à 7 degré de liberté. Le robot sous l'étude est représente par 

la figure (3.2)[Tzaf robus96] [L.C.Kwek03] [KLWRM02]. Il est constitué de 5 liaisons, 

nommées ; tronc (liaison 5) et deux liaisons à chaque jambe (cuisses (liaisons 2et 4), jambes 

(liaisons 1 et5)). 

Ces liaisons sont interconnectées par quatre articulations rotoïdes ; deux pour les hanches et 

deux pour les genoux, et sont considérées parfaites et chacune est guidée par un moteur à 

courant continu. 

Il est suppose que la locomotion du robot bipède est contrainte d'être dans le plan sagittal 

comme le montre la figure 3.2 

Comme ce bipède n'a pas de chevilles et pieds, il n'est pas possible d'augmenter ou de réduire 

sa vitesse en utilisant des couples à ces articulations. Néanmoins, le bipède peut marcher sans 

control direct de son moment angulaire à travers le couple de la cheville, mais indirectement à 

travers l'utilisation approprié des effets de gravité [L. Kwek02]. 

  Les paramètres physiques du robot sont montrés sur le tableau3.1. 

 

a)                                                                        b) 

Figure 3.1 :a) - Configuration d'un Robot bipède à 5 liaisons. 

b)- Autre choix de configuration (selon S.Tzafeztas). 

 
31 



Chapitre III:Modélisation d’un  Robot Bipède à 5 DDL 
  

 

 

Figure 3.2, le robot bipède en plan sagittal 

De la figure 3.2, 

on déduit que : 

( ) ( )
( ) ( )






++
++

=
12511

12511
1 qqq cos d-L-

qqq  sind-L-
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,  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )






=

25221251

25221251
2 q+qd-L-q+q+qcosL-

q+qsind-L-q+q+qsinL-
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




=

54335442521251

54335442521251
3 q+q+qcosd+q+qcosL+q+qcosL-q+q+qcosL-
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, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )






=

5442521251

5442521251

q+qcosd+q+qcosL-q+q+qcosL-
q+qsind+q+qsinL-q+q+qsinL-

4pc
, 

De la même façon on obtient la position du pied de vol (pied_2) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )






=

54335442521251

54335442521251
2 q+q+qcosL+q+qcosL+q+qcosL-q+q+qcosL-

q+q+qsinL+q+qsinL+q+qsinL-q+q+qsinL-
pF
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Les coordonnées du centre de masse du tronc sont 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )






=

552521251

552521251
5 qcosd+q+qcosL-q+q+qcosL-

qsind+q+qsinL-q+q+qsinL-
pc

 

Par conséquent, la position du centre de gravité (masse) du robot s'obtient par  

( ) ;
mmmmm
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pg

54321

5544332211

++++
++++

=


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


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=

 

Il est à noter que : 

4231 mm,mm == , 

54321 mmmmmm ++++=  

Donc on obtient 
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Remarques : 

 Nous avons choisi la position du pied de support comme étant nulle. 

 Ladistance𝑑𝑑𝑖𝑖 est la distance entre centre de masse de la liaison (i) et son extrémité 

inférieure.  
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Symbole Description 

im  La masse de la liaison i. 

id
 

La distance entre centre de masse de la liaison i et son 

extrémité inférieure. 

il  
La longueur de la liaison i. 

iI  Moment d'inertie autour d'un axe passant par le centre de 

masse de la liaison i et perpendiculaire au plan du mouvement. 

iq  Angle relatif de la liaison i 

000 zyxO −  le repère de référence fixe. 

)z,x( 11  position du pied de support 

)zcg,xcg(  La position du centre de masse du robot. 

)z,x( 22  position de limite du pied de vol. 

)z,x()i(pc cici=  Centre de masse de liaison i. 

2v  la vitesse du pied de vol. 

 

Tableau 3.1 : Description des paramètres physiques du robot bipède étudié. 

Le modèle cinématique est donc obtenu par des variables de configuration suivantes : 

[ ]′= gg54321 z,x,q,q,q,q,qq 7ℜ∈q  ; Vecteur des positions articulaires et des coordonnées 

cartésiennes du centre de gravité.  

  Les segments ont une longueur
iL , une masse 

im  et un moment d'inertie iI  par rapport à 

l'axe central du segment Siou 5,2,1 =i . 
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Figure 3.3 : Robot bipède plan sans pieds en simple support. 

3.3.Modélisation dynamique 

 Cette section  traite une classe des robots marcheurs, bipèdes .Cette classe consiste des  

robots planaires à  chaîne cinématique ouverte, constituée de deux sous chaînes symétriques 

appelées les jambes (legs) et une sous chaîne appelée tronc, toutes connectées à une 

articulation appelée hanche (hip). 

Les mouvements du robot sont contraints d'être dans le plan sagittale et constitués de 

succession de deux types de phases, à savoir, la phase simple support et la phase de double 

support. Les deux phases de cycle de marche mènent à deux modèles mathématiques 

différents, constituant un modèle à deux parts : une équation différentielle décrivant la 

dynamique continue de la phase de simple support, lorsqu'un seul pied est en contacte avec le 

sol, et un modèle dynamique de la phase de double support.  

 Pour éviter la difficulté associée avec l'addition d'une seconde équation différentielle, 

pour modéliser l'évolution rapide de l'état du robot à l'impact [Bros96, Rouss98], il est 

supposé que la transition d'un pied de support à un autre se fait en temps infinitésimal ; cette 

hypothèse implique l'utilisation du modèle de contacte rigide pour décrire la nature impulsive 

de l'impacte d'un pied de vol avec le sol [E.W 03]. 

 Le modèle bipède est donc de nature hybride, composée d'une dynamique continue et 

une règle de réinitialisation à l'évènement de contact [E.W.Hybrid zéro dynamics].  

Une source importante de complexité dans le système bipède est le degré d'actionnement du 

système, ou plus précisément, le degré de sous actionnement du système. 
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Il est à noter qu'il n'y ait pas de motorisation à la fin de la jambe de support, d’où le sous 

actionnement du système durant la marche. 

Nous faisons les hypothèses suivantes sur le robot étudié : 

RH1) N rigides liaisons avec masse, connectées par des articulations rotoides; 

RH2) planaire, contraint d'être dans le plan sagittale; 

RH3) bipède à jambes symétriques connectées au point commun appelé hanche; 

RH4) actionné à chaque articulation,  

RH5) sous actionné au point de contacte entre le pied de support et le sol. 

3.3.1 Hypothèses de marche 

Les conditions 

Les conditions sur le contrôleur seront imposées et montrées pour s'assurer que les 

mouvements résultants satisfassent les propriétés suivantes avec la notion intuitive de la 

simple marche de locomotion : 

MH1) alternation et succession entre simple et double support ; 

MH2) durant la phase de simple support, le point de contacte avec le sol agit comme un pivot, 

on peut s'assurer que la composante verticale de la force der réaction est positive et que le 

rapport de la composante horizontale à la verticale ne dépasse pas le coefficient de frottement 

statique; 

MH3) le double support est instantané et peut être modélisé comme étant un contacte rigide 

[HM94] ; 

MH4) pas de glissement ni rebondissement du pied de support en phase simple support, au 

moment d'impacte; 

MH5) en état stationnaire, les phases successives, simples et doubles support, sont 

symétriques par rapport à deux pieds; 

MH6) la locomotion est de gauche à droite, tel que le pied de balancement commence  de 

l'arrière du pied de support et avance pour devenir à l'avant de celle-ci à la fin du pas de 

marche; 
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MH1) et MH2) impliquent que le robot possède ( )2+N degré de liberté ( N  angles 

articulaires plus les coordonnées cartésiennes de la hanche par-example), alors que MH4), 

MH5) et MH2) impliquent le sous actionnement du robot en phase de simple support. 

3.3.2 Modèle de phase de balancement : 

 

Figure3.4 : Robot bipède sous actionné         Figure 3.5 : Un autre choix de variables             

avec 4 couples et 5 corps.                                    de configuration (selon Tzafestas).  

Suite à MH2), le modèle dynamique du robot en phase simple support possède N degré de 

liberté ; soit ( )'1 ,,: Nqqq =  le vecteur des coordonnées angulaires décrivant la configuration 

du robot par rapport au repère de référence. 

Les variables du vecteur ( )'11 ,,: −= Nb qqq  (angles relatifs) décrivent la forme (Shape) du 

robot bipède alors que l'orientation absolue par rapport au repère de référence est donnée par 

Nq et la position absolue du robot est spécifié par les coordonnées cartésiennes du centre de 

masse (ou celle de la hanche) par exemple. 

La dynamique du modèle de la phase de simple support est simple à obtenir. En appliquant la 

méthode de Lagrange, qui consiste premièrement à calculer les énergies cinétique et 

potentielle ce chaque corps constituant le robot et puis à sommer les termes pour calculer les 

énergies cinétique totale K  et l'énergie potentielle totaleV . 

Formons le Lagrangien, 
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( ) ( ) )q(Vq,qK:q,qL −=                                          (3.1)  

et le modèle de la dynamique est déterminé de l'équation de Lagrange 

    
,

q
L

q
L

dt
d Γ=

∂
∂

−
∂
∂
                                                               (3.2)  

OuΓ est le vecteur des forces et couples généralisés appliqués au robot; 

,u
0

I
Bu 4X4









==Γ

                                                            (3.3) 

En termes des coordonnées généralisées du robot, q  l'énergie cinétique totale devient  

( )1 ,
2

K q D q q′=                                                                (3.4)                                                   

   Où     

( )








=

m0
0qA

D b

(3.5) 

Avec 𝑚𝑚  la masse du robot et 𝐴𝐴 la matrice d'inertie dépendante seulement de 𝑞𝑞𝑏𝑏 car l’énergie 

cinétique totale est invariante sous rotations et translations du corps [C.W.Grizzle04] et 

l’énergie potentielle est  

gmgzP =                                                                    (3.6) 

L’application de l’équation de Lagrange conduit à un modèle de la forme   

( ) ( ) ( ) ., BuqGqqqCqqD =++                                   (3.7)                   

   Sachant que la matrice D  est la matrice de masse ; C  matrice de Coriolis; G le vecteur de 

gravité;  𝐵𝐵 est la matrice d'entrée. 

Le vecteur d'entrée ( )'4321 ,,, uuuuu = représente les couples appliques entre le tronc et la 

jambe de support, le tronc et la jambe de vol, aux genoux de la jambe de support et de vol 

respectivement. 

Ecrivant le modèle précédant dans l'espace d'état : 
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x  =   ( ) ( ) ( )[ ]







+−−− BuqGqq,CqD
q

1




                                                  (3.8) 

( ) ( )uxgxf   x +=                                                                          (3.9) 

                     Où 







=

q
q

x


 

    L'espace d'état du modèle est  pris comme ( ){ }NqQ,q'qq,x:TQ: ℜ∈∈==  , et Q  est 

un sous ensemble ouvert simplement connecte de ( ) ( )[ ] ( )πππππ ,2,0, 2 −××−  correspondant 

aux configurations du robot, physiquement réalisables. 

3.3.3.Modèled'impacte 

L'impacte aura lieu lorsque le pied de vol touche au sol. Il est modélise comme un contacte 

entre deux corps rigides. En plus de modélisation du changement d'état du robot, le modèle 

d'impacte prend en compte le changement des coordonnées d'état du robot, après impacte. 

L'impacte est supposé inélastique, avec la vitesse de contact de la fin du pied de vol devenant 

instantanément nulle.    

Le développement du modèle d'impacte exige ( )2+N  degré de liberté du robot. 

En ajoutant les coordonnées cartésiennes ( )v
H

h
H ,pp  de la hanche (voir figure3.4), le modèle 

étendu suivant est simplement obtenu à travers la méthode de Lagrange [GWA01], 

 

( ) ( ) ( ) exteeeeeeeeee δFuBqGqq,qCqqD +=++                  (3.10) 

Avec ( )′= v
H

h
He ppqqqqqq ,,,,,,: 54321 et extFδ  représente le vecteur des forces  externes 

exercées sur le robot au point de contacte.  Si la fin du pied de support est en contact avec le 

sol et sans glissement, alors les coordonnées eq  et les vitesses eq sont reliées à q  et q  par la 

relation : 

( )qq 1
e

−∏= et ( ) ,
1

q
q

qqe 

∂
∏∂

=
−

                                    (3.11) 
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Ou ( ) ( ) ,p,p,qq 'v
H

h
H=∏−1

et 
h
Hp et

v
Hp   sont les positions horizontale et verticale de la 

hanche, respectivement. 

 

Figure 3.6 :robot à degré de liberté élevé. 

Les coordonnées cartésiennes pour les limites des jambes sont indiquées. 

3.3.4.Hypothèses du modèle d'impacte 

     Le modèle d'impacte de Hurmuzlu [HM94] est utilisé sous les hypothèses suivantes :      

HI1) pas de glissement et rebondissement, du pied de balancement ; au moment de    touché 

au sol,  

HI2) à l'instant d'impacte, le pied de support quitte le sol, sans réaction ; 

HI3) L'impacte est instantané ; 

HI4) Les forces externes durant l'impacte peuvent être représentées par les impulsions ; 

HI5) Les forces d'impulsions peuvent engendrer un changement brusque en vitesses,  alors 

que la configuration reste inchangée. 

HI6)  Les actionneurs ne peuvent pas générer des impulsions et donc, ils peuvent être  ignorer 

durant l'impacte. 

La première et les dernières hypothèses impliquent la conservation du moment angulaire 

[HM94]et par conséquent [E.W Grizzle03 : zéro Dynamics] 

( ) ( ) ( )qqD
F

F
q
qEqqD eN

T

qq

'

e

e
eee

-
ee



+

=

−− +



















∂

∂
=

2

2

ˆ

ˆ
                                       (3.12) 
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ou  
TF̂2   et    

NF̂2  sont, respectivement, les intégrales des forces tangentielle et normale  

exercées sur le pied de  vol  lors du contacte avec le sol ,alors que  

( ) ( ) ( )( )′= e
v

e
h

e q   pqp  qE 22  représente les coordonnées cartésiennes du pied de vol  (voir 

figure 3.2), et 
−
eq  (respectivement 

+
eq  )  les vitesses  du robot  juste avant et après  l'impacte 

(juste après sans changement de support ) . L'hypothèse HI1) implique : 

( ) 0=
=∂

∂
+
ee

e

qqeq
qE

                                                           (3.13) 

Selon HI5) 
+− = ee qq  et donc on déduit l'expression suivante reliant la vitesse d'un robot avant 

et après impacte (sans permutation de pied de support (withoutrelabeling)) : 

( ) ( )








=



















∏
−−

+

−−

0ˆ

ˆ   

2

2
1 eee

N

T

e

e
qqD

F

F

q

q



                                              (3.14) 

ou 

( )
( ) ( )

( )

1'

1

0

−

−





















∂
∂









∂

∂
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e

e

e

e
ee

e

q
qE

q
qE

qD
q

,                                           (3.15) 

Résolvons (3.9), on obtient 

( ) ( )








∏=


















−−

−

+

0
qqD

q
ˆ

ˆ
q

eee
e

N
2

T
2

e


F

F
.                                             (3.16) 

 la relation entre𝑞𝑞𝑒𝑒
−et  +

eq  est obtenue en partitionnant ( )eq1−∏  , comme suit 

( ) ( ) −−−+ ∏= eeeee qqDqq  11
                                                    (3.17) 

( ) ( ) eeeeN

T

qqDq
F

F


−−∏=











21

2

2

ˆ

ˆ                                         (3.18) 

La combinaison  des équations  (3.6) et (3.12) et (3.13) ,conduit à une expression de la vitesse 

du robot juste après  l'impacte et l'intégrale des forces exercées  par la fin du pied du  

balancement,  à l'impact .A l'impact ,il st supposé que le pied de vol devient  le nouveau  pied 

de support; par conséquent les coordonnées doivent être changer (relabeled ).   
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L'expression de ce changement d'état est montrée par une matrice de transformation linéaire R 

avec la caractéristique IRR = , c.d, R est une matrice circulaire. 

Le résultat de l'impact et du changement d'état (relabeling), est formulé par l'expression 

( )−+ = xΔx                                                                    (3.19) 

ou ( )+++ = qqx , ( resp.  ( )−−− = qqx ,  )  est l'état du robot juste après la collision [E.W 03] 

(resp. juste avant la collision) et  

( ) ( ) 










=

−−

−
−

qq

q
x

q

q







∆

∆
∆

                                                   (3.20) 

ou  

Rq =∆                                                                      (3.21) 

et 

( ) ( ) ( ) ( )
−=

−
−−−−−

∂
∂









=∆ qqeq q

qLqLDqLL
R

q
1

11
11

'

0




,                        (3.22) 

3.5. Modèle du système : système sous actionné à commande hybride non linéaire  

Avec addition de choix approprié de l'ensemble de switching, le modèle de phase de 

balancement peut être combiner avec le modèle d'impacte et formulé par un système non 

linéaire avec effets impulsifs [YMH98][GAP01] 

( ) ( )uxgxfx += Sx ∉−  

(3.23) 

( )xx ∆=+ Sx ∈−  

ou l'ensemble de switching est choisi d'être  

( ){ }0,0,: 22 


hv ppTQqqS =∈=   ,                                       (3.24) 

La valeur de  ( )qph
2  est prise positive de telle sorte que, pour tout  Sx∈  , la fin du pied de 

balancement se trouve devant le pied de support (c.d, avancement du robot en avant) comme 

le stipule GH6). 
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Les solutions sont choisis d'être  continues à droite et doivent avoir des  limites fixes à droite 

et à gauche à chaque événement d'impacte [voir GAP99] pour plus détails. 

Un pas d'un robot est défini comme la solution de l'équation (3.23) qui commence en double 

support et se termine avec le robot en DS avec la configuration des jambes échangée, et 

contient uniquement un seul impacte [hybridzerodynamics 01] 

Soit ( )0, xtϕ  la solution maximale de la dynamique continue (2.3) avec la condition initiale à, 

l'instant 00 =t . 

Et définissons le temps de la fonction d'impacte; { }∞∪ℜ→TQTI :  par  

 

Figure 3.7 : Graphe représentant le modèle hybride d'un robot marcheur bipède. 

( ) ( ){ } ( )




∞

∈∋∈≥
=

ailleurs                                            
  Sxt, que   t  tel  si  Sxt,0tinf

xT 00
0I

ϕϕ                                   (3.25) 

Soit Sx ∈0  tel que ( )∞∆  0xTI . 

Définition 1 : 

Un pas d'un robot est la solution de l'équation (3.23) définit sur la moitie de l'intervalle ouvert 

( )[ ]0,0 xTI ∆  avec le point initial 0x .  

 

Définition 2 : 

La marche est définit comme une succession de pas. 

3.6.Application sur le robot choisi 
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Afin de choisi le robot bipède qui vue dans la figure suivante, nous allons établir le modèle 

dynamique du robot, une modélisation sous MATLAB a été effectuée sur le robot choisi.  

 

Figure .3.8 : schéma du bipède et notations.. 

Le modèle dynamique du robot est calculé par le formalisme de Lagrange  sous MATLAB 

Pour plus de détails voir Annexes. 

3.7. Conclusion: 

 Dans ce chapitre, nous avons déduit les différents modèles dynamiques associé à 

chaque type ce contact ou phase  marche, à savoir la phase continue et celle de transition 

discrète, et enfin nous obtenons le model hybride combinant les deux types de modèles 

dynamiques.  
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4.1. Introduction: 

D’une façon générale, la modélisation des robots bipèdes se fait pareillement aux robots 

manipulateurs. De même, les commandes des systèmes robotisés proposées dans la littérature 

sont valables pour la plus part des robots. Dans ce chapitre, nous décrivons les différentes 

commandes de base dédiées aux robots manipulateurs. En effet, plusieurs techniques de 

commande ont été proposées dans la littérature et donne des résultats satisfaisants selon la 

situation. Ces commandes sont applicables aussi bien pour les robots manipulateurs que pour 

les robots bipèdes. Pour les commandes classiques, entre autres, la commande PID, elle donne 

de bons résultats dans le cas d’un mouvement lent. Leur principal avantage et que leur 

implémentation ne nécessite aucune connaissance à priori ni de la structure du modèle du 

robot ni de ses fonctions ce qui en fait des commandes largement utilisées. L’inconvénient, 

c’est qu’elles ne sont pas robustes et sont inefficaces quand il s’agit des mouvements rapides. 

Dans ce genre de situations, on fait appel  à d’autres types de commandes telles que les 

commandes dynamiques. Ces commandes s’appellent ainsi car elles intègrent, dans leur 

conception, la dynamique du système. Elles donnent de bons résultats en termes de poursuite 

de trajectoire. Parmi ces commandes, on trouve la commande linéarisante. L’implémentation 

de cette dernière nécessite la connaissance parfaite de la dynamique du système. En général, 

on associe des compensateurs pour compenser les erreurs de modélisation, car une 

modélisation n’est jamais à l’abri des erreurs. 

A la différence des robots manipulateurs qui peuvent être en mouvement libre comme 

ils peuvent être en contact avec leur environnement par leurs effecteurs, les robots bipèdes se 

trouvent en permanence   en contact avec le sol ce qui nécessite la prise en charge des forces 

d’interaction pour un meilleur contrôle du robot. Dans ce contexte,   deux   types   de   

commande   ont   été   proposées   dans   la   littérature :   la  commande en impédance et la 

commande hybride force/position. Pour la rédaction de ce chapitre, nous nous inspirés des 

références [15,16, 24, 25, 26]. 

Avant d’aborder les différents schémas de commande, nous avons préféré de rappeler 

tout d’abord les modèles géométriques et cinématiques d’un robot. 

Rappel : 

 L’équation exprimant les positions opérationnelles en fonction des positions articulaires 

est appelée modèle géométrique direct. Cemodèleestdonnéparl’expression : 

𝑋𝑋 = 𝑓𝑓(𝑞𝑞)  (4.1) 
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Avec X(𝒕𝒕) 𝑒𝑒𝑡𝑡𝒒𝒒(𝒕𝒕) représentent respectivement les vecteurs des positions cartésiennes 

(opérationnelles) et articulaires. 

 L’équation exprimant les positions (variables) articulaires en fonction des positions 

(variables) opérationnelles   est appelée modèle géométrique inverse. 

Cemodèleestdonnéparl’expression: 

))(()( tqgtq =  (4.2)   

 L’équation exprimant les vitesses opérationnelles en fonction des vitesses articulaires est 

appelée modèle cinématique direct d’ordre 1. Cemodèleestdonnéparl’expression : 

𝑋̇𝑋 = 𝐽𝐽(𝑞𝑞)𝑞̇𝑞 (4.3) 

J est une matrice de dimension (m, n), appelée matrice Jacobienne du robot. Elle est 

définie comme suit : 

      (4.4)
 

Avec 𝑓𝑓1(𝑞𝑞) est le vecteur de position cartésienne (opérationnel). 

 L’équation exprimant les vitesses articulaires en fonction des vitesses opérationnelles est 

appelée modèle cinématique inverse d’ordre 1. Cemodèleestdonnéparl’expression : 

𝑞̇𝑞 = 𝐽𝐽−1(𝑞𝑞)𝑋̇𝑋   ( 4 .5)   

4.2. Commande Proportionnelle Intégrale et Dérivée (PID) [13][14] : 

Le modèle dynamique d’un robot décrit un système de n équations différentielles du 

second ordre non linéaires et couplées, n étant le nombre d’articulations. Pourtant, dans une 

commande classique, qui est celle de la plupart des robots industriels, le système robotique est 

considéré comme un système linéaire et chacune de ses articulations est asservie par une 

commande décentralisée de type PID à gains constants. Ses avantages sont la facilité 

d’implantation et le faible coût de calcul. En contrepartie, la réponse temporelle du robot 

variant selon sa configuration, on constate des dépassements de consigne et une mauvaise 
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précision suivi dans les mouvements rapides. Dans beaucoup d’applications, ces 

inconvénients ne représentent pas un gros handicap. 

4.2.1.  Commande PID dans l’espace articulaire [13] [14] : 

La commande PID dans l’espace articulaire est établie dans l’espace articulaire. Elle est 

schématisée par la (figure 4.1). En effet, dans le cas où l’on veut connaitre les variables 

opérationnelles (coordonnées de l’effecteur), le calcul se fera or ligne. Cette commande est 

facile à implémenter et ne nécessite aucune connaissance a priori ni de la structure du modèle 

ni de ses fonctions. Elle est exprimée par la relation suivante : 

∫ −+−+−=
t

t dIdvdp dtqqkqqkqqK
0

)()()( τ (4.6) 

Avec τest le vecteur des couples appliqué aux actionneurs.  

 

Figure 4. 1 : Commande PID dans l'espace articulaire 

Avec : 𝑒𝑒 = 𝑞𝑞𝑑𝑑 − 𝑞𝑞 est l’erreur de poursuite en position dans l’espace articulaire, qqe d  −=  est 

l’erreur de poursuite en vitesse dans l’espace articulaire, 

𝑞𝑞𝑑𝑑𝑒𝑒𝑡𝑡𝑞𝑞 représentent respectivement le vecteur des positions articulaires désirées et 

réelles. 
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4.2.2. Commande  PID dans l’espace opérationnel [13] [14] : 

Lorsque le mouvement est défini dans l’espace opérationnel, une des deux solutions 

suivantes peut être choisie pour réaliser la commande du système : 

1. On transforme le mouvement défini dans l’espace opérationnel en un mouvement 

dans l’espace articulaire, puis on met en œuvre la commande dans l’espace 

articulaire. Le signal d’erreur minimisé est alors exprimé dans l’espace 

articulaire. 

2. On spécifie directement la commande dans l’espace opérationnel. 

NB : Pour les robots bipèdes, la commande dans l’espace opérationnel se base sur la 

détermination a priori du pas qui, entre autres, dépend de la géométrie du robot. 

La commande PID dans l’espace opérationnelle (Figure 2.2) est donnée par : 

 ))()()(( dtxxKxxKxxKj dIdvdp
T −+−+−= ∫τ (4.7) 

Avec : 

𝑒𝑒 = 𝑥𝑥𝑑𝑑–𝑥𝑥est l’erreur de poursuite en position dans l’espace opérationnel, 

xxe d  −=  est l’erreur de poursuite en vitesse dans l’espace opérationnel, 

La commande établie directement dans l’espace opérationnel permet de décrire la 

marche réelle étant donné que la trajectoire à suivre est spécifiée dans cet espace. 

 

Figure 4. 2 : Commande PID dans l'espace opérationnel. 

 

 

 
49 



Chapitre IV: Commande d'un robot bipède sous actionné 
  
4.3. Lois de Commandes Dynamiques [13] [14] : 

Ces commandes sont appelées dynamiques du fait qu’elles intègrent, dans leur 

conception, la dynamique du système. 

4.3.1. Commandelinéarisante : 

Cette commande est composée de trois parties principales (Figure 4.3) : 

• La première compense les forces de Gravité, de Coriolis, Centrifuges et de 

frottements ; 

• La deuxième partie est un simple correcteur proportionnel-dérivé ; 

• La troisième partie réalise une anticipation sur l’accélération désirée𝑞𝑞𝑑𝑑 ; 

L’idée de base de cette méthode est de supprimer les non linéarités dans le modèle puis 

traiter le système comme un système linéaire. 

 

Figure 4. 3 : Commande linéarisante à paramètres connus 

Le boucle de linéarisation est réalisée par le choix de couple 𝜏𝜏, à appliquer au système. 

Il est donné par l’expression suivante: 

τ=−++ )(ˆ),(ˆ)(ˆ qqHqqqCuqM                               (4.8)  

Avec  𝑀𝑀�, 𝐶𝐶�, 𝐻𝐻�:  l’estimation de M, C et H respectivement.  

Lorsque  le  modèle  est  supposé  parfait  (cas  idéal)  c'est-à-dire 

 

  , ,
 
 

M M C C H H
∧ ∧ ∧

= = =
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, en boucle fermée le système est régi par l’équation : 

𝑀𝑀(𝑞𝑞)(𝑞̈𝑞 − 𝑞̇𝑞) = 0                                            (4.9) 

𝑢𝑢peut être considéré comme un nouveau vecteur de commande, ce qui réduit le 

problème de la commande du robot à n doubles intégrateurs complètement découplés uq =

Alors, la commande 𝑢𝑢 est obtenue comme suit : 

                                            (4.10) 

D’où : 

(4.11) 

La solution de l’équation d’erreur 𝑒𝑒(𝑡𝑡) est globalement exponentiellement stable. 

L’inconvénient de cette commande est que les paramètres et la structure du système 

doivent entre connus afin de calculer l’équation (4.9), toutefois quand les erreurs dans les 

paramètres ne sont pas aussi larges ; ce schéma de commande donne une grande performance 

satisfaisante. 

4.3.2. Commandelinéarisanteprédictive [13] [14] : 

Cette commande cherche la linéarisation exactement comme la précédente (Figure 4.3). 

Ce qui fait la différence entre les deux commandes est que celle-ci utilise pour le calcul des 

paramètres M, C et H, les valeurs les trajectoires désirées ),,( ddd qqq  , alors que la 

précédente utilise les trajectoires réelles 

Le schéma bloc de la commande linéarisante prédictive est représenté dans la figure 4.4 

suivante : 

d V P

d V P

K

K

u q K

q u q q K

e e

e e

•

•

+

+

= +

= ⇒ = +



  

0V PKK e ee
•• •

++ =
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Figure 4. 4 : Commande linéarisante prédictive 

4.3.3. Commande linéarisante robuste [13] [14] : 

Il arrive que pour les commandes précédentes, les fonctions du modèle ne seront pas 

précises ce qui diminue leurs performances. Cette commande consiste en l’ajout d’un 

supplément de commande 𝛿𝛿𝑢𝑢 dans le but de compenser l’erreur d’estimation du modèle du 

robot. Elle est définie par : 

                      (4.12) 

𝛿𝛿𝑢𝑢, peut-être un terme de glissement (modes glissants), un réseau de neurones un 

système d’inférence flou etc… 

Le schéma bloc de cette commande est donné par (figure 4.5). 

 

( ) ( ) ( )0 0 0, ,M q u C q q q H q q uδ τ+ + + =  
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Figure 4. 5 : Commande linéarisante robuste 

4.2. Commande en effort [13] [14] [21] [23] : 

Lorsque le robot devient en contact avec son environnement au cours de la réalisation 

de la tâche qui lui est assigné, il serait nécessaire de prendre en compte les forces 

d’interaction. Parmi les commandes développées dans la littérature les plus utilisées pour cette 

situation, on distingue : 

• Commande en impédance, 

• Commandehybride force/position. 

Les forces de contacts vont être modélisées et par conséquent, le modèle dynamique 

d’un robot manipulateur, en contact avec son environnement, exprimé dans l’espace 

articulaire est donné par : 

                     (4.13 )                              

𝐹𝐹  Représente le vecteur d’effort extérieur (forces et moments) exercé par le robot sur 

l’environnement. 

4.2.1. Commande en impédance [13] [14] [21] : 

Pour cette commande, la position ou la vitesse de l’effecteur et la force appliquée sont 

liées par une impédance mécanique qui se traduit dans le domaine de Laplace par : 

Où : 

( ) ( ) ( ), , T
eM q q C q q q H q q J F τ+ + + =   
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                       (4.14) 

A : La matriced’inertiedésirée 

• B : La matrice de raideur désirée 

• K : La matricedésiréed’amortissement 

On distingue deux types de schéma de commande en impédance sans et avec retour de 

force (Figure 4.6, 4.7) : 

 

Figure 4. 6 : Schéma de commande en impédance sans retour de force 

 

 

Figure 4. 7 : Schéma de commande en impédance avec retour de force 

4.2.2.Commandehybride force/position [13] [14] [22] [23] : 

Il s’agit d’introduire une matrice diagonale de sélection notée S (Figure 4.8) permettant 

le choix de la direction qui doit être commandée en force et celle qui doit être commandée en 

position. Un élément de la matrice S est soit 1 ou 0selon que la direction est commandée en 

position ou bien en force. Le schéma de commande hybride force/position de base est donnée 

par (Figure 4.9) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ²

xF p Z p p

F p pZ p X p
pZ p Ap Bp K

=

=
= + +


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Figure 4. 8 : Schéma de commande hybride force/position 

4.3.3.Commandehybrideexterne [13] [14] [22] [23] : 

La commande hybride externe, donnée par (figure 4.9), permet d’asservir à la fois des 

déplacements et des efforts, elle se caractérisé par la présence des deux boucles de commande 

imbriquées (Perdreau). La boucle externe correspond à un asservissement externe en effort, la 

boucle interne correspond à un asservissement de position. La sortie de la boucle externe est 

transformée en consigne de position pour la boucle interne. Le déplacement résultant du robot 

permet du d’exercer l’effort désiré sur l’environnement. 

 

Figure 4. 9 : Schéma de commande hybride externe 

Pour plus d'informations sur les commandes des robots, voir la référence. 

4.5 Commande par mode glissant de robot 

4.5.1 Introduction 

La commande par mode glissant, deuis qu’elle a été introduite par Utkin[39], est une 

technique de commande non linéaire, ne cesse d’accumuler des succès grâce à sa robustesse et 
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sa simplicité d’implémentation. Cette commande est utilisée pour le contrôle des systèmes 

non linéaires en robotique, en aviationmilitaire ainsi qu’en milieu sous-marin dans la 

commande des véhicules amphibies …etc. 

Lacommande va être une somme de deux composantes : la première, qui est 

discontinue, permet la convergence du système vers la surface de glissement et la robustesse 

vis-à-vis les perturbations et les incertitudes. La seconde, qui est continue, permet de glisser le 

long de celle-ci pourrejoindre l’origine de phase. 

Dans ce chapitre, on présente, en première partie, les idées fondamentales de la 

commande par mode glissant d’ordre un : le choix de la surface de glissement et la conception 

de loi de commande forçant le système à atteindre la surfacechoisie en temps finis et à y 

demeurer. Ladeuxième partie on applique cette stratégie de commande sur le système 

mécanique sous actionné robot afin de stabiliser autour de son point d’équilibre instable.  

4.5.2. Concepts de base de la commande par mode glissant 

La commande par mode glissant d’ordre un est une commande à structure variable 

pouvant changer de structure  et commutant entre deux valeurs suivant une logique de 

commutation bien spécifique. 

4.5.2. Description théorique de la commande par mode glissant 

4.5.2.1.Principe de fonctionnement 

Soit le système non linéaire d’ordre 𝑛𝑛 suivant : 

𝑥̇𝑥 =  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) +  𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢        (4.15) 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) =  ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 

 

où 𝑥𝑥 = [𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥, … ,𝑥𝑥n–1] est le vecteur d’état, u (𝑥𝑥, 𝑡𝑡)est le vecteur de commande, 

, g(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝑒𝑒𝑡𝑡ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) sont des fonctions non linéaires, 𝑦𝑦(𝑡𝑡) est le vecteur de sortie. 

L’objectif de  la commande par mode glissant  est de déterminer une loi de commande 𝑢𝑢 

qui va attirer les états 𝑥𝑥 du système dans une région convenable appelée surface de 

glissement, choisie préalablement en fonction des spécifications dynamiques désirées du 

système, et de les maintenir sur cette surface, ce qui veut dire que la sortie du système 𝑦𝑦(𝑡𝑡) 

pourra suivre un signal de référence donné et borné . 
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On peut montrer l’atteignabilité de la surface de glissement par la figure 4.10, suivant 

trois parties ou modes distincts de la trajectoire sur le plan de phase, qui sont : 

1- Le mode de convergence (MC) : c’est le mode durant lequel l’état du système se déplace 

à partir de n’importe quel point initial dans le plan de phase et tend vers la surface de 

glissement𝑆𝑆(𝑥𝑥) =  0. Ce mode est caractérisé par la loi de commande et le critère de 

convergence. 

2- Le mode de glissement (MG) : c’est le mode durant lequel la variable d’état a atteint la 

surface de glissement et tend vers l’origine en se glissant sur cette surface du plan de 

phase. La dynamique de ce mode est caractérisée par le choix de la surface de glissement 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) =  0. 

 

Figure 4.10 Les différents modes de la trajectoire sur le plan de phase 

3- Le mode du régime permanent (MRP) : ce mode est ajouté pour l’étude de la réponse du 

système autour de son point d’équilibre (origine du plan de phase). Il est caractérisé par 

la qualité et les performances de la commande. 

4.5.2.2.Conception de la commande par mode glissant 

La mise en œuvre de la commande par mode glissant se fait en trois étapes : 

- Définition et choix de la surface de glissement. 

- Etablissement de condition de convergence. 

- Détermination de la loi de commande qui permet d’atteindre la surface et d’y maintenir. 

4.5.2.2.1.Choix de la surface de glissement 

Dans un souci de facilite la compréhension, on considère un système, d’ordre n, SISO 

affine en entrée, decrit par l’équation différentielle suivante : 
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𝑥𝑥𝑛𝑛 =  𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) +  𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢 + 𝑑𝑑(𝑡𝑡, 𝑥𝑥)        (4.16) 

𝑦𝑦 =  𝑥𝑥 

𝑦𝑦 : la sortie du système. 

𝑢𝑢 :l’entrée du système. 

𝑑𝑑 :une perturbation externe inconnue borné. 

𝑓𝑓 et 𝑔𝑔:sont deux fonctions non linéaires continues. 

∎Remarque 1: 

Pour garantir la contrôlabilité, la function𝑔𝑔 est suppose inversible c-à-dire 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ≠ 0 

L’objectif de commande est de forcer la sortie y à suivre une trajectoire de référence 𝑥𝑥𝑑𝑑. 

Pour atteindre cette objectif,on définit l’éreur de poursuite par :𝑒𝑒 =  𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑 

La surface de glissement représente le comportement dynamique désiré du système par : 

 

𝑠𝑠 =  0        (4.17) 

𝑒𝑒 =  𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑 

 Cette surface est caractérisée par un degré relatif égale à 1 par rapport  la commande 𝑢𝑢 

c-à-dire qu’il faut dériver une fois la sortie 𝑦𝑦(𝑡𝑡) par rapport au temps, pour y avoir 

apparaître de maniière explicite. 

∎Remarque 2 : 

Le régime glissant𝑠𝑠, du système perturbé, est invariant vis-à-vis des pertubations,si et 

seulement si seulement si la perturbation 𝑑𝑑   vérifie la condition de recouvrement . 

D’une manière générale, la surface de glissement 𝑠𝑠 est définie comme suit: 

𝑠𝑠�𝑒𝑒1,………𝑒𝑒𝑛𝑛 � = 𝑒𝑒𝑛𝑛   + 𝑘𝑘𝑛𝑛−1𝑒𝑒𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑘𝑘1𝑒𝑒1 (4.18) 

Où 𝑒𝑒 = �𝑒𝑒1,…..𝑒𝑒𝑛𝑛� ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛 est le vecteur des erreurs et les coefficients 𝑘𝑘𝑖𝑖sont choisis 

teléquationcaréctèristiquesℎ(𝑝𝑝) = 𝑝𝑝𝑛𝑛−1 + 𝑘𝑘𝑛𝑛−1𝑝𝑝𝑛𝑛−2 + …𝑘𝑘1 ,avec 𝑝𝑝est l’opérateur 

Laplace,possède des raciness strictement dans la le demi-plan complexe gauche. Alors  
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𝑠𝑠(𝑒𝑒, 𝑒̇𝑒, … . 𝑒𝑒𝑛𝑛−1) = 0 est une équation linéaire ordinaire stable. 

∎Remarque 3 : 

Une forme simle pour déterminer la surface de glissement qui garantit les objectifs de 

commande précités est proosée par Soltine suit : 

)(.)()( 1 xe
t

xS r
x

−+
∂
∂

= λ (4.19)
 

𝑒𝑒 (𝑥𝑥) : L’écart sur les variables à régler; 𝑒𝑒(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑 

r : le degré relatif qui présente le nombre minimum de fois qu’il faut dériver la sortie y(𝑡𝑡) par 

rapport au temps pour faire apparaitre l’entrée 𝑈𝑈(𝑡𝑡). 

L’objectif de commande est de maintenir la surface à zéro, dont l’unique solution est : 

s(𝑥𝑥) = 0. 

 𝜆𝜆𝑥𝑥 est un paramètre positif garantit d’avoir un polynôme d’Hurwitz. 

∎Remarque 4 : 

On dit qu’il existe un régime glissant idéale sur 𝑠𝑠 s’il existe un temps fini 𝑡𝑡𝑠𝑠 tel que la 

soulution de () satisfasse 𝑠𝑠(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = 0 pour 𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡𝑠𝑠. 

4.5.2.2.2.Conditions d’existence et de convergence 

Le choix de la fonction de glissement étant fait, la deuxieme étape consiste à concevoire 

une loi de commande qui puisse amener le vecteur d’état à coverger vers la surface de 

glissement choisie et y demeurer jusqu’à l’équilibre. Pour cela,il faut que lala loi de 

commande soit conçue de telle manière à ce que  𝑠𝑠   soit  attractive .  

Pour déterminer la condition d’attractivité,consiéronds la fonction de Lyapunov 

suivante :V  (𝑥𝑥) = 1
2
𝑠𝑠2(4.20) 

Une condition nécessaire et suffisante, appelée condition d’atractivité, pour q’une 

variable de glissement𝑠𝑠(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) = 0 et  que la dérivée temporelle deV soit défine négative.  

𝑉̇𝑉(𝑠𝑠) =   
1
2
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑠𝑠² = 𝑠𝑠𝑠̇𝑠 ≤ −𝜂𝜂|𝑠𝑠|  (4.21) 
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Si la condition est vérifiée,alors la variable de glissement et sa dérivée sont de signe 

contraire quelque soit le temps et que 𝑠𝑠 = 0 est un centre attracteur pour 𝑠𝑠 

Pour  une convergence en temps fini, la condition qui ne garantit q’une convergence 

asymptotique vers la surface de glissement, est remplacée par une condition plus resrictive  

dite de 𝜂𝜂 attractivité  tel que : 𝜂𝜂 > 0 . 

Le mode  de gllisement d’un système de deuxième ordre est montré sur la figure 4.5, il 

est assuré par la commutation des états grâce aux commandes 𝑈𝑈max et 𝑈𝑈min, les commutations 

ont lieu sur les droites décalées parallèlement de ±∆𝑆𝑆. 

 

Figure 4.11 : Mode de glissement 

L’étude de l’existence du Mode de glissement, comme l’étude de la stabilité d’un point 

d’équilibre, est basée sur la méthode de Lyapunov. 

Afin de garantir l’attractivité de la  surface s(𝑥𝑥) = 0, on considère une  fonction de 

Lyapunov 

𝑉𝑉définie positive, dont la dérivée par rapport au temps le long des trajectoires du 

système en boucle fermée est définie négative. 

Considérons la fonction de Lyapunov, suivante :V  (𝑥𝑥) = 1
2
𝑠𝑠2 

Sa dérivée temporelle est donnée par : 

𝑉̇𝑉(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠 (4.22) 

4.5.2.2.3.Conception de la commande par mode de glissement 

La mise en œuvre de cette méthode de commande nécessite principalement trois 
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Etapes : 

1. 1.Choix de la surface de glissement : 

2. Condition d'existence et de convergence 

3. Détermination de la loi de commande 

4.5.2.Calcul de la loi de commande : 

La commande par mode glissant est composée de deux parties,  

la première appellé commande équivalente est continue et la deusieme discontinue

 
gliseq uuu +=                                                                            (4.23) 

Avec: 

:equ 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿é𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 

:glisu 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 

La commande équivalente assure le maintien du système sur la surface de glissent, elle 

est determine par le modèle du système, dans ce cas il s’agit d’un modèle en 

immersion linéaire ou non linéaire . Cette partie est conçue avec la methode de la 

commande équivalante comme suit: 
 

0)()( ==
dt
ds

dx
dsxS T

                                                                          (4.24)
 

0))()(()( =+ xgxf
dx
ds T                                                                   (4.25)

 

)()())()(( 1 xf
dx
dsxg

dx
dsu TT

eq
−= , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 0)()( ≠xg

dx
ds T              (4.26)

 

La commande glissement represent la partie discontinue, Il est constitué de la function signe 

 

 "𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠” de la surface de glissement S, multipliée par une constant de glissement glisK
 

Cette commande est determine pour garantir l’attractivité de la variable conrtrôler vers la 

surface et satsfaire la condition de convergence. On peut define cettecommandecomme suit: 

))((. xSSignKU glisglis =                                                                       (4.27) 

Broutement(chattering): 
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Un regime glissant ideal requiert une commandepouvent commuter à une fréquence 

infinite.Ainsi,durant le regime glissant, les discontinuities appliqués à la commande peuvent 

entrainer un phenomenae  de broutement. 

Les pricipales raisons à l’origine de ce phenomena sont les limation des actioneurs ou les 

retards de commutation au niveau de la commande. 

Dans le but de réduire ou éliminer ce phenomena, plusieurs solutions ontété apportées on 

prposenns la techniques de limitation de la condition de glissement: 

-Remplacer la function𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 par une function  )(xSat
 

Alors la composante discontinue deviant:  

)(. sSatKU glisglis −=                                                                       (4.28) 

 









>

≤
=

φ

φ
φ

ssisSign

ssis
sSat

)(
)(

                                                                         (4.29)
 

-

 Remplacer la function𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 par une function )(xCont   ,la compsante discontinue 

)(. sContKU glisglis −=  









>

≤
+=

φ

φ
δ

ssisSign

ssi
s

s
sCont

)(
)(

(4.30) avec

 0〉δ  

 

4.5.3.Application: Commande par mode glissant de robot 

La dérivée par rapport au temps de l’équation (4.15) et substituant les équations  et en posant 

𝑠̇𝑠 = 0 , la commande équivalente pour le système non perturbé est obtenue . 
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Chapitre IV: Commande d'un robot bipède sous actionné 
  
La structure générale de la commande qui répond à la condition de stabilité peut être écrite 

comme suit : 

gliseq uuu += (4.31) 

Avec 𝑢𝑢e𝑞𝑞 est la commande équivalente calculée à partir de  𝑠̇𝑠 = 0 , et𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 est la commande 

discontinue ou  attractante. 

4.5.3.1Conception de la commande par mode de glissement a Phase de simple support: 

Le modèle dynamique sous forme Lagranienne est donc le suivant : 

𝐷𝐷(𝑞𝑞)𝑞̈𝑞 + 𝐶𝐶(𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞)𝑞̇𝑞 + 𝐺𝐺(𝑞𝑞) = 𝑈𝑈   ( 4.32) 

et les cordonnées géneralisées ou les vecteurs des varibles articulaires et d’orientation : 

 

Lesvecteurs des couples : 

, , et   

, , et à l’intervalle 

 

 

les cordonnées généralisées ou les vecteurs des variables articulaires et d’orientation :                                                                                                     

𝐷𝐷𝑐𝑐(𝑞𝑞)𝑞̈𝑞 + 𝐶𝐶𝑐𝑐(𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞)𝑞̇𝑞 + 𝐺𝐺𝑐𝑐(𝑞𝑞) = 𝑈𝑈𝑐𝑐 + 𝐹𝐹𝛿𝛿                                (4.29) 

 

                                                        (4.30) 

                                                                           (4.31) 

En tenant compte que la vitesse du pied de support resimobille                                                                                               

(4.31) 

                                                                    (4.32) 

[ ]1 2 3 4 0, , , , Tq q q q q q=

[ ]1 2 3 4, , , Tτ τ τ ττ = (5 5)D ×∈ℜ (5 1)G ×∈ℜ [ ]1 2 3 4 0, , , , , ,s s
Tq q q q q q x y=

(7 7)
cD ×∈ℜ (7 1)

cG ×∈ℜ ,0,0,0c

TTU τ =  

0t∆ →

( )( ) 0

0
.  

t t

c t
D q q q F dtδ

+∆+ −− = ∫ 

TF Jδ λ=

0Jq+ =

( )( )q eq q I x+ − −= + −  

[ ]0 0,t t t+ ∆
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Chapitre IV: Commande d'un robot bipède sous actionné 
  

                                                           (4.33) 

 

Le developemene de ccommande de robot bipede: 

 

(4.34) 

On a :                          𝐹𝐹 = 𝐶𝐶𝑞̇𝑞 + 𝐺𝐺                                                           (4.35) 

Pour                                                                                ( 4.36) 

(4.37) 

                          (4.38) 

On définit les ereurs de positions et de vitesse :     

                                             (4.39) 

D’autre par  on à :                                      (4.40) 

 En dérivant on obtient :                                   (4.41) 

Et                                                                                   (4.42) 

                                                                  (4.43) 

La commande totale u a comme éxpression : 

                                                            (4.44) 

Avec     : (4.45) 

La fonction de Lyapunov est choisie comme suit  

( ) ( ) 11 1q D Dc c
T TI J J J

−− −=
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0 00 00
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+ =       

     
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q ua =

1
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0 0D D uT
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q q qd= −

q q qd= −

  

0 0 0 0q qa a a as q qα λ α λ= + + + 

   

1
0 00 0u ( ) rs M D f sα −= − + − + 

1
0 00 0D a aM Dα α−= −

0 0 0 0q qd d
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   

1 1
0 00 0u ( ) ( )r

sM D f s satα η
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Chapitre IV: Commande d'un robot bipède sous actionné 
  

𝑉𝑉(𝑠𝑠)  =   1
2
𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠                                                            (4.46) 

𝑉̇𝑉(𝑠𝑠) =   
1
2
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑠𝑠² = 𝑠𝑠𝑠̇𝑠 ≤ −𝜂𝜂|𝑠𝑠| 

Réorganisant la dynamique du robot en blocs de matrices actionnées et sous actionnées  

 

Conseption de Hyper-surface combinat les variables actionnées et  et non actives 

 

Les erreurs : 

 

 

 

 

 

 

Dérivant  la surface 𝑠𝑠 on obtient :  

 

 

 

 

L’équation de la dynamique de 𝑠𝑠 peut s’écrire comme suit: 

𝑠̇𝑠 = 𝑢𝑢 + 𝜆𝜆𝛼𝛼𝑞𝑞�̇𝛼𝛼 + 𝛼𝛼0𝑞𝑞�̈0 + 𝜆𝜆0𝑞𝑞�̇0 − 𝑞̈𝑞𝛼𝛼𝑑𝑑 

𝑠̇𝑠 = 𝑢𝑢 + 𝜆𝜆𝛼𝛼𝑞𝑞�̇𝛼𝛼 + 𝛼𝛼0(−𝐷𝐷00−1𝑓𝑓0 − 𝐷𝐷00−1𝐷𝐷𝑎𝑎0𝑇𝑇 𝑢𝑢) + 𝜆𝜆0𝑞𝑞�̇0 − (𝑞𝑞𝑎𝑎𝑑𝑑 + 𝛼𝛼0𝑞̈𝑞𝛼𝛼𝑑𝑑) 

0

0 00 00

qD D
0D

T
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ou 

 

 

et 

 

En utilisant la technique de la commande équivalente on trouve que: 

 

et définie la partie discontinue comme 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 

Apartirde deux equations 

gliseq uuu +=                                                                            (4.19) 

En remplacent cette loi de commande dans la dynamique de 𝑠𝑠on obtient: 

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠)            (4.20) 

Consideron la fonction deLyapunov candidate suivante: 

𝑉𝑉(𝑠𝑠)  =   
1
2 𝑠𝑠

𝑇𝑇𝑠𝑠 

Par derivation, on obtient: 

𝑉̇𝑉(𝑠𝑠) =   
1
2
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑠𝑠

² = 𝑠𝑠𝑠̇𝑠 ≤ −𝜂𝜂|𝑠𝑠| 

 

On 𝜂𝜂>0 alors on peut conclure que S converge vers zero ce qui implique que 

𝑒𝑒 = 𝑞𝑞𝑑𝑑 − 𝑞𝑞et qqe d  −= ou ) et est coverge aussi vers zero. 

 

1 1
4 0 00 0 0 00 0( D ) uT

a rs I D D f sα α− −= − − + 

0 0 0q q q qd d
r a a as α λ λ= − − + + 

   

1
0 00 0u rs M D f sα −= − − + 

1
0 00 0 4DT

aM D Iα −= −

1 1
0 00 0u ( ) ( )r

sM D f s satα η
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− − 
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1 1
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En suivant la demarche de Aschrafiuon[36 ]on a la forme dynamique de l’équation peut 

se metre sous la forme: 

𝑞𝑞�̈𝑢𝑢 + 𝐴𝐴𝑢𝑢𝑢𝑢𝑞𝑞�̇𝑢𝑢 + 𝐵𝐵𝑢𝑢𝑢𝑢𝑞𝑞�𝑢𝑢 + 𝐵𝐵𝑢𝑢𝑢𝑢𝑞𝑞�𝑎𝑎 = 0                            (B) 

Ou nous avons aussi remplace 𝑞𝑞�𝑎𝑎 par son expression, et en choisissont le variable d’état: 

𝑥𝑥 = �𝑞𝑞�̇𝑎𝑎, 𝑞𝑞�̇0, 𝑞𝑞0� 

Et                                                   𝑥̇𝑥 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 

La linearization du système d’équation ( B) et compte tenue de sort a 𝑠𝑠=0 

𝑞𝑞�̇𝑎𝑎 = −𝜆𝜆𝑎𝑎𝑞𝑞�𝑎𝑎 − 𝛼𝛼0𝑞𝑞�̇0 − 𝜆𝜆0𝑞𝑞�0                                      (𝐵𝐵 + 1) 

 

On obtien un système linéaire donné par l’équation matricielle de la forme: 

𝑥̇𝑥 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 

Ou  𝐴𝐴 = �
[−𝛼𝛼𝑎𝑎−1𝜆𝜆𝑎𝑎]𝑚𝑚×𝑚𝑚 [−𝛼𝛼𝑎𝑎−1𝜆𝜆𝑢𝑢]𝑚𝑚×𝑟𝑟 [−𝛼𝛼𝑎𝑎−1𝛼𝛼𝑎𝑎]𝑚𝑚×𝑟𝑟

[0]𝑟𝑟×𝑚𝑚 [0]𝑚𝑚×𝑚𝑚 [𝐼𝐼]𝑟𝑟×𝑟𝑟
[−𝐵𝐵𝑢𝑢𝑢𝑢]𝑟𝑟×𝑚𝑚 [−𝐵𝐵𝑢𝑢𝑢𝑢]𝑟𝑟×𝑟𝑟 [−𝐴𝐴𝑢𝑢𝑢𝑢]𝑟𝑟×𝑟𝑟

� 

Sachant que 𝐴𝐴 doit être Hurwitzienne, garantissant la stabilité assymptotique aux points 

d’équilipres, cela conduit aux bien choisir des parametres 𝜆𝜆𝑎𝑎 , 𝛼𝛼0 , 𝜆𝜆0d’une maniere 

judiciereuse. 

Afin de valider les performances de la loi de commande par mode glissant sur les 

systèmses sous actionnées. 

4.5.4. Conclusion: 

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord rappelé les différentes commandes aux 

robots. Nous avons présenté les différents schémas de commande largement utilisés en 

robotique. En effet, la complexité d’un schéma de commande dépend des performances 

recherchées. Cependant la modélisation dynamique de robots reste, dans la plus part des cas, 

la phase la plus déterminante du fait que les performances de la commande en dépondront.  

Ts s Sη= −
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Conclusion générale 
 
Conclusion générale: 

Dans ce mémoire de fin d’étude nous nous sommes penchés sur l’étude des robots 

bipèdes. Il s’agit bien précisément de la modélisation et de la commande du robot bipède à 5 

degrés de liberté. 

Pour la réalisation de ce travail, nous avons commencé par une recherche 

bibliographique en donnant un état de l’art sur les robots marcheurs décrit en chapitre 1. Or, 

les structures abordées vont de la plus simple à la plus complexe. Le degré de complexité de 

la modélisation et de la commande d’un robot dépendra fortement de la nature de sa structure. 

Les robots humanoïdes, en tant que robots marcheurs, marquent fortement leur présence dans 

le domaine de la robotique vu leur structure morphologique similaire à l’être humain, lui 

offrant, entre autres, une capacité et une dextérité de se déplacer. 

Dans le second chapitre, nous avons présenté les différentes commandes dédiées aux 

robots manipulateurs. Aussi, nous nous sommes partis de la plus simple jusqu’à la plus 

évoluée. Comme nous l’avons mentionné dans ce chapitre, faire un choix sur une commande 

dépend de la tâche à réaliser, de la structure du robot et des performances recherchés. Le 

choix dont nous avons fait sur la commande linéarisante est en adéquation avec notre travail 

du fait que les modèles dynamiques des robots étudiés sont connus. 

Par ailleurs, l’essentiel de notre travail est décrit dans le chapitre 3. Il s’agit en fait de 

modéliser les deux types de robots bipèdes puis les commander en générant des trajectoires 

issues de la nature de la marche de l’être humain, c’est ce que nous avons appelés scénarios 

de la marche. En ce qui concerne la modélisation, nous avons considéré les cordonnées 

relatives pareillement à ce qui se fait pour les robots manipulateurs. Cependant pour la partie 

commande, nous avons utilisé la commande à mode glissante du fait que les différents 

modèles sont calculés.  

En résumé, ce travail de fin d’étude nous a vraiment permis de nous initier à la 

recherche  dans le  domaine de robotique mobile à patte  

Les simulations ont été effectuées dans l’environnement Matlab et Toolboxsymbolic 

tout en considérant notre étude limité uniquement au plan sagittal. 

Comme perspectives à ce présent travail, nous envisageons revoir notre étude en 

considérant un humanoïde complet. Aussi, il serait intéressant de considérer des surfaces de 

déplacement quelconques en adéquation avec les terrains réels. Pour cela, nous estimons que 
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Conclusion générale 
 
le recours à l’utilisation des outils de l’intelligence artificielle aussi bien pour la commande 

que pour la modélisation semble d’un intérêt crucial.   
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Annexes  
 

Application de modélisation au robot bipéde 5DDL 
 

Fonction Matlab pour calculer le modèle dynamique en fonction des angles 
absolusabsoulte angles sont les angles entre chaque lien et l’axe vertical 
Les angles absolus sont indiqués dans le robot bipède chapitre03 comme suit : 
 
% Matlab function to calculate the dynamic model depending on absolute angles 
%absoulte angles are the angles between each link and the vertical axis 
% The absolute angles are shown in the attached biped.pdf as theta1,theta2,theta3,theta4,theta5 
function [M,N,G]=Generalized() 
clc 
% close all 
% clear all 
 
symsxbyb d1 d2 d3 d4 d5 l1 l2 l3 l4 l5 th1 th2 th3 th4 th5 th1dot th2dot th3dot th4dot th5dot 
syms I1 I2 I3 I4 I5 m1 m2 m3 m4 m5   
Inertie et masses 
 
%Inertia& masses 
syms g 
accélérationgravitionnelle 
syms th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot 
 
La position de l’extrémité libre 
% The position of the free end 
xe=xb+l1*sin(th1)+l2*sin(th2)+l4*sin(th4)+l5*sin(th5); 
ye=yb+l1*cos(th1)+l2*cos(th2)-l4*cos(th4)-l5*cos(th5); 
 
Lavitesse de l’extrémité libre 
% velocity of the free end 
xedot=diff(xe,th1)*th1dot+diff(xe,th2)*th2dot+diff(xe,th3)*th3dot+diff(xe,th4)*th4dot+diff(x
e,th5)*th5dot; 
yedot=diff(ye,th1)*th1dot+diff(ye,th2)*th2dot+diff(ye,th3)*th3dot+diff(ye,th4)*th4dot+diff(y
e,th5)*th5dot; 
ve=[xedot;yedot]; 
 
La position du centre de masse de chaque lien 
 
% The position of Center of mass of each link 
% link1, shank1 
xc1=d1*sin(th1); 
yc1=d1*cos(th1); 
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%link2, thigh1 
xc2=l1*sin(th1)+d2*sin(th2); 
yc2=l1*cos(th1)+d2*cos(th2); 
 
%link3, trunk 
xc3=l1*sin(th1)+l2*sin(th2)+d3*sin(th3); 
yc3=l1*cos(th1)+l2*cos(th2)+d3*cos(th3); 
 
%link4, thigh2 
xc4=l1*sin(th1)+l2*sin(th2)+(l4-d4)*sin(th4); 
yc4=l1*cos(th1)+l2*cos(th2)-(l4-d4)*cos(th4); 
 
% link5, shank2 
xc5=l1*sin(th1)+l2*sin(th2)+l4*sin(th4)+(l5-d5)*sin(th5); 
yc5=l1*cos(th1)+l2*cos(th2)-l4*cos(th4)-(l5-d5)*cos(th5); 
 
La vitesse linéaire du centre de la masse de chaque lien 
% The linear velocity of the center of the mass of each link 
% link1, shank1 
xc1dot=diff(xc1,th1)*th1dot; 
yc1dot=diff(yc1,th1)*th1dot; 
vc1=[xc1dot;yc1dot]; 
 
%link2, thigh1 
xc2dot=diff(xc2,th1)*th1dot+diff(xc2,th2)*th2dot; 
yc2dot=diff(yc2,th1)*th1dot+diff(yc2,th2)*th2dot; 
vc2=[xc2dot;yc2dot]; 
 
%link3, trunk 
xc3dot=diff(xc3,th1)*th1dot+diff(xc3,th2)*th2dot+diff(xc3,th3)*th3dot; 
yc3dot=diff(yc3,th1)*th1dot+diff(yc3,th2)*th2dot+diff(yc3,th3)*th3dot; 
vc3=[xc3dot;yc3dot]; 
 
%link4, thigh2 
xc4dot=diff(xc4,th1)*th1dot+diff(xc4,th2)*th2dot+diff(xc4,th3)*th3dot+diff(xc4,th4)*th4dot; 
yc4dot=diff(yc4,th1)*th1dot+diff(yc4,th2)*th2dot+diff(yc4,th3)*th3dot+diff(yc4,th4)*th4dot; 
vc4=[xc4dot;yc4dot]; 
 
% link5, shank2 
xc5dot=diff(xc5,th1)*th1dot+diff(xc5,th2)*th2dot+diff(xc5,th3)*th3dot+diff(xc5,th4)*th4dot+
diff(xc5,th5)*th5dot; 
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yc5dot=diff(yc5,th1)*th1dot+diff(yc5,th2)*th2dot+diff(yc5,th3)*th3dot+diff(yc5,th4)*th4dot+
+diff(yc5,th5)*th5dot; 
vc5=[xc5dot;yc5dot]; 
 
Équation du mouvement 
% Equation of motion 
Mt=[m1,m2,m3,m4,m5]; 
THDOTt=[th1dot,th2dot,th3dot,th4dot,th5dot]; 
% THDOTDOTt=[th1dotdot,th2dotdot,th3dotdot,th4dotdot,th5dotdot]; 
It=[I1,I2,I3,I4,I5]; 
YCt=[yc1,yc2,yc3,yc4,yc5]; 
VCt=[(vc1(1).^2+vc1(2).^2),(vc2(1).^2+vc2(2).^2),(vc3(1).^2+vc3(2).^2),(vc4(1).^2+vc4(2).^
2),(vc5(1).^2+vc5(2).^2)]; 
 
for i=1:5 
    k(i)=simplify(0.5*Mt(i)*VCt(i)+0.5*It(i)*THDOTt(i).^2); 
    p(i)=simplify(Mt(i)*g*YCt(i)); 
end 
K=sum(k); 
P=sum(p); 
L=K-P; 
 
Equations=Lagrange(L,[th1 th1dot th1dotdot th2 th2dot th2dotdot th3 th3dot th3dotdot th4 
th4dot th4dotdot th5 th5dot th5dotdot]); 
 
T1=Equations(1); 
T2=Equations(2); 
T3=Equations(3); 
T4=Equations(4); 
T5=Equations(5); 
 
% T=collect(T1,[th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot th1dot.^2 th2dot.^2 
th3dot.^2 th4dot.^2 th5dot.^2]); 
[D1,M1]=coeffs(T1,[th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot th1dot th2dot th3dot 
th4dot th5dot]); 
[D2,M2]=coeffs(T2,[th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot th1dot th2dot th3dot 
th4dot th5dot]); 
[D3,M3]=coeffs(T3,[th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot th1dot th2dot th3dot 
th4dot th5dot]); 
[D4,M4]=coeffs(T4,[th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot th1dot th2dot th3dot 
th4dot th5dot]); 
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[D5,M5]=coeffs(T5,[th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot th1dot th2dot th3dot 
th4dot th5dot]); 
 
D1=simplify(D1.'); 
D2=simplify(D2.'); 
D3=simplify(D3.'); 
D4=simplify(D4.'); 
D5=simplify(D5.'); 
 
Matrice d’inertie 
% inertia Matrix 
M=[ D1(1),D1(2),D1(3),D1(4),D1(5); 
    D2(1),D2(2),D2(3),D2(4),D2(5); 
    D3(1),D3(2),D3(3),0,0; 
    D4(1),D4(2),0,D4(3),D4(4); 
    D5(1),D5(2),0,D5(3),D5(4)]; 
 
 
 
Matrice de corilios 
% corilios matrix 
N=[0*th1dot,D1(6)*th2dot,D1(7)*th3dot,D1(8)*th4dot,D1(9)*th5dot; 
   D2(6)*th1dot,0*th2dot,D2(7)*th3dot,D2(8)*th4dot,D2(9)*th5dot; 
   D3(4)*th1dot,D3(5)*th2dot,0*th3dot,0*th4dot,0*th5dot; 
   D4(5)*th1dot,D4(6)*th2dot,0*th3dot,0*th4dot,D4(7)*th5dot; 
   D5(5)*th1dot,D5(6)*th2dot,0*th3dot,D5(7)*th4dot,0*th5dot]*THDOTt.'; 
Matrice de gravité 
% Gravitional matrix 
G=[D1(end);D2(end);D3(end);D4(end);D5(end)]; 
 
End 
 
Fonction Matlab pour transformer le modèle d’angles absolus en modèle d’angle relatif 
Les angles relatifs sont les angles reliant l’extension de chaque lienavec le lien adjacent 
Les angles relatifssontindiqués 
% Matlabfunctiob to transfor absolute angles model to relative angle model  
% Relative angles are the angles connecting the extension of each link 
% with the adjacent link 
% The relative angles are shown in the attached biped.pdf as q0,q1,q2,q3,q4 
function [Dq,Hq,Gq]=Relative() 
symsxbyb d1 d2 d3 d4 d5 l1 l2 l3 l4 l5 th1 th2 th3 th4 th5 th1dot th2dot th3dot th4dot th5dot 
syms th1dotdot th2dotdot th3dotdot th4dotdot th5dotdot 
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syms I1 I2 I3 I4 I5 m1 m2 m3 m4 m5      %Inertia & masses 
syms g      % gravitional acceleration 
syms q0 q1 q2 q3 q4 q0dot q1dot q2dot q3dot q4dot q0dotdot q1dotdot q2dotdot q3dotdot 
q4dotdot 
 
global M N G  
 
 
[M,N,G]=Generalized(); 
 
M=subs(M,[th1 th2 th3 th4 th5],[q0 (q0-q1) (q0-q1-q2) (-q0+q1+q2+q3) (-q0+q1+q2+q3-q4)]) 
; 
 
N=subs(N,[th1,th2,th3,th4,th5,th1dot,th2dot,th3dot,th4dot,th5dot],... 
[q0,(q0-q1),(q0-q1-q2),(-q0+q1+q2+q3),(-q0+q1+q2+q3-q4),... 
    q0dot,(q0dot-q1dot),(q0dot-q1dot-q2dot),(-q0dot+q1dot+q2dot+q3dot),(-
q0dot+q1dot+q2dot+q3dot-q4dot)]); 
 
G=subs(G,[th1 th2 th3 th4 th5],[q0 (q0-q1) (q0-q1-q2) (-q0+q1+q2+q3) (-q0+q1+q2+q3-q4)]) ; 
 
 
for j=1:5 
        A1(j)=M(1,j)+M(2,j)+M(3,j)-M(4,j)-M(5,j); 
A2(j)=-M(2,j)-M(3,j)+M(4,j)+M(5,j); 
        A3(j)=-M(3,j)+M(4,j)+M(5,j); 
        A4(j)=M(4,j)+M(5,j); 
A5(j)=-M(5,j); 
end 
 
Matrice d’inertie de calcul 
% compute Inertia Matrix 
        L11=A1(1)+A1(2)+A1(3)-A1(4)-A1(5); % D(1,1) 
        L12=-A1(2)-A1(3)+A1(4)+A1(5); % D(1,2) 
        L13=-A1(3)+A1(4)+A1(5); % D(1,3) 
        L14=A1(4)+A1(5); % D(1,4) 
        L15=-A1(5); % D(1,5) 
 
        L21=A2(1)+A2(2)+A2(3)-A2(4)-A2(5); % D(2,1) 
        L22=-A2(2)-A2(3)+A2(4)+A2(5); % D(2,2) 
        L23=-A2(3)+A2(4)+A2(5); % D(2,3) 
        L24=A2(4)+A2(5); % D(2,4) 
        L25=-A2(5); % D(2,5)    
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        L31=A3(1)+A3(2)+A3(3)-A3(4)-A3(5); % D(3,1) 
        L32=-A3(2)-A3(3)+A3(4)+A3(5); % D(3,2) 
        L33=-A3(3)+A3(4)+A3(5); % D(3,3) 
        L34=A3(4)+A3(5); % D(3,4) 
        L35=-A3(5); % D(3,5)         
 
        L41=A4(1)+A4(2)+A4(3)-A4(4)-A4(5);% D(4,1) 
        L42=-A4(2)-A4(3)+A4(4)+A4(5); % D(4,2) 
        L43=-A4(3)+A4(4)+A4(5); % D(4,3) 
        L44=A4(4)+A4(5); % D(4,4) 
        L45=-A4(5); % D(4,5)        
 
        L51=A5(1)+A5(2)+A5(3)-A5(4)-A5(5); % D(4,1) 
        L52=-A5(2)-A5(3)+A5(4)+A5(5); % D(4,2) 
        L53=-A5(3)+A5(4)+A5(5); % D(4,3) 
        L54=A5(4)+A5(5); % D(4,4) 
        L55=-A5(5); % D(4,5)    
 
Dq=[L11,L12,L13,L14,L15; 
            L21,L22,L23,L24,L25; 
            L31,L32,L33,L34,L35; 
            L41,L42,L43,L44,L45; 
            L51,L52,L53,L54,L55]; 
 
calculer la matrice des cotilios 
% computecotilios matrix 
        hq0=N(1)+N(2)+N(3)-N(4)-N(5); 
        hq1=-N(2)-N(3)+N(4)+N(5); 
        hq2=-N(3)+N(4)+N(5); 
        hq3=N(4)+N(5); 
        hq4=-N(5); 
 
       [E1,F1]=coeffs(hq0,[q0dot q1dot q2dot q3dot q4dot]); 
       [E2,F2]=coeffs(hq1,[q0dot q1dot q2dot q3dot q4dot]); 
       [E3,F3]=coeffs(hq2,[q0dot q1dot q2dot q3dot q4dot]); 
       [E4,F4]=coeffs(hq3,[q0dot q1dot q2dot q3dot q4dot]); 
       [E5,F5]=coeffs(hq4,[q0dot q1dot q2dot q3dot q4dot]); 
 
size(F1); 
       size(F2); 
       size(F3); 
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       size(F4); 
       size(F5); 
 
       Hq11=E1(1)*q1dot+E1(2)*q2dot+E1(3)*q3dot+E1(4)*q4dot; %q0dot 
       Hq12=E1(5)*q1dot+E1(6)*q2dot+E1(7)*q3dot+E1(8)*q4dot; %q1dot 
       Hq13=E1(9)*q2dot+E1(10)*q3dot+E1(11)*q4dot;           %q2dot 
       Hq14=E1(12)*q3dot+E1(13)*q4dot;                       %q3dot 
       Hq15=E1(14)*q4dot;                                    %q4dot     
 
       Hq21=E2(1)*q0dot+E2(2)*q2dot+E2(3)*q3dot+E2(4)*q4dot; %q0dot 
       Hq22=E2(5)*q2dot+E2(6)*q3dot+E2(7)*q4dot;             %q1dot 
       Hq23=E2(8)*q2dot+E2(9)*q3dot+E2(10)*q4dot;            %q2dot 
       Hq24=E2(11)*q3dot+E2(12)*q4dot;                       %q3dot 
       Hq25=E2(13)*q4dot;                                    %q4dot 
 
       Hq31=E3(1)*q0dot+E3(2)*q1dot+E3(3)*q4dot;             %q0dot 
       Hq32=E3(4)*q1dot+E3(5)*q4dot;                         %q1dot 
       Hq33=E3(6)*q4dot;                                     %q2dot 
       Hq34=E3(7)*q4dot;                                     %q3dot 
       Hq35=E3(8)*q4dot;                                     %q4dot 
 
       Hq41=E4(1)*q0dot+E4(2)*q1dot+E4(3)*q4dot;             %q0dot 
       Hq42=E4(4)*q1dot+E4(5)*q4dot;                         %q1dot 
       Hq43=E4(6)*q4dot;                                     %q2dot 
       Hq44=E4(7)*q4dot;                                     %q3dot 
       Hq45=E4(8)*q4dot;                                     %q4dot 
 
       Hq51=E5(1)*q0dot+E5(2)*q2dot+E5(3)*q3dot+E5(4)*q4dot; %q0dot 
       Hq52=E5(5)*q1dot+E5(6)*q2dot+E5(7)*q3dot;           %q1dot 
       Hq53=E5(8)*q2dot+E5(9)*q3dot;                         %q2dot 
       Hq54=E5(10)*q3dot;                                    %q3dot 
       Hq55=0;                                               %q4dot     
 
Hq=[Hq11,Hq12,Hq13,Hq14,Hq15; 
          Hq21,Hq22,Hq23,Hq24,Hq25; 
          Hq31,Hq32,Hq33,Hq34,Hq35; 
          Hq41,Hq42,Hq43,Hq44,Hq45; 
          Hq51,Hq52,Hq53,Hq54,Hq55]; 
 
calculer le vecteur gravitionnel 
% computeGravitionalvector 
       gq0=G(1)+G(2)+G(3)-G(4)-G(5); 
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       gq1=-G(2)-G(3)+G(4)+G(5); 
       gq2=-G(3)+G(4)+G(5); 
       gq3=G(4)+G(5); 
       gq4=-G(5); 
 
       Gq=[gq0;gq1;gq2;gq3;gq4]; 
 
 
end   
 
Lagrange est une fonction qui calcule des équations de mouvement (Lagrange équations)  
d/dt(dL/d(dq))- dL/dq=0. Il utilise le lagrangien qui est une fonction qui résume la 
dynamique du système.  
Symbolic Math Toolbox estrequis. 
% Lagrange is a function that calculate equations of motion (Lagrange's 
% equations) d/dt(dL/d(dq))- dL/dq=0. It Uses  the Lagrangian that is a function that 
summarizes the 
% dynamics of the system.  Symbolic Math Toolbox is required. 
%  
% Equations=Lagrange(Lag,V) 
% 
% Lag = Lagrange of the system (symbolic). 
% V   = System Variables (symbolic) [q1 dq1 ddq1 q2 dq2 ddq2... qn dqn 
% ddqn]. 
% Equations   = [1 X DOF] (Degrees of freedom of the system). 
% 
% 
********Exemples********* 
  *Masse décroissante* 
% *******Examples********* 
%     *Falling mass* 
%  
% syms x dx ddx t m      %Define the symbolic variables. 
% L=0.5*m*dx^2 + m*g*x;  %Define the Lagragian. 
% Equations=Lagrange(L,[x dx ddx]) %Calculate the equations 
%  
% returns   m*ddx-g*m 
% 
*Pendule sur un support mobile* 
% *Pendulum on a movable support* 
%  
% syms x dx ddx theta dthetaddtheta t m M   %Define the symbolic variables. 
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%  
% L=0.5*(M+m)+dx^2+ m*dx*l*dtheta*cos(theta)+ ... 
% 0.5*m*l^2*dtheta^2+m*g*l*cos(theta)        %Define the Lagragian. 
% Equations=Lagrange(L,[theta,dtheta,ddtheta,x,dx,ddx]) %Calculate the 
% equations 
%  
% returns   [  m*l*(ddx*cos(theta)+l*ddtheta+g*sin(theta)), 
%              2*ddx+m*l*ddtheta*cos(theta)-m*l*dtheta^2*sin(theta)] 
 
function [M]=Lagrange(Lag,V) 
syms t; 
Var=length(V)/3; 
Vt=V; 
    for cont0=1:1:Var 
Vt(cont0*3-2)=strcat('f',num2str(cont0),'(t)'); 
        Vt(cont0*3-1)=diff(Vt((cont0*3)-2),t); 
        Vt(cont0*3)=diff(Vt((cont0*3)-2),t,2); 
end 
    for cont0=1:1:Var 
        L1=simplify(diff(Lag,V(cont0*3-1))); 
        L2=simplify(diff(Lag,V(cont0*3-2))); 
Dposx=L1; 
 
        for cont=1:1:Var*3          
Dposx=subs(Dposx,V(cont),Vt(cont)); 
end 
        L1=diff(Dposx,t); 
 
        for cont=Var*3:-1:1         % 
             L1=subs(L1,Vt(cont),V(cont)); 
        end 
        L1F=L1-L2; 
        L1F=simplify(expand(L1F)); 
        L1F=collect(L1F,Vt(cont0*3));%***************** 
        M(cont0)=L1F; 
    end 
end 
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