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Résumé

L'objectif de ce travail est la Modélisation des structures 3D en élasto-plasticité utilisant
I’ Abaqus sous I’action d’un trajet de chargement donné, utilisant la méthode des éléments finis
3D (hexaédriques H8 et H20 et tétraédriques T4 et T10) sous le code du calcul Abaqus. On
considere dans cette simulation numérique non linéaire (1’élasto-plasticité), I'influence des
parametres suivants : conditions aux limites, épaisseur et le type d'élément ainsi que le type
d’intégration numérique, le critere de plasticité et la méthode de résolution sur la propagation

de la plasticité dans les structures 3D
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Nomenclature

| Intégrale.
U Vecteur des déplacements
v Coefficient de Poisson
A,u  Coefficients de Lamé
£ Vecteur des déformations
o Vecteur des contraintes
E Module d’élasticité (de Young)
Oij Symbole de Kronecker
Suij Déplacement virtuel
U Energie de déformation
Vv Energie potentielle totale
D Matrice constitutive du matériau (matrice des coefficients élastiques)
E®P Module élasto-plastique tangent uniaxial
gy ; 0y Limite élastique initiale uniaxiale
gP Déformation plastique
gep Déformation élasto-plastique
H Parameétre plastique (d’écrouissage)
D Matrice élasto-plastique
Kt Matrice de rigidité tangente
"™U} Déplacement a I’incrément m
™o}  Contrainte & I’incrément m
Me} Déformation a I’incrément m
"™{F}  Charge a I'incrément m
"™{R} Réaction a ’incrément m
i Dérivée parti elle par rapport a x.
ox
[] Matrice.
{} Vecteur colonne.
1" Matrice transposée.
[1% Matrice inverse.
{rs} Forces de surface.
{r*} Forces de volume.



{F} Forces concentrée.

H8, H20 Eléments hexaédriques 8,20 noceuds
T4, T10 Eléments tétraé¢driques 4,10 nceuds
G, & Coordonneées isoparamétriques
MEF Méthodes des éléments finis



Introduction générale

Modélisation des structures complexes pose pour l'ingénieur a faire des hypothéses
simplificatrices, en tentant parfois d'analyser d'un coup la structure entiere, grace a la méthode
des éléments finis (MEF) ; Cette derniere découpe la structure en composants élémentaires dont
I'ensemble est calculé en une fois. La méthode des éléments finis est I’'une des méthodes les
plus utilisées aujourd’hui pour résoudre effectivement ces équations. Elle nécessite 1'utilisation
intensive de I’ordinateur. C’est une méthode trés générale qui s’applique a la majorité des
problémes rencontrés dans la pratique : problémes stationnaires ou non stationnaires, linéaire

ou non linéaire, définis dans un domaine matériel quelconque a une deux ou trois dimension.

De plus elle s’adapte trés bien aux milieux hétérogénes souvent rencontrés dans la
pratique par I’ingénieur. Pour étudier ou montrer des performances solides de I'élément fini ou
des moyens efficaces de résoudre les problemes des modeles non linéaires. La plupart des
solutions sont des solutions numériques dans le cas de matérielle solides 3D. Dans ce contexte,
des cas tests sont évalués pour 1’analyse non linéaire matérielle des solides 3D utilisant le code
éléments finis ABAQUS.

Cette étude a abouti a la rédaction de ce manuscrit que nous avons décidé de scinder en
trois chapitres, précédés par une introduction générale et cldturés par une conclusion générale.

Aprés avoir établi, dans le premier chapitre, une description générale Théorie d’élastoplasticiteé.

Ensuite, nous présentons dans le deuxiéme chapitre le principe général de la méthode
des éléments finis, nous présenterons une synthése de la formulation des éléments finis
volumiques. Nous établissons les équations gouvernantes du probléme de grands déplacements
en utilisant la formulation lagrangienne totale associée a la méthode de résolution de Newton-
Raphson. Le troisiéme chapitre sera 1’occasion de présenter les résultats des simulations
numériques obtenus avec les modéles éléments finis volumiques hexaédriques a 8 nceuds et a
20 neeuds C3D8 et C3D20 et tétraédriques 4 neeuds et a 10 neeuds C3D4 et C3D10 présentés
dans ABAQUS






Chapitre | . Théorie d*élasto-plasticité

1. Introduction (20

Si on fait une expérience de traction sur un matériau, on constate que, tant que les efforts
de traction ne dépassent pas une certaine limite, la relation contrainte déformation reste
lineaire. Cependant au-deld du seuil, on constate que la linéarité et la mémoire de la

configuration initiale sont perdues : le matériau a une loi de comportement différente.

Gok

Point de limite élastique

f

Point de rmupture

Ligne de decharge
Post-élastique

Ligne de charge /décharge
Pre-élastique

Nouvel état 1utial

Figure 1.1: Courbe g;, = f(&;4) dans un essai de traction[]

La courbe de la figure (1.1) montre I'allure du comportement d'un matériau dans un

essai de traction sur une éprouvette, dans un plan déformation-contrainte.

2. Domaines d’élasticité [?]

L’expérience est effectuée a vitesse de déformation fixée. On constate I’existence d’un
seuil pour la contrainte, soit o, a partir duquel le comportement du matériau devient
irréversible, 1’éprouvette ayant ¢té chargée au-dela de A jusqu’en B, on effectue une décharge
: celle-ci suit sur le diagramme le chemin BC et non le trajet BAO. En particulier, on note

qu’aprés décharge totale, il reste une déformation de 1’éprouvette représentée par OC sur la
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figure (1.2) cette déformation permanente est la déformation plastique. On procede alors a
une nouvelle charge : tant que la contrainte reste inférieure & oy celle-ci s’effectue en suivant
le trajet CB identique, au sens de parcours pres, a celui décrit lors de la décharge ; Le

comportement demeure réversible tout au long de CB. Quand ¢ dépasse o, le point figuratif

suit la courbe de premiere charge au-dela de B, ¢’est-a-dire la courbe représentant la traction
sans décharge. Ainsi lors de la nouvelle charge effectuée a partir de C, oz apparait comme le

nouveau seuil en traction.

O, - I

Figure 1.2: Experience de traction simple pour un matériau écrouissablel?]

Le phénomene observé a la figure (I.2), ou la limite actuelle d’élasticit¢ oOp

effectivement une fonction de &”, correspond au cas du matériau dit écrouissable, on
précise méme dans certains cas « matériau a écrouissage positif » pour traduire le fait que le
seuil de plasticité est une fonction croissante de €. Ce phénomene, quoique le plus répandu
n’est pas général pour le comportement plastique Ainsi la figure (I.3) représente le
diagramme relevé dans le cas de I’expérience de traction simple effectuée sur une éprouvette
d’acier doux : on constate que celui-Ci présente un palier pour des déformations (palier
plastique illimité) et I’on dit que le matériau correspondant est élastique et parfaitement

plastique.
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0 > £
Figure 1.3: Matériau élastique parfaitement plastique (Acier Doux) [2]

3. Domaine plastiquel?!

La plasticité des matériaux est caractérisée par 1’apparition des déformations €lastiques
et des déformations irréversibles, qui se manifestent lorsque la contrainte atteint un certain
seuil. L’essai classique de traction sur une éprouvette d’un matériau ayant un comportement
élasto- plastique avec écrouissage (Figure (1.2)) permet de mettre en évidence la non-
linéarité et le phénoméne d’irréversibilité caractérisant le comportement plastique. L’effet
du temps est supposé négligeable. La déformation totale est la somme des déformations
élastique et plastique. Le point A est appelé le seuil de plasticité initial.

Lors d’une recharge CB, la plastification réapparait a partir du point de décharge B,
qui définit le seuil de plasticité actuel.

3.1. Modélisation du comportement élasto-plastiquel? (291 [1]

Le comportement réel est modélisé soit par la courbe élasto-plastique parfaite (sans
effet Baushinger, figure (1.4.a), soit par celle avec écrouissage (linéaire ou non) et donc un
module élasto-plastique tangent E linéaire ou non (figure (1.4.b)). Ce dernier cas est plus
général : Donc si E€P = 0 c’est le cas de 1’élasto-plasticité parfaite, si EP > 0 c’est le

durcissement (écrouissage positif) et si E€P <0 c’est I’adoucissement (écrouissage négatif).

E®=0
G,, ------ G—||

I
|
|
|
I

E |
|
i - -

i : &
a. Elasto-plasticité parfaite b. Elasto-plasticité avec écrouissage
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Figure 1.4: Modélisation du comportement élasto-plastiquel?]
4. Théorie incrémentale de plasticité uniaxiale
4.1. Essai de traction 24

Intéressons-nous a 1’aspect phénoménologique de 1’essai dans le cadre de 1’élasto-
plasticité classique (quasi-statique, petites déformations, température constante).
Considérons une éprouvette de traction, cette éprouvette est soumise a un effort de traction.

Considérons les graphes (a, €) obtenus pour trois essais de traction avec décharge. Selon

le niveau de sollicitation appliqué lors du chargement nous obtenons les allures suivantes :

S Y S

Y
Y
Y

Essai 1 Essai 2 Essai 3

o< 0-0 o = 0-0 o> 0-0
Figure 1.5 Essai de traction
Essail o0 < 0y:

On est dans le domaine élastique, le comportement du matériau est réversible.

Nous considérons par la suite que la loi de comportement dans le domaine élastique et
linéaire.
Essai2 0 = 0y:

Cet essai est impossible a réaliser physiquement. La limite d’¢élasticité (ay), seuil a partir

duquel il existe des déformations irréversibles, est definie de fagon conventionnelle, elle

correspond a un pourcentage de déformation permanente.

Essai 3 0 > 0y:
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La décharge a partir du point A (chargement maximum) s’effectue parallélement a la

charge élastique, on parle de décharge élastique. En B (charge nulle) il ne reste que la

déformation plastique ou déformation permanent eP.

4.2. Critére d’épuisement

Le critére d’épuisement dans le cas uniaxiale (traction simple) est atteint quand la

Contrainte |ay | atteint oy,.
Donc on peut écrire :

lo| —0y =F(c —0,) =0 (1.1)

Ou gy : la limite élastique initiale.
o la contrainte courante
4.3. Regle d’écrouissage

Cette régle doit donner la limite élastique actuelle oget décrire 1’effet Bauschinger.

Différentes idées ont été proposées pour donner 1’évolution du seuil qui regroupent :

» L’écrouissage isotrope
» L’écrouissage cinématique

» L’écrouissage mixte (isotrope et cinématique)
4.3.1 Ecrouissage isotrope

L’hypothése de 1’écrouissage isotrope est une expansion uniforme du domaine
¢lastique, c’est-a-dire une modification du seuil du patin avec les déformations plastiques.
Prenons un matériau avec des limites élastiques en compression et traction identique avant
toute histoire de sollicitation. Appliquons maintenant au matériau une traction qui le porte

dans le domaine Plastique.

On a vu que la limite élastique en traction se trouve augmentée. Si on décharge, la
limite ¢lastique a changé de la méme valeur, on est en présence d’un écrouissage isotrope

schématisé par la figure (1.6.a).

D’autre terme si on décharge et on inverse le chargement a partir du point B, 1’écoulement
plastique dans I’autre sens commencera a la contrainte —gg .Donc il y a une symétrie par
rapport a I’axe ¢ = (point O), cela s’exprime par :

6



Chapitre | Théorie d élésto-plasticité

F(o —og) =|o|—05=0 (1.2)
Ou op est la limite élastique actuelle (dépend de la déformation plastique P (Figure (1.6.b)).

Op = Oy + ledgpl (|3)

AVec :

H: caractéristique du matériau qu’on détermine expérimentalement (module

d’écrouissage).
Remarque

> il se peut que la limite élastique soit plus fiable en compression qu’en extension, Nous

n’avons plus un écrouissage isotrope, c’est ce qu’on appelle 1’effet Bauschinger.
» SiH est constant donc: o5 = g, + H. &P

> En élasto-plasticité parfaite H = 0 donc oz = 0,

4 A
i §
=
=
£ g &
= = B
=z = 3
o [ T—
== £ &
2 = £ 7 = O -
= L™
= S 2 |8
= g D
B et
e ______%| =

Figure 1.6.b: Limite élastique actuelle

Figure 1.6.a: Ecrouissage isotopel*]
en function de €F [

4.3.2. Ecrouissage cinématiquel? [20]

L’écrouissage cinématique modifie la position du domaine élastique mais pas
I’amplitude du domaine élastique (20y), schématisé par la figure (1.7.a). Cela signifie que le
segment entre les points limite garde la méme dimension mais subit une translation et son

centre se déplace d’une distance (contrainte) &, figures (I.7.b/c). Ceci s’exprime par :



Chapitre | Théorie d élésto-plasticité

F(o,a,0y)=F (0,—a,0,) =F (7,0, =|g| —0,=0 (1.4)

Ou a: est I’ordonné du centre du segment o

0 = 0 — « : est appelée contrainte réduite.

Suivant la régle de Melan-Prager, on a un écrouissage cinématique linéaire. L’ordonné a

peut étre déterminée comme suit :

da = c.de? ponc [ c.de? (1.5)

Avec ¢ : est une caractéristique du matériau égale a H si I’écrouissage est

purement cinématique, figure (1.7.c).

o [=]
Y L
= — e = -
"
o, E T T L.
2, o
- ¥ o
£ fE Ot e —t
- O — o
L] - I { S
= —/ B e T b
— Fond <
Ty, i kL
gl § 8- - -b-
1

: e ...:‘
//j!_ o
e h
T 't /“‘1 =j{'.{.|"¢;"' =I;‘r-ﬁ'=.:"'

C. o L . L',‘F
cinématigue
-,
S e -
’ ~ 1 o
H
-6, .
isoiropique
H
_c_

Figure 1.7: Ecrouissage cinématiquel*]

4.3.3. Ecrouissage mixtel2t [20]

La combinaison d’un écrouissage cinématique et isotrope permet de reproduire
certaines caractéristiques rhéologiques importante des matériaux, en particulier 1’effet
Bauschinger. La figure (1.8) montre un chargement et déchargement obtenus en combinant

ces deux effets.
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L’expansion du domaine élastique est traduite par Agy qu’il est nécessaire de

déterminer expérimentalement sur chargement cyclique.

AO'Q

Il est possible de définir: P = P qui définit 1I’évolution du domaine élastique.

Donc on peut dire que le segment de charge subit une expansion et une translation en méme

temps, ceci s’exprime par :

F(o,a,05)=F (0,—a,05) =F (7,05) =|6| —05 =0 (1.6)

Avec . c=0—« (1.7)
a=(1-M) j c.de? (1.8)

Et og =0y + M|[ H.de?| (1.9)

Ou M : est le coefficient de mixité tel que 0< M <ldans ce cas les modules
d’écrouissage cinématique et isotrope sont différents (c #H).

ch

h
8]1]

2ao £

v

Figure 1.8:Ecrouissage mixte

[2] [21] [20]
4.4. Regle d’écoulement

Il est clair que des que la limite d’élasticité initiale a été franchie, au cours de I’histoire
de charge du matériau, I’apparition des déformations permanentes fait qu’il n’y a plus,

comme en élasticité, correspondance biunivoque entre o et €: la donnée de o ne suffit plus

9
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a définir £.En revanche, si I’on connait non seulement la contrainte actuelle o mais tout le

trajet de charge suivi pour I’atteindre a partir de 1’état initial naturel, alors la donnée d’une
variation de contrainte do suffit a déterminer la variation correspondante de la déformation
. On dit que la loi de comportement est de type incrémental. de

de = de® + def (1.10)
L’incrément des contraintes do est di aux déformations élastiques et donc :

do = E.def (1.11)

C - , de
Donc le module d’élasticité est défini dans chaque état (g, €) par: E = Zee

Dans le cas ou le point de charge serait a la limite d’¢lasticité actuelle on définit le « module
élasto-plasticité tangent » par la relation :

EeP — 49
de€

donc: do = E®F.de® (1.12)

Et le module d’écrouissage du matériau étant :

H=22 donc:do = H.deP (1.13)

deP

On a alors la relation évidente :

1—1+1 (1.14)
cP E H '

La relation (1.12) est appelée régle d’écoulement plastique.

5. Théorie incrémentale de plasticité multiaxiale
5.1. Hypothéses de basel? [13]
a. Sur les déformations

Les déformations étant admises petites, on peut les décomposer additivement en une
partie élastique (e) et l'autre plastique (p), la partie élastique étant liée aux contraintes par la
loi de Hooke-Cauchy.

de;j = def; + &} Avec : do;; = Dfydeg, (1.15)

Ou defj et 85- sont respectivement I'accroissement des déformations élastiques et
plastiques. De plus, les déformations plastiques sont supposées incompressibles : eﬁlm =0

b. Sur I'existence de surface de plasticité

L'état de contrainte peut se présenter par un point dans 1’espace a neuf dimensions des

10
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contraintes, l'origine en est I'état non contraint de la configuration initiale du corps, et, en

son voisinage, existe une zone ou un accroissement des contraintes dal-j ne produit qu'un

accroissement élastique des déformations defj =0

La frontiére de cette zone est la surface de plasticité ou d'écoulement initial, dont on

suppose qu'elle existe. Elle se représente par I'équation :
Fo(oij) =0 (1.16)
Un état de contrainte situé a I'intérieur de celle-ci caractérise un état élastique dsiej =

0 .tandis qu'un point situé sur cette surface définit un état élasto-plastique. Enfin, un point
situé a I'extérieur de cette surface est impossible a atteindre.

Lorsque I'écrouissage se produit cette surface (de plasticité) change au fur et a mesure
que les déformations plastiques progressent; I'expression mathématique de ces surfaces de
plasticité successives s'appelle la fonction de charge, elle définit des régions successives
dans lesquelles les points représentent des états élastiques et sur la frontiére desquelles les

points peuvent conduire a des états plastiques; enfin, elle dépend de I'état de contrainte

P

atteint o;; ; de I'histoire des déformations plastiques gj ; et de I'écrouissage par

I'intermédiaire d'un parametre k. En résume:
Fo(oij, e, K) =0 (1.17)
Cette equation existe, et est telle que (Figure (1.9)).

F <0 Etat élastique, do;; provoque deg- seulement, (c’est I’intérieur de la surface).

P

F = 0: Etat plastique, 0;; peut provoquer Eij

(les déformations élastiques peuvent étre

éventuellement accompagné de déformations plastiques).

F >0 : Etat inadmissible (sans signification).

Lorsque le point représentatif de 1’état des contraintes atteint la surface de charge F= 0, deux

cas de comportement élasto-plastique sont possibles :

a- La surface de charge n’évolue pas (mod¢le €lasto-plastique parfait) et I’expression de la
surface de charge ne contient pas de parametres d’écrouissages.

b- La surface de charge s’évolue au cours du chargement (modé¢le élasto-plastique avec

écrouissage).

11
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g1
F=0

Domaine élastique
F=0

F=0

G3
Figure 1.9: Surface de charge

La valeur particuliere F = 0 constitue la condition de plasticité a partir de laquelle on peut

définit trois cas de chargement différents, pour un accroissement de sollicitation donné; soit
la dF variation correspondante de la fonction de charge :
JoF oF oF

dF = —do;; + —def + —dK
GO'U- Jl] ae P g +6K (Il8)

a) SidF = F + 0F < 0; et I'état atteint est élastique; donc 685 =0,0K =0eton

a un processus de déchargement élastique

dF oF do;; <0 1.19
—_ — 0' . .
ao_ij U ( )
C’est le cas de décharge et I’incrément de contrainte est dirigé vers I’intérieur du

domaine élastique actuel, (Figure (1.10.b))
b) SidF = Oet dsf} = 0 donc dK = 0; Ce processus qui passe d’un état plastique a

un autre sans variation des incréments des déformations plastiques est appelé
chargement neutre.

dF = oF —d 0 1.20
ao.l] JU ( )

c) SidF > Qet de # 0 ; ce processus fait passer d'un état plastique a un autre et

s'appelle chargement, on a pour ce cas :

12
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oF
do, ij
C’est le cas de chargement et I’incrément de contrainte est dirigé vers 1’extérieur du

domaine élastique actuel, (Figure (1.10.a))

01 ‘ o1
oF A
e =
oo oF

oo
do
-1 e
ks
F=0
O3 (b)
(a)

Figure 1.10: domaine élastique Cas de charge et décharge

6. Différents critéres élasto-plastiques (131 [4 3]

On appelle critére de plasticité, une loi définit explicitement la forme de la surface de
plasticité. Les critéres de plasticité ont été initialement développés pour les métaux et ont

ensuite été utilisés pour les sols, notamment en tant que critéres de rupture.
6.1. Critére de Tresca

Apres avoir effectué des essais sur le plomb, Tresca (1864) conclut que la plastification se

produit lorsque la contrainte de cisaillement atteint une valeur limite.
On peut écrire donc :

00:0-120-220-3

Si les contraintes principales sont 1,0, et 03, 0u 0; = 0, = 03, alors la plastification

commence quand .

o3 —o, =Y (k) (1.23)

13
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Ou : Y : un parameétre matériel déterminé expérimentalement.

K : parametre d’écrouissage

Le seuil de la valeur de Y est habituellement la contrainte qui est déterminé de ’essai de
traction simple (unidimensionnel) Pour la condition premiére plastification, on a :

loy — o3| |0, — 03] |03 — oy los — o4 0y

Max > > ) > = > =5 (1.24)

0y Est la contrainte d’épuisement initiale en traction simple.

En fonction des invariants, le critére s’exprime par :

F(J,0) = 2,/J;cos8 —a, =0 (1.25)
01=02=03 T O1
i -
> - ~. G3
a3 ‘02 i h"x.‘
i
Gy
(a) (b)

Figure 1.11: Représentation du critere de Tresca (a) dans I'espace 04, 0, et o3 et (b) Section

du prisme par le plan T ; + 0, + g3 = 0!
6.2. Critére de Von-Mises

En 1913, le professeur autrichien Von-Mises a proposé de substituer au prisme

hexagonal de Tresca le cylindre qui lui est circonscrit, afin d’obtenir un critére que s’exprime

par une seule équation.

14



Chapitre | Théorie d élésto-plasticité

von Mises

Tresca

Figure 1.12: prisme hexagonale de Tresca et cylindre de Von-Mises[*®]
L’équation de ce cylindre est (Figure (1.12))

(01 — 02)* + (0, — 03)*+(03 — 01)* = 20¢ (1.26)

En faisant apparaitre une contrainte de comparaison ™, le critére de plastification de Von

Mises s’écrit, a la plastification,

1
0" = V(01 = 0)" + (02~ 03)P (05 ~01)* =0, (1-27)
Dans ce critere, la contrainte principale intermédiaire joue donc un rdle, ce qui n’était
pas le cas dans le critére de Tresca. Des recherches expérimentales précises ont effectivement

mis en valeur son importance dans ’apparition des premicres déformations plastiques et ont

confirmé apres coup la validité du critéere de Von Mises.
6.3. Critére de Mohr-Coulomb

Coulomb proposa en [1773] le premier critére de plasticité en mécanique des sols
(applicable aux problémes de roches et de sols), et ce critére est encore maintenant tres
couramment utilisé. Ce critére est une géneéralisation de celui de Tresca sauf que la contrainte

critique de cisaillement n’est plus constante mais dépend de la contrainte normale.

|T| = ¢ — g,.tan(¢) (1.28)
Ou : || : La magnitude de la contrainte de cisaillement

15
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0y, La contrainte normale
C: La cohésion
¢ : L’angle interne de frottement

Si les contraintes principales sont g;, 0, et g3 ou g, = 0, = 03 le critere de Mohr-

Coulomb peut étre écrit comme suit :

(01 —03) =2ccos¢p — (0, + 03 ) sin¢g (1.29)

Figure 1.13: Critére de Mohr-Coulomb!*3].

6.4. Critére de Drucker et Prage

Drucker et Prager [1952] ont présenté un critére qui prend en compte le premier
invariant du tenseur des contraintes I1let le deuxieme invariant du tenseur dévia torique des
contraintes (J2), ce critére est une extension de celui de Von-Mises et de celui de Mohr-

Coulomb. Sa fonction de charge est donnée par I'expression :

« et k définit en fonction de la cohésion ¢ et de ’angle de frottement interne ¢

L’équation (I1.30) représente graphiquement un cone circulaire :

16
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¢+ Pour coincider le cercle de Drucker-Pragar avec les sommets extérieurs de
I’hexagone de Mohr-Coulomb a chaque section, on a :

2sin¢ 6¢.cos ¢

a = m Et k= m (|31)
<+ Pour faire coincider avec les sommets intérieurs, on aura :
. 2sing __ 6ccosg
a= V3(3+sin ¢) Et k= V3(3+sin ¢) (|'32)

La surface représentative du critere dans l'espace g;, 0, et g3 est un cone dont le sommet se

trouve sur I’axe 0y = 0, = 03. Figure (1.14)

A°1

Figure 1.14: Critére de Drucker et Prager dans I'espace a7y, 0, et o3l

7. Méthodes de résolution des systémes non linéaires™*

Il n’existe pas de méthode directe de résolution des systémes non linéaires. Ces derniers,
sont toujours solutionnes par linéarisations successives tout en essayant de satisfaire les

conditions non linéaires a une certaine précision.

17
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Un probleme structurel non linéaire doit vérifier les lois de la mécanique des milieux
continus qui sont :

- Equilibre.

- Compatibilite.

- Lois constitutives.

Dans la méthode des éléments finis, une des trois conditions est automatiquement vérifiee
(compatibilité dans la formulation en déplacements et equilibre dans la formulation en
contraintes). 1l suffit donc de Vvérifier les lois constitutives tout en préservant I’équilibre de la
structure (ou compatibilité des déplacements). Il existe plusieurs méthodes numériques de
résolution de problémes non linéaires. Elles sont dans leur quasi-totalité basées sur un méme

principe qui est

A partir d’une approximation initiale des déplacements (éventuellement nulle), on calcule
les contraintes selon le modéle constitutif. Ces contraintes sont équivalentes a un systeme de

forces nodales internes {Fi} devant équilibrer les forces nodales extérieures {F}.

Généralement les deux systemes de forces ne sont pas égaux et la différence entre les deux est

appelée « forces résiduelles » ou simplement « résidus »
AF =F —F; (1.33)

Ces résidus doivent étre éliminés afin d’assurer 1’équilibre.

En général, pour un niveau de charge donné, un certain nombre d’itérations linéaires

est nécessaire pour réduire les forces résiduelles a un certain degré de précision fixé.

La qualité des résultats finaux dépend des différents paramétres numériques associes a la

méthode utilisée, par exemple :
- Dimension de I’incrément ;
- Procédé d’itération ;
- Précision requise ;
- Critére de convergence, etc.
Les nombreuses méthodes non linéaires existantes peuvent étre groupées en trois classes :

e Incrémentales ;

18
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e |tératives ;
e Mixtes.
7.1. Méthodes incrémentales :

Le chargement est subdivisé en plusieurs incréments pas forcément égaux. Durant
chaque incrément, les déplacements sont obtenus par la résolution d’un systéme linéaire :
[K]{U}={F} ou [K] est déduite des résultats de I’incrément précédent, auquel sont ajoutés les
déplacements cumulés précédemment. Le procédé est répété jusqu’a chargement final (Figure
1.15)

Il n’y a aucune itération pour restaurer 1’équilibre, I’inconvénient majeur réside dans le
cumul des erreurs et dans 1’impossibilité de prévoir la taille minimale des incréments pour

satisfaire une tolérance fixée.

Une des variantes de la technique est la méthode médiane de Runge_Kutta ou la matrice

de rigidité K est évaluée au milieu de I’incrément.

FA

Figure 1.15: Méthodes incrémentales!!

7.2 Méthode incrémentale itérative : [61 261 [5]

La méthode incrémentale itérative utilise le méme processus incrémental que la méthode
précédant seulement, une correction de I'équilibre est introduite sur chaque incrément en
utilisant un processus itératif. Cette correction peut se faire de plusieurs manieres suivant le
type de matrice de rigidité utilisée (initiale, tangente) définissant ainsi plusieurs méthodes

incrémentales itératives dont la plus connue est celle de Newton-Raphson. Dans
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I’analyse incrémental, la charge totale agissant sur une structure est appliquée incrémentalement

par pas. A I'étape m+1, la charge peut étre exprimée par :

"HFY = T{F} + "THAF) (1.34)

eme

La ou l'indice supérieur gauche m a été employé pour indiquer le m®"™“ pas incrémental.

Supposant que les solutions au m®™€ pas ™{U}, "{o}, "{&} sont connues, et & I'étape

(m+1) nous avons correspondant a la charge incrémentale {AF}

mAiyy = ™U} + {AU} (1.35)
mtls} = ™o} + {Ac) (1.36)
m+1{F} — m+1{R} (|37)

L’équation (1.46) représente I’équilibre des forces nodales extérieures

M+LE} et des forces nodales internes ™' {R} .

Mais généralement les deux systemes de forces ne sont pas égaux et la différence entre
les deux est appelée (Forces résiduelles) :

AF = ™YY F} 4+ ™HR) (1.38)

Pour assurer 1’équilibre, ces résidus doivent &tre minimisés.
7.2.1 Méthode de Newton-Raphson (Rigidité tangente) : [P1 7118l

La méthode de Newton-Raphson utilise la matrice de rigidité tangente recalculée a

chaque itération pour la correction de I'équilibre, voir Figure (1.16).

Cette méthode a une convergence tres rapide, mais son inconvénient principal réside

dans le temps de calcul de I'actualisation de la matrice de rigidité tangente a chaque itération.

Algorithme de la méthode de Newton-Raphson ; !
m+1[K](i—1){AU}(i) — m+1{F} + {R}(i—l) (|_39)

MA@ = mALGE-D 4 Ag)O (1.40)
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U0 = ™y} (1.41)
mHIK]® = MK (1.42)
RN = {F} (1.43)
FA
[Kr] actualisée a chaque itération
F,.

LTn T—th1—1

Figure 1.15: Méthode de Newton-Raphson!®]

7.2. Méthode de Newton-Raphson modifiée : [¥1 71 [B1[27]

La méthode de Newton-Raphson modifiée est identique a la précédente mais, utilise la
matrice de rigidité tangente recalculée au début de chaque incrément et gardée constante pour
toutes les itérations pour la correction de I'équilibre, voir Figure (1.17). Cette méthode a une
convergence moins rapide que la précédente, mais elle a I'avantage de garder la matrice de
rigidité constante pour chaque incrément ce qui permet d’avoir un gain sensible dans le temps

de calcul.

En effet, dans la méthode de résolution de Newton-Raphson modifiee, nous pouvons
éviter au début le calcul systématique de la matrice de rigidité tangente, en le remplacant par
une matrice de rigidité initiale dans le but de vérifier la fiabilité des forces internes

correspondant aux contraintes dans la structure. Ou bien, pour résoudre les problemes de faible
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non-linéarité ou de non-linéarité materielle. Cependant, la lenteur de convergence liée a cette
méthode peut &tre améliorée en la couplant avec des méthodes d'accélération de convergence
de type "line- search"

Actuellement, la méthode de résolution de Newton-Raphson standard constitue la base
d'algorithmes de résolutions la plus répandue pour résoudre les problemes de structures non
linéaires. Signalons tout de méme qu'on reste toujours gagnant en termes de nombre d’itérations
par incrément avec l'utilisation de la méthode de résolution de Newton-Raphson. Par contre le
temps de calcul reste colteux, car pour une modélisation de taille importante et des degrés de
liberté éleves, a cause de I'assemblage et de l'actualisation de sa matrice de rigidité tangente a

chaque incrément.

FA

[Kr] constante sur chaque incrément

o
Un []11+1 U

Figure 1.16: Méthode de Newton-Raphson modifiéel®!
Algorithme de la méthode de Newton-Raphson modifiée : [°]

En remplace la matrice de rigidité tangente ™Y1[K]¢~1) de 1’équation (1.48)

par "“[K] la matrice de rigidité tangente évalué e a I’étape n de charge (n < m + 1).

Si "[K] est évaluée seulement au début de la premiére étape de charge donc la matrice
élastique initiale "[K] = [K], est employée pour toutes les étapes de charge : Souvent, la
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matrice de rigidité et évaluer au début de chaque pas de la charge ou pour le m + 1 pas, la
matrice de rigidité utilisée est :

"[K] ="K = M[K] (1.44)
Donc I’algorithme est :
"KNAUY® = M- {R}OD (1.45)
MmO = MDA g}® (1.46)
mHLO0) = ™y (1.47)
RN = ™F) (1.48)

Telquei =1,2,3,..
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Chapitre 11. Méthode des éléments finis

1. Introduction
La méthode des éléments finis (MEF) est une méthode numérique de résolution,
approchée des équations différentielles décrivant les phénoménes physiques de
I’ingénierie.
D’une fagon générale, la résolution par la MEF inclut les étapes suivantes :
» Obtention de la formulation du probleme
» Réalisation d’un maillage, correspondant & la discrétisation du domaine ’étude en
Eléments (triangles, tétraddres, hexaédres. . .) sur lesquels les Champs sont écrits en
Termes d’un nombre fini de degrés de liberté et de fonctions de base a repére local.
» Calcul des matrices élémentaires qui, aprés assemblage, générent un systeme matriciel.
» Résolution du systéme algébrique pour 1’obtention d’une solution
approchée du Probléme.
2. Les propriétés d'un élément fini: [
Le découpage en éléments finis permet d'isoler un élément fini pour I'étudier
tout en établissant les caractéristiques.
2.1. Attributs d'un élément fini:
L’identification d’un ¢lément fini comprend les points suivants :

e Géométrie : un élément fini peut étre un segment de droite ou de courbe,
triangulaire ou quadrilatéere (plan ou courbe), tétraedre, prismes ou hexaédre
(brique). Les frontiéres entre les éléments peuvent étre respectivement des points,
des segments de droite ou de courbe, des faces planes ou courbes.

e Matériau : le matériau de 1’élément est défini par une loi de comportement (Loi de
Hooke isotrope ...etc.).

e Nceuds : les nceuds définissent la géométrie et assurent la connexion des éléments
les uns aux autres ; ils occupent les sommets, les milieux des arétes et faces etc.

e Degrés de liberté : la fonction d’approximation (en général le champ de
déplacements ou champ de potentiels) est exprimée en fonction des valeurs
particuliéres qu’elles prennent aux nceuds, valeurs qui deviennent les inconnues
nodales. L’union, par leurs degrés de liberté nodaux communs des différents
éléments adjacents, permet de reconstituer la solution compléte (assemblage) tout

en veillant a respecter certaines régles, dites critéres de convergence.
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Chapitre I1. Méthode des éléments finis

e Forces nodales : a travers les nceuds transitent des forces associées aux degres de
liberté. Elles sont dues aux charges appliquées a I’élément (poids propre, charge
uniforme, température etc.).

Ces parametres d’identification permettent de construire les deux caractéristiques

clés d’un Elément fini qui sont sa matrice de rigidité et son vecteur de force.
3. Caractéristiques d'un élément fini:
Le signalement précédent permet de construire les deux Caracteristiques d'un élément
fini qui sont:
X3 Sa matrice de rigidité K
<> Son vecteur force F
Elles interviennent dans I'équation d'équilibre de I'élément fini, en relation forces et

déplacement.
F=KU (1.1)

4, Théorémes de I’énergie :
4.1. Notations : %]

La résolution d'un probléme de structure consiste a étudier trois champs vectoriels
ainsi que Leur relation.

» Le champ de déplacement

u(x,y,z)
u(x) =5 v(x,vy,2) (11.2)
w(x,y,2)

» Le champ des déformations
gxx gxy SXZ
Eij = Eyx vz (1.3)
Ezx Ezy €2z

» Le champ des contraintes
Oxx O-xy Oxz
g;j = |%x Oyy Oyz (11.4)
Ozx Jzy O0zz

» Relation déplacement-déformation
1 /0u; N ou;  Ouy Ouy
E:: = — —
H 2 ax] axl- E)xi E)xj

(11.5)
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Chapitre I1. Méthode des éléments finis

Dans le cas de la théorie linéaire de 1’élasticit¢é  (les deplacements et les

. : . L Ougldug
déformations sont petits, donc le produit Dx: s devient négligeable), on aura

xi 0x;j
_ 1 aui N au] L6
gij B 2 ax] Gxi ( . )

4.2. Les relations de compatibilité : [*51 9] [28]

Les déplacements de I'ensemble de la structure ou de chacun de ses éléments doivent
étre compatible, en d'autres terme les déplacements des extrémités des éléments qui sont
connectés a un méme doivent étre identiques.

On peut encore dire que si on effectue une section sur un élément, les déplacements
d’¢lément a gauche et a droite de cette section doivent étre égaux.

Le premier probléme est celui de la compatibilité des déformations, le seconde celui de

I’intégration d’un champ de déplacement

623ii _ 3 aejk + agl’k + aeji (a7
Ox;0x, 0i\O0x; 0x; 0x '
0%, 0%g;  0%g;
2——— = -+ —2 (11.8)
axlax] axl ox;
]
7 azgij azgkl azgik _ azeﬂ (“9)

0x,,0x; E)xiaxj_axjaxl 0x;0xy,

Cette equation (11.9) générale permet d'exprimer les équations de compatibilité en
élasticité tridimensionnelle.
4.3. Lois de Hooke:

Le comportement de la structure doit satisfaire a la loi de HOOKE qui décrit le
rapport entre la charge et la déformation des matériaux.
Dans toute I'étude qui suit, on considéra que la déformation est proportionnelle a la charge,

ce qui se traduit par I'équation (11.1).

4.4, Conditions aux limites:
Les conditions aux limites exigent que les conditions d'équilibre et decompatibilité

en chacune des limites de la structure soient satisfaites
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Chapitre I1. Méthode des éléments finis

5. Théorémes énergétiques en élasticité: [1° 1121

Pour effectuer un calcul de structure, il est nécessaire de connaitre :

» L’expression des équations d’équilibre et les efforts appliqués.
+ Les conditions aux limites.
+ Laloi de comportement.

Les différentes formulations énergétiques permettent de faire une synthése de ces
trois éléments constitutifs d'un probleme de structure, et ainsi d'obtenir une formulation
plus compacte et donc facile a discrétiser. Ce sont ces formulations qui sont a la base des
méthodes par élements finis.

5.1. Principe de travaux virtuels :
Pour un corps solide en équilibre sous I’action de forces de volume et des forces de

surfaces fi et pour tous champs de déplacements virtuels cinématiquement

admissible (du;)

j f,_ 5ul~ ds + f bi 5ui dv =f Jij 6uij av (1.10)
sf vV %4

Cette relation est I’expression générale du principe des travaux virtuels pour un corps solide
déformable.
On peut la mettre sous la forme courante si I’on effectue les hypotheses

suivantes : H1 : Petits déplacements et déformations :

1

&j =5 (i) +wi) (1.11)

H2 : Existence d’un potentiel de déformation tel que :

_aw
&ij = de;; (1.12)
Donc :
SU = f W dv = j f, Su; ds + J b; Su; dV (11.13)
% sf %4

L’accroissement virtuel de 1’énergie de déformation (U = fV W dV) est égal a la

somme des travaux virtuels des forces de volume et de surface dans tout accroissement

virtuel cinématique admissible du champ des déplacements.
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Chapitre I1. Méthode des éléments finis

5.2. Théoréme de I’énergie potentielle totale : [*°

Le principe des déplacements virtuels et du minimum d’énergie potentielle totale
jouent un réle important dans les méthodes de calcul des structures élastiques. Les
déplacements cinématiquement admissibles pour un état d’équilibres table, qui satisfont les
conditions d’équilibre, sont ceux qui minimisent 1’énergie potentielle et réciproquement.

Soit la premiére variation de I’énergie potentielle totale :

SU = J W dv = J f, Su; ds + J b; Su; dV (11.14)
% sf %
Deplus,ona:
% % % J %

D’ou en applique le théoreme de Gauss et on obtient donc finalement :

oU = j (6”,1 + fl) 5ui av + f (Jijnj — bl) 5”1‘ ds (||16)
4 s
La stationnarité de V implique que :

6U=0+0 Véu; # 0
Donc les conditions d’équilibre dans V et sur St constituent les conditions d’extremum de
I’énergie potentielle totale pour toute variation cinématiquement admissible des
déplacements.
5.3. Application au principe des travaux virtuels :
Pour un corps solide en équilibre, et pour tous champs de déplacements virtuels
cinématiquement admissible et satisfaisant les conditions aux limites de déplacement le
travail virtuel interne totale de déformation doit étre égale au travail virtuel des forces

extérieures.

j 5{e}"{o}dV = f S{e}T{fvydv +f S{us}T{fs}ds +Z_5{uS}T{Fi} (11.17)
%4 %4 s i

f

i: points soumis a des forces concentrées.
{f5}: Forces de surface.

{f"}: Forces de volume.

{F}: Forces concentrée.
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Chapitre I1. Méthode des éléments finis

{u} Et {u®} Sont les déplacements correspondant aux forces {f S} et {fV}.
L’énergie potentielle totale est stationnaire de plus pour un équilibre stable elle est
minimum :

N=U+V (11.18)

U: Energie de déformation interne

V : Potentiel des forces appliquées (oppose du travail des forces extérieures).

= %J; {e}{o}aV — fv ST}V — fsf WY {f}ds — Zi5{ui}T{Fi} (11.19)

a. Interpolation de déplacement :
Elle permet d’exprimer le déplacement en tout point de I’élément en fonction du

déplacement des nceuds.
{u} = [N Hue} (11.20)

b. Interpolation de la déformation :
Les déformations de I’élément « e » sont obtenues par différentiation des déplacements :

{u} = [Nel{uc} (11.22)

Donc:

{ec} = [Bel{uc} (1.22)

Avec : [Be]=[L][N,]
Ou [L]: Matrice Laplacienne.

C. Interpolation de la contrainte :
Les contraintes sont liées aux déformations par la relation :
{oe} = [De.} + {07} (11.23)
Ou : les contraintes initiales.
[D] : matrice d’¢élasticité.
d. Matrice de rigidite élémentaire :
D’apres le théoreme des travaux virtuels on a :

Wine = Wexe
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Chapitre 11 Méthode des éléments finis

Donc :
. {ee}" {oe3dV = {@.}" + {F.} (11.24)
fv 8100 (B DDAV = .7 29
{ti.}" Uve [B]T[D][B]dV] {ue} = {U}{F,} (11.26)
[ fV e [B.]" [D][Be]dV] {u,} = {F,} 1.27)

{i, }: Déplacement virtuel.
On aura finalement la matrice de rigidité élémentaire sous la forme :
[K.] = [B.]"[D][B,]dV (11.28)
6.Eléments finis volumiques :

6.1. Introduction : 171

Un élément de volume est un élément tridimensionnel dont toutes les dimensions
sont du méme ordre de grandeur. On I'utilise pour la modélisation des pieces massives ou
des parties massives dans une structure. Aucune hypothése n'est faite a priori sur le champ
de contrainte ni sur le champ de déformation : c'est de I'élasticité tri dimensionnelle. C'est
un élément a définition volumique, dont la géométrie est explicitement décrite. C'est un
élément codteux lors de I'introduction des données, souvent plus longue et plus fastidieuse
gue pour les autres types d'éléments. Il est également colteux dans la phase de résolution
car, a nombre égal de degres de liberté, les matrices sont plus peuplées et la largeur de
bande ou de front est plus importante que dans le cas de problemes a définition surfacique.
Vu I'évolution des programmes de maillage automatique, la puissance des machines
actuelles et la capacité des disques, l'utilisation de ce type d'éléments est néanmoins
fréquente. Il en existe de plusieurs formes comme le montre la Figure (I1.1): hexaedres,

prismes et tétraédres.
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Chapitre 11 Méthode des éléments finis

Fonction d’interpolation Fonction d’interpolation

linéaire quadratique
: E
HEXAEDRES : +
PRISMES
6 noauds 15 noeuds
TETRAEDRES A
4 noeuds 10 noeuds

Figure(11.1): Eléments de volume (Solides 3D)

6.2. Présentation de I’élément fini hexaédrique (HS) : I
L’¢élément pris en compte est un élément tridimensionnel figure 1.10 pour lequel est
présentée la méthodologie de calcul de la matrice de rigidité.

z
A

Figure (11.2) : Elément fini tridimensionnel rapporté au systéme de coordonnées globales

Celui-ci a huit neeuds, trois degrés de liberté pour chaque nceud (trois translations) et
rapporté au systéme de coordonnées naturel O f n ( , figure (11.3) Par rapport a son
systeme naturel de coordonnées, 1’¢lément devient un cube ayant les dimensions sur les
trois directions comprises entre -1 et 1. C’est un élément isoparamétrique, donc il utilise
les mémes fonctionsd’interpolation, aussi bien pour I’approximation du champ de
déplacements que pour la description de sa géomeétrie.
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Chapitre 11 Méthode des éléments finis

¢
: ‘ 2(111
(1,1,1)3I (.10
(1-1,1)4 1411
(-1.1,1)7/!; ......... -+ 6(1?1%—1)
(11,18

5 (1,-1,-1)
Figure (11.3): Elément fini tridimensionnel rapporté au systéme de coordonnées naturelles

Les fonctions de forme correspondantes seront :
1
Ny =£(1-90-m1-0

1
N, =21+ -1 -0

M= 4O+~

M= (- DA+~
(11.29)

Mo =3 (-1 -A+D)

Ne =3+ -+

1
N, =1+ DA +mMA+9)

1
Ny =5(1=DA+MI+7)

Les fonctions de forme N; vérifient les propriétés de la MEF : elles sont nulles dans
n’importe quel point exceptant le nceud i et égales a 1’unité dans le noeud respectif.
6.2.1 Déplacement :
Le vecteur des déplacements nodaux pour un élément a 24 composantes et peut étre écrit
sous forme de :
Uy

U,

Uxi
{6,} = {U}=<Uy;ip;i=1..8 (11.30)
Uzi

Us
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Chapitre 11 Méthode des éléments finis

Ou représente le déplacement du nceud 1 sur la direction de I’axe OX etc. Le vecteur des

déplacements dans Dl’intérieur de I’élément (vecteur du champ de déplacements) est

approximé a 1’aide des fonctions de forme N;, i =1...8 :
Ux(x,y,2) = NyUyy + NpUyp + -+ + NgUyg
Uy(x,y, Z) = NlUyl + N2Uy2 + -+ NgUyg (”31)

U,(x,¥,z) = NyUzy + NUyp + -+ + NgUyg

Une autre forme dont la relation (1.31) peut étre écrite sera:

fo:ﬂ
Uy,
Uy(x,y,2) NN O 0O N, 0O 0 - Ng 0 0 U,,
u,(x,y,2); =10 N, O O N, O - 0 Ng Ox< i ¢ (1.32)
U,(x,y,2) o 0 N O O N, = 0 O Ng Uyxs
Uyg
\U,g/
Sous une forme condensée, la relation (1.32), s’écrit sous la forme :
Ux(x,y,2)
{8} = Uy (6,3, 2) ¢ = [[$1][¢21[5] -+ [ps]]{Se3 (11.33)
U, (x,y,2)

Ou est le vecteur du champ de déplacement.
6.2.2. Approximation de la géométrie :
L’¢lément fini en cause est isoparamétrique, donc aussi bien sa géométrie que
I’approximation des déplacements intérieurs sont obtenus a ’aide des mémes fonctions de
forme, comme il en suit :

x =8 Nox;; x=Y,Nx;; x=Y5,Nx; (11.39)

Ou bien :
X1
X2
X = [N1 NZ NZ oo Ns] X x3

kxs
V1

V2
y=I[N Ny Ny - Ng]x{Y3:=][N]x{y} (11.36)

[N] x {x} (11.35)

Vs
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De méme, z = [N]. {Z}. [N] = [N1 N2 ... Ng] = matrice ligne des fonctions de forme ; {X},
{Y}, {Z} = vecteur des coordonnées nodales de 1’élément.
6.2.3. Déduction de la matrice [B] :

Les relations entre les déplacements et les déformations relatifs sont :

_Ou,  Odu _6u+6vw
x = 0y _ax’y"y_ay 0x
_auy_av' _6v+6v
&y = 2, ~ oy Yyz =5 3y ; (11.37)
_Ou, o0w _6W+6u
5=, Tz ™" ox T 9z
u
ox
v
dy
ow
0z u
(e =|5, %5, | =101 vt = [91(8) (1138)
— 4 — w
dz Jdy
u N ow
dz Ox
ou N ov
[ dy  Ox.
En introduisant la valeur de
{8} = [[p1][P2][¢3] - [Ps]] {6} (11.39)

On obtient
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N, aN, N,
2. 0 0 2. 0 0 2. 0
N, aN, N,
0 2. 0 0 3. 0 0 0
o g M M ) N,
ax ax ax
e} = aN, AN, oN, ON, ON; 0N,
% 5 Y e o 0 3,
N, N, aN, N, N, N,
5, 0 5, 5 Y% 3, 3,
aN, oN, N, N, dNg N,
R A 3, 0
- B

Ou, sous forme condensée :

{e} = [[31][31] [B1] ... [B11{6.}

6.2.4. Matrice de la rigidité :

{6} (11.40)

(11.41)

En connaissant les matrices| B] €t[H], on peut déterminer ’expression la matrice de

rigidité pour 1’élément fini en cause. Pour un élément de volume parallélépipédique, le

volume élémentaire est : dv = dxdydz

(K] =

f [B]T-[H]-[B]dv=f_ j_J_[B]T.[H].[B].det[]]dgdndg (11.42)

L’utilisation du systéme naturel de coordonnées présente 1’avantage qu’il permet le

calcul numérique des intégrales avec une trés bonne preécision.

r1—v v v 00 0 7
v 1—-v v 0 0O
vv1—-v 00O
1—21/00

2
1—21/0

2
1-—2v

000

00O00O0

_00000 > |

a=

(1 +v) (1 —221/)
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Chapitre 11 Méthode des éléments finis

7. Présentation des éléments isoparamétriques utilisés : 1]
7.1. Elément a 8 neeuds Hex8 :

Figure (11.4): Elément H8
Le domaine de référence estlecube (-1 <&<1,-1<n<1,-1<{ < 1).Cet élément
comporte une variable en chacun de ses 8 nceuds. Les nceuds géométriques sont confondus

avec les nceuds d’interpolation.

<SN>=<1¢&n{énnd &l éni> (11.44)
Les fonctions N sont les produits de fonctions N de 1’élément linéaire a une dimension.
1 1 (ON 1 (@ON 1 (ON
M AL e A ‘
azb,c; —b,c, Y —a,b,
a,b,c, b,c, —a,C, —a, b,
a,b;c, b;c, a,c, —a.b,
azbyc; —b;c; 251%) —azb, 1
azbycq —b, ¢y —aC azb; 8
a,b,cy b,cy —a,cq a, b,
a; b, ¢y bicy a. €y a; by
a,b,cq —bycq a,cq a, by

Avec
@ =1+§0a;=1-¢
C1=1+(}C2=1—<
7.2. Elément a 20 noeeuds Hex20 :

Cet élément est trés souvent utilisé surtout sous sa forme isoparamétrique :
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20
> 8
17/
6 P 19
1
¢ .516 18 a5
13 i 14
[ ! b
g 11 12
‘f Ll ——————@-—-]-—--# 4
"I
il o _ 11
10 3

L-1,-1)

Figure (I11.5) : EIément H20

SN>=<1&nd; &n*nl*&; &nén*n*g

2 272 2 2 2 2 (11.45)
n¢=&§¢= &= ¢ éng ;&= ng én={ énge >
Les fonctions N;j et leur dérivées sont les suivantes :
Neeuds i 1 3 5 7 13 15 17 19
& -1 1 1 -1 -1 1 1 -1
; -1 -1 1 1 -1 -1 1 1
i -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
» Nceuds sommets :
1
N; = 5(1 + &M +nm) (A + {3 (=2 + && +nn; +4G;) (11.46)
oN; 1
3% = gfi(l + 1) (L + {3 (=1 + 2&&; +nm; +44;)
ON; 1
on = gL+ €D+ {1+ 86+ 2 +0) (11.47)
oN; 1
7 = gfi(l + &N+ ) (—1+&E +nn; + 24;)
» Nceuds sur cotés paralléles a I’axe &
Neeuds i 2 6 14 18
A 1 -1 1
=0 ¢, -1 -1 1 1
1 2
N; =§(1—f YA +nn) (1 +4;) (11.48)
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oN, 1
3% = —55(1+nm)(1+55i)

N, 1 ,

an =Z77i(1—f )1 +¢) (11.49)
ON.

L loa—oa
a—q—zfi( — &)@ +nmy)

» Noeeuds sur cotés paralleles a I’axe 7 :

Neeuds i 2 6 14 18
PRT 1 -1 -1 -1
L A 1 1 1
1
Ny =71+ - 1)1+ (11.50)
oN, 1 ,
3¢ = Zfi(l —n°)(A+43)
oN;, 1
9% =—§U(1+ffi)(1+ffi) (11.51)
oN, 1 ,
7 Zfi(l + &)1 —n*)
» Nceuds sur cotés paralléles a I’axe ¢ :
Neeuds 1 2 6 14 18
e 1 1 1 1
“=0n 4 -1 1 1
M= 3 (L EED( + ) (1~ ¢7) (152)
oN, 1 ,
I Zfi(l + ) (1 —¢%)
oN; 1 ,
o = 7M1+ - %) (11.53)
N, 1
a7 —55(1 + &)1 —nmy)
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7.3.Elément a 4 nceuds T4 :

Figure (11.6) : Elément T4

Les 4 nceuds géométriques sont confondus avec les nceuds d’interpolation :

oN, 1 ,
37 =Z€i(1+nm)(1—€ )
oN, 1 ,
an =Zﬂi(1+ffi)(1—f) (11.54)
N, 1
7 = —Ef(l‘l'ffi)(l—m?i)
<p(&) > 1000
Al =|SPE 2L m = |2 0 1 o (1155)
<p(&) > —1001
ON ON ON
3 {E} {%} {a_z}
1-8—-n—¢ -1 -1 -1
¢ 1 0 0
n 0 1 0
¢ 0 0 1

7.4. Elément a 10 noeuds T10 :
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Figure (11.7) : Elément T10

Méthode des éléments finis

Nous conservons la géométrie de 1’élément tétraédrique linéaire. La base polynomiale

est quadratique complete :

SN>=<1¢n ¢ & & n*nd &> (11.56)
& (5 (o) &)
—2(1=221) 1—42 1—42 1—42
457 4(4=¢) —4¢ —4$
—&(1—2¢8) —1+4¢ 0 0
4&n 4n 4¢ 0
—n(1 - 2n) 0 —1+4n 0
4nA —4n 4(A—n) —4n
44 —4¢ —4¢ 4(1-190)
487 4¢ 0 4¢
4n¢ 0 4¢ 41
—2(1-29) 0 0 —14+4¢

AvecA=1—-¢—n—¢
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Chapitre I11. Exemples Numériques

Chapitre 111. Exemples Numériques

1. Introduction [KAR0S, [MEF14], [PATO7], [MIC11]

ABAQUS/CAE™ est un code de calcul qui résout les problémes de divers champs par la
technique des éléments finis (M.E.F). Dans ce cadre il présente un systeme complet intégrant
non seulement les fonctions de calculs proprement dites mais également les fonctions de
construction du modele et les fonctions de traitement des résultats ABAQUS/CAE™ est un
programme qui traite des problémes d’¢élasticité linéaire dans les domaines statiques et
dynamiques, des problémes non linéaire, des problemes thermiques etc... ABAQUS compose
de trois produits ABAQUS/Standard, ABAQUS/Explicit et ABAQUS/CAE.

1.1. Systéme d’unités dans le code de calcul ABAQUS :
Comme dans beaucoup de logiciels, il n’y a pas de systéme d’unités fixé. C’est a

I’utilisateur de définir son propre systéme (tableau 111.1)

Masse Longueur Temps Force Pression Energie
M L T ML T2 ML T2 ML2 T2
Kg m S N Pa J
G mm Ms N Mpa mJ

Tonne mm S N Mpa mJ

Tableau(l11.1) : Systéme d’unités pour la programmation

Le tableau présente les différentes unités pour la résolution d'un probleme mécanique avec
le code ABAQUS.

1.2. Organisation de I’interface ABAQUS CAE (compléte ABAQUS environnement)

Il est important de savoir que le module CAE figure (111.1) que vous allez utiliser pour créer
votre jeu de donneées est relativement récent (quelques années) et qu’il est plutot destiné a la
mise en données de problemes relativement classiques.

Donc pas toutes les commandes utilisables dans ABAQUS et fait souvent le choix de parametres

par défaut.
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Choix de module

Barre de menu déroulant  Barre d’icones Zone d’affichage

baqus/CAE 2020 [Viewport: 1]
PN Model Viewport View Part Shape Fea@ﬂ]ools Plug-ins Help A?
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P& Materials
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& Sections
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(of Steps (1)
B2 Field Outp
Bst History Ou
P Time Point
Bp ALE Adapt + i
‘T Interactior ot} B,
W a2
3;_ Contact Ci 05‘1‘ =)
i Contactn
A€ Contact St ,E"(lg\
«]] Constraint 2
{E Connector & o
@ F Fields
Py Amplitude v
>

Outils du module

Zone des messages

b
bl

Figure (111.1): Organisation d’ABAQUS

1.3. Les Modules
La réalisation compléte d’un jeu de données s’effectue aprés un passage successif dans les
modules, figure. Figure (111.2)

— Abaqus/CAE 2020 [Viewport: 1]
= File Model Viewport Yiew Part Shape Feature Tools Plug-ins Help K%

DEFE=dt  mBRIBEEANAIREE ¢+ C XL
Module : Part
Module : Property .
Module : Assembly Model  Results Module:|:Par‘t M Model: |2 Model-1 | Part: |

. gvM T B B T I |
MOdU|e . Step B%:;ddjjm ~ /@‘ /@‘
Module : Interaction o e A, 58, feracton

-[F2 Materials "?" Load
Module : Load & Galibatior | o~ e
Sl Section Optimization

MOdU'G - MeSh i::]ualization
Holl Steps (1) -]
Module : Job

B Field Outp
Module : Optimization

% Histery Ou
g lﬂ Time Poin
- Be ALE Adapt
-G, Interactior
MOdUle . SketCh & Interactior
ﬂ Contact &
o ;1?’ Contact In
% Contact 5t
'ﬂ] Constraint
AB Connectar

Figure(l11.2): Réalisation de la mise en données d’un probléme
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1.4. Les éléements dans ABAQUS

Exemples Numériques

» Un trés large choix d’éléments (plus de 100), figure (111.3).
» Chaque élément est caractérisé par : famille, ddl, nombre de nceuds, intégration.
> Possibilités de programmer de nouveaux éléments (en FORTRAN, sur

ABAQUS/Standard).
e = s | B=aas | &
g =
Continuum Shell Beam Rigid
(solid) elements elements elements elements
otigyr. o T ¢ ——
Membrane Infinite Springs and dashpots Truss
elements elements elements
(a) Linear element (b) Quadratic element (c Modified second-order elemeant
(8-node brick, C3D8) (20-node brick, C3D20) etrahedmn C3D10M)

Figure(l11.3) : Quelque élément dans Abaqus

Nombre de nceuds —ordre d'interpolation:

(a) Linear element (b) Quadratic element
(8-node brick, C308) (20-node brick, C3D20)

Types d'intégration:

4 3

1 2

Unaar alemanl
(0. CPSA)

Ouadrade slameant
[ep., CPSH)

Intégration compléte
initial
geomeiry

delormed
geometry

Mode incompatible (flexion)

Modified second-order element
0-node tetrahedron, C3D10M)

(cz

g o3 4 7 a

*s L1
ni B ,6

/] =

P
| 2 3 by
Linear elament Quadralic dlemenl
(e9., CPS4R) {e., CPSAR)

Intégration réduite

Unilorm
‘ pressure

S

f

Hybride (milieu incompressible)

Figure (111.4): Les types d’intégrations et le nombre de nceuds
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1.5. Lesdifférents fichiers pour la simulation sous ABAQUS
1.5.1. Fichier d’entrée (Input file)
Extension.inp : contient des mots clés décrivant la géométrie, les matériaux, les conditions

limites et les chargements de la structure étudiée
» Genération du fichier .inp :
e Avec un éditeur (fichier texte) ou programme en connaissant les divers mots clés de
commande Abaqus
e Avec I’interface graphique Abaqus/CAE

1.5.2. Fichier de résultats (output file)

Extension .odb : Contient les contours et courbes de résultats

1.6. Autres fichiers créés par Abaqus lors de la simulation
e Fichier .com : exécutable de vos calculs

e Fichier .res : fichier binaire de reprise

e Fichier .dat : liste des résultats, résumé de votre modélisation

e Fichier .msg : réesumé du déroulement du calcul en cours, message d’erreur
e Fichier .fil : fichier binaire des résultats

e Fichier .log : fichier de procédure

e Fichier .sta : Fichier statistique ... ets.

2. Comparaison numérique en analyse non linaires

Pour étudier I’influence de type d'élément volumiques hexaédriques a 8 nceuds C3D8 et
a 20 nceuds C3D20 et tétracdres 4 nceuds C3D4 et a 10 nceuds C3D10 d’ABAQUS en non
linéaires sur la propagation de la plasticité avec la nature de I’intégration et les Différant criteres
de plasticité.

Un certain nombre de tests représentatifs seront analysés : Tout d’abord, nous avons
étudi¢ le comportement d’une poutre encastrée et l'autre extrémité est soumise a une force.
Ensuite, le cas d’une plaque est soumise a un état de traction simple, nous étudions aussi
I’exemple d’une poutre encastrée forme rectangulaire trouée et l'autre extrémité est soumise a
une force.

3. Déflection d'une charpente Type H encastrée

La figure (I111.5) montre une charpente type H encastrée et I'autre extrémité est soumise a
une force F=30KN de longueur L=1000 mm, de largeur b=50 mm et de hauteur h=100 mm .Le
matériau constitutif de cette poutre est supposé plastic non linéaire et isotrope et homogéne

ayant pour module de Young E=210 GP a et coefficient de Poisson v =0,3

51



Chapitre I11. Exemples Numériques

NN N N N N NN

Figure (111.5) : Charpente console Type H

3.1. Comparaison entre les élements volumiques

La simulation est effectuée avec un maillage d’éléments hexaédriques a 8 nceuds
interpolation linéaires) et a 20 nceuds (interpolation quadratique) avec une intégration complete

et une intégration réduite figure (111.6). Les résultats obtenus sont reportés dans+ la figure (111.7)

C3D8R

C3D8
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Figure (111 .6) : Déplacement de la structure avec différents éléments volumiques

L, Magnitude L, Magnitude U, Magnitude lJ, Magnitude
+1.186e+01 +1.187e+01 +1.184e+01 +1.200e+01
+1.087e+01 +1.088e+01 +1.085e+01 +1.100e+01
+9,884=+00 +3,894=+00 +9,866e+00 +9,.997e+00
+3.896e+00 +&,904=+00 +8.880e4+00 +8.997e+00
+7.907=+00 +7.9152+00 +7.89324+00 +7.99824+00
+6.919=+00 +6,926e+00 +6,906e+00 +6.,9982+00
+5.931e+00 +5,9362+00 +5.920e+00 +5,998e+00
+4.942e+00 +4.947e+00 +4,933e+00 +4,99%9e+00
+3,954=+00 +3.957e+00 +3.9472400 +3.999=+00
+2.965e+00 +2.9682+00 +2.96024+00 +2.999=400
+1.977e+00 +1.,979=+00 +1.973e+00 +1.999=400
+9,8842-01 +3,894e-01 +9,866e-01 +9,997e-01
+0.000e+00 +0,000e+00 +0,000=+00 +0.000e+00
C3D20 C3D20R C3D8 C3D8R

Figure (111.7) : Les résultats obtenus de différents éléments volumiques

La figure (3.2) et figure (3.2) donne le déplacement du nceud chargé avec différentes
¢léments volumique, On remarque que les résultats obtenus pour I’intégration réduite donné
bonne résultat que a 1’exacte aussi les ¢léments (C3D8R, C3D20R) plus précis que 1’élément
(C3D8, C3D20). On remarque que les résultats obtenus pour I'élément C3D8R donné bonne
résultat et plus précis que 1’¢lément C3D10 et Les zones proches de I’encastrement et du point
d’application du chargement sont les plus plastifiées. Donc on va choisir I’élément C3D8R
3.2. Comparaison entre les critéres de Von Mises et Tresca

La figure (111.8) montre Propagation et I'influence du critére de plasticité sur la structure.
On remarque le standard Tresca donne de meilleurs résultats que ceux de Von Mises Comme
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le montre la figure (111.8).

5, Mises

(Avg: 75%)
+9.9682+01
+9.140e+01
+8.311e+01
+7.483e+01
+6.654e+01
+5.826e+01
+4.998e+01
+4.1692+01
+3.3412+01
+2.512e+01
+1.684e+01
+8.556e+00
+2.717e-01

5, Tresca

{Avg: 75%)
+1.047e+02
+9.601e+01
+8.730e+01
+7.860e+01
+6.990e+01
+6.120e+01
+5.250e+01
+4.37%92+01
+3.509e+01
+2.63%9+01
+1.7692+01
+8.985e+00
+2.827e-01

Figure (111 .8) : Contrainte de la structure avec élément volumique C3D8R

4. Plaque trouée soumise & un champ de traction

La figure (111.9) montre une plaque est soumise a un état de traction simple de largeur W,

de longueur L, ayant une épaisseur e, percée d’un trou circulaire de rayon R. On considere un

matériau isotrope, homogene et non linéaire.

T

(s

"/

5

Figure (111.9) : plaque trouée

4
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4.1. Comparaison entre les éléments volumiques

La simulation est effectuée avec un maillage d’¢léments tétraédriques a 4 nceuds (C3D4)

et a 20 nceuds (C3D20) avec une intégration complete figure (3.10). Les résultats obtenus sont

reportés dans le la figure (3.11)

T

[
T 25
A A va Ayt

v vt
'gvit\nm

h‘m

i Ay
ST NN
‘%;;“m..gggﬁb» =

¥
C3D4 C3D10

Figure (111 .10) : déplacement de la structure avec différents des éléments volumiques

L, Magnitude L, Magnitude
+7.204e-01 +1.851e+02

[ +6.702e-01 [ +1.8246+02
+6.199=-01 +1.798e+02
+5.697=-01 +1.772e+02
+5.194e-01 +1.745e+4+02
+4.692=-01 +1.71%9e+02
+4.18%9=-01 +1.693e+02
+3.6872-01 +1.666e+02
+3.184e-01 +1.640e+02
+2.687e-01 +1.61de+02
+2.180e-01 +1.588e+02
+1.677e-01 +1.561e+02
+1.175e-01 +1.535e+02
C3D4 C3D10

Figure (111 .11) : Les résultats obtenus de différents éléments volumiques

La figure (3.10) et figure (3.11) donne le déplacement du nceud chargé avec différentes
éléments volumique, On remarque que les résultats obtenus pour I'élément C3D10 donné bonne
résultat et plus précis que 1’élément C3D4.et Les zones proches de 1’encastrement et du point
d’application du chargement sont les plus plastifiées. Donc on va choisir I’¢1ément C3D10

4.2. Comparaison entre les critéres de VVon Mises et Tresca

La figure (111.12) montre Propagation et l'influence du critere de plasticité sur la structure.

On remarque le standard Tresca donne de meilleurs résultats que ceux de Von Mises et une

concentration des contraintes est bien observée au bord du trou. On constate que la contrainte
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au voisinage du trou est maximale Comme le montre la figure (111.12).

3, Mises

(Avg: 75%)
+6.268e+02
+5.753e+02
+5.237e+02
+4.722e+02
+4.206e+02
+3.681e+02
+3.176e+02
+2.660e+02
+2.145e+02
+1.630e+02
+1.114e+02
+5.991e+01
+8.372e+00

5, Tresca

CAvg: 75%0)
+6.315e+02
+5.797e+07
+5.278e+02
+4.759%e+07
+4.240e+02
+3.721e+02
+3.202e+02
+2.683e+02
+2.164e+02
+1.645e+02
+1.126e+02
+6.073e+01
+8.841e+00

Figure (111 .12) : contrainte de la structure avec élément volumique C3D10

5. Déflection d’une poutre charpente type H trouée
La figure (111.13) montre une Charpente Type | encastrée trouée et l'autre extrémité est
soumise a une force F=10KN de longueur L=610mm, et de largeur b=30 mm, etde
hauteur h=102 mm Le rayon du trou R=26.Le matériau constitutif de cette poutre est supposé
plastic non linéaire et isotrope et homogene ayant pour module de Young E=210 GP a et

coefficient de Poisson v =0,3.

Figure (111.13) : poutre charpente type H trouée
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5.1. Comparaison entre les éléments volumiques
La simulation est effectuée avec un maillage d’éléments hexaédriques a 8 nceuds (C3D8R)

tétraédriques a 10 nceuds (C3D10) figure (3.14). Les résultats obtenus sont reportés dans le la

figure (3.15)

Figure (111 .14) : déplacement de la structure avec différents des éléments volumiques

Figure (111 .15) : Les resultats obtenus de différents éléments volumiques

L, Magnitude L, Magnitude
+1.0762+03 +1.185e+03

[ +3.862e+02 [ +1.086e+03
+5.9662+02 +9.872e+02
+5.069=2+02 +3.885e+02
+7.173e+02 +7.898e+02
+6. 2762402 +6.911e+02
+5.379=4+02 +5.923e+02
+4, 483e+02 +4., 926 +02
+3.586e+02 +3.949=+02
+2.690e4+02 +2.962e+02
+1.793e4+02 +1.97de+02
+3.966e+01 +9.872e+01
+0. 0002400 +0.000=+00
C3D4 C3D10
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La figure (3.14) et figure (3.15) donne le déplacement du nceud chargé avec différentes
éléments volumique, On remarque que les résultats obtenus pour I'élément C3D8R donné bonne
résultat et plus précis que I’élément C3D10 et Les zones proches de I’encastrement et du point
d’application du chargement sont les plus plastifiées. Donc on va choisir I’élément C3D8R

5.2. Comparaison entre les criteres de Von Mises et Tresca
La figure (111.16) montre Propagation et I'influence du critére de plasticité sur la structure. On
remarque le standard Tresca donne de meilleurs résultats que ceux de Von Mises et une
concentration des contraintes est bien observée au bord du trou Comme le montre la figure
(111.16).

5, Mises
CAvg: 75900

+2.64524+04
[ +3 425e+04

+2.204e+04
+1.984e+04
+1.764e+04
+1.544=4+04
+1.324e4+04
+1.104e+04
+8.837e4+03

+6.636e+03
[ +4 4356+03

+2.23de+03
+3.252e+01

5, Tresca
(Avg, 75%)

+2,.805e+04
[ +2.571e+04

+2,338e+04
+2.104e+04
+1.871e+04
+1.638e+04
+1.404e+04
+1.171e+04
+9.374e+03

+7.03%e+03
[ +4.7056+03

+2.371e+03
+3.674e+01

Figure (111 .16) : contrainte de la structure avec elément volumique C3D4
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Conclusion Générale

Les bases théoriques de la méthode des élements finis (M.E.F) reposent d'une part sur la
formulation énergétique de la mécanique des structures. Ainsi, la (M.E.F) est communément
utilisée aujourd'hui pour l'analyse des structures dans de nombreux secteurs de I’industrie. La
formulation isoparamétrique offre un avantage supplémentaire dans une analyse non- linéaire,
elle permet grace a D’intégration numérique de suivre la plastification a I’intérieur des
éléments. ABAQUS est un outil puissant et flexible. Il est capable de traiter de maniere fiable
et robuste des probléemes complexes en étant réaliste grace a la prise en compte de non
linéarités trés fortes et aux aspects multi physiques. Ce code de calcul éléments finis 3D
permet de modéliser un ou plusieurs matériaux en grandes déformations. Dans ce contexte,
des cas tests sont évalués pour I’analyse non linéaire matérielle des solides 3D utilisant le

code éléments finis ABAQUS.

Dans ce travail on a déterminé numériquement la réponse statique des structures 3D
dans le domaine non linéaire (I'élasto-plasticité) sous I’action d’un trajet de chargement
donné, utilisant la méthode des éléments finis 3D sous le code du calcul Abaqus. On a
considéré dans cette simulation numérique non linéaire (I’¢élasto-plasticité), l'influence des
paramétres suivants : conditions aux limites, épaisseur et le type d'élément ainsi que le type
d’intégration numérique, le critére de plasticité et la méthode de résolution sur la propagation

de la plasticité dans les structures 3D.
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