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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et étude qui
occupe les mathématiciens depuis le dix -huitiéme siécle avec les travaux d’Euler, d’Alembert,
Lagrange et Laplace... ; au fill de cette derniére quarantaine d’années beaucoup de phénoménes et
de problémes modernes physiques biologiques et technologique ont été modélés par des équations
aux dérivées partielle (EDP), paraboliques ou hyperboliques ( modélisant des phénomeénes de
propagation, émergeant par exemple naturellement en mécanique).

Il existe un grand nombre d’équations différentielles partielles non linéaires de type hyperbo-
lique dont la solution pour une donnée de données initiales ne peut pas étre étendue globalement
dans le temps et développer une singularité dans le temps fini

Un tel phénomeéne est appelé explosion de la solution et T est appelé le temps de ’explosion.

L’étude des phénomeénes d’explosion des solutions est non seulement intéressante du point de
vue mathématique, mais aussi importante pour une compréhension profonde de la nature des
phénomeénes que ces équations décrivent.

Depuis 1966, avec le travail de Fujita, le phénoménes d’explosion des solutions dans les équa-
tion non-linéaires parabolique et hyperbolique ont une grande attention en étude

Un accent particulier a été mis sur les questions comme : quand, ou et comment les solutions
explosent.

Notre memoire se compose de trois chapiters :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fondamentales

sur I'espace des fonctions integrables et les dérivées fractionnaires.



Dans le deuxiéme chapitre : On introduit la définitions de I’explosion d’une solution et de
I’exposant critique, ensuite on démontre par ’absurde; la non-existence ou ’explosion de la
solution d’un probléme pour une équation d’onde avec amortissement fractionnel.

Dans le troisiéme chapitre : On conclut par mentionné deux théorémes cocernant les conditions

nécessaires pour 'existence des solutions globales et locales.



Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est I’étude de probléme de Cauchy pour la non-existence
de la solution globale pour une équation d’onde avec amortissement fractionnel

La premiére étude traite I’explosion de la solution global. La démonstration de celle ci est faite
par ’absurde, en supposons que notre probléme admit une solution faible global non trivial, avec
le choix convenable de la fonction test et 1'utilisation des propriétés de 'intégration fractionnaire,
on détermine une contradiction.

La deuxiéme étude identifiée des conditions nécessaires pour I'existence des solutions locales
et globales en sélectionnant des fonctions test et en utilisant des estimations démontrées dans la

premiere étude .



Abstract :

The main objective of this thesis is the study of the Cauchy problem for the non-existence of
the global solution for a wave equation with fractional damping

The first study deals with the explosion of the global solution. The proof of this is made
by the absurd, assuming that our problem admits a non-trivial global weak solution, with the
suitable choice of the test function and the use of the properties of fractional integration, we
determine a contradiction.

The second study identified the conditions necessary for the existence of local and global

solutions by selecting test functions and using estimates demonstrated in the first study




Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on donne des outils de base et des résultats préliminaires essentiels & notre

travail.

1.1 Espace des fonctions intégrable

Définition 1.1 Soit Q un ouvert de R", pour 1 < p < oo, l’espace LP (2) est l’espace des classes

de fonction f réelles sur § telles que f est mesurable et

/ 1 (@) da < +oo.
Q

171, = (/Q|f<x>|pdx)}°,

2— Pour p = oo, l'espace des classes de fonctions mesurables bornées presque partout (p,p)

munt de la norme

sur  muni de la norme :

| fllo =tnf{M >0: |f(x) <M. p.p sur}.

Définition 1.2 Une fonction définie sur un ouvert Q de RN est dite localememt intégrable si sa



Chapitre 1. Notions préliminaires

restriction a tout compacte K de €2 est p—intégrable :
c-a-d

Lp

loc

Q) ={f1felr(K)VKCQ}.

1.1.1 Inégalité importante

Inégalités de Cauchy-Schwarz

Pour tout u,v € L* (), nous avons I'inégalité suivante :

[t < (/Qm(x)mxf (/Q|v<:c>|2dx)%
Inégalités de Holder

Soient u € LP (Q),v € L1 () et p,q € |1, +0o0[ tel que %—l—% = 1,alors :

/Qu(:z:)v(x) < (/Q |u(x)|pdx); (/Q |U(;c)|qu)q. (1.1)

Cette inégalité est la génération de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Inégalité de Cauchy avec ¢

Pour tout € > 0,et pour tout a,b dans R ,nous avons l'inégalité :

€ 1
Jabl < 5 Jal? + _|bf”.

Inégalité de Young avec ¢

Pour tout ¢ = 0,et pour tout A, B dans RN et p,q € ]1, +oo[ tel que Ilj + % = 1 nous avons

I'inégalité :
=

1 1B
[AB| < = leA]” + = '—
D D |€




Chapitre 1. Notions préliminaires

ou
|AB| < ¢|APP +C.|B|.
avec
c. =L oyt
e = —\pe)?r .
q

qui est la génération de I'inégalité de Cauchy avec €

Egalité presque partout

Proposition 1.1 Soit f : X — [0,4+00] une fonction mesurable, alors

/ fdu=0<= f =0 u— presque partout.
X

Corollaire 1.1 Soit f € L*(Q). Si pour tout fonction ¢ € D (Q), on a

/ f(u)e(u)=0= f(u) =0 presque partout Yu € §.
Q

1.1.2 Intégral successive de Cauchy

Soit f une fonction réelle continue, la niéme primitive de f est :

(@) :/am/;l /f .../jn1f(6n)d5n...d52d61.

La version condensée en une seule intégrale est :

£ () =

par récurrence, puisque f est continue, on a

d . d [*
2@ = o rwan

(1.2)

(1.3)

(1.4)

10



Chapitre 1. Notions préliminaires

donc :

d 1

d%fw (z) = @m/j (@—9)"" f(y)dy.

= [0V () .
1.1.3 Support d une fonction :

Définition 1.3 Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur R™. On appelle support de

la fonction f, noté supp (f) est l'adhérence des points © € R™ tels que : f (x) # 0,i.e :

supp (f) = {z € R"; f (x) # 0}.

C’est donc un ensemble fermée de R"

1.1.4 Fonction test

Définition 1.4 Soit Q un ouvert non vide de R"™. Une fonction test ¢ sur €} est une fonction

de 2 dans R, indéfiniment dérivable et a support compact

Corollaire 1.2 1)L’ensemble D des fonctions-test est un sous-espace vectoriel.
2) Si p est une fonction-test, il en est de méme de @!.
3) Si ¢ est une fonction-test de R dans R et f une fonction de C*° (R, C), alors : fop est

une fonction-test.

1.2 Calcule fractionnaire

1.2.1 Historique

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie la généralisation des
notions de dérivation et d’intégration a des ordres arbitraires (réels ou complexes).
L’une des théories qui peut étre considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui connait

actuellement une grande popularité parmi les chercheurs dans les sciences fondamentales et en

11
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ingénierie, est celle du "Calcul Fractionnaire" qui étend la dérivation et I'intégration aux ordres
non entier. Au début c’était presque un jeu d’esprit pour certains mathématiciens de renommeée,
qui voulaient généraliser la notion de différentiation d’ordre entier par des opérateurs d’ordre
fractionnaire, permettant le calcul de la dérivée d’ordre o réel ou complexe d’une fonction diffé-

rentiable f (t), soit

DU () = S F ).

Partant de quelques spéculations de G.W. Leibniz (1695, 1697) et L. Euler (1730), cette
théorie a été largement développée jusqu’a nos jours. De nombreux mathématiciens ont contribué
a ce développement jusqu’a la moitié du siécle passé, dont on peut citer :P.S. Laplace, J.B.J.
Fourier, J. Hadamard,A. Marchaud, H. Kober, D.V. Widder et M. Riesz (1949).

Parallelement & ce progres théorique, quelques aspects pratiques limités du calcul fraction-
naire, ont été développés par : Abel, Heavisid et Gemant pour résoudre certains problémes
physiques.

Il existe plusieurs définitions mathématiques de I'intégration et de la dérivation d’ordre frac-
tionnaire. Ces définitions ne ménent pas toujours a des résultats identiques mais sont équivalentes
pour une large gamme de fonctions. Dans cette partie, on introduit 'opérateur d’intégration frac-
tionnaire ainsi que les deux définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires a savoir celle

de Riemann-Liouville et de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces notions.

1.2.2 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section on présent quelques fonction spéciales qui jouent un role trés important

dans le calcul fractionnaire

La fonction Gamma

L’une des fonction de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler :

Définition 1.5 La fonction Gamma d’Euler, notée I (z), est défini par l'intégrale suivant

+oo
I'(2) :/ e 't*7tdt pour Re (z) > 0. (1.5)
0

12
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Remarque 1.1 1) La fonction gamma est strictement convexe et de classe O sur 10, +00[ et
/ +Oo
Vn>0:T (z) = / In (t) t“ e 'dt.
0

de plus
*) i E et
r () :/ (In(#)" et dt
0

2) T'(z) est une fonction monotone et strictememt décroissante pour : 0 < z < 1.

3) Une propriétée importante de cette fonction est la relation de récurrence suivante :
I'(z+1) =2I'(2), pour tout z € C tel que Re(z) > 0,.

Qu’en peut démontrer par une intégration par parties

+o0
'(z+1) = / e "t dt
0

+ oo
= [-e ], "+ / e "ttt
0

= z2I'(2).

Par conséquence la fonction Gamma généralise la fonction factorielle car d’aprés la

relation de récurrence précédente

F'(n+1) = nl(n)
= nn-1)Tn-1)

= nn—-1)(n-2).3x2xI(1).

13
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Or
+o00
ra = / exp (—t) dt
0

= [exp (—t)]g™

= 1.
Donc

I'(n+1)=nlVneN.
4) On a
I'(07) =400, lim T'(n)=+oco; lim Lin) = 400
n—-+oo n—-+oo n

Et aussi

La fonction Béta

Définition 1.6 La fonction Béta est définie par :
1
8z, @) :/ £ (1= )= dt, Re(2) > 0, Re(w) > 0. (1.6)
0

Proposition 1.2 La fonction Gamma et Béta son liées par la relation suivant :

I (=)

5(Z7w):m'

Preuve On a

+oo +oo
L(2)T(z) = / / T e e T2 dt dt
0 0
+o00

+00
— / i1 (/ t;”—le—(“*t?)) dtydts,
0 0

14
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En effectuant le changememt de variable, t; = ¢; 4 t5, on obtient :

+oo +OO , w,]_ ;o
L(2)T(z) = / t'f_l/ ty — t1 e 2 dtydty

+00 _ ,
_ / / _ t1 ettt

Si on pose

+o0 1
_ e—t’2 (t/2>z+w71 (/ (1 —t )w 1( )z 1dt > dt/Q
0

= I'(z4w) B(z,w).

Ce qui donne le résultat désiré. m

Quelques propriétés de fonction Béta - Par le changement de variable u = 1—t, on obtient

que la fonction beta est symétrique

B(x,y) =By, ).

15
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— - Elle satisfait les équations fonctionnelles telles que

lay+1) = By,
FaBly+al-y = s,

B(x,x) = 2'7%3 (%,x) )

Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.7 La fonction de Mittag-Leffler, qui tient son nom du mathématicien Gosta Mittag-
Leffler, est une fonction spéciale, qui s’applique dans le plan complexe et dépend de deur para-

métres complexes a et B. La fonction est définie pour o, 3 > 0, notée E,3 :

Bas (2) = ;r(ak+ﬂ)'

- Pour § =1, on obtient la fonction de Mittage-Leffler dite a un paramétre :

E“(z>zzr(ak+1)‘

- La fonction exponentielle est déduite de E, (z) en posant a =1 :

o

El(z>zzr(k+1)‘

k=0

16
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1.2.3 Intégral fractionnaire

Intégrale au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.8 Soit a > 0, l'opérateur If:/t f est appelé opérateur d’intégration fractionnaire(a gauche)

de Reimann-Liouville d’ordre o

(12,F) (1) = ﬁ / (t— ) f(F)dria > 0. (1.8)

Exemple 1.1 Soit f une fonction telle que f (t) = (t —a)" ,a € R.

On calcule Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre «

1 ! a—1 n
m/a(t—s) (s —a)"ds.

a laide de changement de variable s = a + (t —a)x on obtient :

g/t (t—a)" =

. n+a 1
a(t—a)" = w/ (1—2)* ' a"daz.
0

[(a)
aussi
o (t—a)" = %5(714‘1,0&).
Pour n=2 a=05 ona:
195 (1) = Fr(é?’g) (t - a)**

Définition 1.9 Soit a > 0, l'opérateur I$: est appelé opérateur d’intégration fractionnaire(a droite)

de Reimann-Liouville d’ordre «;

Vi<T (Ipf) (1) = ﬁ/t (=)' f(r)dr.

1.2.4 Dérivées au sens de Reimann-Liouville

Définition 1.10 Soient o € R et f une fonction intégrable définie sur [0,T].

La dérivée d’ordre o de f est définie par :

17



Chapitre 1. Notions préliminaires

1- Dérivée au sens de Reimann-Liouville & gauche

o 1ot f(n)
RDO/tf (t) = m%/o Wdf

2- Dérivée au sens de Reimann-Liouville ¢ droite

mpof () = / #d

I'(n—a)ot

_ )afnJrl
Ou le nombre entier n est choisi telle que : n—1 < a <n

Remarque 1.2 Soit C' une constante, on a

1 o[ C
Rpe, ¢ — ——/ _~ 4
0/t L(n—a)dt" Jo (t—7)* " !

C " ' n—a—1
B F(n—oz)%/o (t=7) ar

- F(nci a)% {_ (t — T)naI:;

n—a
_ ¢ 0
~ T(n—a)ot
Cln—a-1)!
= t .
I'(n— «)

La dérivée d’une fonction constante au sens de Reimann-Liouville n’est pas nulle.

Quelques propriétés

La linéairité

(1.9)

(1.10)

Soient f et g deux fonctions dont la dérivées fractionnaire au sens de R-L d’ordre « existent

,alors pour A\, pu € R :F Dy, (Af + pg) existe et on a :

DYy (A +pg) () = XD, f (2) + p "Dg g ()

18
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Non —commutativité - Supposonsquen—1<a<n,m—-1<p<m,nmeNa,FeR

et soit la fonction f (t) telle que RDS‘/t existe alors :

D3y, RDf/tf () # RDf/t EDgf ()

Composition avec ’opérateur d’intégration fractionnaire RDZ“/t[ af =T

1.3 Dérivées au sens de Caputo

Définition 1.11 Soient o € RT et f ™ intégrable définie sur [0,T].
La dérivée d’ordre o de f est définie par :

1- Dérivée au sens de Caputo o gauche

C na _ 1 ! f(n) (T>
DGyef (8) = T —a) /O o T)"“”“dT' (1.11)

2- Dérivée au sens de Caputo a droite :

T
C o (=1 / S A7)
D t) = dr. 1.12
t/Tf( ) ) . (7_ - t)a—n+1 ( )
avec n un entier positif vérifiant l'inégalité : n —1 <a <n

Remarque 1.3 Considérons la fonction f (t) = C'; ou C une constante, on a

1 ¢ (n)
Dt () = g ) e
1 ¢ 0
= F(n _ &) /0 (t . 7_)ozfnJrl dT
= 0.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

Quelques propriétés

19
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La linéairité Soient n —1 < a <n,n € N*et A\, u € R et soient les deux fonctions f (¢) et
g () telle que D@ f (t) et “ D@ g (t) existent, la dérivée fractionaire de Caputo est un opérateur
linéaire

O/t (A () +Ag (1) = )‘CDO/tf (t) +¢ Dg/tg (t).

— Preuve On a :

DG f () =T"""D"f (t).

donc
“Dgy (M () +g (1) = "D [\f(t) + pg ()]
= N"D"f(t)+ pl"“D"g(t)
= )‘CDO/tf( )“‘N DO/tQ( ).
[]

Non —commutativité - Supposonsquen—1<a<nm—-—1<pg<m,n,méeN,a,f € Ret

soit la fonction f (t) telle que CDO‘/t existe alors :

Dy, CDgf (1) # Dy CDGS (1)

Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

CDa[af f

20



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.3.1 La relation entre la dérivée au sens de Caputo et celle de

Riemann-Liouville

Soit @ > 0 avec n—1 < a < n, (n € N) la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

et celle de Caputo sont relies par la formule :

("Die 1) @) = (“Dgp 1) () + 113)
- Quand
F (a) =0 pour k=0,1,2,....,m — 1.

la dérivée au sens de Caputo coincide avec celle de Riemann-Liouville ¢’est—a—dire :

("Dge £) (1) = (“Dgye ) (@)

[’avantage principal de ’approche de Caputo est que les conditions initiales des équations diffé-
rentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les équa-
tions différentielles d’ordre entier, c’est—a—dire, contient les valeurs limites des dérivées d’ordre
entier des fonctions inconnues en borne inférieur ¢t = a

On peut dire que le chemin suit pour arriver la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est
également l'inverse quand on suit le sans de Riemann-Liouville c’est—a—dire :

Pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o ot m—1 < oo < m par ’approche de Riemann-
Liouville, on commence d’abord par I'intégration fractionnaire d’ordre (m — «) pour la fonction
f(t) et puis on dérive le résultat obtenu l'ordre entier m.

Mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre ot m — 1 < a < m par 'approche de
Caputo on commence par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(t) et puis on lintégre

d’ordre fractionnaire (m — «)

21



Chapitre 2

Non—Existence de solutions globales
pour une équation d’onde avec

amortissement fractionnel

2.1 Préliminaire

2.1.1 Solution locale

Définition 2.1 On dit que u (z,t) est une solution locale du probléme d’évolution si elle définie
sur un temps finie c-a-d

AT > 0;Vt € [o,T]: u(x,t) existe

2.1.2 Solution globale

Définition 2.2 Si u (x,t) est définie pour tout t € R alors u (x,t) est appelé solution globale
c-a-d

Vt € [0, 4o00[ : u(x,t) existe

22



Chapitre 2. Non—Existence de solutions globales pour une équation d’onde avec
amortissement fractionnel

2.1.3 Explotion de solution

Définition 2.3 Soit u (x,t) est une solution d’un probléme d’évolution, telle que x € RY et

t > 0; on dit que u (x,t) explose en temps finie T' si

lim |u (z,t)] = 4o0.
ST
Dans ce cas

sup |u(z,t)| = +oo.

zeRN

2.1.4 Exposant critique

Ainsi , ’étude du phénoméne d’explosion d’une solution d’un probléme de diffusion a conduit

a 'apparition d’un exposant appelé I’exposant critique

Définition 2.4 On dit que p. est ’exposant critique de probléme su :
pour p < pe, alors aucune solution positive non-triviale de ce probléme ne peut étre globale
- pour p > pe, le probléme admet des solutions positives non-triviale globales sous des hypothéses

de données initiales petites .

2.1.5 Laplacien de puissance fractionnaire

Les opérateurs de diffusion fractionnaire sont bien connus des probabilistes, et leur étude par
des outils d’EDP c’est intensiffiée depuis quelques années.

Plusieurs modéles faisant intervenir de tels opérateurs ont été proposés en dynamique des
populations et en détonation des gaz. Le Laplacien d’odre fractionnaire (—A)%dans R™ est le

prototype de tels opérateurs, il est définit par, sa transformée de Fourier, comme suit :

F (=AY f(€) = c|e]”* F£(€), pour € € R™,

oi: fe SR"et0<s<l1.
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D’un point de vue purement mathématique, cet opérateur partage certaines propriétés cru-

ciales du Laplacien : en particulier,il véréfie le principe du maximum.

2.2 Non existence de la solution global

Dans cette partie, on va étudiée la non existence de la solution global du probléme de Cauchy

suivant :

u,, (z,t) — Au (z,t) + (—A)g Dg/tu (z,t) = |ul’ pour (z,t) € Q =R" x (0,+00),
u(x,0) = ug (z), re R”

u, (z,0) = u, () re R"
(2.1)
Ou :
: B

(=A)7? : le Laplacien de puissance fractionnaire 5, avec 3 €10,2];

D, s+ la dérivée fractionnaire d’ordre o € (1,2); tel que
[eY a—1

Ou: Dg/_tl désigne la dérivée fractionnaire sens de Caputo d’ordre av—1 et I'exposant p € |1, +o0]

Définition 2.5 Une fonction v € L, (Q,) (Q, =R" x [0,T]) est une solution local faible de

loc

probléme (P) définit sur Qr , 0 <T < +o0, siu € L, (Qr) tel que

/ u,, (z,t) & (x,t) dedt — / Au (x,t) € (z,t) dedt + / (—A)g Dg/tu (z,t) & (x,t) dedt
Qr Qr Qr

= / lul” € (z,t) dadt. (2.2)

T

pour toute fonction test £ € C°°(Q,),€ > 0 et satisfaisant
t T

f(T, :B) =& (T7I) =& (07$) = 0.
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Remarque 2.1 L’équation (2.2) donne :

/QT Ey () u(x,t) — / u(x,t) AL (z,t) dedt — / u(z,t) Diyr (=A)® € (x,t) dedt

QT QT
B
2

— /QT |ul? & (z,t) dedt + /]RN £(z,0)u, (z)dr + /]RN (—A)" u, () D:/}lf (x,0)dx. (2.3)
En effet;
/ i (2,8) € (2, 1) d — /RN u, () € (a,8)|T dr — / u, (2,4) €, (. ) dadt

T T

— [ w@ewod- [ & atmndes [ 6, (o).t du
RN RN Qr

= — /RN u, ()& (x,0)dx + o &, (x,t) u(z,t)dedt. (2.4)

Et de manniére similaire, on obtient les terme de (2.3).

Théoréme 2.1 On suppose que :

[

Si

N[

uo(x)d:c>0,/ u, (x)dr >0,p>1 .

RN

oy R
P=Pe= 24+ aN —2a’

Donc le probléeme (2.1) n’admet pas une solution globale non trivial

Preuve (Par contradiction)
On suppose que le probléme (2.1) admet une solution faible positive globale non trivial c-a-d :
u (z,t) existe pour tout 7% > 0,

Considérons une fonction ¢ € Cj (R4) telle que :

¢ est décroissante
1, si0<y<1

0, si |y|>2
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On remarque que

0<o(y) <1L,Vy eR,.

Choisissons comme fonction test, la fonction £ : R x RV — R définie comme suit :

o 4
ﬂmw—w<i%¥i)

avec

/\ERtelque)\>petR€R1

= R%T,I = Ry.

Il est claire que

dzdt = RN dydr.

De la définition de la fonction ¢ (y), il est clair que :

Elt)>0etEeC(Q,),

et
€($aT) = gt (T,.T) = St (0,%) =0.

Pour estimer le membre droite de (2.3), on utilise l'inégalité de € — young (1.2),

En prenant

1 _1
A:u€p7B:€tt£ P.

on obtient :

Equdrdt < e / |ul? Edxdt + C. / £ |7 dadt. (2.5)
Q

Qr supp &4t

De maniere similaire, en prenant

A=utr, B=NAEEr,
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amortissement fractionnel

on trouve

/ uAEdxdt < e / \ul? édxdt + C. / A € dudt.
T Q supp Ag

et en prenant
8
A=ugr, B = Djjp (-A)2 6677
on trouve

/

/ uD?/T(—A)gédwdtSe/ |ul” Edadt + C. / STPDf/T(—A)gfp'dxdt.
Q

T B
suppD?/T(fA) 2¢

On note aussi, que la fonction test £ est choisit de maniére que

/ 5% |§tt|pld$dt < 0

supp &4

/ ISP €7 dadt < oo
supp A§

et
—p’ B
/ £ DYy (—A)? € dudt < o.
S\lpng‘/T(—A)ji

Pour ¢ assez petit, les estimations (2.3),(2.5),(2.6) et (2.7) donne

8
2

N
T

< C: [/ fiTp, |€tt’p, dxzdt +/ |Af|p/ f%dl’dt

supp &4t supp A

+ / £7 Dfjp (—A)2 & dudt

suppr‘/T(*A)fﬁ

Introduisons maintenant, les variables scalaires (7,%) définies par :

t= R%T,I = Ry.

/ lul” € (x,t) dedt + /RN £(x,0)u, (z)dr + /R (—A)" u, (x) D:/}lg (2,0)dzx

(2.7)

(2.8)
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On pose :
Q:{(T,y)€R+XRth72+]y|4§2}.

Par conséquent, on écrivant :

p(tx)=¢ (R%ﬂRy) =x(7,y).

ona:
Op <R%T, Ry)
P (t7 ZL‘) = -
0 (RET>
- Op <R%T, Ry)
N or
= R ax.(my).
donc
_4
Sptt (ta ZL‘) = R QXTT (7—7 y) .
et
dt = Radr, dx = RNdy.
alors
/ 5% |§tt|p, dtdr < R%JFN_%I)/ / X% |Xtt|pl drdy. (2-9)
supp § Q
Aussi

(D)@ (t,x) = (axwaw”'? x2><p(t,x)
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donc
/ A€ ¢ dtdr < RaHN-% / |AX” X drdy.
suppp A& Q
et
N s . o a\’
tr00f00) = D |~ (o ) ot
o’ o o’ : 2
= ?/T _< 2 29 2) @(RO‘T?R:U>
d(Ry,) 0(Ry,) d(Ryy)
B 2
= R (=0,)% ¢ (BT, Ry)
R (1) X (1,y).
donc

[ ¥ Dy a)i e < RENOY [T Dy () Wy,
suppp Q

Par conséquence, on obtient ’estimation suivant :

J

TR

jul? ¢dtdr < C.RAHN- / X7 xul” drdy
Q

Qo

—i—C’eRiJrN_Qp,/ |Ax|p/X%d7'dy
Q

O RAHN-(42F / X7 Dy (—1)% X drdy.
Q

Or
R~ — sup <R%4p’7 R—2p’7 R—(2+6)P') )
1<a<?2
0<B<2
Donc

/ uf? €dtdr < OERW’”"/ {x‘é’ Iel” + 1A T
Q Q

/

+X%D%T (—=4A)

SISy

X”} drdy.

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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amortissement fractionnel

On distinque deux cas :

Cas1:8Si1

Comme p et ¢ sont conjugués, on a

p=—te
p—1
Donc, (2.13) donne%+N—2<ﬁ><0
alors
2 2 N
D < + o
p—1 «
ainsi
2pa < 2p — 2+ paN — aN.
donc
2pa — pNa — 2P < —2 — aN.
on trouve
p(2a — Na—2) < =2 —al.
on a
- 24+ aN
p Na+2—2a’
alors
<1+2+0¢N—N0z—2+204
p Na+2 -2« '
Dot
R
p 2+ aN —2a = Pe

Dans le cas p < p,, en passant & la limite quand R tend vers oo dans(2,12); on trouve

lim Elul|P dedt = / \u|? dxdt
R—oo Jg . RN xR,
T

Qo

= 0.

(2.13)
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donc

u=0.pp

Cas 2:

Si:p=p. en ce cas, de 'estimation (2.12), on obtient :

/ |u|” dedt < C.
RN xRy

On pose
C, = {(z,t): R* <™+ |z|' <2R'} .

R
De (2.12), on a

R—o0

lim |ul” Edzdt = 0.
Cr

Mettons

le{(T,y)€R+XRN;1§T2Q+|y|4§2}.

En utilisons I'inégalité de Holder pour l'estimation (2.3), on trouve

/ £ yudzdt = / w ()} € (6)F dudt
Q Q

TR

Qo

IA
S~
=
hei
N
jo )
=
jol
~

Qo

SR

I
VN
S

/ el (&) dudt
Q

( / Eal” (©)F d:cdt) |
Ql

(2.14)
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De méme maniére, on obtient :

/Q uAEdwdt = / AE(6)7F dudt

2
Ra

1

Pl

IA

lul? Edwdt /Q IAEl (&) dudt

Ra Ra

1

< < |u\p§d:vdt> (/ ]Af\ da:dt)p.

N[

| b8y ¢ dnar — / b DG (—A)E £(6)F dudt
Q

Q\w

.B\

/
P

(€)7 dadt

IN

o (—A)2 ¢

1
\u|” Edxdt /
e Q

Ra

( |u|pfd:cdt)p</ P CINEE;

2
@

1

&)+ dxdt) .

/
p

IN

Finallement, on obtient

1
Y

/ < (/ |u|p£dxdt>p[( Agl €5 dydT> +< € €7 dydr)
Cr (o5 951
(/.

On passe a la limite quand R — oo on obtient

=

b/ T (~A)2 S‘p ffdydf) ] : (2.15)

/f |ul” dedt = 0. (2.16)
donc
u=0.p.p

D’oll une contradiction
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Donc le probléme (2.1) n’admet pas de solution globale non trivial. m
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Chapitre 3

Conditions nécessaires pour ’existence

des solutions locales et globales

Théoréme 3.1 Soit u une solution locale de (2.1) ou T' < +o0 et p > 1. Alors ils existent des

constantes C7 , Cy et C5 telles que

N[

O, T~ inf ((—A)

|z|>R

Preuve Considérons la fonction de test suivante :

ol: ® e W (RN ) est une fonction positive, avec
supp® C {xGRN:1< || <2}.
et elle satisfie :

|A®| < k® ; pour une constante k > 0

8
‘(—A)Q <I>‘ < k'®; pour une constantes £’ > 0.

34
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D’aprés la formule (2.8), on a :

[N])eY

/ (—A)2 gDy (0) da + / Eurdwdt
RN T

< C ( ¢ &, dadt + |AEP dudt + ‘Df/T (—A) 2 ¢l da:dt) .
Qr

pour une constante C.

Il est clair que ¢ ainsi définie, satisfait :

{(x,T)=0
ft (va) :ét (‘7;70) =0

Nous introduisons le changement de variable suivant :
t="T1 T > 0.

De (3.1), on a

e85

Ainsi

4¢2 2\ 2P -2 2\ 2p'—1
o= (G [or-o () (-5)" -2 0- 5]

et

O<t<T=0<71<1.
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On trouve

&7 |6, dadt < C /
T

Qr

A
Q
S

e

A
)
|
4
h
T
=
w
N3

De méme maniére pour le deuxiéme terme, en utilisant (3.2), on a

T

/ £ |AE dudt < CQKP’R—QP’T/ 3 (}_z> dz. (3.5)
T RN

pour le troisiéme terme, en utilisant (3.3), on trouve :

e

En rassemblant les estimations (3.4), (3.5) et (3.6),on obtient

OlT‘a“/RNtb(%)( A)? wdz + CoT /R @(%) wrde

Ol oy _8 a 1
< <m+02/€pR T+ CsR pp—ar'+ /RNCI) . (3.7)

i (-8 doit < oo

@ (%) dz. (3.6)

Cependant, on a

/RN (_A>g Uo® (%) dr > ‘ing ((‘A)g Uo) /RN P (%) dx. (3.8)
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et

fom@e(R)a pue [ o (F)e 59

Alors, en divisant sur [;y ® (%) dz, 'estimation (3.6) donne

z
R

CiT™ inf <(—A)g u0> + Cy IiII;fR uy ()

< (Gr ¥ O R 4 G R T ). (3.10)

Passant a la limite quand R — 400 ; on obtient :

@

O\ T~ inf ((—A)

'LLU) + CQ inf Ui (iU) S CgTﬁQpl. (311)
lz|>R

|z|>R

Corollaire 3.1 On suppose que le probléme admet une solution faible globale alors une des deux

relations :
‘1i|minf <(—A)g u0> = 0.

ou

liminf u; () = 0.

|z]—o0

est satisfaite

Théoréme 3.2 On suppoose que le probléme (2,1) admet une solution faible globale non triviale

alors il existent deux constantes positives kq , ko tels que :

lim inf ((—A)g

|z|—o00

Uo ’a;‘min{2p’—a,ﬁp’—a(1—p’)}) < k.
et

liminf |z~ ™Dy (2) < k.

|z|—o00 -
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Preuve Dans la relation

C’lT_O‘/ o (£> (—A)g updx + 02/ uy () ® <£> dx
RN R RN R
< (G ¥ O R 4 G R T ) / @ (%) de.
RN R
Comme <2, eta—2p' <0, ona
cl/ ® (f) (—A)? ugds
RN R
< (O 4 O R T 4 GR T / @ (L) da.
RN R
Prenons dans le coté droit T'= R, on obtient

Ch /]RN o (%) (—A)g updx

< (OGRS LW R 1 CuR ) /R o (f)ar

R
Alors
L 2 — min{2p'—a,8p' —a(1-p')} T
(=) (-A)z2upde <Cy R o (—)dx. (3.12)
RN R RN R
Maintenant ; en utilisant ’hypothése sur supp ® (a savoir , R < |x| < 2p’)
/ @ (%) (~4)% udz < G / jaf O e g (DY de. (3.13)
RN R RN R

On remarque que :

@

[ 2(5) 0 ude = [ fapinr e ooy gy i -a00) g (2 (- 8)F g
RN R RN R
> inf ((—A)g Ug |$|min{2p'*a’ﬂplfa(lipl)}>
|z|>R
" / |l,|—min{zp'—a,ﬁp'—a(l—m}(1)(E) du. (3.14)
RN R
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des estimations (3.13), (3.14) , on trouve :

inf ((_A)g U |x|min{2p’fa,ﬁp’fa(1fp’)}> / |x|fmin{?p’fa,,@p’foc(lfp’)} ) (f) dr
|z|>R RN R

< ¢, /]R a7t e g (2 g, (3.15)

Divisons (3.15) sur
—min{2p'—a.fp'—a(1-p")} g, <£> dz.
[l R) @

et prenons le sup par rapport a x, on conclut que

@

U0|Jf|

lim inf ((—A)

|z|—o0

min{zp'—a,ﬁp'—a(l—p')}> < Cs.

Avec un argument similaire, on obtient

x Cl W - T ) X
hal < [ == P P Bp ap - )
/Nq)(E)uldx < 2p,—|—C'2k R + C3R T )/NCI)< )dx

On trouve
xXr : / / xXr
d <_) dr < Co R~ min{2p,(a+8)p }/ d <_) dr.
/I%N R Ul * - 9 RN R *
Cependant
xr : / / xXr
d (_) dr < C. / — min{2p’,(a+3)p’} d <_> dx.
/RN 7 ) wdz < gRN]x| 7 )
Alors

inf <|x|min{2p,7(a+ﬁ)pl} Uy (ZL“)> / |x|7min{2p’v(a+ﬁ)zﬁ'} o (E) dr
|z|>R RN R

< Gy / | (0P} (%) dz. (3.16)
RN

En divisons (3.16) sur

—min{2p’,(a+5)p'} g <£> d
/ ] R}
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et prenons le sup par rapport a x, on conclut que

lim inf (|x|7min{2p,7(a+ﬁ)p/} o (m)) < Cho.

|z|—o00
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