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Introduction

La controlabilité des systémes stochastiques linéaires bornées dans les espaces de dimension
finie & été étudier par Dubov, Mordukhovich, Zabczyk, Ehrhardt, Kliemann, Mahmudov et
Denker|[4,7]. Les differents notions de controlabilité des équations d’évolutions stochastiques
linéaires on été étudié par Dubov, Mordukhovich, Bashirov et Mahmudov [7].

La controélabilité des systémes déterministes non linéaires dans l'espace de dimension finie
été largement étudier par plusieurs auteurs, qui ont étendue ce concept a des systémes de
dimension infinie. Il y a peut de travaux sur la controélabilité des systémes stochastiques non
linéaires.

Parmi les differents méthodes de I’étude des concepts de controlabilité pour les systémes non
linéaires abstrait, les principes des points fixe (théoréme de Banach, théoréme de Shauder,
théoréme de Schaefer) ont été largement utilisés pour ces systémes. Dans ces méthodes, le
probléme de controélabilité est transformé en un probléme de point fixe pour un opérateur non
linéaire dans un espace de fonction. L’objet de ce mémoire est d’étudier ce nouveau concept
de la controlabilité approchée faible d’un systéme stochastique. Et de dériver les conditions
suffisantes pour la controlabilité approchée faible d’un systéme stochastique semi-linéaire
dans les espaces de Hilbert.

En particulier, nous montrons que si le semi-groupe générer par A est analytique alors la
controlabilité approchée du systéme déterministe linéaire correspondant au systéme stochas-
tique semi-linéaire implique la controlabilité approchée faible de systéme semi-linéaire sto-
chastique.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur les processus aléatoire,

I'intégrale stochastique et les semigroupes.



Introduction

Dans la premiére partie du deuxiéme chapitre, nous rappellons l’essentiel des notions de
controlabilité et leurs propriétées. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre nous abordons le
probléme qui nous intéresse, 1’étude de la controlabilité approchée faible d'un systéme sto-

chastique semi-linéaire dans les espaces de Hilbert, en appliquant le théoréme de point fixe

de Banach.



Chapitre 1

Préliminaires

Commengant dans ce premier chapitre par un rappel sur quelques notions dans la théorie des

probabilités et ’analyse fonctionnel. Ce qui va étre 'outil dans le deuxiéme chapitre.

1.1 La Tribu

Définition 1.1.1 Soit Q un ensemble quelconque de R, P(Q) : I’ensemble de toutes les parties
de Q et soit F C P(QY); F # 0

on dit que F € () est une o- algebre ssi :

-0eF.

- VAecF, AeF.

-V Ay Ay... A,... une suite infinie d’élément de F alors : |J 2, A; € F.

1.2 Variable aléatoire

Définition 1.2.1 Soit l’espace ) qui est [’ensemble de tous les résultats possibles de 'expé-
rience aléatoire, F est une o-algebre sur 2, P est une probabilité d’un événement par rapport
a Uensemble des cas possibles. Soit (Q,F,P) un espace de probabilité, on appelle variable

aléatoire sur cet espace, tout application X de 2 dans R telle que :

X:PMQ) >R
w— Xw)



1.3 Espérance mathématique

1.3 Espérance mathématique

— Le cas d’une variable aléatoire discréte
Si X est une variable aléatoire discréete définie sur un espace probabilisé (Q, F, P), on

appelle espérance de X, le réel définie par
E(X)= w;ﬂ X(w)P(w)
— Le cas d’une variable aléatoire continue
Si X est une variable aléatoire absolument continue de densié f on appelle espérance de X,
le réel définie par :
| _Jr;o X f(x)dx
— Propriété de I’ espérance

Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un méme espace () admettant une

espérance, alors :

1. EX+Y)=EX)+E(Y);
2. E(aX)=aE(X),Va € R;
3. Si X > 0 alors E(X)> 0;

4. Si X est un caractere constant tel que : Vw € Q, X( w)=k
alors E(X)=k;

1.4 Filtration

Définition 1.4.1 La suite (F,), est une filtration de [’espace probabilisé (Q,F,P) si pour
tout n € N, F,, est une sous-tribu de F et si F,, est une sous-tribu de F11.

— On introduit la tribu Foo =0 ( UpenFn )

— La tribu finale Fy est une sous-tribu deF.

On dit que (Q0,F,P) est un espace filtré .

Remarque 1.4.1 On dit que F est une sous-tribu de F; st
Vt>0,F, CFp,s<t.



1.5 Les Processus

1.5 Les Processus
1.5.1 Processus aléatoire

Définition Générale

Un processus aléatoire est un ensemble de variable aléatoire, toutes définies sur le méme

espace de probabilité, et indexées par un parameétre réel t.

On note tel processus {X(¢) : t € C },

— t est le parameétre du processus.

— C est 'ensemble des parametre. Si C est fini ou infini dénombrable C est discret (par exemble
C=1{0,1,2... }, sinons C est continue (par exemple C= [0, +oc [ ). Quand C est un ensemble
d’entier, on note les variable aléatoire par X,,.

— Soit S est 'espace des états (i.e : des valeurs possibles) des X(¢). Si S est fini ou infinie

dénombrable, X(t) est discret, sinon X(¢) est continue.

Remarque 1.5.1 t peut étre interprété comme le temps et C comme les instants a considérer,

X(t) est alors la valeur du prosessus a linstant t.

1.5.2 Processus de It

Définition 1.5.1 Un processus de Ité est un processus stochastique de la forme :

t t
Xy =Xo+ / u(s,w)ds + / v(s,w)dBs.
0 0

avec :
— u, v sont deux fonctions aléatoires.

- Xo Fo-mesurable.

— fotv(s,w)ds < 400 presque sirement.
- fg |u(s,w)|ds < +00 presque strement.

— u(t) et v(t) sont Fo-adaptés.

Remarque 1.5.2 Un processus est dit adapté a la filtration {F;,0 <t < 400} si pour tout

t, X; est F;- mesurable.

W 10



1.6 Le mouvement brownien

Théoréme 1.5.1 Soit X; un processus d’ Ité définie par

t t
X = Xo+ / u(s,w)ds + / v(s,w)dBs.
0 0

Soient g€ C*°(R T x R ) et Y; = g(t,X;), Alors Y; est également un processus d’ Ité si

dg Jdg d%g
AY, = = (0 X)dt + 5 (1 X0)dX, + 55 (1, X)) (X0

(dX; )? est calculé avec les regle suivantes

Corollaire 1.5.1 Soient X; et'Y, deux processus d’lto
- X, = Xo+ [, Kids + [, HydB,.

- Y, =Yy + [, Klds + [, H.dB,.

Alors X,Y, = XoYo + [} XodYs + [} YdX, + [y HoH.ds.

K, Hy sont des fonctions aléatoires.

1.5.3 Processus de wiener

Un processus stochastique {X(t), t >0} est un processus de weiner si :
1. X(0)=0.
2. {X(t),t <0} a des événements stationnaires et indépendants.

3. pour tout ¢ > 0, X (t) est normalements distribu¢ avec moyenne pt et variance ot .

1.6 Le mouvement brownien

Le processus {B;,t > 0} est un movement brownien si
1. P(By=0)=1.
2. Vt < s, B, — By est une variable réelle de loi gaussienne centrée, de variance (t-s).

3. Vn,Vt; 0 <ty <..<t,les variables (B;, — B, ..., B, — By,, By,) sont indépen-

dantes.

4. pour tout (t,s) la variable B, , — B; est indépendante de la tribu du passé avant t.

W 11



1.7 L’intégrale stochastique

1.7 L’intégrale stochastique
1.7.1 Construction de 'intégrale stochastique

On cherche a résoudre des équations de la forme
9% —b(t,X;)+0(t,X;) bruit”.

Exemple : modilisation d’un marché financier.

— placement sans risque ‘9X0* p Xo.

— placement risqué 8X1 L=(u + o "bruit” ) X,
Pour donner un sens & ce modele, on suppose que : 0 < p < p
et 0 > 0.

On note ‘fl—f le bruit.

Hypothése classique

—t F ity = &> dt1 et gf sont indépendants.
— ‘2—? est stationnaire.
dB

ProbLéme : il n’existe pas de processus raisonnable ayant ces propriété. On va donc essayer

de remplacer -~ par un processus avec deS meilleures propriétésS.

1.7.2  Propriétés

Soit f et g € v (0,T) alors

— fg fdB; = fg fdB; + fUT fdBy, s < wu <t pour presque tout €.
— fST(cf + g)dB; = cfST fdB; + fST gdB; pour presque tout €.

-~ B( [q fdB) = 0.

- ST fdB; est Fpr— mesurable.

avec v la classe de processus.

Définition 1.7.1 Un processus (M;)i>o est dit une martingale si
- Vt, M, est F;-intégrable.

— Vt, M, est intégrable.

- Vs < t, B(M,|F,)=M,.
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1.8 Semi-groupe

Théoréme 1.7.1 Soit f € v (0,T) pour tout T > 0 alors

t
Mt(w):/ f(s,w)dBs.
0
est une martingale de carré intégrable par rapport a la filtration (F;) et c¢’est un processus

continue.

Théoréme 1.7.2 Soit M, une martingale de carré intégrable par rapport a la filtration (F;),

il existe un processus f et g € v (0,T) pour toute T > 0 tel que

Mt(w):M0+/0 F(5,w)dB..

1.8 Semi-groupe

Définition 1.8.1 Soit E un espace de Banach,une famille {S(t)};> d’opérateurs linéaires
bornnées est appelée semi-groupe fortement continue (S.G.Cy) si elle satisfait les conditions

suivantes
1. 8(0) = Idg(m.
2. Sty +t2) = S(t1).5(t2) Viq,ty € [0, +00].
3. H%HS(t)u—uH =0 Yue E.

Définition 1.8.2 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue

{S(t) }+>0, lopérateur linéaire

A:D(A)CE— E.
défini par
1. DIA)={feFE: 1;1% wem’ste}.
.

2.VfeE:Af =lim 21
t—0

Théoréme 1.8.1 Théoréeme de Hille-Yosida
Un opérateur linéaire A, fermé et dense dans un espace de Hilbert H, est le générateur infini-

tésimal d’un Cy semi-groupe si il existe deux nombres réels M, W tels que YA > W, \ € p(A),

W 13



1.8 Semi-groupe

ot p(A) est U'ensemble résolvant de A.

tels que ||R(A\, A)||" < #,Vr > 1, R(\,A) = (M — A)~! est lopérateur résolvant.

Théoréme 1.8.2 Théoreme de Hille-Yosida
Un opérateur linéaire A : D(A) — E est le générateur d’un Cy semi-groupe de contraction

st et seulement si
1. A est fermé et D(A) dense dans E.

2. L’ensemble résolvant de A contient la demi-droite |0, +00], et on a

YAS0:[|(A—A)7H < L,



Chapitre 2

La controlabilité des systémes
stochastiques

Dans ce chapitre, nous introduissons la notion de contrdlabilité exacte (resp. approchée) d'un
systéeme stochastique linéaire ainsi que certain résultats pour la caractérisation de ces notions.

Par suite, on étudie la controlabilité approchée faible d’un systéme stochastique semi-linéaire.

2.1 Position de probléme

On considére un espace de probabilité (£, F, P) avec une filtration ordinaire {F;,¢ > 0}.
Nous considérons trois espace de Hilbert E, H et U, et un processus de wiener sur (€2, F, P)
avec 'opérateur de covariance ) € L(E) tel que tr Q < oo.

Nous supposons qu’il existe un systéme complet orthonormal e; dans E, une suite bornée non
négatif de nombres réels A\;, tel que Qer = Apex, k = 1,2, ... et une suite { By} de movements
Brownien indépendants tels que

<W(t),e>=>"7" VA <epe> Bi(t),e€ E,t € I =[0,T].

et Fr = F}¥ ot F* est une o-algébre engendré par {w(s): 0 < s < t}.

Soit LY = Lo(QY2E, H) l'espace de Hilbert de tous les opérateurs de Hilbert-Schmidt de
Q'Y?E dans H avec le produit scalaire < 1, ¢ > pg= tr{pQe*].

Lo(Fr, H) est l'espace de Hilbert de tout les variables Fr mesurables, carrées intégrables a
valeurs dans l'espace de Hilbert H. L (I, H) est I'espace de Hilbert de tous les processus

carrées intégrables et Fi-adaptés a valeurs dans H.



2.1 Position de probléme

Nous rappelons que f est dite Fi-adapté si f(¢,.) : Q@ — H est F;-mesurable presque pour

tout t € 1.

Soit C(1, Lo(Q2, F, P; H)) 'espace de Banach des applications continue de I vers Lo(2, F, P, H)
verifiant la condition sup{E||p||?,t € I} < 0o. Ha(Us) est le sous espace fermé de C(I, Ly(Q, F, P, H))
constitué des processus ¢(.) € C(I, Lo(Q2, F, P; H))(resp. (¢(.) € C(I, L2(2, F, P;U))) muni

de la norme, ||¢(t)||*> = sup{E||p||*,t € T} .

L(X,Y) est 'espace de tous les opérateurs linéaires bornés d’un espace de Hilbert X & un

espace de Hilbert Y.

considérons le systéme stochastique linéaire suivant

dz(t) = [Az(t) + Bu(t)]dt + Edw(t). (2.1)
x(0) = xo,t € I =10,T].

ou A: D(A) C H — H générateur d'un Cj semi-groupe d’opérateur linéaire borné S(t), B
est un opérateur linéaire borné de U dans H, w est un processsus de Weiner de covariance Q
et £ € Ly (I,L9).

On va étudier la controlabilité approchée faible du systéme semi-linéaire suivant

dx(t) = [Az(t) + Bu(t) + F(t, z(t), u(t)|dt + £(t, x(t), u(t))dw(t). (2.2)
z(0) = zo,t € I =[0,T7.

telque A : H — H est un générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe S(.). B € L(U, H),
F0T)x HxU — H,e:[0,T] x Hx U — LY .

La solution de (2.1) s’écrit comme suit

x(t, xo,u) = S(t)xg —{—/0 S(t — s)Bu(s)ds +/0 S(t — s)&(s)dw(s). (2.3)

On considére le systéme déterministe correspondant au systéme stochastique (2.1)

y(t,yo,v) = S(t)yo + /o S(t — s)Bu(s)ds. (2.4)

pour yp € H et v e Ly([0,T],U).

W 16



2.2 Les différents notions de contrélabilité

2.2 Les différents notions de controlabilité

Maintenant on introduisons opérateur de controlabilité [! associce a (2.1)
T
I’ :/ BB*S*(T — t)E{.|F; }dt.
0

qui appartient & L(Ly(Fp, H), Lo(Fr, H)) et Uopérateur de controlabilite T'7 € £(H, H) :

s

T
rt = / S(T —t)BB*S*(T — t)dt.

pour une solution de systéme (2.2) nous entendons une solution de 1’ intégrale non linéaire

suivant

x(t) = S(t)xo + /0 S(t — s)[Bu(s) + F(s,z(s),u(s)]ds

N /0 S(t— $)E(s, 2(8), uls))dw(s). (2.5)

ouu € Uad = Z/{g.
et Uad = Z/{Q
telque Ho(Us) est le sous-espace fermé de C(1, Lo(S2, F, P; H)).

2.2.1 La controélabilité exacte

Définition 2.2.1 (7) Le systéme linéaire (2.1) (resp. semi-linéaire (2.2)) est exactement
controlable sur [0,T] si

Rr(xg) = Lo(Fr, H)

telque

Rr(xo) = {z(t,xo,u) : u € Ly (I, H)}.

Théoréme 2.2.1 (7) Le systeme de controlabilité (2.1) est exactemet contrélable sur [0,T)]

si et seulement si ['une des conditions suivantes est vérifice

1[5 >

2. R(), Hg) converges quand A — 07 dans la topologie uniforme des opérateurs.
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2.2 Les différents notions de contrélabilité

3. AR(\, HOT) converges vers loperateur nulle quand X\ — 07 dans la topologie uniforme

des opérateurs.
Remarque 2.2.1 RO\ [[0) = (M =TI

Théoréme 2.2.2 (7) Les quatre conditions suivantes sont équivalente
1. Le systéme stochastique (2.1) est exzactement controlable sur [0,T].

2. Le systéme déterministe (2.4) est exactement controlable sur [s,T],

0<s<T.
3. Le systéme déterministe (2.4) est exactement contrélable dans un petit temps.

4. Le systéme stochastique(2.1) est exactement controlable dans un petit temps.

2.2.2 La controélabilité approchée

Définition 2.2.2 (7) Le systeme linéaire (2.1)(resp. semi-linéaire (2.2)) est approximative-

ment contrélable sur [0,T] si

R(T,xo) = Lo(Fp, H).

Théoréme 2.2.3 (7) Le systéme de controlabilité (2.1) est approximativement contrélable

sur [0,T], si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée

-1IF >o0.

- AR(A, Hg) converge vers lopérateur nulle quand X\ — 04, dans la topologie forte des
opérateurs.

- AR(\, Hg) converge vers l’opérateur nulle quand A\ —> 04, dans la topologie faible des

opérateurs.

Théoréme 2.2.4 (7) Les quatre conditions suivantes sont équivalentes.

— Le systéme stochastique (2.1) est approximativement controlable sur [0.T].

— Le systéme déterministe (2.4) est approximativement controlable surfs,T], 0 < s < T.
— Le systeme déterministe (2.4) est petit temps approximativement contrélable.

— Le systéme stochastique (2.1) est petit temps approximativement contrélable.
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2.2 Les différents notions de contrélabilité

Théoréme 2.2.5 (7) si S(t) est analytique. Les propriétés suivantes sont équivalentes

— Le systéme stochastique (2.1) est approximativement controlable sur [0,T].
— Le systéeme déterministe (2.4) est approximativement contrélable sur [0,T].

— Le systéme déterministe (2.4) est approximativement controlable dans un petit temps.

Remarque 2.2.2 Si H est un espace de dimension finie, alors la controlabilité exacte, la
controlabilité approchée, du systéme stochastique (2.1), et la controlabilité du systéme déter-

ministe (2.4) coincident.

Définition 2.2.3 (4) On dit que le systéme (2.2) est approzimativement faiblement contro-
lable si pour xp € Lo(Fr,H),tout € > 0 et tout y € Lo(Fr,H) il existe un controle

u € Uy telque E <y, x(T) —xr ><e.
Lemme 2.2.1 (4) Pour tout h € Ly(Fr, H) il existe un ¢(.) € L (I, LY) unique telque
T
h=Eh+ / o(s)dw(s). (2.6)
0

le lemme suivant donne une formule pour un contréle transférant [’état xo & un e-voisinage

d’un état arbitraire h € Lo(Fr, H).
Lemme 2.2.2 (4) Pourtouth € Ly(Fr, H), f(.) € L3 (I,H),0(.) € L] (I,€ LY), le controle
u(t) = B*S*(T —t)(a +T§) " (Eh — S(t)xo)

_BSH(T — 1) /Ot<a + T LS(T — ) f(s)ds

~ B*S*(T —t) /0 (o + DT YS(T — 8)o(s) — w(s)]dw(t) (2.7)

transféere le systeme

x(t) = S(t)xo +/0 S(t — s)[Bu(s) + f(s)]ds +/0 S(t — s)o(s)dw(s) (2.8)



2.2 Les différents notions de contrélabilité

2(T) =h—ala+TE) Y ER - S(t)zy) + a/o (a+TYS(T —7) f(r)dr

ta /0 (0 + TTYS(T = 1)o(r) — o(r)|dw(r)

a Uinstant T. Ici ¢(.) € L (I, LY) provient de la représentation (2.6).

(2.9)



2.2 Les différents notions de contrélabilité

Preuve
On a
u(t) = B*S*(T —t)(a+T8) " YEh— S(T)x)
_BSH(T —1) /Ot(a +TT)LS(T — 8)f(s)ds
~B5'(0 1) [ (o TT)S(T = 9)o(s) — pls)ldu()
et

o) = S0+ [ (0= 5)Buls) + (60 + [ S )o(s)iuls
On substitue (2.7) dans (2.8) on obtient
o) = S(H)ze+ /0 " S(t — $)Bu(s)ds + /0 "S(t— $)f(s)ds + /0 " S(t — $)o(s)duw(s)
o) = S+ [ S— s+ [ 5ttt
+ /Ot S(t — s)B[B*S*(T — s)(a + T'{) Y (Eh — S(T)x)
_BSH(T — s) /Os(a FTTYS(T — ) f(r)dr
~B5°(0 =) [ 0+ 1) S — o) - plr)du(r)ds
2(t) = S)zo+ /0 "S(t— $)f(s)ds + /0 " S(t — s)o(s)du(s)
+ /Ot S(t —s)BB*S*(T — s)(a+TE) Y (Eh — S(T)xo)ds
- /Ot S(t — s)BB*S*(T — s) /Os(a + T LS(T —7) f(r)drds

_ /0 S(t— $)BB*S*(T — s) /Os(a +TTY ST = #)o(r) — ()] dw(r)]ds.



2.2 Les différents notions de contrélabilité

D'aprés la propriété de semi-groupe
S(T—s) = SHT+i—t—s)=S(t—s)S(T—1).
o(t) = x0+/St—s ds—i—/St—s
+/0 S(t — s)BB*S*(t — 8)S*(T — t)(a +TE) N (Eh — S(T)x0)ds
- /Ot S(t — ) BB*S*(t — 8)S*(T — 1) /Os(a CTTYIS(T — ) f(r)drds
-:[5@—@Bpﬁwfswa_wlia+ﬂvwaT—rm@y—ﬂmummu&
() = St)wo+THS*(T — t)(a+TE)"H(Eh — S(T)x)
/ / (t = P)BB*S*(t — r)S*(T — £)(a + TT) "1 S(T — s) f(s)drds
—/0 / (t = P)BB*S*(t — 1)S*(T — t)(a + TT)"[S(T — s)]o(s) — w(s)|drdu(s)
+ [ st + [ 5t ottt

0

z(t) = St)xg+TES*(T —t)(a+T5)"YEh — S(T)x)
— /0 [LS*(T —t) (o + T LS(T — 5) f(s)ds
—/0 LLSH(T = t)(a+T7)THS(T = s)a(s) — p(s)]dw(s)
+/0 S(t—s)f(s)ds + /0 S(t— s)o(s)dw(s).
Ona S*(T—-T)=5%0)=1.
D’autre part on a
Tola+Tg) = Tola+To) ™ +ala+Tg)™ —ala+T;)™"

= (a+TH(a+TH™ —afa+TH™!

= I—ala+T{™



2.2 Les différents notions de contrélabilité

o(T) = S(T)xg+T3S(T —T)(a+TH) ™ (Eh— S(T)x)
- / TS (T = T+ IT))S(T — s) f(s)ds

~ /0 ' 75 (T — T)(a+TT) " S(T — s)o(s) — o(s)|dw(s)
v [ s =9+ [ S otsiiuts)
z(T) = S(T)j:zﬁo + [ —ala+TH N (ER— S(T)x)
- [ (U =ala+TIST = 5(s)ds
- /0 T(z —a(a+TT) ST = s)o(s) — ¢(s)]dw(s)
N /OT S(T — )f(s)ds + /OT S(T — s)o(s)du(s).
(T) = S(T)xo+ Eh— S(T)xo — ala+TE)"HEh — S(T)x)
- /OT S(T — s)f(s)ds + /OT a(a+TT)7LS(T — s) f(s)ds
- [ 15 = 9016) - plsants
+ATMa+FD*KﬂT—SW@%—M$Mw@)
v [ st [ @t
telque h = Eh + [ ¢(s)dw(s).

2(T) = h—ala+T3) (Eh— S(T)xo)
t+a /0 (0 + TT)LS(T — 5)f(s)ds

+a4<a+ﬂvwaT—@d$—¢@MM®.
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Remarque 2.2.3 d’apres le théoreme (2.2.3) la controlabilité approchée (exacte) du systéme
(2.1) est equivalente a la convergence de oo + Hg)*l . Lo(Fp, H) — Lo(Fr, H) wvers
lopérateur zéro dans la topologie forte (uniforme) des opérateurs quand o« — 0.

Selon cette remarque et la formule (2.9) le controle définie par (2.7) transforme le systéme

linéaire (2.1) de xo € H a un e-voisinage d’un point arbitraire h € Lo(Fi, H).

2.3 La controélabilité faible et approchée

Dans cette section, nous dérivons des conditions de controlabilité pour le systéme stochastique
semi-linéaire (2.2) en utilisant le théoréme de point fixe de Banach.

Nous imposons les conditions suivantes sur les données du probléme

(A1) (F,€):[0,T]x HxU — H x L satisfait & la condition de lipshitz en ce qui concerne
(x,u) pour tout t€[0,T].

||F(t,x1,u1) - F(t7x27u2)|’2 + ||§(t7x17u1> - §(t7x27u2)||2

< L(lJer = w2)* + [lur — ual?).
(A2) (F,€) est continue sur [0,7] x H x U et satisfait :
1F(t, 2, w)l|* + I8t 2, w)||* < L.
(A2)  (F,&) est continue sur [0, 7] x H x U et satisfait :
1F (2, u)|[* + ([0t 2, w)|* < L1+ || + [Jul).

(AC) le systéme linéaire (2.1) est approximativement controlable sur [0,T] c-a-d le systéme
déterministe corespondant & (2.1) est approximativement controélable sur [s,T], 0 < s < T.
(CC) le systéme linéaire (2.1) est exactement controlable sur [0,T] c-a-d il existe v > 0

telque
E <1}z, 2 >> yE||2||* pour tout z € Ly(Fr, H).

il est evident que dans les conditions (A1) et (A2), pour tout u(.) € U,y 'equation intégrale

(2.5) & une solution unique dans Hs.
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Nous définissons maintenant ’opérateur non linéaire ¢, de Ho X Uyg & Ho X U,g comme suite

(2(1),v*(t)) = ¢al,u)(t) (2.10)
2%(t) = S(t)zo+ /0 S(t —s)[Bv*(s) + F(s,x(s),u(s))]ds

+/0 S(t — s)é(s,z(s),u(s))dw(s)
= Stz + d1(x,v)(t) + d2(x, u)(t) + da(w, u)(1).

v*(t) =  B*S*(T —t)(a+ ) (Eh— S(t)xo)
_B*SH(T — 1) /0 (a+ T 1S(T — $)F (s, (s), uls))ds

_BS(T — 1) / (o + T8 ST — 8)E(s, 2(s), u(s)) — o (s)]du(s).

En tenant compte des hypothéses on obtient que 'opérateur ¢, est bien définie. Nous allons
montrer que la controlabilité approchée du systéme (2.5) peut étre prouvée si 'opérateur ¢,

a un point fixe.

Théoréme 2.3.1 Théoréme de point fize [8]
Soit E un espace de Banach et f une application contractante de E dans FE, alors il existe

dans E un point fixe unique de f.

Maintenant, pour plus de commodité introduisons les notations
M=|B|?,  l=maz{[|S®)|*t€ I}

Dans la preuve du théoréme suivant nous allons utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante

Remarque 2.3.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

— soit (E,(.,.)) un espace Préhilbertien. Alors, pour tous vecteurs x et y de E.
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2.3 La controlabilité faible et approchée

{2, y) < [lz[llyll-

Dans le cas des fonctions mesurables a valeurs complexes de carré intégrable, [inégalité

de Cauchy-Schwarz s’écrit
L < B g

Théoréme 2.3.2 Supposons que les hypothéses (A1) et (A2') sont vérifiéés. Alors pour tout

a > 0 Dopérateur ¢, a un point fize unique en Ho X Uyg.

Preuve
La preuve est basée sur le théoréme classique du point fixe de Banach (2.3.1) pour les contrac-
tions, nous montrons d’abord que ¢, définie de Hq X U,q dans lui-méme. En effet en utilisant

le lemme (2.2.2), 'hypothése (A2’) et (A1) on peut montrer qu’il existe C; > 0 tel que

El*@®)* = EIB"S"(T - t)(O: + 1) (Eh = s(T)o)
—B*S*(T —t) /0 (a+TTYIS(T — 5)F(s,2(s),u(s))ds
—B*5* (T = 1) /0 (o +T7)THS(T = 5)E(s, 2(5), uls)) — @(s)ldw(s)|



2.3 La controlabilité faible et approchée

Ellv*®)|* = E|B*S*(T ~t)(a +tFoT)‘1(Eh—S(T)aﬁo)ll2
—i—EHB*S*(T—t)/O (a+TYLS(T — 5)F(s,x(s),u(s))ds||?
+E|B*S™(T - )/O (a0 +T5)THS(T = 5)&(s, x(s), u(s)) — p(s)]dw(s)]?
—2FE < B*S*(T — t)(a+T3) (Eh — s(T)xy),

)
B*S*(T—t)/o (a+ TTY1S(T — $)F (s, o(s), u(s)ds >
—2F < B*S*(T — t)(a + T5) " (Eh — s(T)ay),

(

B*S*(T—t)/O (o +T7) ST = $)&(s, 2(5), uls)) — ¢(s)]dw(s) >

+2F < B*S*(T —t) /Ot(oz + T LS(T — 5)F (s, x(s), u(s)ds,

B*S*(T —t) /0 (o +TYS(T — 8)E(s, 2(8),u(s)) — o(s)]dw(s) > (2.11)
D’autre part on a
E|B*S*(T = t)(a+ 1)~ (Bh — s(T)zo)|I* < E(|B*|PIS*(T = )|*[[(c + T ) P (ER — s(T)o)|I*)

on sait que

[B*[|* = M et [[(a+T§)7H* < 7 et [|S*(®)]* = L.

et | Eh — S(T)xol|* < 2([ ER|I* + U]]xo]1*).

alors
* Qrx T\—1 2 QZM 2
E|B*SY(T = t)(a+ L) (Bh = s(T)zo)|I” < —=E(| A" + ]|z 1%) (2.12)
et

E|B*S"(T 1) / (o + TT)LS(T — 8)F (s, 2(s), u(s))ds|?

< E(|BI*[l8*(T = t)]I* H/ (a +T3)7'S(T = 5)F(s, x(s), u(s))ds]*)

Lol / u(s))ds|?
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2.3 La controlabilité faible et approchée

d’aprés l'inégalité de Cauchy- Schwarz
BB (1) [ (0 4+ TT) ST — $)F(s, 2(s), u(s))ds]?
< Mg / IS(T = s)] ds%/um 9)|%ds)H?
<—E/||S — 5)|]2ds) /||st $))||%ds)]

<—E / ds/||Fsm D [2ds)]

D’ou
EHB*S*(T—@/0 (a+T5) 1 S(T = s)F(s,2(s), u(s))ds|*

< —lTE/ 1 (s, 2(s), u(s))||ds. (2.13)
Et
E|B*S*(T )/t(OHFFT) HS(T = 5)€(s, 2(s), u(s)) — @(s)]dw(s)]?
< E[IB*?IS*(T - )| H/ (a+T7)" — 5)&(s,2(s),u(s)) — p(s)|dw(s) ]
< IME( ||/ ((a +T7)7IS(T — s)é(s, x(s), U(S))—/Ot(OHLFT)_1 (s))dw(s)]*)
< 2ME( ||/ (@ +T5)7HS(T — 5)&(s, 2(s), u(s))dw(s) ||2+||/ (+T5) " Hp(s)dw(s)|?)

Nous appliquons 'inégalité du Cauchy- Shwarz, & nouveau pour avoir

E||B*S*(T —t) [y(a+ IT) T S(T = s)&(s, 2(s), u(s)) — o(s)ldw(s) |

< 2 gl / €Gs, 2(s), u(s))|[Pds + / ()] 2ds] (2.14)

d’aprés (2.11), (2.12), (2.13) et (2.14) et on applique l'inégalité de Cauchy- Shwarz, et en
utilisant les hypotheses (A1), (A2), (A2’) on obtient

Ellv*@®)|* < Ci(1+ stulgT)EHa:(t)H2 + iu?E\]u(t)\lz) (2.15)
S S
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On montre que

Bl (z, v*(1))[]* < T2IMCy(1 + sup El|x(1)]|* + SU§E||U(t)|!2)-
te

tel

ona ¢z, vt)) = fg S(t — s)Bv®(s)ds.

alors

By (z, v*(1))II* = EII/O S(t — s)Bv®(s)ds||*.

d’aprés l'inegalité de Cauchy-Shwarz

t t

Ellén(a, v ()| < EI( / 1S(t — s)2ds) ¥ / |Bu(s)|Pds)*P.

t

Bl (a, o (0)]? < sup [|S(8) [T sup | BI2EX / 0% (s)|Pds).
tel tel 0
t
Ellén(z, o (8)|? < IMTE( / 0% (s)|Pds).
d’apres l'inégalité (2.15) on déduit
Bllor(e, 0" ()17 < THMCH (1 -+ sup Ee(0)[ + sup Efut))
te te

Maintenant on montre que
Ellga(z, u)()|I* < Co(1 + StlelgEllfc(lt)ll2 +sup Ellu(®)]?).
on a ¢y (w, u)(t) = [y S(t— ) F(s, 2(s), u(s ))ds

alors
El| oz, u)(t)]|* = EII/ (t = 5)F(s,x(s), u(s))ds]|*.

d’aprés 'inégalité de Cauchy-Shwarz

Blloa(e. )0 < B[ 18 = )Fas)? ([ 17 (s,a(s),u(s) Pds) 1

Elléa(e, )OI < sup |S(0) /0 ds)E / 1F (s, 2(s), u(s)|[2ds).

E||¢a(z, u)(1)|* < ZTE(/O 17 (s, x(s), u(s)|[*ds).
d’aprés ’hypotheése (A2’) on obtient
T
Blloa(e. (0] < TILE( [ (14 sup la(s) [+ sup u(s) ).
0 s€ se€
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alors :

T T
E||¢2(a:,u)(t)||2 STZL(T—l—supEHa:(s)Hzf ds+supEHu(s)H2/ ds).
sel 0 sel

0

EBl|¢s(z, u)(t)|* < T*LI(1 + sup Ex(s)|* + sup Ellu(s)|)
sE sE

si on pose Cy = T?LI, on obtient le résultat.
D’abors on montre

El|¢s(z, u)(t)[I* < LI(1 + Stug)EHﬂf(lt)ll2 + S;U;DEHU(t)HQ)'
S S

tel que  @a(w,u)(t) = [y S(t — 8)E(s, 2(s), u(s))dw(s).

Elgs(z,u)(t)|* = E| /O S(t = 5)&(s,x(s), u(s))dw(s)||*.

Ellgs(z,u)(®)|I* < Sup IIS(It)||2E(/0 1€ (s, 2(s), u(s))|*ds.

d’apreés 'hypotheése (A27)

Eljgs(z,u)(®)]* < HLE(sup(1 + ()11 + llu(s)II*)-

DoncE||¢s(x, w)(t)|* < LI(1 + sup E||z(t)||* + sup E|u(t)|*).
tel tel

d’out le résultat.
On démontre qu’il existe C5 tel que

[ @a (e, w)l* = | + 221" < Cs(1+ [l + flull*).

d’apres (2.15) on a

[0%]|* < Ci(1 + sup E|z(t)[|* + sup E[u(t)|]?).
tel tel

et on a

Za(t) = S(t)l’o + ¢1<I,Ua)(t) + ¢2($, u)(t) + ¢3($,u)(t)

on a d’aprés (2.16)
lé1(z, v*)O)* < THMC(1 + sup El|z()|* + sup Ellu(®)]*).
te te

et d’apres (2.17)
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[@2(z, u)(B)]* < Co(1 + SZIQDEII%‘(%)I\2 + iléyEIIU(t)\lz)-

finalement d’aprés (2.18)
l@3(x, w)(B)|[* < LI(1 + sup El|(t)[|* + sup El|u(t)[|*). alors
tel tel

B2 = [IS(t)zo + (@, v™)(t) + da(w, u)(t) + ds(z,u) (1)
= [IS®)zo + d1(@, v )OI + llP2(z, u)(t) + 652, u) (1)
+2[|S ()0 + dr(, v*) ()l d2 (2, w)(t) + Ps(x, u) ()]
on sait que si a = S(t)zg + ¢1(x,v*)(t) et b= po(z,u)(t) + ¢p3(z,u)(t)

alors 2|[al[[[b[| < [|a]|* + [[b]}*.

par la méme méthode on trouve

Elz21* < 4lIS®)xoll® + 4l é1(z, v*) (O + dlla(z, w)()* + 4ll¢s (2, w) (B)]*.

< Alwg + 4T IMCy + Cy + LI(1 + sup E||z(t)||* + sup E||u(t)|]?).
tel tel

donc

|Galz, u)|[* = [[0*]|® + ||2%* < 4lwo+4[C) + TAIMCy + Cy + LI+ 4]

(1 + sup Bz (t)[|* + sup Efu(t)]).
tel tel

on a [[zofl* < flzf* < 1+ [|l2[|* + [Jul®
et d’autre part ||z]|? = sup ||z(t)]?.
tel
et [|ul|? = sup [Ju(t)]|*.
tel

alors
[fa(z, u)|? < 41+ [Jzl” + [[ul|®) + 4[T?IMCy + Co + LI+ CyJ(1 + || + [lull?).
on pose Cy = 4[l + T*IMCy + Cy + LI + C}] on obtient

1¢a(z w)lI* < Cs(1+ 2] + [lull®).

W 31



2.3 La controlabilité faible et approchée

Ensuite, nous montrons qu’il existe un nombre naturel n tel que ¢ est une application, soit

maintenant (x1,u;) et (x2,us) des processus arbitraire de Hq X U,g, alors

Ell¢a(@r, u)(t) = @al@2, u2) (0] = Ell(27 (¢), v (£) — (25 (1), v5 (1))
= E||(=7(t) — 25()), (v (t) — w5 (1)) I|*.
< Bl (t) —v3 ()1 + Bl (1) — 25 (1)1

On sait que

Z‘fé(t) = S(t)wo + ¢1<LE1, ul)(t) + ¢2(I1, U1>(t) + ¢3($1, ul)(t), et

28(t) = s(t)zo + O1(z2, u2)(t) + (22, uz)(t) + ¢s(x2, ug)(t), alors

Bl ¢a(z1,ur)(t) = dalwa, us)(t)|” Bt (t) — v (8)]|*

+E||[¢1 (1, u1)(t) = d1(w2, uz)(t) + Po(w1, ur)(t) — o (w2, u2) (1) + P31, ) (t) — da(wa, ua) (1))
B[t (t) — vs (01> + E[2[| o1 (a1, ua)(t)

— 1 (w2, u2) (1) 2| g2 (1, ur) (1) — Pa(wa, ua) (1) |* +

@321, ur) (t) — Ps(2, uz)(t)]%].

IN

IN

IN

Bl (t) — vs ()N + 2| é1 (21, ua ) (t)
— 1 (2, u2) (1)|”
HAE| ¢ (w1, u1) (t) — da (w2, u2) (1)
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Ell¢a(@1, ur)(t) — dal@2, us)(®)]1* < Efof () — v5 () |” + E[2[¢1 (21, ur)(t) — ¢ (22, uz) (1)
4| pa (1, ur) (1) — oo, ua) ()[|* + 4l ds (21, ur) () — ds(22, uz)(£)||°]-

Ell¢a(w1,u1)(t) = Galwa, u2) ()" < B0 (t) — v5 ()| + 4E] ¢1 (21, u1) () — ¢1 (w2, uz) (1)

HAE|| ¢ (w1, ur)(t) — d2(w2, u2) ()| + 4B @3(21, ur) (t) — da(w2, uz) (1),

donc

Bl ¢a(r1,ur)(t) = ¢alra, ua)(t)I> < Bl|of(t) — v3 (1)||* + 411(2) + 41a(t) + 413(2).
et on a
Ellv(t) —v3(t)||* = E| B*S*(T — t)(a +T5) " (E(h) — S(t)x)

—B*S*(T—t)/0 (o +TH)"LS(T — 8)F(s,21(5), ui(s))ds

—B*SY(T - 1) /0 (0 +T9)THS(T = 8)&(s, 21(s), wr(s)) — p(s)]dw(s)

—B*S*(T—t)(a+F6)I(E(h)—S(t)x0)+B*S*(T—t)/0 (a+T8)1S(T—s)F (s, 74(5), uz(s))ds

+B*SY(T — 1) /0 (o +T) T [S(T = 5)&(s, wa(s), u2(s)) — o(s)]dw(s)||*.
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Bl (t) —vs ()||* = E|B*S*(T — 1) /Ot(a +T0)7S(T = )[F (s, 2a(s), u2(s)) — F(s,21(s), u1(s)))ds
+B7SH(T - 1) /Ot(a +T0)7IS(T = 9)[8(s, wa(s), ua(s)) — §((s, w1(s), ua(s))dw(s)|”

<||B*S(T = t)|*E|| /Ot(oz +T0)7S(T = )[F (s, 22(s), u2(s)) — F(s,21(s), u1(s))]ds

+ /Ot S(T = 5)[&(s, w2(s), u2(s)) — &((s, 21(s), ua(s))]dw(s)[|*.

on sait que

1B*|[* = M et sup || S(# WP =1, (e+T%)~" <, done

Bl () = 817 < Sl [ 1P G aa(s) () = (s, s), ()] )
HE( [ 1E(sls) ) = €. (5), (1))

d’aprés ’hypothése (Al) on obtient

Eljof(t) — 03 (1)|I* < leE[ltL/o (lz1(s) = z2()[1” + [Jua(s) — uz(s)[*)ds
+lLE(/O (w1 (s) = 22()I* + [lua(s) — ua(s)]|*)ds].

donc

Elv(t) —vs(0)|* < %FM(t + 1)LE(/0 (lz1(s) = z2()[1* + [Jua(s) — uz(s)[*)ds.

finalement on obtient

2
Ellof(t) = vg (OI° < M+ 1)L (21 = wol® + [lux = us]?). (2.19)
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De la méme facon on a

1L(t) = B / S(t — $)B(oi(s) — 03 (5))ds]|?

d’apres l'inégalité de Cauchy-Shwarz

11(t)

IN

B(( / 15(t — s)2ds) ¥ / 1B(03(s) — v3(s))|*ds) ]2

IN

suprer|S(0)|1 / ds|[BI*E( / u(s) — v (s)) 2ds.

< IMEE|v — g%

on a d’aprés (2.19)

2
Il(t) S lMt2[al2Lt(Hl'1 — I2H2 + HUI — 'LLQHZ)]
donc
2
L(t) < aM?z?’(z& + D)L (|| — 2a||? + [Jur — us)?). (2.20)

de la méme fagon on a

L(t) = E| /0 S(t — 8)(F(s,z1(s),u1(s) — F(s,x5(s), us(s))ds||*.

Bt < Bl 150 =5)Pas)([ 1P () = Ploaa(s) (o) Fds) -

sel

< sup IS / dsE( / VF (5, 2)(8), s (s) — F(s, 2a(s), uals) |2ds).

< ltE(/O | F(s, (), u1(s) — F(s,15(5), us(s)||*ds).

d’aprés ’hypotheése (A1) on obtient

L(t) < ltLE(/O (lz1(s) = w2 (s)II* + [lua(s) — ua(s)[*)ds.

IN

t
ULy — ol + s — s ) / 0s).
0
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L(t) < WL(||r1 — xo* + ||ur — ua|]?). (2.21)

On a Iy(t) = E| [y S(t = 5)(E(s, 21(s), ur(s)) = E(5, 72(s), ua(s))dw(s)|*

alors

L(t) < f&l}l!s(t)HQEH/o §(s, w1(5), u(s)) — &(s, wa(s), u2(s)))duw(s)|*

d’aprés l'inegalité de Cauchy-Shwarz

Lt) < IE / €(s, 21(5), un(s)) — (5, wa(s), ua(s)) | Pds.

d’aprés 'hypothése (A1) on obtient

I(t) < ZLE(/O lw1(s) = 22(s)[I* + [lur(s) — uz(s)]|*)ds.

donc

L(t) < 1Lt([ler — @ol” + [lur — ualf). (2.22)
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En prenant la somme de (2.19)-(2.22) nous obtenons

Bl ¢a (21, u1(t) — dalm2, ua(t)||* < Eljof(t) — vs(t)[|* + 411(t) 4 412(t) + 4I5(1).
2
E||¢a(z1,u1(t) — dpalz2, us(t)||* < EZQM(t + D) Lt([|zy — zo|* + |lur — ual?)
203
+;M2(t + 1)Lt ([|w1 — za|” + [Jug — u2||?)

FAIPL(| 2y — ol|? + Jur — usl]?)

+4ltL(H£C1 — .%'QHZ + Hu1 — u2”2>.
3772

IN

2
[EZQM(t + 1)Lt + (t+ 1) Lt* + 1t*L + L Lt]

(lzr = @2||* + flur — ual?).
3 2

IA

2 21
[ZPPM(t+1) + (t+ 1)t + 4it + 4] Lt
«

(lzy — 2||* + flur — ual?).

donc
Bl ¢a(@1, ui(t) = da(we, us()|I> = Ca)tL([|w1 — @2f* + |lur — ua?).
Pour tout (x1,uy), (T2, us) € Ho X Upg.
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De méme calculons
Bl (w1, ua)(t) — ¢4 (w2, u2) (1)

Ona  ¢a(¢alz,u)(t) = ¢a(2(t), v*(t) = (H*(t), W*(t)).
H(t) = S(t)xo + /Ot S(t — s)[BW(t) + F(s, 2%(s), v*(s))]ds
- /Ot S(t — 8)&(s, 2%(s), v*(s))dw(s).
= S(t)wo + 1 (2%, v7)(t) + P2(2%, v*) () + P3(", ") (1)
We(t) = B*S*(T — t)(a + T3) " (Eh — S(T)x)
—B*S*(T — 1) /Ot(a +TT)LS(T — ) F(s, 2%(s), v¥(s))ds
—B*S*(T - 1) /Ot(oz +T0)THS(T = $)E(s, 2%(s), v°(s)) — (s)]dw(s).

on a d’aprés (2.19)

B¢ (@1, ur)(t) — galw2, ua)(O)]* < leM(t - 1)LE/O (125 (s) = 25 (s)II?
H[vf (s) = v (s)]|)ds.

et d’apres (2.20)

IN

L(t) < IMtE /0 V0 (s) — W (s)|ds

2

«

IN

PAP(t 4+ 1)LE / / () — )2 + 05 () — o8 () |P)drds

alors :

[1 (t)

IA

(%

ZPAP(t + 1)LE / / (25() — 2212 + o3 (r) — o8 () |*)drds.

IN

2P0+ 1)LE / (25(r) — 22 (P + [[05(r) — w8 () [2)dr  ( / s)
< ZPAP(+ LB () — SO + () — o5 (6) s

et d’apres (2.21)

L(t) < ltLE/O(IIZ?(S)-ZS(S)II2+IIU‘f(S)—vé"(S)Ilz)dS-
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et d’apres (2.22)

It) < ILE / (1125 () = 25 (I + [[05(s) — 05 (s)]*)ds.

donc
Bl63 an,)(0) = S ) O < C@L [ Bloutenin)(s) = 6ulra i) S
< @2 [ @) - w0 + Bl - wl)
drds.
< Cz(a)L2(Hx1—x2HQ+Hul—ugHQ)/Ot/OSdrds.
< UL (o — ol + e — ).

2

Il est donc évident que

tg[lépﬂ B¢k (x1,ur) — ¢l (wa, ua)[|* < C™ () L5 ([l — wol|* + [Jus — ualf?).

Il ést connu que C”(a)L”% < 1 pour n suffisamment grand, cela résulte que ¢ est une
application de contraction pour n suffisamment grand .

En suite I'application ¢, a un point fixe unique (x,u)(.) dans Hy X U,q qui est la solution de

I'equation(2.3). Le théoréme est prouvé.

Théoréme 2.3.3 Sous les hypotheéses (A1),(A2) et (AC), le systhéme (2) est approzimati-

vement faiblement contrélable sur [0,T].
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Preuve
soit (z%, u®) un point fixe de 'opérateur (2.6). En suite, a partir du lemme(2.2.2), nous ob-

tenons

2(t) =rr — ala+T3)H(Eh— S(t)xo)

+ oz/o(a—i—Fz)1S(T—T)F(r,xo‘('r’),ua(r))dr

+ a/o (a+ T, (), u®(r)) — @(r)]dw(r). (2.23)

D’aprés le théoréme (2.2.3) et (AC) le systéme (2.1) est approximativement controlable. Et
d’aprés le théoréme(2.2.4) le systéme déterministe (2.4) est approximativement contrdlable
sur [s,T|,0<s<T.

Donc [Ja(a + T'T)"12||> — 0 quand o — 0T pour tout z € H,0 < s < T car les propriétés
vérifiées par | "opérateur Hg dans le théoréme (2.2.3) sont aussi vérifiées par Uopérateur I'"
dans le cas déterministe.

D’aprés le lemme (2.2.1) pour tout y € Lo(Fr, H), il existe [[(.) € L3 (I,LY) tel que ,
y=FEh+ fOT U(s)dw(s).

Maintenant de (2.23) il existe des constantes C; > 0,Cy > 0 telle que pour tout
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Yy < LQ(.FT, H)

By, a*(T) = h)| = | E{y, 21 — a(a +Tg) ™ (Eh — S(T)xo)

+a/0 (o + FST)_lS(T — 1) F(r,z%(r),u®(r))dr

ta / (o + T e((r 2 () u(r) — p(r)]dw(r))].
— |E{y,2r) — E(y, a(a +T3) " (Bh - S(T)ay))

VB, a /O (o + TTYLS(T — 1) F(r, 2°(r), u(r))dr)

o [ o+ T (a0 0(0) = lr)ldu(r)]
= |E(y, 2r) + E{a(a +T7) 'y, S(t)xo — Eh)
—i—E/O (a((a +TH ™y, S(T —r)F(r,2*(r),u*(r)))dr

.ol / afa+ TT) (2% (r), u®(r)) — @(r)]deo(r), y)].

|E{aa +T4) "y, S(T)wo — B |Lyrrn = IE/0 ala+T4) " y(s)[S(T)zo — Eh(s)ds|.

= | / ala+ FOT)_lEy(s)[S(T)xO — Ehl(s)ds|.
0
< ( / la + T5) " Ey(s)|Zds)* ( / IS(T)zo — Eh|%ds)*.
< o+ TT) " By||I|S(T)z0 — B + C, / Ella(a + TT) y|Pdr + Cy / Ella(a + T7) y(r) | dr.

Le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro quand o — 07. Par conséquent 2*(T) — h
faiblement dans Lo(Fr, H) quand o« — 0F. Le systéme est donc approximativement faible-

ment controlable sur [0,T].

Corollaire 2.3.1 supposons que les hypotheses (A1), (A2) tiennent. Si le semi-groupe S(t)
est analytique et le systéme linéaire déterministe correspondant a (2.3) est approximativement

controlable sur [0,T], alors le systéme (2.2) est approzimativement faiblement contrélable sur
[0,T].
w a1
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Preuve

D’apres le théoréme (2.2.5), quand le semi-groupe S(t) est analytique le systéme (2.1) est
approximativement controlable sur [0,T] si et seulement si le systéme linéaire déterministe
correspondant est approximativement controlable sur [0,T]. Alors d’apreés le théoréme (2.3.3)

le systéme (2.2) est approximativement faiblement contrdlable.
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Abstract

In this work we study the weak approximate conatality
properties of semilinear stochastic systems assuoontrollability of
the associated linear systems. The results areneltdy using the
Banach fixed point theorem.

Résumeé

Dans ce travail on étudie les propriétés de la rotatiilité
approchée faible des systémes semi-linéaires shighas, en
supposant la contrélabilité des systémes linéamesociés. Les
résultats sont obtenus en utilisant le théorémeailut fixe de Banach.
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