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Introduction

Historiquement, a I’échelle microscopique de haute énergie, plusieurs scénarios ont été
proposés pour étudier les systémes quantiques déformés a petite échelle. Notamment le modéle
de Snyder, qui a suggéré que les mesures en mécanique quantique non commutative peuvent
étre gouvernées par un principe d’incertitude généralisée (GUP) admettant une échelle de
longueur fondamentale supposée étre dans l'ordre de la longueur de Planck proposée par
Kempf conduit & une incertitude minimale non nulle dans la mesure de la position [1]. Cela
a été motivé par des géométries non commutatives, relativité doublement spéciale, théories
de la corde, et physique du trou noir[2][3][4][5].

D’autre part, il y a un grand intérét pour les études spatio-temporelles incurvées qui ont
d’importantes implications astrophysiques et cosmologiques en relativité générale, ou la gra-
vité est décrite comme une propriété de la géométrie de I'espace-temps. Cette implication
était une grande avancé dans la compréhension de ’expansion de I'espace et de la forme de
I’univers. De plus, & I’échelle atomique, I’étude des problémes de mécanique quantique dans
I’espace-temps courbé peut étre considérée comme un nouveau type d’interaction entre la
matiére quantique et la gravitation dans le monde des microparticules. Dans cette situation,
I’espace-temps courbe était une grande avancée dans la compréhension de la nature, traitant
de la structure de I’espace-temps qui est perturbée par le champ gravitationnel. D’autre part,
a de petites échelles d’une théorie de la relativité doublement spéciale (DSR), de nombreux
arguments bien connus montrent que la gravité quantique implique également une longueur
minimale mesurable dans 'ordre de la longueur de Planck comme dans le cas précédent de
Snyder.

Pour cette raison, beaucoup d’efforts ont été consacrés a étendre ’étude de la mécanique

quantique dans le modéle de Snyder a espace plat & une algebre généralisée spatio-temporelle
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incurvée. L’idée derriére cette extension est de prendre en compte la modification de ’algebre
de Heisenberg standard en ajoutant de petites corrections aux relations de commutation ca-
noniques telles que la généralisation des relations d’incertitude (GUR) et le principe d’incerti-
tude étendue (EUP) les géométries non commutatives et les effets de gravité, respectivement,
en mécanique quantique. Récemment, au niveau de la mécanique quantique relativiste et
non relativiste, certains problémes ont été résolus dans ce cadre, par exemple, ['oscillateur
harmonique de I’équation de Schrodingerr a été résolue avec la particule libre, et I'oscillateur
de Dirac dans le modele courbe de Snyde[6], [8],[9], [7].

En d’autre, on peut noter que dans le modeéle d’oscillateur harmonique qui contient des états
liés avec une énergie résiduelle non nulle et qui a été expliqué par l'effet de confinement
quantique, l'oscillateur de Schrodingerest utilisé pour décrire le confinement des quarks dans
les mésons et les baryons, L’oscillateur de Dirac est principalement motivé par son utilisation
comme potentiel de confinement des quarks en chromodynamique quantique[10]. Outre ces
oscillateurs fondamentaux de Schrodinger et de Dirac,

Le probléeme de l'oscillateur harmonique est I'un des sujets qui ont été récemment étudiés
en relation avec le formalisme de longueur minimale. Ce probléme a d’abord été étudié par
Kempf[2]qui a obtenu I'écart exact des niveaux d’énergie du systéme causé par la longueur
minimale dans le cas unidimensionnel. Plus tard, Chang et al. Ont généralisé I’étude exacte a
des dimensions arbitraires.[11] Le modele d’oscillateur harmonique peut décrire parfaitement
le mouvement de cyclotron d’un électron dans un piege de tracage.

il existe un autre oscillateur relativiste intéressant, 1’oscillateur Klien-Gordon Ce cas qui est
considéré comme une extension de l'oscillateur de Dirac au cas des Bosons pourrait également
étre un bon candidat pour le potentiel de confinement dans les systémes de quarks lourds.
De plus, il a également été souligné que les propriétés thermodynamiques de I'un[12]. Un
oscillateur de Dirac-dimensionnel est pertinent pour la description d’un modéle de plasma
quark-gluon qui a été produit par des collisions ultra-relativistes des ions lourds[11, 13, 14]. En
effet, lors de ces collisions avec un refroidissement adiabatique unidimensionnel, un gaz hadro-
nique chaud et subit une évolution vers un équilibre thermodynamique puis il se transforme
(phase de déconfinement) en un plasma quark-gluon. Dans le contexte de la mécanique quan-

tique déformée et au niveau de la température de phase de déconfinement (7T'c ~ 180Mev),
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I’étude de l'oscillateur de Dirac de longueur minimale dans un bain thermique a montré qu’il
existe une limite supérieure pour la longueur minimale[15].

De plus, a notre connaissance, la liste des articles traitant les propriétés thermodynamiques de
loscillateur Klien-Gordon non commutatif est restreinte & quelques tentatives. Par exemple,
le cas de l'oscillateur Kemmer unidimensionnel dans l’espace ordinaire et le traitement de
Poscillateur DKP (Duffin-Kemmer—Petiau)[16] . Par conséquent, il est important d’étudier les
propriétés thermodynamiques de l'oscillateur Klien-Gordon déformé avec ’algébre Snyder-de
Sitter. a une importance significative pour les systémes de quarks lourds en physique nucléaire
et des hautes énergies.

Le but de travail est de résoudre l'oscillateur exacte de Klien-Gordon unidimensionnel dans
I’espace déformé obéissant a l’algebre de Snyder-de Sitter qui donne lieu & 'apparition de
I'incertitude minimale en position ainsi que dans impulsion et aussi de voir leffet de la
déformation sur les propriétés thermodynamiques dans les systémes relativistes .

On présente dans le premier chapitre de ce manuscrit un rappel sur I'oscillateur harmonique,
avec une partie consacrée aux rappels sur longueur minimal et le principe d’incertitude d’Hei-
senberg (GUP) et une autre partie consacrée l'oscillateur de Dirac et I'équation de Schrodin-
ger. Notamment un accent particulier a été mis sur les relations de Commutation Canonique
I’outil central utilisé dans ce travail. Dans un deuxiéme chapitre on présente le traitement de
L’oscillateur harmonique de Klein-Gordon 'espace déformé obéissant a ’algeébre de Snyder-de
Sitter et une partie sur les propriétés thermodynamique. Enfin on a résumé les principaux ré-
sultats obtenus dans ce manuscrit dans une conclusion générale et on a aussi proposé quelques

perspectives susceptibles d’étre étudiées dans un travail future.



Chapitre 1

Rappel sur oscillateur harmonique

1.1 longueur minimal

Comme nous ’avons rappelé dans I'introduction, I’hypothése de I'existence d’une longueur
élémentaire a été faite, dépuis longtemps en physique, pour des raisons aussi bien concep-
tuelles que techniques Dans ce contexte, des études récentes en théorie des cordes et en
théorie de la gravitation quantique proposent des petites corrections a la relation d’incerti-
tude de Heisenberg qui impliquent une incertitude minimale non nulle (Ax ), sur la position
correspondant a cette longueur élémentaire|2].

Cette incertitude minimale peut étre vue comme étant une conséquence du caractére "flou"
(fuzzy) de 'espace temps a des échelles de distances de l'ordre de la longueur de Planck
l, = 107%m, ou aussi comme une limite naturelle exprimant la nature non ponctuelle des
particules élémentaires . En effet, le caractére ponctuel des particules est un postulat de
base en mécanique quantique; I'une des conséquences fondamentales, qui en découle est la
localisabilité des particules : & des énergies suffisamment grandes, la position d’une particule
peut étre mesurée avec une incertitude arbitrairement petite. Ce ci est traduit parla relation
d’incertitude de Heisenberg habituelle . En fait, cette description est idéaliste ; une relation
d’incertitude généralisée, menant & une incertitude minimale non nulle, serait plus proche de
la réalité physique. C’est ce dernier point qui a poussé les physiciens ces derniéres années a
s’ intéresser a cette notion de longueur élémentaire en essayant de l'introduire dans le trai-
tement des problémes physiques, en mécanique quantique, via des corrections aux relations
de commutation canoniques. Le formalisme général de cette nouvelle algébre de Heisenberg

modifiée a été étudié par Kempf et ses collaborateurs Dans la section qui suit, nous allons pré-
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senter une approche qui généralise le principe d’incertitude de Heisenberg en tenant compte

de cette notion [15].

1.2 principe d’incertitude d’Heseinbrg(GUP)

Nous considérons la réalisation unidimensionnelle simple suivante de la position et les opéra-

teurs de quantité de mouvement [1,7] :

M =ih (1—1—5}72)% (1.1)

ou B > 0 est un petit parameétre. Cette représentation conduit a la généralisation suivante
commutateur et relations d’incertitude :

Avec :

(X, P] = ih (14 Bp%) (1.2)

AXAP > g [1+B(Ap)?] (1.3)

La particularité de est qu’il présente le phénoméne de mélange UV / IR qui nous permet
de sonde la physique a courte distance (UV) de la longue distance (IR). Une minimisation

de(1.3) en ce qui concerne P donne la longueur minimale suivante :

(AX) i = h\/B (1.4)
Cette échelle, comme le mélange UV / IR, révele le caractére non local des modeéles basés
sur équations (1.1) et (1.3). Ensuite, nous n’avons pas de fonctions propres localisées dans
I’espace X.Donc, toute valeur propre le probléme peut étre résolu en allant dans I’espace de
dynamique.
Le choix de la constante v ne détermine que le degré de compression de I'impulsion

mesure de I'espace :

d
/W|P><P|_1 (1.5)
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Avant de terminer cette section, signalons que les valeurs propres d’énergie restent inchangées
si nous utilisons la représentation suivante des opérateurs de position et de quantité de

mouvement

X =i (14 6) 52+ 2f (16)

et P = p, puis nous utilisons dans la suite I'algébre simple avecy = 0.

1.3 Meécanique quantique avec algébre Heisenberg gé-
néralisée

Dans les dimensions D, ’algébre de Heisenberg modifiée que nous allons étudier est définie

par les relations de commutation suivantes|1, 10, 6].

~2 / PN
[Xi, Pj] = ih <5ij + BP 0i5 + BPin> (1.7)
/
Avec: f=0et
6Z‘j: { 1 Sl. Z :']
0 si 1#£ ]
Alors :

[Xi, Pj) = ih (BP7) (1.8)

Dans la représentation de ’espace de mouvement, ces opérateurs sont réalisés comme :

~ a /A . 8 ~
i | ( +ﬁp)8pi+ﬁpzp]apj+7p p (1.9)
qui devient :
- 0
X; =ih (1+ Bp®) 2— +p (1.10)

Op;
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Par conséquent, les opérateurs de position pour les coordonnées différentes ne peuvent plus se
déplacer et nous avons affaire a une algebre de Heisenberg non commutative. Nous pouvons
également vérifier que cette algébre respecte 'identité de Jacobi. Les opérateurs X; et P;

agissent sur ’espace de Hilbert des fonctions normalisables par rapport au produit scalaire.

400 dDI)
¢/ = " (P)V (P .
@m - [ o P (1.11)

avec

v =8 (52
B+

On notera que la constante arbitraire vy n’affecte pas les grandeurs observables, son choix ne

n= (1.12)

détermine que la fonction de pondération dans la définition ci-dessus du produit scalaire.

Une conséquence de l'existence d’une longueur minimale (Ar)y;, est que la notion d’états
localisés dans 'espace de position disparait puisque les coordonnées spatiales ne peuvent plus
étre sondées avec une précision supérieure a (Ar)min. L’espace de mouvement est alors plus

commode pour résoudre n’importe quel probléme de valeur propre.

1.4 loscillateur harmonique en physique classique

loscillateur harmonique en physique jeu un réle de premier plan. le plus souvent,se systeme
apparait le premier fois a proprs d’une masses(ponctuelle)m & l'extremitée d’un ressort
parfait de raideur k .en I’absence de frottement ,on sait que & partir d’un etat initial hors
lequilibre (vitesse initiale non nulle et/ou position d’equilibre),le point materiel effectue des
oscillations & une fréquence vy bien determinée reliée a la pulsation

wo = (K /m)%par vo = w/2m.En présence de frottement ,les oscillations sont amorties, le
caractére épheméne du mouvement étant une simple.conséquence de la non-censervation
de 1"energie mécanique du systéme constitué par la masse et le ressort,le milieu exterieur
absorbant peu a peu l’energie mécanique initialement disponible sous forme et/ou ciné-
tique ;l’amortissement est caractérisé par une echelle de temps 7 que 'on peut appeler durée
de vie.on distingue usuelle ,deux type de régimes(facilement mis en evidence théoriquement

lorsque la force de freinage est proportionnelle & la vitesse) :le régime sous amortis,pour la
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quel le petite masse effectue un grand nombre d’oscillation durant le temps 7(wy' < 7)et
le régime sur-amorti ou,le frottement atant tres fort,la masse n’a guére le temps d’osciller et
perd trés vite toutes son énergie mécanique(w, ' >> 7) .on caractérisé souvent la nature du ré-
gime par la valeur du facteur de qualité @) est trés grand pour le régime sous amorti,trés petit
dans le cas contraire.lorsque 7 est trés grand par rapport a toute autre échelle de temps déja
présente par ailleurs,le systéme physique considéré peut ,de fait ,etre assimilé & un oscillateur

idéal ,non -dissipatif [16].

1.5 Equation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger, fondé par le physicien autrichien Erwin Schrodinger en 1925, est
I’équation de base de la mécanique quantique non relativiste[5]. Elle a la méme importance
centrale pour la mécanique quantique que les lois du mouvement de Newton ont pour les
phénomeénes & grande échelle de la mécanique classique ou les équations de Maxwell en
électromagnétisme. Elle décrit la forme des ondes de probabilité (ou des fonctions d’onde)
qui régissent le mouvement des petites particules et spécife comment ces ondes sont modifées
par des infuences externes.

Selon la mécanique classique, si une particule de masse m est soumise a une force telle que
son énergie potentielle soit

V (?), alors la somme de V' (?) et I’énergie cinétique 52 /2m est égaled une constante,

I’énergie totale E de la particule. Ainsi :

E=7p/2m+V (?) (1.13)

En mécanique quantique I’énergie totale est substituée par un opérateur H appelé hamiltonien
qui est propriétaire d’une
expression similaire & ’expression de ’énergie classique.Ll’équation de Schrodinger est donnée

par la loi suivante :

v (?,t) - z‘h%qf (?,t) (1.14)

encore :
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(7 r2m+v (7)) w(7.t) = m%\l} (+.1) (L.15)

L’opérateur hamiltonien peut étre obtenu & partir d’hamiltonien de la mécanique classique par
le principe de correspondance ; Si H (?, 5) est Phamiltonien classique 7, ’hamiltonien quan-
tique est obtenu en substituant aux variables classiques 7 (coordonnées) et p (impulsions)
lesopérateurs et p Dans la représentation en coordonnées, les régles de correspondance

pour I'énergie et les composantes p, ;p, ;0. ; [6].

L0 - h 0
. h 0 . h 0
py:pyzza—y,pz:pzzga (1.17)

En mécanique quantique, les solutions de I’équation de Schrodinger d’un systéme physique
sont appelées des fonctions d’onde qui doivent étre interprétées en termes probabilistes. Le
carré de la fonction d’onde, cependant, a une signification physique : la probabilité dp de

. N pa P P . —
trouver la particule & un moment donné t dans un volume élémentaire d 37 est :

dp = )@b (?,t) ‘2 &7 (1.18)

2
s'interprété donc comme une densité de probabilité de présence.

[+ (1)

1.6 1’Oscillateur de Dirac

Dans le cas unidimensionnel,prend une forme plus simple|8, 9, 12]
X, P| =i (1 +aX?+ BP? + \/aB (PX + XP)) (1.19)

Nous notons que 'algébre déformée unidimensionnelle similaire a été examinée dans le travail
mais dans leur cas au lieu du facteur v/ dans le quatriéme terme du co6té droit un parameétre

indépendant



1.6 1’Oscillateur de Dirac 11

a été utilisé [16].

Il est facile de montrer que ’algebre (7) donne lieu a une relation d’incertitude :

AXAP > % ‘1 v ta(AX)+ B(AP) + \/a—ﬁ<XP+PX>( (1.20)

ot X =X —(X),P=P—(P)ety=a(X)+VB(P)>0

de & la curiosité [(AB + BA)| < 2./(A2?)(B?)ce qui est valable pour deux opérateurs A et
B il s’ensuit que .

Depuis parameétres et sont positifs, cela méne a la curiosité 1+~ +a (AX )2 +p (AP)2

En utilisant ces remarques, nous pouvons réécrire la relation d’incertitude (8) sous la forme :

1+7v+4a(AX)’ +B8(AP)* — JafAXAP (1.21)

Cette derniéere relation d’incertitude apporte une incertitude minimale de la position et d’im-

pulsion :

a(l+7)

5(1+7).AP>(AP)mm_ 14208

AX > (AX) = 1+ 2va5

(1.22)

Il est important de souligner que ces incertitudes minimales n’apparaissent pas si les para-
meétres sont négatifs. Ayant fait redimensionner les incertitudes et les paramétres de déforma-
tion, nous pouvons représentent la relation d’incertitude sous la forme bien connue obtenue

par Kempf [2].

AXAP > % (1+a(AX)? + B (AP)%) (1.23)

1++/apB 1+ B
= 1+7 VA, AP—\/ 5,6 v SRR

Dans les relations de commutation de cas multidimensionnelles (1.19) apporte a la relation

ou

d’incertitude :
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AX;AP; > 5U+%]+a<XX>+6<PP ) +Vap(PX; + X;P,) (1.25)

ou de la méme maniére qu’il a été utilisé dans un cas a une dimension :

Xi=Xi —(Xi),Pi= P, — (P) et v;; = a(X;)(X;) + (P)(P;) + 2v/aB(P;)(X;) . Il est facile
de voir cela au cas ou ¢ = jImpossible de se connecter & Internet Impossible de se connecter
a Internet

Pour résoudre I'équation de Dirac (1) représentation des opérateurs X;,P; qui a obéi aux
relations de commutation (4) devrait étre défini. L’algeébre (4) na pas de représentation de
position ou de quantité de mouvement en raison de la non-commutativité des opérateurs
correspondants. Pour construire la représentation des opérateurs de position et d’impulsion
(4), on a proposé la transformation projective qui introduit une relation entre les relations de
commutation(1.19)et I’algeébre de Snyder[1]. Comme il a été noté une telle transformation est
non-symplectique. Les opérateurs de position et d’impulsion peuvent étre représentés comme

suit[1] :

(1.26)

B Di
“ﬁ—,m
o /s 0 Di

ici P2 = P,P, et \ est paraméter réel arbitraire .depuis ,3 > 0 il conduit & la restriction

pour la valeur absolue du carré de la variable :5p

1.7 Relation de Commutaion Canonique

Dans la description quanthue du mouvement dune partlcule il est clair que les opérateurs

de coordonnées r; = x y, z et de quantités de mouvement px,py,pz; ne commutent pas, et

leurs relations de commutation sont données parl6] :

[rmp]] = sz] - pﬂ“z = 1hd;; (1.28)
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i,7=1,2,3
ouU :
1 si i=j
(L-jz{ 0 iz (1.29)

est le symbole de Kronecker nous avons en partéculier :

o.pe] = [gopy] = |2op.] = i (1.30)

o] = [p5] = [p5] = [o5] = [28] =0 131)

1.7.1 Dynamique de I’espace courbée du modéle de Snyder non-
relativiste

L’espace de Snyder est une formulation de la mécanique quantique sur un espace-temps
quantifié Hartland S. Snyder proposé en 1947 [1] .

La signification de ce travail a été réalisée que récemment ; cependant, 'autre travail de
Snyder a longtemps été apprécié pour son importance théorique. Pour plus d’informations
sur

Hartland Snyder et ses contributions a la physique, La version non relativiste du modéle SdS,
c’est-a-dire le modele de Snyder limité a une sphére tridimensionnelle, peut étre étudiée au
moyen d’une transformation non linéaire reliant les variables d’espace de phase canoniques de
SdS, permettant d’étudier a la fois la dynamique d’une particule libre. et le cas de 'oscillateur
harmonique .

Le point de départ qui est générée par la position X, le moment P, et les générateurs de

Lorentz J,,, qui satisfontt :

[XWXV} - Zﬂ?ju”’ {P’“PV} - ia2juv (1'32>
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{X,“ PV} — <77W + 02X, X, + B*P,P, + o (X WP+ P.X, — JW)) (1.33)

et les relations habituelles de commutation d’algebre de Lorentz satisfaites par le J,, . Le J et
P génére une sous-algébre de Sitter ou anti-Sitter (en fonction du signe de o) qui décrit les
symeétries de I’espace-temps du modele. Les constantes de couplage a et 3 ont des dimensions
respectivement de longueur inverse et de masse inverse et sont généralement identifiées a la
racine carrée de la constante cosmologique () et a l'inverse de la longueur de Planck (/) .
Dans ce qui suit, il est nécessaire que aff < 1.

La limite & — 0 donne le modele plat Snyder, tandis que la limite 5 — 0 donne ’algebre
de Heisenberg de la mécanique quantique dans un contexte de Sitter doté de coordonnées
projectives .

les composantes de position et de quantité de mouvement ne commutent pas entre elles. Alors

que la non-commutativité des coordonnées de position

1.7.2 Meécanique classique

En mécanique classique, le mouvement dans le modeéle SdS non-relativiste peut étre décrit par
postuler une structure symplectique non-canonique de ’espace de phase, avec fondamentale
Crochets de Poisson donnés par [18].
Ou je; . Ces parentheses de Poisson sont obtenues a partir de(1.19)en introduisant expression
standard pour les générateurs de rotation.

Dans la notation qui est adoptée, 2 et 2 sont autorisés a étre négatifs, mais, dans I’ordre pour
que les identités Jacobi tiennent, ils doivent avoir le méme signe. Quand ils sont tous les
deux négatif, est également considéré comme négatif, tandis que pour les expressions linéaires

et il est défini Le cas des constantes de couplage positives correspond a
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le modeéle de Snyder sur un fond sphérique, tandis que le modeéle avec 2 et 2 négatifs donne
naissance au modele anti-Snyder sur une pseudosphere, le soi-disant anti-Snyder-de Sitter

(aSdS). Les parenthéses de Poisson(1.20) peuvent étre obtenues a partir de celles du modele
plat de Snyder, avec

variables de position xi et variables de quantité pi obéissant
en effectuant une transformation linéaire unimodulaire, mais non symplectique de ’espace
de phase coordonnée
ol est un parameétre libre, qui peut étre choisi arbitrairement.

On peut montrer que les variables d’espace de phase x; et p; peuvent étre écrites en termes
de les coordonnées et , qui satisfont les parenthéses de Poisson canoniques, & travers le non

linéaire transformation



Chapitre 2

Traitement de L’oscillateur
Harmonique de Klein-Gordon

2.1 les relations de la mécanique quantique déformée

Dans le modele non relativiste de Snyder-de Sitter, I’algebre de Heisenberg déformée dans un

cas unidimensionnel est définie par la relation de commutation suivante [8,9].

(X, P] =ih (14 a1 X? 4+ asP? + Vajaz (X P + PX)) (2.1)

ol ary, g sont de petits parameétres positifs de déformation.
De la méme maniére que dans le cas de la mécanique quantique ordinaire, cette relation de

commutation(2.1)donne lieu a l'incertitude relation Heisenberg :

AXAP > = (147 + a1 (AX)® + a2 (AP)? — 2/a1a0AX AP) (2.2)

N | —

ou
7= (Vai(X) + az (P)* >0
La relation (2.2) implique 'apparition d’une longueur minimale non nulle dans les incertitudes

de position et de moment :

| ar(1+7) ] ar(T+)

A)(min - ) Prnin - T 4 — 2.
1+2\/061062 1+2w/0[10[2 ( 3)
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X et P sont réalisés dans ’espace de mouvement par :
X =ih/1 — a9p?0, + A e’
\/1 — agp
= —7,7:“ l \/ 1-— QD 8 + 1 — %, (25)

— QP

oll p qui appartient } —\/%72, NG [ et A\ est une constante réelle arbitraire.

2.2 polyndme de Gengenbauer(ou ultrasphérique)

Intervalle fondamental :[—1, 1]

Mesure :

1 1
du(z) = (1 — 2*)* 2dr, a = —3 (2.6)

Normalisation standart (si o # 0) :

I'(n+2a)
@)y =" "= 2.7
1) = ) (2.7)
coefficient A,, de la relation de récurrence avec cette normalisation :
2(n + 2a)
et 2.8
n+1 (2:8)
carré de la norme du polynéme normalisé :
2172021'* 2
2 Pl(n + 2a) (2.9)
n!(n + a)(T'(a))?
Equation différentielle :
(1—-2%)y" — (2a+Day +n(n+2a)y=0 (2.10)

les premiers de ces polynémes sont :

ol =1 (2.11)



2.3 L’oscillateur Klein-Gordon unidimensionnel 18

' = 201 (2.12)
i = —a + 20(1 + )2 (2.13)
4
i = —20(1 + a)z + so(1+a)2+a)’ (2.14)

les polynomes de Gengebbauer sont un cas particulier (o« = 3) des polynomes de Jacobi.

2.3 L’oscillateur Klein-Gordon unidimensionnel

Dans cette section, nous nous intéressons a la résolution de l'oscillateur de Klein - Gor-
don unidimensionnel , dans un espace de moment avec des relations de commutation défor-
mées.L’équation stationnaire décrivant 1’ oscillateur de Klein - Gordon dans un espace & une

dimension est donnée par :

[?(P, + imwX) (P, — imwX) +m?c* — E?|¥ =0 (2.15)

ol m est la masse au repos de la particule, w c’est la fréquence classique de 'oscillateur. En

utilisant la relation de commutation(2.1), nous réécrivons I’équation ci-dessus comme :

[m2w?c®X? + P2 + imw [ X, P] + m?*c* — E*|¥ =0 (2.16)

En substituant la réalisation de ’espace de quantité de mouvement (2.4) des opérateurs X

et Px on obtient ’équation suivante :

{(m*w? — mwhay) X? + (1 — mwhay) P?—

mwhy/ayae(PX + XP) — mwh — ————}¥ =0 (2.17)

en pose que :
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& = —mwh +
L’équation devient :
{(m*w? — mwha;) X% + (1 — mwhag) P? — mwhy/ajaz(PX + XP) + £} =0
On remplace les valeurs X2 | P2, PX et X P 1’équation devienne :

92
{[-h*(1 — aaP?) (m*w? + %)]W + [A* (o + agm*w?)+
2

imZo?h 122 . [ pd e
2ih[m w A o (1—=2X) QQ]P8P+ZH(1+Q21_Q2P2)
P2
2020, [ 22— (1= A [ ———
[mw a1 ( ) 042]+1—(12P2

2, 2,292 2 ap P*
AM— 4+ (1 =N —mwh—— U =0
[m*w a1+( )°] mwl_a2p2+€}
on pose que :
v =1+ 1mw e
aq
Avec le conjuguée :
v =1—1imw a2
aq
vy =1+ m2w? 2
631
I’équation devienne :
a1 82 2'Lh 0
= (1 — e PHyy* = R yy* QP—
{ ag( Py 55 + iy + NG 1Po5
p? Q P? QA

+ (1 —N)]

h(1 —
+ ( +a21—a2P2)w/041042 + 1—a2P2[a1

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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P2
— mwh—— s + E} = 2.24
mwhs— W + &} 0 (2.24)
ou
Q=a; (A —1) = (Mwae+a1) A\ — oy (2.25)

Maintenant, afin de résoudre 1’équation , nous utilisons les transformations suivante :

Avec I'aide du changement variable

1
p=1 arcsin(y/az P) (2.26)

ou :

K = hvayy* (2.27)

P e {—o0,+o0}ape {—2\7&—2,—%2;@}

1°"¢trans formation :

I’équation devient :

-K? o 07 0 2ih sin pk 0 1hQ
{ y [(1 — OéQP )W + Oégpﬁ] +( _a1a2 ) \/04_2 a_P + —a1a2+

[(1_A)+ ¢ (ih+ A
(6%) \/m \/m

donc on trouve finalement :

) — mwh]tan® p + k + £}U = 0 (2.28)

0? 20h8) 1 0 1h§2
—tan pk— +

{_8P2 + \/041042]{7 aP \/0410{2—’_

A
+ ih+ — mwh]tan? pk + YU =0 2.29
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A ce stade, afin d’éviter les valeurs propres complexes & de Iéquation différentielle(2.10),
nous devons imposer une condition pour éliminer le terme imaginaire en définissant 2 = 0

dans I’équation(2.29)qui fixe la valeur du parameétre arbitraire A

1
I — (2.30)
¥y mPwlas + o
donc :
0? (1—=2X) 9
“a + [ o mwh] tan® pk + £}¥(p) = 0 (2.31)
2¢metrans formation
ol nous avons utilisé les notations
u = sinkp (2.32)
v = coskp (2.33)

Maintenant, nous introduisons un changement de fonction défini par

U(P) =v"f(u) (2.34)

ol v est une constante & déterminer. Alors I’équation obtenue pour W(P) est

0? (1—A),u?

{a_pg + [mwh — o J2 +(=0)}¥(p) =0 (2.35)

on a:

o¥(p) O¥Oou OV Iv
dp  Oudp + ov Op (2.36)
ou
ou

L (2.38)
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o _ 0 o0,
dp>  Op Op
on remplace les equation (2.37) et (2.38)dans l'equation (2.35)

(2.39)

ona :

(1-— UQ)% + (—uv —u(v + 1))% + (v(v—1)
1 1—M] w? (=¢)

+ U(U—l)—l—@(mwh— -~ ) =

flu) + (57 —0)f(u) =0 (2.40)

La variable est maintenant —1 < u < 41 Nous choisissons v pour éliminer le terme propor-

tionnel & Z—i en exigeant
1 1—A
U(U—l)—i-ﬁ(mwh— -

) =0 (2.41)

La fonction d’onde devrait étre non singuliére & v = 0, cela conduit & I’expression suivante

de v

Uzli\/l—i(mwh—l_)\) (2.42)

Cela simplifie 'equation (2.40)

82f_

ou?

(2v + l)u% + (

(=9

(1 - ) =

—v)f(u) =0 (2.43)

De méme, f(u) devrait étre non singulier & u = +1. Nous avons donc besoin d’une solution
polynomiale & I'equation (2.40). Cette exigence impose la condition suivante sur le coefficient
de f(u).c’ est obtenu en imposant la condition suivante

(=9

—v+ R n(n + 2v) (2.44)

ol n est un nombre entier non négatif . I'Equation (2.40) devient
0*f of

(1-— uz)w — (2v+ 1)u% +n(n+2v)f(u) =0 (2.45)
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dont la solution est donnée par le polynéme de Gegenbauer :

f(w) = RCY (w) (2.46)

ol R est une constante de normalisation. Le spectre d’énergie est extrait de I’équation(2.45).

En insérant les expressions de v et £ nous obtenons

(=9
2

on remplace les equation (2.42) et (2.44)dans l'equation (2.48)

=n(n+2v)+v (2.47)

E? = m?c! — mwhc® + Ak n(n + 2v) + v (2.48)

on remplace l'expression de v dans I’equation (2.48) on trouve le specter :

2wh 72 2,2
E = amey[[1 4 220, 4 Bloatmieias) (2.49)
mc? m2c?
n=0,1,2......

Il est remarquable que I'expression du spectre d’énergie du systéme considéré contienne
un terme de correction supplémentaire qui dépend des paramétres de déformation aqet as
, et sa déviation croit rapidement avec n. Cet effet est di a la modification de 1’algébre de
Heisenberg standard. Il est & noter que ce résultat explique le confinement dans la zone &
haute énergie. D’autre part, cette expression est connue dans la théorie non commutative,
ou la déformation de I’espace affecte les résultats de la physique [23-23]. Cependant, la forme
du spectre d’énergie peut étre testée; en utilisant la limitea; — 0, nous obtenons le méme
résultat de oscillateur de Klien-Gordon avec la présence de longueur minimale [chargui] et
lorsque nous étudions la limitea;, s — 0, nous obtenons le résultat exact de I'oscillateur de
Klien-Gordon ordinaire. A ce stade, un autre test intéressant pour I’expression (spectre ) est

que le niveau d’énergie devient constant pour de grandes valeurs de n.

lim |E,| = hicy/(m2w2ay + o) (2.50)
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Comme dans le cas non-relativiste, en mettant £ = mc? + E,, avec 'hypothése mc? > E,,,,

I’énergie de l'oscillateur de Klien-Gordon non relativiste dans 1’espace déformé avec la relation

de commutation (2.1) est obtenue par

2, 2
B — hon <1+ h(mw a2+a1)n>

2mw

dp 2
B — ] e 1
/( p2)17/\ |%/J(p) ‘

2.4 la constante de normalisation

la solution de I’équation peut étre exprimée en termes de polynomes de Gegenbauer

f(u) = RC; (u)

ol R est une constante de normalisation.

Pour déterminer la constante R en appliquant la formule :

) =1

dp .
/\/1_—72921# (p) ¥ (p

Puis en utilisant 'identité suivante [1]

w2172 (21 — n)

Ja =) e = T

on a :

VI

R = 2@;—? [n! <£ f Z>_[Pn<)v>f] _

Nous obtenons pour la fonction d’onde énergétique normalisée ’expression :

N|=

Cy (u)

o). = 210, { I (20 —n) }‘

V3r Lnl(n+v)[C(0)P

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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u = sinkp (2.58)

v =coskp (2.59)

2.5 les Proprietes thermodynamique

Afin obtenir les proprietes thermodynamiques de le oscillateur Klein Gordon dé-formées avec
des relation de commutation Snyder-de Sitter a température fnie T ,nous considérons la
fonction de partition d’un tel systeme en

fonction K du facteur de Boltzmann comme suit :

~ Bn_ me 2hwn k% (m2cas + aq) n?
Z=Y e ®T =3 exp (— BT \/1 t— —3 (2.60)

ou est la constante de Boltzmann Maintenant, pour la valuer cette fonction, nous utilisons

la formule d’EulerMacLaurin qui est donnée par :

S f) =5+ [ F@de =3 B ) (2.61)

(2p)!
ott Ba?~*(0) sont les nombres de Bernoulli, sont les nombres %~ de Bernoulli (2p — 1), et

les termes intégraux I sont

données comme suits :

(3)
I — hw

n (20— DN agm?c® \"
T 2= (1—amc)

KF((?;:; 2) (2:; 2)@(1,2n+2,5))} (2.62)

h2(m2c2as+aq)n?
: mQZQ = et

ou nous avons utilisé § = ”;CTle changement de variable y = \/ 1+ zjfc"ﬁ +

K

la serie de puissance de racine carrée de I'integral suivant :
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N

1
maca + Q2

(i) il
I = dydy | 1+

i Gmee) T e ()

a des températures élevées, nous notons que les contributions du premier et du troisiéme

e~ (2.63)

termes dans Iexpression(2.62)ecelle du second terme de l'expression(2.63)devenir négligeable
par rapport au terme 62,1% . Par conséquent, la fonction de

partition peut entre écrite comme :

(—1)"T (20 +2) 2= D (2.64)

- (“,;—f,ffmz (2n)!

Avec :

2.2 e %1
KpT mee (m +a2)
( - ) (2.65)
mc 1 —m2c2 <—m";182 + a2>

En conservant les contributions dominantes de ’ordre En retenant les contributions domi-

nantes d’ordre 0 et 1 en «; et ag, on déduit la forme simplifie :

- <KBT)2 ~ 3ay (K1) (1 1 (mc2>2> 3o (KsT)" (2.66)

mc? hwmct 6 \ hw hw3m3ct

5\ 2

me > > ~ 1 , nous obtenons finalement I’expansion a

hw

En utilisant l’approximation(l — % <

haute température de la fonction de partition :

7 ~ <@)2 _ 3T ( U aQ) (2.67)

mc? hwmet \ macy

Nous notons que le premier terme est la fonction de partition pour l'oscillateur de Klein-
Gordon unidimensionnel habituel , tandis que les deuxiéme et troisiéme termes représentent
la contribution provenant de la perturbation de ’espace par les paramétres de déformation

1 et 2 de I'algébre de Snyder-de Sitter.

a1
maca

a cette étape, en mettant 0 =~ ( + a2> dans la fonction de partition () et selon les dé-
finitions mentionnées ci-dessous ,nous pouvons déterminer les propriétés thermodynamiques

de notre systeme physique, telles que 1’énergie libre F', I’énergie
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moyenne U, la chaleur spécifique C' et ’entropie .S, comme suit :

2
F=—-KgTh <(;(BT)

wme?

(1-30 (KBT)Q)) (2.68)

1
C=4Kp|1— (130 (KpT)") - (2.70)
2 (1 - 30 (KpT)*)

S =Kz [ 2~ 126 (KT +1In ((KBT)2 (130 (KBT)2)2>] (2.71)

(1-30(KpT)?%) hwm?
ou
F=-KgThZU=KpgT?28Z =% et S=29E

Il est remarquable de noter que ces expressions prédites peuvent entre testées.Utiliser la li-
mite § — 0 (i.e.c; — Oet ay — 0), nous obtenons les résultats thermodynamiques pour
loscillateur de Klien-Gordon ordinaire .D’autre part, & haute température, ces résultats ther-

modynamiques déformés sont plus faibles que dans le cas ordinaire sans incertitude minimale.



Conclusion

Nous étudions un calcul explicite de 'oscillateur de Klein-Gordon déformé unidimensionnel
dans I’espace des moments avec des relations de commutation Snydre-de Sitter qui conduisent
a une incertitude minimale non nulle dans la mesure de la position ainsi que de I'impulsion
pour une particulr de spin 0.la solution exacte est obtenue lorsque lesfonctions d’onde sont
exprimées en termes de polynémes de Gengenbauer

Le spectre d’énergie du systeme est déduit avec une correction supplémentaire, qui dépend
des parameétres de déformation oy et ai, et sa déviation croit rapidement avec n qui peut étre
liée au confinement. Par la suite, dans le régime des températures élevées, nous montrons que
les propriétés thermodynamiques de notre systéme ont également été influencées par cette
déformation de I'espace. De plus, nos résultats pour les grandeurs thermodynamiques sont
étudiés et discutes en fonction de le paramétre de déformation . Ce fait n’est pas surprenant
puisque l'introduction de I'algebre de Snyder-de Sitter affecte les résultats physiques.

Ce travail a permis d’ouvrir quelques perspectives théoriques en particulier ’étude de 1’os-
cillateur harmonique de Klein-Gordon & D- dimension dans I’algebre de Snyder- De Sitter et

I’oscillateur harmonique de I’équation de Schrodinger dans 1’algébre de Snyder- De Sitter .
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Résumer

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de systeme
d’oscillateur de Klein —Gordon unidimensionnel relativiste avec le
modele de Snyder-de Sitter, ou la fonction propre de l'énergie est
déterminée. Les fonctions d'onde peuvent étre données en termes de
polyndmes de Gengenbauer. Nous commenterons également les
propriétés thermodynamiques du systeme.
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Abstract

The work presented in this dissertation is part of the relativistic one-
dimensional Klein -Gordon oscillator system with the Snyder-de Sitter
model, where the proper function of energy is determined. Wave
functions can be given in terms of Gegenbauer polynomials. We will

also comment on the thermodynamic properties of the system.
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