‘.

- uny,

ot ameeces Univ: Abbes Laghrour-Khenchela/Fac: ST/ Dept:SM /12 Physique

Examen Final de : Fonction de la variable complexe (MATH4)

17-5-2025 / Prof:B.Bahri

- o—y & poimts J—

e Calculer l'intégrale suivante en utilisant la formule intégrale de Cauchy :

e 4
——dz, C :lecercledéquation |z —1+ %] =1L
/0222—32'2—12 a 12 T3l=5

\ J

(i[ Exercice n=2 } 8 points H

e Soit P(z,y) = 2° — 3xy? + 22 — y* — .
1) Démontrer que cette fonction Pest harmonique.

2) Trouver la fonction @ telle que f une fonction holomorphe sur C
donnée par sa forme algébrique

f(z) = f(z,y) = P(z,y) +iQ(z,y),
ou z =z +iy, P = Re(f) et Q= Im(f)

J

\
fé( Exercice n=3 } { 8 points H

Soitz = x + iy oux ety Sont deux réels et soit les fonctions Ket T

k(z) =x%— y2— 2ixy + 2x + 2iy
T(z) = |z|*> + 322

1. Trouver les parties réelles et imaginaires des fonctions K et T.
2. Vérifier si les fonctions suivantes sont holomorphes dans C ?
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Correction de I'Examen Final

Solution de ’exercice N° 1:

Pour calculer I'intégrale il faut factoriser 222 — 3iz — 1.

3t—1 1
20 = =
222 3iz—1 =0 => A = (—3i)2+8 = —9+8 = —1 = 2 = 54 2
Z1 = = 1.
4
=222 = 3iz—1=2(2 — 2)(z — 21) = 2(z — £)(z — 0).
1 1 11
) — ) M = —1 — :—?
z,2€mt(C’),C’ |2 +2| 5
9 11
|z—1—|——|—|—1—|——| +Z \/_ = |i€ int(C) |
|§_1+§|:|_1+@|:\/?:\/_<€ i/2€ int(C)|.
Donc il faut décomposer ———————— en ¢léments simples.
z—5)(z—i
1 _a b (a+b)z—ila+3) a+b=0, a = 2i,
(z—%)(z—z)_z—% z—i (2—5)(2—@) —i(a—i—g):l. b= —2i.

c2(z—35)(z—1) c 2\z—5 z—1 cz—3 Joz—i

On sait que f(z) = €™ est holomorphe car m dans U'intérieur de C'

qui est un chemin fermé (cercle). Donc :

I = i(/cze_%.dz—/cze_idz>
= ifomi(emt — )]
— i|2mi(i - (-1))]
= [-27 — 27

page 01



I I IS b IS D S b DS b DS b DS D DS b s =
Solution de P’exercice N° 1: Soit P(z,y) = 23— 3zy? + 22—y —v.

1) Montrons que P est harmonique sur R? :

P opr
g—:3x2—3y2+2x a—:—6$y—2y—1 2P 9P
—— =6z +2. —— = 6z — 2. . y
0x? Oy?

2) Puisque f est holomorphe sur C alors le couple (P, Q) vérifie les conditions

de Cauchy-Riemann, c’est a dire :

oP  0Q
STy (1)
op 5o,
oy Oz

De l’équation (1) on tire % = 322 — 3y* + 2z, d’on
Qz.y) = /(3932 — 3y* + 2)dy

= 32y —y® + 22y + C(x).

d’une part d’autre part on a :

- % —_—— ——
(2) = —6ay—2y—1=—(6ay +2y +C'(2)) <= C'(x) =1=C(z) =x+c; ceR.

Finalement :

Qx,y)=3x*y — > +2xy +x +c|; ce R.

Solution de P’exercice N° 3:
1) f(z) =x%2— y?2— 2ixy + 2x + 2iy = (x> — y?+ 2x) +i (Qy — 2xy)

g(z) = |z|? + 32?2 = x? + y?2 +3(x? — y? + 2ixy) = (4x%? — 2 y2) + i(6xy)

Re(f(z)) =x% — y?2 + 2x et 3m(f(2)) = 2y — 2xy
Re(g(2)) = 4x% — 2 y? et 3m(g(2)) = 6xy
2) onvérifié les conditions de Cauchy — Riemann (avec P et Q sont les parties réeles et imaginaires)
( opP _0Q
%
oP  0Q
oy~ "ox

a) Pour la fonction f(2) :

fap—z +2 aQ—z 2 :ap¢aQ
%ax_ x ay X ox T oy
oP aQ oP 2Q
Loy ™7 o~ 2 7% o
=Les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas Vérifiées alors f(z) n’est pas holomorphe sur
C
b) Pour la fonction g(2) :
[ opP 0Q oP 0Q
J a—Sx 5—63(?:}5-‘#@
oP 2Q oP aQ
[ — s, 2 =
kay 8y 0x 6y=>8y¢ dx
=Les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas Vérifiées alors g(z) n’est pas holomorphe sur
C page 2
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Solution de ’exercice N° 1:
1) f(z2) =x%2— y?— 2ixy + 2x + 2iy= (x> — y?+ 2x) +i 2y — 2xy)

et Sm(f(2)) = 2y — 2xy

et 3m(g(2)) = 6xy ...

Re(f(2)) = x2— y? + 2x
Re(g(2)) = 4x% — 2 y?

P 9Q

ox  dy

P 4Q

@y~ ax

a) Pour la fonction f(2) :

(0P Q oP 0dQ
| — = <~ _2_ <
{6x 2642 =2 2x:>6x¢6y
oP 0 oP 9]
oo - T4y —Q——Zy —¢——Q
\ 9y ox oy 0x

=Les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées alors f(z) n’est pas

b) Pour la fonction g(z) :

(oP_, 9Q_ _ _ 9P _0Q
4 ax " dy = ox dy
oP 90 P aQ
=" %= %%

=les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas verifiées alors g(z) n’est pas
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g(2) = |z|*> + 3z = x2+ y?2 +3(x% — y? + 2ixy) = (4x? — 2y?) + i(6xy)

2) onvérifié les conditions de Cauchy — Riemann (avec P et Q sont les parties réeles et imaginaires)

holomorphe sur C

holomorphe sur ¢



