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Résumeé

Dans ce mémoire, aprés une étude théorique et numérique des solutions d’une
EDP parabolique, semi-linéaire avec leurs propriétés. On s’est intéressé a leurs
qualités et en particulier au phénoméne d’explosion, ou on a essayé de
déterminer le temps et le lieu de cette action.

Ainsi, nous pouvons dans les perspectives, examiner le comportement du
phénomene autour du temps d’explosion, c’est la théorie du chaos, et ensuite
voir les actions a mener pour contrdler I’explosion, c’est la théorie du controle.
Enfin, nous essayons de généraliser cette étude en abordant lI'analyse
fractionnaire !

Abstract

In this memory, after a theoretical and numerical study of the solutions of a
parabolic PDE, semi-linear with their properties. We are interested in their
qualities, and in particular in the phenomenon of explosion, where an attempt
was made to determine the time and place of this action.

So we can in the perspectives, study the behavior of the phenomenon around
the explosion time, it's chaos theory, and then see the actions to be taken to
control the explosion, it's control theory.

Finally, we try to generalize this study by bordering the fractional analysis!



Notations

Symboles Significations mathématiques
I Entier naturel strictement positif, représentant le nombre de subdivision
h Pas d' espace
u, Dérivée partielle de w par rapport a t
U, Dérivée partielle seconde de w par rapport ax
x, L'abscisse du i + 1-iéme point de la subdivision de l'intervalle
u, (t) Approximation semi-discréte de u(x;,t)
T Réel positif
" n+1-iéme mesure du temps dans l'intervalle [0,t]
ul Approximation discrete de u(x,,t,,)
S L'ordre d'approximation de la méthode
CPU Le temps d'exécution du programme par la machine pour chaque valeur
dei
= %y Laplacien du vecteur u
Au = 51':.:

La transposée du vecteur U

Espace de Hilbert

o=

k est le milieu de I’intervalle [0,1]
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Introduction

Au fil du temps, on s'est rendu compte que les EDP pouvaient modéliser la plupart des
phénomeénes en physique, mécanique, chimie, biologie, économie et sociologie . . . etc.

Un intérét particulier pour I'étude des EDP a été reconnu par de nombreux chercheurs
contemporains car a travers eux, nous pouvons comprendre, expliquer et méme predire le
comportement de certains phénomenes naturels et artificiels.

Selon le phénoméne modélise, la solution (potentielle) de I'EDP aura un profil different, par
exemple, on pourrait avoir une solution qui prend, en un temps fini, une valeur qui tend vers
I'infini. On va dire que cette solution explose en un temps fini et qu‘on a un phénomeéne
d'explosion. Aussi, I'explosion démographique d'une population est un exemple vivant et
tangible. Si la forte augmentation de la population conduit a I'apparition du phénomene
d'explosion, et que I'un des résultats de ce phénomene est I'apparition du chaos, alors des
solutions pratiques doivent étre trouvées pour contréler le phénomene d'explosion !

Le probleme avec cette pensée réside dans I'importance des caractéristiques (Qualités) des
solutions d'EDP.

Dans cette thése, apres I'étude théorique et numérique de solutions d'EDP, avec leurs
propriétés ! Nous nous intéressons a leurs qualités et en particulier au phénomeéne de
I'explosion, puisque nous essaierons de déterminer le moment et le lieu de cette action. Ainsi,
dans les perspectives, on peut d'abord s'intéresser au comportement du phénoméne au moment
de I'explosion, c'est la théorie du chaos, et ensuite voir les démarches qu'il faut faire pour
contrdler I'explosion, c'est la théorie de controle.

Enfin, nous tentons de généraliser cette étude en abordant 1’analyse fractionnaire !
Notre mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats préliminaires notamment
d'analyse fonctionnelle et numérique, qui sont nécessaires pour traiter les chapitres suivants.
Dans le deuxiéme chapitre, une étude approfondie (théorique et numérique) est effectuée
pour un probléme parabolique semi-linéaire.

Le troisieme chapitre, I’objet (centre) de notre mémoire, est consacré a exposer toutes les
qualités possibles des solutions de notre probléme étudié.

En conclusion, nous présentons quelques observations importantes et quelques
développements possibles.

Enfin, il est a noter que notre travail s'appuie principalement sur un ensemble de recettes déja
étudiées dans notre cursus.



CHAPITRE 1

Préliminaires et Notions

fondamentales
_ Y,

Ce chapitre est consacreé a un rappel des espaces fonctionnels les plus importants
et quelques concepts de base liés aux équations aux dérivées partielles que nous
utilisons dans les deux chapitres suivants.



1.1 Espace fonctionnelle

1.1.1 Espace de Hilbert

Définitions1.1.1: Soit E un espace norme pour que £ soit préhilbertien il faut et il suffit que
E vérifie I'égalité de parallogramme

I?t.').'_._"r'E E’ | 1._-1'..| 2 | 1._-1'..| 2 = 2[| 1.' 2 | -.l'..l :j

Définitions1.1.2: On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet c'est-a-dire
que toute suite de Cauchy (x, ) = H converge vers un élément x £ H donc H est un espace de

Banach

1.1.2 Espace L¥

Définitions1.1: Pour1 =p < +

On définit L7 (1) par :

LP(0) = {u: 0 — R; umesurable telle que [|ul?d0 < +x} et on note |.| Fry la
norme sur L7 (1), dénotée par : llull 7oy = (flul? a’"‘)?

Définitions1.2 : On note L= (€2) I'espace des fonctions mesurables, définie par :

L*(Q)={wQ— Rtqu € M 3c > 0 |u(x)| = cp. pdansQ }.on note |l. [l =, la norme sur
L*(Q), définie par : [lull = o, = inf{c = 0: [u(x)| = c p.p dans Q]

1.1.3 Espace de Sobolev

Définitions 1.1:  Soit € un ouvert de E™, on définit I’espace de Sobolev suivant:

HY Q) ={u/uel*(Q):Ducl*(Q)vi=1n} dans cette définition, lorsqu'on dit
D.u € L* sous entend il existe un fonction g £ L*

(D, @lpp = _J godx

l'espace H*(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

{w, vyt —flrdi—?"_if——dl etlanorme |[lull 4o, —[ | | dx + [|ul? .:1'9.).

Définitions 1.2 : Soit 2 un ouvert de R”. L'espace H; (€] est défini comme étant ’adhérence
de D(Q)dans H1(Q). H}(Q)se caractérise comme suit :



H}(Q) = {u e H'(Q)| uj3, = 0}

Hi () est un espace de Hilbert pour le produite scalaire (., L,L,_.r, [ VuVwvdxet la

.....

norme [|ull gz e (fl‘?ulzdl']'?-

Définitions 1.3 Soit m un nombre entier, on définie l'espace de Sobolev d'ordre
m, H™(Q)={u/uc L*(Q): D% € L*(Q)valal = m} avec D7 la dérivée aux sens des
distributions d'ordre m, cet espace est de Hilbert pour le produit scalaire:

(L v)gmig) = Xjg)em{D %, D502 ) et pour la norme :

llull gm ey = [.Elcrliml Dl :.'_: "-'"}

Définitions 1.4 : Soit # ef » deux nombres avec » = 1 et m £ K, on note
W) ={uw/uelP(Q): Du e P (Q)Valal =m ]}, W™P(Q) est de Banach pour
12 p= oo

o fl:EMH,,,l Dull® 5 oy };p-ﬂu:r 1<p<+x

Pour lanorme :  [lufl ez
MaX| g ¢y | D'zu:| (@) POUrp =+

1.2 Certains concepts dans Equation aux Dérivées Partielles
1.2.1 Définition d’une Equation aux Dérivées Partielles:

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation qui contient des dérivées
partielles, si dans les équations aux dérivées ordinaires (EDO), la fonction inconnue i dépend

que d’une seule variable, dans les EDP’s, la fonction inconnue dépend de plusieurs variables.

Une équation aux dérivées partielles pour la fonction w est une relation entre u, les
variablesx,x, ..., x5 €t un nombre fini de dérivées partielles ., cette équation est la forme :

F

(1.1)

Gluxy, o,

h

du ’u  d’u du )—E'
ﬂ:ri’”"51'1_3’51'1_51';“"ﬂx.i"-"” B

1.2.2 Classification des équations aux dérivées partielles :

On donne ci-dessous, une EDP linéaire du second ordre portant sur des fonctions de deux
variables réelles u(x,v).

Une telle équation s’écrit :
adju + boju+cdiu+dd u+edu+fu=g (1.2)

a, b, c, d, e, f, g sont supposés constants.



Les EDP linéaires du second ordre sont classées en trois grandes familles :

e Elliptique sib* —4ac <0
e Parabolique si b* — 4ac =0
e Hyperbolique si b* — 4ac =0
Les équations de type elliptique interviennent trés souvent dans la modélisation des

phénomenes stationnaires (c’est-a-dire n’évoluant pas au cours du temps). La plus connue de
ces équations est I’équation de poisson: — Auw=f dans €,

Les équations de type parabolique modélisent souvent 1’évolution transitoire de phénomenes
irréversibles associés a des processus de diffusion. Un exemple de ce type d’EDP. Sera étudié¢
le long de ce mémaoire.

Pour ce qui est des équations hyperbolique, elles modélisent le plus souvent des
phénomeénes dépendant du temps, de transport ou de propagation d’ondes. Les exemples
classiques sont I’équation d’advection ou de transport :

d.ulx, t) + ad,ulx, t) = fx,t), (x,t) EQAXR],
ou a £ Rest la vitesse de transport.

L’équitation des ondes :

AZulx,t) + adulx, t) = flx,t), (x,t) € [0,1] X R,

1.2.3 Discrétisation des EDP

Afin de passer d'un probléme exact continu régit par une EDP a un probléme approché
discret, il existe trois grandes familles de méthodes :

1) Différences finis,
2) Volumes finis,
3) Eléments finis.

Dans notre mémoire, nous nous concentrerons sur la méthode des différences finies, nous
rappelons le principe de la méthode avec ses avantages et inconvénients.

Probleme | \jodglisation | Modéle | piscrétisation| ~ Modeéle
) théorique ou > Numérique
Physique modélisation discret
Réel




1.2.4 Méthode de différences finies

Pour I’étude numérique, on a deux approches du probléme (). La premiere est de discrétiser

les EDP en espace et en temps, sur un maillage uniforme. La méthode transforme les EDP en
un systeme algébrique, en remplagant les dérivées partielles par les différences finies.

Une autre approche est appelée Méthode des lignes (MOL) ou méthode semi-discrete. Dans
cette approche, on discrétise les EDP par rapport a une seul variable spatiale, ou temporelle.
La discrétisation en espace amene a un systeme d’équations différentielles ordinaires avec des
conditions initiales.

La méthode des différences finies (Méthode des Nceuds), est une technique courante de
recherche des solutions approchées d’équations aux dérivées partielles, qui consiste a
résoudre un systéme de relations liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points
suffisamment proches les uns des autres.

L’aspect de cette méthode apparait comme étant la plus simple a mettre en ceuvre car elle
procede en deux étapes : d’une part la discrétisation par différences finies des opérateurs de
différenciation, d’autre part, la convergence du schéma numérique ainsi obtenu lorsque la
distance entre les point diminue.

Avantages : Grande simplicité d'écriture et faible codt de calcul.

Inconvénients : Limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte des
conditions aux limites de type Neumann.

On atrois types de schémas pour approcher les dérivées.

1. Schéma progressif : On utilise I'opérateur de différence progressif: & u, = L
2. Schéma régressif : On utilise I'opérateur de différence régressif : Gy, = 2=
3. Schéma centré : On utilise I'opérateur de différence centreé : b, = Szt

1.4 Semi-groupe

Définitions 1.4.1: Soit 5 : [0,+=[ — L£({E) un opérateur. On dit que la famille
{S(t):t = 0} est un semi-groupe, si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1) s(0)=1,
2) S(t+e) =5()S(e)vte =0



Définitions 1.4.2 (Générateur infinitésimal) : Le générateur infinitésimal de 5(t) est

’opérateur linéaire 4 de domaine: D(4) = {u EE: lim,__,:_s"':"

E'xigre}, défini par :

LRSI

Au = lim 2 u € D(A4)

t—0 £ ’

Remarque 1.4.1 : A peut étre un opérateur borné ou non borné !

Théoréme 1.4.1 (Voir:[13]) : Un opérateur(4, D(A4)), linéaire non borné dans H, est
dissipatif, si et seulement si :

vu € D(4) : {Au,u) < 0.
Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par :
Yu € D(A) Re{Au,u) < 0.

Théoreme 1.4.2 (Voir [13]) : Soit4 un opérateur dissipatif et de domaine dense dans H.
Alors A est m-dissipatif , si et seulement si, A4 est fermé et A™ est dissipatif.

Exemple 1.4.1 , X =1°(0), D(A) = H*(Q)nHI(Q) et Au = Au
(& estle Laplacien( Opérateur de la Chaleur)), pour tout u € D(4). (4,D(4))est m-
dissipatif dans L= ().

Théoreme 1.4.3 : SiA est m-dissipatif , alors D (4) est dense dans H.

Proposition 1.4.1 : Soit A un opérateur non borné dans H de domaine D(A4) dense dans
I'espace H. On suppose en de plus :

i. A est fermé et dissipatif,
ii. A" est dissipatif.

Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction.

1.5 Solution classique et intégrale d’équation d’évolution non-lineaire
Définitions 1.5.1 : Soit D = {(x,v) e Rt el C R —oo < y = +0) 1’épigraphe de F .
On dite que F est lipchitzien, si seulement si :

it vy ). (tv,) € DIF(t,vy) — Flt,v,)| = K|y, —v,|,0u K € B™", appelé constante de
Lipchitz.

Soit {:_4, D (_4)} un opérateur linéaire dans H et F une application continue de H dans H qui

sert & introduire la non-linéarité dans le probleme.

On consideére I’équation d’évolution non linéaire suivante :

9



U(t)=AU(t) +F(U(1)), te[0,T] (1.3)
Considérons les hypothéses suivantes, avec H est un espace L*(11).

. (H1) : A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe [5 [r)}__} E_dans H

. (H2) : F est lipchitzien sur les bornés de H.

Définitions 1.5.2 (Voir [14] ): Soient T = 0 et U € €°([0,T]; H). On dit que :

. U est une solution classique de (1.3),si U € ¢*([0,T]; H) n €°([0,T]; D(4)) et
vérifier (1.3).
. U est une solution intégrale de (1.3) avec donné initiale U, € D(A4), si

vt [0,T], U() =5(0U, + [, 5(t—5) F(U(s))ds.

10



CHAPITRE 2

Etude d'une EDP Parabolique
Semi-Linéaire
\\§ J

Ce chapitre est consacré a I'étude de I'existence et I'explosion en temps fini de la

solution du probleme parabolique semi-linéaire.

11



Le phénomene d'explosion se produit dans divers type d'équations d'évolutions non-linéaires,
ou on le rencontre dans I'étude de plusieurs classes d'équations aux dérivées partielles, telles
que les équations de Schrodinger, les équations hyperboliques, ainsi que les équations
paraboliques, il y a une bibliographie assez importante consacrée au sujet de I'explosion, nous
mentionnons  [4,6et 12] qui comprennent la plupart des principales références liées a la
théorie de I'explosion de solutions des équations paraboliques.

2.1 Modélisation
Le modéle mathématique de la diffusion de la chaleur repose sur trois étapes de base:

Premiere étape: Afin de definir I'équation différentielle partielle qui d'écrit le phénomene de
propagation de la chaleur, considérons un domaine Q de l'espace E" N = 1 que l'on suppose
occupé par un matériau homogene isotrope et un conducteur de la chaleur. On note x la
variable d'espace et t la variable de temps dans €2, les sources de chaleur (éventuellement

non uniformes ou locales en espace et variables dans le temps), qui pourraient s'agir d'un fil
électrique, représenté par une fonction donnée f (), tandis que la température est une

fonction inconnue u(x,t), exprimant la température a tout point x € Q et a l'instant = 0.

La quantité de chaleur est proportionnelle a la température u et vaut cu ou c est la chaleur

specifique ou la capacité thermique d'une substance mesurant la quantité d'énergie qui peut
étre stockée par I'EDP parabolique suivante :

du
¢ kAu= f(uw)(2.1)

Cette équation représente la distribution de la température dans Q, ou:

e Aureprésente la convexité ou la concavité de la courbe de température, c'est la base de
la mesure de la température entre un point et son voisin,
o Z—“ est le taux de changement de température par rapport au temps,

e kest le coefficient de conductivité thermique.

Deuxieme étape: Décrire les conditions aux limites qui indiquent ce qui se passe a la
frontiere au bord 2£2, ou nous choisissons comme conditions aux limites :

ulx,t) =0 ; x€dQ et t=0, (2.2)

appelée conditions de Dirichlet homogeéne, ce qui signifié que la température est nulle en tous
points de la frontieres 9%t = 0.

Troisieme étape: Justifie les conditions initiales décrivant le phénoméne de propagation de
la chaleur au début de I'expérience, par convention on choisit le temps initial, I'instant t = 0

et comme condition de Cauchy, la donnée initiale représentant la répartition de la chaleur au

12



moment initial : ulx, 0) = ug(x), x €N (2.3)

Remarque 2.1 La modélisation mathématique utilisée n'est pas unique, elle est
proportionnelle aux changements des conditions et des matériaux utiliseés dans I'expérience.

Dans le probleme (2.1)- (2.3), on normalise les coefficient k, ¢ et nous nous intéresserons
au cas particulier, ou le terme source de chaleur f est localisé (Sources de chaleur).

2.2 Position de Probléme: ""Cas d'une Equation Parabolique Semi - Linéaire Localisée "

Soit le probléme de Cauchy suivant:

uAx,t) = u,x,t) + f[u (x,, r}] : (x,ppeax]oT[  (2.4)
(P) : lu:jj-::l, t=ull,t)=0 ; t£10,T[ (2.5)
ulx, 0) = uglx) ; xen (2.6)

Q désigne un ouvert borné, régulier de E",u: Q x [0,T] = K (Rv C) est l'inconnue, u, la
donnée initiale du probléme, x,un point fixe de €2, f un terme source donné et T = 0.

On commence par établir I'existence et I'unicité de la solution du probleme( ), sous certaines
conditions suffisantes.

2.3 Existence et unicité

Il 'y a plusieurs maniéres d'étudier I'existence et l'unicité de la solution d’un tel probleme
différentiel, dans notre travail, on a choisit la théorie du Semi-groupe.

Dans cette partie, H définit un espace de Hilbert, [:_4, D (.4]} un opérateur non borng,
m-dissipatif de domaine dense dans H et [S[rj}_} . désigne le Semi-groupe sur H engendré

par A.

On cherche u: Q x [0,T] — K satisfaisant (P} en un sens a préciser ? On veut transformer
(P} comme un probléme d'évolution dans un espace # = L*(©) avec f € L*(Q x [0,T],K) et

u, € L7(Q).
On pose, pour t € [0,T] : U(t) = u(t,. Jet F{U(T)) = f(u(z,.)) ou F est lipchitzien
On définit A : D(4) © H — H par :

D(A) =H*(Q)n H}(Q)

Yu € D(A): Au= E“

e

B

Alors (P) se traduit par le probleme d'évolution suivant :
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u=av+Fu@), telor]
(P ){ Uu(o) =u,

Ce probléme il admet une unique solution maximale U € c®([0,T[; H).

A partir de 13, nous concluons que le probléme (P} admet une unique solution maximale
u e C¥[0,T[; H)

Remarque 2.2 :
2. La condition U(0) = u, donne u(x,0) = u,(x), x € Q

3. La condition u(0,t) = u(1,t) =0, t& [0,T] est dissimulée dans D (4}, car une solution
U de (P ) vérifie U(t) € D(A4) pour t € [0,T],

Remarque 2.3 :

1- Si T = +z=:ondit que la solution est globale,
2- SiT < 4= :dansce cas, lim. _+[lu(., ). = 4+ ondit que la solution explose en
temps fini.

2.4 Point et ensemble d’explosion

Définition 01 : On dit que la solution u de (2.4)-(2.6) explose en temps fini T, s'il existe un
temps finie T, tel que : lul.,t)ll, = += , pourt £ [0, T[, ou lim, . llu(., )l = +=.

Définition 02 : Un point a € € et dit point d’explosion de 1, Si i n’est pas bornée au

voisinage de ]a, T[.

Définition 03 : On appelle ensemble d’explosion S= d€2, I’ensemble de tous les points

d’explosion :

S={xeQ:3(x,,t,) cQx]0,T[t, =T ,x, = x,ulx,.t,) = +xlorsque n = +x}
Exemple 1:

Considérons un exemple classique dans les équations différentielles ordinaires (EDO), qui
illustre un phénomene d’explosion.

dt

(E1) {d—“ = u? pourt = 0
u(0)=a=0

Ici, on se demande si la solution explose en temps, peut-on déterminer le temps de
I'explosion T ?

Preuve :

14



Nous recherchons une solution a I'équation différentielle :

Ona: =y = =dr
(kg e
lu -1
=[S =[dies—+c=t
-1

ﬁ'T:f—C

-1
Su=—

t—c

1
=u=

-

On constate que la solution de (E1), existe et est positif pour ¢ & [0,¢[

Ona:

1
c—0

u(0) = —a=c==
@

Donc la solution unique de probléme est u(t) = ﬁ/ T= % ou T est le temps de I'explosion,

déterminé par I'expression suivante :

ol flu) =u”.
Remarque 2.2 :

Par le biais de cet exemple, on peut d’écrie 1’explosion comme étant le phénomene pour
lequel la solution est non globale.

Le théoreme suivant donne une condition du non explosion.

LT

Théoreme 2.2.1 (Voir [12]) : Si [~

- = +z0, alors u est bornée pour tout £ <+

Preuve : [12]

Le deuxieéme chapitre du mémorandum était consacré a I'étude de I'existence et de I'unicité de
résolution du probleme de la propagation de la chaleur, et le but de notre étude est d'étudier
toutes les propriétés de la solution y compris l'unicité et régularité qui ont été déduits du
deuxiéme chapitre.

Aprés avoir défini I'aire de la solution nous avons une nouvelle propriété qui est I'explosion de
la solution au temps fini. L'exemple nous a donné plus d'explications sur ce phénomene.
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Cependant, la question demeure, la solution au probléme de la propagation de la chaleur n'a-t-
elle que ces qualités, ou y a-t-il d'autres qualités ? Si I'explosion d'une solution a un temps fini
est I'une de ses caracteéristiques les plus marquantes, pouvons-nous donner une estimation
numérique du temps de I'explosion ?

Par conséquent, nous consacrons le troisieme chapitre a répondre a ces questions en prenant
deux sources de chaleur différentes

16



CHAPITRE 3

Etude Qualitative des solutions

. J

Dans ce chapitre, on étudie I’approximation d'un systéme différentiel par la méthode
numérique des différences finies.

On introduit un schéma semi-discret associé a (P)et aprés on donne certaines propriétés pour
étudier toutes les qualités possibles des solutions de notre probleme étudié.

Quelques résultats numériques sous Matlab, ajustant la clarté, I’illustration et la
compréhension de ce chapitre.
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3.1 Position de Probléme

Soit le probléme différentaille suivent :

u (x,t) =u,, (xt) +uP(0,t)(x,t) e ]-LI[x]0,T[ (3.1)

2,) u(=Lt) =u(lt) =0 te]0,T[ (3.2)

Y u(x,0) =uy(x)= 0 xe]-L1[ (3.3)

AY - 1 - 7 7 - 7 -
olp=1,1== et u,(x)estune fonction bornée symétrique, non décroissante sur ]—1, 0[,

vérifiant :

u o (x) + uP(0,t) = 0 et ]0,T[ l'intervalle d'existence maximale de la solution .
L'existence et I'unicité de ce genre de problémes est déja étudié dans le chapitre précédent,
qui représente un modele mathématique de la propagation de la chaleur en un seul endroit,

pour un certain phénomene physique (Processus de propagation de réactions chimiques,
systeme biologiques, ...etc).

3.2 Probléme semi-discrétisé

Soit [ = 0, un entier naturel et soit un réel positif h = > le pas de discrétisation de I'espace.

r!

Ici, @

-1 1 . Lo . . N 1, .,
]T, ;[, soit la subdivision (x;),-, ; sur un maillage uniforme ot x; = — =+ ih,

-1
i=0,1,avec xy = — et x; =

Ea |

Premiérement on remplace (3.1)-(3.3) par :

ux,t) =u, (x,t) +uf (x,t)V1<i<]—1 (3.4)
(7,) u(xg,t) =ulx,t) =0 te]o.T[ (3.5)
T u(x,0) = ugx,) = 0 YO<i<] (3.6)

Supposons que la dérivée d’ordre quatre (4) de la fonction u est continue sur [0,1] suivant la
premiere composante.

Le développement de Taylor de la fonction u(x,t) suivant la composante x permet d'obtenir
la discrétisation suivante :

Pouri=12,....I —1,0ona:

wlx,.q,t) = ulx, + h,t)

h? R a%u R a*u
=ulx,t) +hu, (x. )+ —u, (x,t) + ———(x..t) +——— (8., )(3.7
e, 8) + e (2, 8) + it (1, 8) + =52 () + =52 (6,0(37)
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avec 8. € lx. x..4[

et ulx._y, t) =ulx, — ht)
ET";'J t)(3.8)

; n® Rl R 8*u
= 'li,(fl.':-J fj - nu‘_r(g'.:'i I'j L Tu’.r.r(x:'i fj - E_E.J._: (x:'i fj L =_ P

avec ¥: € Jx._q. x|

En additionnant (3.7) et (3.8), on exprime .., (x;,t) comme suit :

wlx,oq, t) = 2ulx,t) +ulx_y,t) hT{*u % u
u,, (x,t) = ! PE s mErs (6,.t) + Fyr (7. £)

On remplace ce dernier dans I'équation(3.4) on trouve :

(gt .t) _E KE."*:.: _ﬁ » .
4! ( Bx* (6:.1) ga* MY fj) o)

wlaxp, 0 —2ulx;

u(x, 1) =

) buleof) 4 o2 (xy.t) + O(h?) (3.9)

wlx i aotd—2u (g

h2

Pour h suffisamment petit, ©(h*) tend ver 0. Donc 1’approximation de (P, ) est donnée

par:
TL:.(?.':-J I') _\.\: :-"~-1'i+'—':'.'.—:1~":zi":'.'.—ln"h’-'i—'—':':. P [1.:{1 I'j
(Pr) Yu(xy, ) = u(x,t) =0 te (0,T)
ul(x,0) =uy(x,) =0

Soit U.(t) la composante du vecteur U, = (U,, Uy, ..., U,)* € R'™* tel que pour chaque
U.(t) de U,approche wu(x.t)pouri=20,..,1.

Donc le probléme semi- discrétise obtenu est le suivant:

N R AOR i=1..1—-1t€]0T] (3.10)
(P1 ) Uy(e) = 0,u,(8) =0 te]o,T (3.11)
(3.12)

U(0)=¢, =20i=0,..1
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Nous allons maintenant étudier I'existence et l'unicité de la solution de probléeme semi-
discrétisé a partir d'un systeme différentiel non linéaire autonome qui converge vers la
solution de probléeme (F).

3.3 Existence et I'unicité de la solution du probléme semi-discrétise

Définition 3.3.1:( Voir [10] )  On appelle systéme différentiel non linéaire autonome du
premier degré, tout systéme de la forme:

ibtf[r) = F(w (1)) (3.13)
ou t est une variable réelle,

WD) = (W (), Wy (9, .. Wi (®)) , FOW) = ({(W), W), ., f(W))T

Les f;.i € {0, ... I} sont des fonctions de la variable X défini est continu sur un ouvert E de
R dans .

Définition 3.3.2: Une solution de (3.13) sur/ S R est une fonction dérivable
W:J S R— R tel que:

1) Pourtoutt ], W(t) € E
2) Pourtoutt € J, =w(t) = F(w (1)

T

Théoréme 3.3.1(Voir [10]) : (Théoréme de Cauchy Lipchitz) SoitF: E= R
une fonction. On considére le probléme de Cauchy (PC) suivant :

1 — R!—‘l

(ch:{c% w(t) = F(W(t)

W(t,) = W,
Si F est de classe C* sur E, alors :
Le probléme (PC)admet une unique solution maximale ( [,z Wigse ).

Théoréme 3.3.2: Le probleme semi-discret (3.9) — (3.11) admet une unique solution
maximale [0,T,%__[,ou T}

max [ max

= (0, désignant le temps d'existence maximale de la solution U,,.

3.4. Propriéteés du schéma semi-discret
Dans cette section, nous donnons des lemmes qui seront utilisés.

Le lemme suivant est une version semi-discret du principe maximum.
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Lemme 3.4.1 (Voir [5] ) : Soient a; (t) € C*{[0,T],R"" ) et V, () € c*([0,T], B' 1) tels
que :

d 5
Ela’:.(rj -5V (t)+a, (v () =0 1=i=1-1, 1<k=<I-—-1,te€]0,T[ (3.14)

V,(t) =20, h(t) =0, t €]0,T[ (3.15)
V(0)=0 0=i=] (3.16)
Alorsona:V.(t) =0 0=i=1] t£]0,T[

Preuve : [5]

Lemme 3.4.2 : [5] Soit V;, (), U, (t) € c*([0,T], R ) et f € C}(R x R, R) tels que pour
te]0,7T],

dd =&V (B + fV.(8).8) = 'id —SW () + FU(D),8), 1=izI—1 (317)
V,(2) = Uy(t), V() = U,(2) (3.18)
V() =U(t), 0=i=I (3.19)

AlorsonaV,(t) = U.(t), 0=i=I, t£]0,T[
Preuve :

Introduisons le vecteur Z, (t) =V, (t) — U, (t). Un calcul direct de (3.17) —(3.19) donne

dZ; ()
dt

= 82Z,(8) + £,V (0,8 — f(U,(5.6) = 0
Z,(t) =0, Z(t)=0
Z(0)=0

Comme f £ CY(R x R, R), alors d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe 8,
valeur intermédiaire entre U, etV tell que f(V, (t),t) — F(U.(t).t) = £,.(8,(t). t)Z,(2)
ol f, est la dérivée partielle de f par rapport a la deuxieme variable. Nous obtenons alors :

dZ; ()
dt

- 522:‘ (r) s JF[.S'{{ ':r:': f:'z:c ':f:' =0
Zy(t) =0, Z(t)=0
z(0)=0

Comme f € C*, alors f,. € C°. D’aprés le Lemme 3.4.1, ona:
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I, te]0,T|

I/
I

Z(t) =0, 0=
Donc :

V() =U(t), 0=i=I, t£]0,T[

Lemme 3.4.3 [5] Soit U, la solution de probléme (3.10) — (3.12). Alors, on a
U. =0, 1=i=<i—1

Preuve :

Soit £ = min, _,.;_, @; et prenons le vecteur ;, défini par

2-2coslhm)

V.= fe " sin(irh), 0 =i =I,004, =——— Ainsi,
dV; () nTre R sinl(i—1ymwh ) +=in( (i+1)xh ) -2 sin(inh) —td,
~— — 07V, = —BA,e” " sin(inh) - = Be™

=Re "t [—zlh sin(imh) — hi (sin(imh) cos(mh) — sin(inh])]

I—Zcoslhm

En remplacant 4, par sa valeur -, on obtient :

o &
-4, sin(imh) — hi (sin{imh) cos(mh) — sin(izh)) =0

D’ou:

U, étant solution de (3.10) — (3.12), nous avons :

E"\r-Fr:' o3 '-l'-rl":' ey .
- —oU=z——-0,=01=i=/-1

Up(t) =V,(t); Ut) =1;(2)
U0)=1(0),1=i=1-1
On déduit du lemme 3.4.2 que U.(t) = fe~** sin(imh),0 = i = I. Cela implique que :

U.(t) =0, 1=<i=1I-—1,

Lemme 3.4.4. (Voir [5]) : Soit U, la solution de probléme (3.10) — (3.12). Alors pour tout
telorf[ona: U_()=U ), 0<i<l §7U() =0 0<i=Kk—1 (3.20)

Preuve : (Voir [5])
Lemme 3.4.5. (Voir [5]) : Soit U, (t) € c°([0,T],R""?) telle que U, = 0. Alorson a
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§2UF = pU? U, 1=i=l-1 (3.21)

Preuve : (Voir [5])
Lemme 3.4.6. (Voir [5]): Soient U, (t] et I, (t) deux vecteurs U,(t) = 0,U,(t) = 0 et
V,(t) =0,V;(t) = 0. Alors,ona:

YI2thU 6tV =22 v R, (3.22)
Preuve : (Voir [5])

3.5 Explosion de solution

Dans cette section, nous expliquons gque sous certaines conditions, la solution du probleme
semi-discret explose en temps fini et estimons son temps d’explosion.

Définition 3.5.1 : On dit que la solution ¥, du probléme semi-
discret (3.10) — (3.12) explose en temps fini, s’il existe un temps fini T, tel que
U, ()l s < +00 pourt € ['DJ T [, mais

Lirt;l U, (t)ll = +co
e T

ou
U, ()l = E“?-’{,W:(r:'l
Le temps T est appelé temps d’explosion de la solution U, .

Théoreme 3.5.1 (Voir[12]): Supposons qu’il existe une constante positive A telle que la
condition initiale (3.12) vérifie :

8@, +@. = Ap®, 0=i=I. (3.23)
Alors la solution U, explose en un temps fini T,” avec 1’estimation suivante :

R L (3.24)

(p—1)

Is

Tu“

=
o=

1
A

Preuve :

Comme ]0, T#[, est I'intervalle de temps maximal sur lequel || U, (£}l est fini, notre but est

de montrer que T, est fini et satisfait I’inégalité (3.24) ci-dessus.

Introduisons le vecteur [, () défini comme suit :

23



() =2u - AUF;, o0=izl 3.25
: — U, :
Alors :
h_g =Ly — aur) —L5%U. + A8%UF
o — 07 = (U - AUF) — 87U, + ASTU,
=Ly —6%,)— a2 4 4577
dt dt - dt -
=LEy —6%,)— Aputt iy, + a5tUf.
(U, —6%,) — ApUP T S U, + 46U

D’aprés le lemme (3.4.5), §2UF = pUP *§%U,, alors:

& 2

Ji 2 SU,—6%0,) - ApUP (U, —6%Y,) ; 1=i=i-1,

En utilisant la relation (3.10), on obtient :

'-t._lr:' 2 n—1 d
L EN - F il
o =plUy

U, — ApU? U
= pUP Y], + AUD) — ApUP T U?
=pUP Y, + Apul (Pt — U™,
Du lemme 3.4.4, nous avons U, = U,. il s’en suit que :

T.

L _ 52, = pUPY,

dr o

1=i=1—-1

I

Puisque U,(t) = U,(t) =0, J,(t) = 0et/;(t) = 0. En utilisant la relation (3.23), on
prouve que J,(0) = 0. De ce qui précéde, on a:

Joz0, 1<i<I—1

Jo(t) =0,
Lt =0,
J.(0) =0, 0<i<I
Et d’apres le lemme 3.4.1, nous avons :
J(t) =0

Ce qui implique que :
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= AUf 0=i]
dt
d’ou:
all;
L= Adt, 0<i<]

En intégrant cette derniére inégalité sur |¢, T,*[, ona:

Tret

tav(e ) Trk :
| ey z )t Ade

1 (e
—t =
A v—1

I

Tl“

2]

(3.26)

Puisque [lU, (t)ll.. = U, (t), si nous remplacons dans la relation (3.27) i par k et ¢ par 0,
nous obtenons 1’estimation suivante :

e 1-7
R Uplbill™

T

=1
7 T4

v—1

ce qui implique que T" est fini et vérifie la relation (3.24) du théoréme. Remarquons que
I’inégalité (3.26) implique :

1 ([ (ed)”

= pour 0< ¢, < T/ (3.27)

]

I

TR

2

—ty = —
¢ =2

Cette remarque est concluante quant-a la preuve de la convergence du temps semi-discret.
Bien que le théoreme précédant nous ait permis d’avoir une estimation du temps d’explosion

semi-discret, celui qui suit nous donne beaucoup plus de précision.

Théoréme 3.5.2(Voir [12]) : Supposons que la donnée initiale du schéma semi-discret
vérifie :

v(0) = 227" o0 v(0)=EiIitan [ 2-2c0s(rmh)

ta | H

h] sin(ith)e; et 4, =

R®

alors la solution U, (t) de (3.10) —(3.12) explose en temps fini avec I'estimation
suivante :

[ 1
TEF' -

m=1)((w ()= 4 )
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Preuve :
Comme |0, T#[ est I'intervalle maximal sur lequel ||U,, (t) .. est fini, notre objectif est de

montrer que T3 est fini et satisfait 1’inégalité ci-dessus

Soit la fonction v (t) définie par :
v(t) = Z12 tan (Zh) sin(inh) U, (£).

En dérivant v par rapport a t, et en utilisant le relation {3.107, nous obtenons

1
]
11
[y
[
]
=]
'l
|.'||1

Ce qui nous donne :
V=X 1tan (;}1] sin(imh)§*U.(t) + U P(t) Xzl tan (; ]S'R( iTh).

En utilisant le lemme 3.4.6, 0n a :

() = Xizltan (: ] U, (t)8sin(inh) + UL (t) ZiZi tan E ]S'ﬂ( ih).

a4
[

ginl|lli+limh | —2zin linh)+sinl Li—-1)mk |

I
it

§sin(imh) =

P R ) " ) - o = '
2ginlimh) coslnht—2 sin (inh)
1. T
h

= —A,sin (imh)

Donc,
v'(8) = =4y v(t) + UF (&) izt tan (S 1) sin(ixh)

Zh) sin(izh) soit

En raison du fait que U7 soit plus grand que v7(£) et que /=t tan (
4 ] Nous pouvons voir par la que la

égale a 1, nous obtenons ' (t) = v¥(t) ( =)
fonction v est croissante. En effet, supposons que t; le premier temps ¢ = 0 tel que

v'(t) =0

26



Pour t € [0,t,[ mais v'(t;) = 0. Celaimplique 0 = v¥(z,) [:L - ks ] = 0, ce qui est

impossible. On conclut que (£} = 0 pour tout ¢ € [0, T*[. Ainsi, ona v(t) = (0] et

vtz v (D) (1- =2

h
X wF =300

]. Cette derniére inégalité peut étre réécrite sous la forme

Fy

A

) dt. En intégrant cette inégalité sur]o, ;2 [, nous avons :

i
rP-1iq)

b 1

I

— , d’ou T, "est fini. C.g.f.d

N (e

3.6 Convergence :

Dans cette section, nous expliquons que sous certaines hypotheses, la solution semi-discrete
converge vers celle du probleme continu.

Théoréme 3.6.1 : Soit u solution du probleme continu (3.1) — (3.3) telle que :

u e C*l [[11] % [0,T]) et @, la donnée initiale en (3.12) du schéma semi-discret

= &

vérifiant :
Il ¢, —u, (0)ll..=0(1) quand h — O, (3.28)

ol u, (t) :[:11,(1',:4 ), e ulxy, rj}r. Alors, pour k suffisamment petit, (3.10) — (3.12) admet

une unique solution U, € c*([0,T] x B'™1) telle que :

max|| U, (0 — uz (Dl =0(Il @ — u, (Ol + h*) (3.29)

o=t
Preuve :

Comme u € C**sur le compact [i 1] % [0,T], alors il existe deux constant X et M telles

que :

Ik .x'.x'.x.xl o

5 < Kull, < Kp(K+1)P =z M (3.30)
Pour chaque pas d’espace h, le probléme (3.10) — (3.12) admet une unique solution

U, € c([o, T x B'*1). Soit t(h) le plus grand des t > 0 tel que :

| U, (t) —u, (t)ll.. = 1,Pourt € ]0,t(h)[ (3.31)

La relation (3.28) implique que t (%) = 0 pour h suffisamment petit.

Soit t*(h) = min{t(h), T}. En utilisant I’inégalité triangulaire, on obtient :
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U, (). = llulx, )l + 1 U () — u, (Bt € 10,87 (R)[
D’aprés cette derniére inégalité et la relation (3.30) et (3.31), on obtient :
N, (e = K+ 1.

Notons e, (t) =u,(t) — U,(t), e, estappelée’erreur de discrétisation ou de
convergence.

Des relations (3.9) et (3.10), on obtient :

,_-.lb.-:-l"*- all (£
T u, x,t) — —
=§%ulx,t) — 62U (t) +u? (x,,t) — UL (£) + = ( Z_( ) x ( ‘Jrj)
- n— 1 nt KE.""L: #tu ,
—U _IGJH Er:] _;(.5_1-4 EE:JI':]—E 'J‘.-:-ij ; llllf_l
D’ou
deile) _ o2 e.= pu, ()P e _"_[f-"'_u(g r)_ﬁ"’u (v., £) 1=i=l—1,te]0,t" (h)]
dr 24 | 3x% V¥ R

avec i, (tJune valeur intermédiaire entre U, (t)et u(x,,t],
&, une valeur intermédiaire entre x; et ¥, une valeur intermédiaire entre x,_ et x,,

(On obtient la derniére égalité ci-dessus en appliquant le théoreme des accroissements finis a

ool flu) =u¥).
En tenant compte de(3.30]), on obtient :

d g '::'_.'
dt

— 8%, = pu, (t)" e, (t) + kh?, 1=i<l—1te]0,t"(h)] (3.32)

Construisons un vecteur Z, telle que :

= [:Z,:_(rj,zi(rj, ,,.JZ!(rj}J et Z,(t) = (Il @ (t) —u, (0]l + k;"-::"?l:”_i']r-
Aprés dérivation et développement des Z.(t), on obtient les inégalités suivantes :

gz (t)
dt

- — 322, (t) = pu, ()P 1Z () + kh*, 1<i<I—1,te]ot(h)].
Ity =e,, Z,t) = e
Z.(0) = e, (0) 0=si <1
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En utilisant le lemme(3.4.2), il vient que Z, (t) = e, (t) ¥t £]0,t" (h)[.
De méme, on montre que : Z,(t) = —e, (t):¥ t £]0,t7(h}[, en remplagant e;(t) par
(—e,(t)) dans la démarche précédente. Finalement, nous avons :
Z,(t) = ley (1) ;¥ t € ]0,t7 (R,
Ce qui implique que :
1U,(8) = up (Dl < (g, —u, (0., + kh?)e ML,
A présent, montrons que t*(h) =T.

Supposons que T = t( ). Alors on obtient de la relation (3.31)

a khf}le':-'r.r—i..']r [3.33]

1 =1U,(8) —u, (Dl = (ll@, — u,(0)

oa

Sachant que le terme de droite de (3.33) tend vers 0 quand 4 tend vers 0, on en déduit que :
1 = 0, ce qui est impossible. Par conséquent, t* (1) = T et le théoréme est prouvé.

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver le théoréme principal de cette section qui
donne les conditions de convergence du temps d’explosion semi-discret vers le temps
d’explosion continu.

Théoréme 3.6.2 : Supposons que le probleme continu (3.1) — (3.3) admet une unique

solution u qui explose en un temps fini T,, telle que u € C** ([il] x[0,7,]) et o, la

donnée initiale en (3.12) vérifiant :
Il @, — u,, (0)ll .= o(1) quand h — 0,

sous les mémes conditions que le théoréme 3.6.2, le probléme (3.10) — (3.12) admet une
unique solution U, (tJqui explose en un temps fini Tyet lim,_,, T,) =T,.

Preuve :
Soit = = 0, alors il existe une constante positive N telle que :

1 x*"F

=, pour x € [N ,+o] (3.34)

=
=
4 (p-1)

Puisque u explose au temps Ty, alors il existe un temps T; tel que |T, — T, | = = et

(>, ). = 2N pourt € [T, T,[.
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LT,
<)

Posons T, = 2775 ) est clair que u est bornée sur [0,T,]. En utilisant le théoreme (3.6.1]},

-

on trouve que Uy Veérifie :sup..ro 7 111U, (2) —u, (£)]l.. £ N et en appliquant I’inégalité
triangulaire, on obtient :

| U.".‘Erjl = = | 1i’.’:|:rj| e | U.’:Erj _’“:'.’:Er:]l oot
On en déduit que :|| U, ()|l . = N, ¥ t £ [0, T,]. Alors, d’apreés le théoréme (3.5.1),

U, (t) explose en un temps fini T . De la relation(3.27}, nous avons ;

|1, — T/ = & D’ou le résultat souhaité.

=T, — TLIH[T) = T,

3.7 Discrétisation totale

La discrétisation totale comprend non seulement la discrétisation par rapport a I’espace (la
semi-discreétisation), mais aussi par rapport au temps.

Soit n = 0, un entier naturel et soit At,, un réel positif. Dans notre étude, nous subdivisions
lintervalle [0, T] avec un pas de subdivision At,, tel que At,, = t,.4 —t,,, on obtient un

™, u™) | Cette solution est une

&

schéma dont la solution est U.* = (U

approximation de la solution u du probléme continu (3.1) —(3.3).

Le schéma suivant est appelé schéma explicite :

i b gt i PR

% Tt T :-f_[u:‘;--.] J 1<i<I—-1, n=0 (3.35)
U™ =0, U™ =0 nxo0 (3.36)
v = 0, o0=i<l (3.37)

3.7.1 Consistance et Stabilité du schéma

La consistance caractérise la facon dont I'équation aux différences finies (EDF) approche
I'équation aux dérivées partielles (EDP)

Un schéma aux différences finies est consistant a I'équation exacte, siI' EDF tends vers
I' EDP lorsque les pas de discrétisations en temps et en espace tendent vers zéro
indépendamment.
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Soit u la solution du probleme (3.1} —(3.3). On sait que u(x,0) = 0, entraine, d’aprés le
1

. . . -1 : ..
principe du maximum que u(x,t) =0, pour — < x =< =, ¥t = 0. Ainsi, dans cette sous-

section, nous donnons des conditions sur le pas de discrétisation du temps 4At,, pour que le

schéma discret soit stable et que sa solution soit positive lorsque la donnée initiale est
positive.

Théoréme 3.7.1 (Voir [1]): Soit U = (uf™, uf™,..,u™) lasolution du
probléme(3.1) — (3.3).
Si at,, =mﬂ[——_l vn=0et UY = 0 alors U™ = 0nzo0.
= oI,
Preuve :
En réécrivant le schéma explicite, on obtient :
n+1 Aty (n Aty - (n) Aty - (n) m)\P - .
U = 2V T 2 U—i_(l_z PE )Uf _M-‘"-[Uk ] , 1sigl-tnz0 ()
Ur=0,U"=0, n=0 (if)
U = o 0<i<I. (iit)

D’apres I’hypothése du théoréeme 3.7.1 sur At,,ona: At, = hT, donc : fl — 2 ‘%] =0 (*)

Montrons par récurrence sur n que U™ = 0,

* Pour n = 0, on a d’apres (iii), U~ = 0

* Supposons U" = Opourunentiern =1let0 =i =]/,

D’apres (i) et (ii), et le fait que [l - 2‘—] =0,0ona:

Aty oo0n) Aty oo (n) Aty (n) (n) # b
L;:..V!—‘l — -;::.. Ul o+ .’:; Ul + [1 -2 h] U. —f_‘u‘_,![ u, ] =0 1=i=[-1,
Ur=0,U"=0,
Ainsi, U = 0, 0<i<I

On conclut: ¥ n = 0, Lf:.':'""" = 00=<i=<l

Définition 3.7.1 : un schéma aux différance finies est stable pour la norme L%,
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1 = p = +w, il existe une constante C = 0, indépendante des pas de discrétisation

(lorsque ces pas tendent vers zéro) telle que || Ul < C || Uf| , ;¥ n = 0.

Théoreme 3.7.2 : Soit U = (U™, U™, .., u™ ) solution du probleme (3.35) — (3.37).

Mo M
Si At, = min {—|—_I v n = 0, alors le schéma (3.35) — (3.37) est stable pour la
U"’:-I._ 50
norme L.
Preuve :

D’aprés ’hypothése du théoréme sur At,, ona At, < |—:__J donc :

rp 7L
[

n 0

0 < At |l UNlLFH < h? (+=)
Posons i, & {0, ... 1], telque: U = maxy.,,( U").

Considérons (i) — (iii) et (==}, ona: pouri €{0,.., I},

vy B

ymty = — U: + o8 U: +(1-273) U: +at,( U:] < (1+hY) Ue

- (n+1) _ . " )
On en déduit que : maxg.;.; U. < (1+ h") max,.., U" etparrécurrence, on

obtient : max,_..; U® < (1 + k)" max,., ., UL, c’est -a-direll UZll;= = (1 +R3)"| U2

00
L

Ia)

Enposant € = (2+h*),ona: || UF|= = ¢| U?| . :¥=n = 0.0nconclutque le

schéma numérigue est stable.

3.7.2 Explosion numérique

Posons At, = min [T: —

= pr-tt
oy

Définition 3.7.2 : La solution Lf‘ du probleme discrétisé (3.35) —(3.37) explose en

= Lo,

oo

< 4w, ¥n=0,mais lim,_..||U"

temps fini, si [|US™

oo

Le temps d’explosion de U: " noté T(cww)est:T(w)= “1_'1.111x ZiSy At < oo,

32



Les résultats obtenus avec la forme explicite sont possibles avec le schéma (3.38) — (3.40)

suivant, appelé schéma implicite, obtenu grace a 1’approximation suivante :

U TR . Et VL. Wit —u it
u,(x,t )= — = ==
pp fLEL g ppoflF Ll g ML ML () B
— = TH T 4 (M), 1<i=l—1,
(me1) _ (me1) _
M =0, U™ =o
)] — e
U= =g, = 0, 0=i=I]
OUREGetﬂfH= - F—1
| v -
dy cg 0
1
by dy ¢
0 b, d,

{n)

Soit la matrice tridiagonale 4. définie par: 4n =

[ T R
e B T e T
[ T

Avec :

I
1
—

d, =1+ pour 0=

7 o

by =—=LPour 1=i<I,
c;=——EPour 1<i=I—1

Alors le probleme (3.38) — (3.40) sous la forme matricielle est :

AU = f(u2)

avee  £(02%) = (U)o FUE)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

o0 Flutt)=utr+a (Ui Pour 1<i<I—1Letf(Uuss)=0f(U)=0.

3.8 Résultats numériques

Les tests sont faits avec les deux formes de discrétisation. Pour étre dans les conditions des

théoremes énonceés ci-dessus, nous fixons : Lf:."':"" =20xsin(3.141592xixh), 0=i=]I.
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T™ = X't At, oU T™ est le temps approximatif d’explosion.

Nous enregistrons dans les tableaux ci-apres, les temps d’explosion humérique, le nombre
d’itérations nécessaires pour I’explosion numérique, les temps machine pour effectuer les
calculs (CPU) et les ordres (s) de I’approximation correspondant aux grilles de 16, 32, 64,

128, 256, 512 et 1024.

Le temps d’explosion numérique T™ est calculé, tel que : |T™™1 — 77| < 10715,

L’ordre de (=) est: _ log [EET;_;: —T,) /Ty — Ts:)j'

log(2)
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[ Algorithme du schéma explicite }

pourI=16etp =2

[ — 16
he—1/16
n+— 0

n_max « 10%°

ery « 2= 10718

% nombre de pas d'espace
% le pas d'espace
% initialisation

% nombre maximum d'itération

U e— 20=sin(m=x) % donnée initiale

o

o 1.2 1.2 oe-1
A, — min {n 2R URE }

% le milieu de I'intervalle [0, ]

Tant que (n < n_max) et (lerr| = 10718) faire

n—mn-+1

pour k «— 1a I— 1 faire

.4
fin pour
U™t <0

L4

Ut e 0

A, —min [h?/2

5« SpT4,,

err « |S; — S,

UPtt — (A, /hP)(UR, — 207 +UR ) +A, (UR) +Uf

, R/ um Tt
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Fin tant que

Afficher S, . n

[ Programmation Matlab du schéma explicite }

pourI=16etp=2
clear all; clc; debut=cputime; duree=0;

I=16; h=1/I;, p=2; n=0;

n_max = 10710; err= 2% 10*(—16); H=h"2;
i=[1:1+1]; U(i,1)=[20=sin(pi=(i — 1) = h)];
t0 = min ( H/2,H/(norm(U(i, 1),inf) )*(p— 1) ) ;
S0=1t0; k0= 1/2+1;
while (n < =n_max) & (abs(err) = = 10~(—186)),
n=n+1;b0=t0/(h"2);

fork =2:1,

Ulk,n + 1) = b0 « (U(k + 1,n) — 2  U(k,n) + Uk — 1, 1)) + £0 x (U(k0,n))” + Uk, n)

end,
U(l,n+1)=0;
Ul +1,n+1)=0;
t1 = min ( H/2, H/(norm(U(i,n + 1),inf) )" (p—1) ) ;
S1 = S0+ t1:

err = abs(S1—80); t0 = t1; S0 = S1; duree = cputime - debut;

end

format long

S0, n, duree,

i=1:1+1; [i,n] = meshgrid (i,n);
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M = U; mesh(M); grid on; hold on; xlabel ('n"); ylabel ('i"); zlabel ('U(n,i})"};

Algorithme du schéma implicite

pourI=16etp =2

I— 16 % nombre de pas d'espace
h«—1/16 % le pas d'espace

n«0 % initialisation

n_max « 10%° % nombre maximum d'itération

err « 2% 10718
U e— 20=sin(m*x) % donnée initiale
A, — R/IIUCYE
Sp < 4,
tant que (n = n_max) et (lerr| = 1071%) faire
n—n+1
A « la matrice tridiagonale du systeme
F < le second membre du systeme
U™ « inverse (4) = F
A, — R/IIUmIET
S, ¢ Sp +4,,
err « [S; — S,
A, A,
S, < Sy

fin tant que
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Afficher S, . n

[ Progammation Matlab du schéma implicite J

pourI=16etp=12
clear all; clc; debut=cputime; duree=0;

I=16; h=1/I;

f H

p=2; n=0
n_max = 10°10; err= 2% 10*(—16); H=h"2;
i=[1:71+1]; U(i,1)=[20=sin(pi= (i — 1) = h)];
€0 = H/(norm(U (i, 1), inf) )*(p — 1);
S0=1t0 k0= I/2+1:

while (n < =n_max) & (abs(err) = = 10*(—16)),
n=mn-+1 b0=—t0/(h*2); a0 =1— 2= b0

bi = b0 =ones(l,1); ai = al = ones(! +1,1); ci = b0 = ones(l,1);

bill)=0; ai(l+ 1) =1; ci(1) =0; ai(1) = 1;

DO = diag(bi,—1) + diag(ai) + diag(ci, 1);

F(i,n) = U(i,n) + t0 * (U(kO, ) ) p;

F(1,m) =0; F(I+ 1,n) = 0;

U(i,n+1) =DO\(F(in));

£1 = H/ (norm(U (i, n + 1), inf) ) (o — 1;

S1 =S80+ tl; err= abs(S1—S0); t0 =t1; SO = S1; duree = cputime — debut;

end
format long
S0, n, duree,

i=1:1+1; [j,n] = meshgrid (i,n);
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M = U; mesh{MJ; grid on; hold on; xlabel ('»"); ylabel ('i"); zlabel ('U{i,n)");
Premiercasp = 2

Tableau 1 : Temps d'explosion numériques, nombres d'itérations, temps CPU ( secondes
), et ordres des approximations obtenues avec un schéma explicite

| | T n CPU S

16 | 0,061364261185095 | 7343 0.125 -

32 | 0.061150272535890 | 27905 | 0.421875 -

64 | 0.061096670066479 | 105895 | 1.03125 1.99

128 | 0.061083262742994 | 400822 | 4.484375 | 1.99

256 | 0.061079910486441 | 1512395 | 27.109375 | 1.99

Tableau 2 : Temps d'explosion numériques, nombres d'itérations, temps CPU ( secondes
), et ordres des approximations obtenues avec un schéma implicite

| | T" n CPU S

16 | 0,061384999024187 | 7343 1.3125 -

32 |0.061155277863659 | 27905 2.734375 -

64 |0.061097910101002 | 105895 10.625 2.00

128 | 0.061083572043942 | 400822 | 327.328125 | 2.00

256 | 0.061079987767425 | 1512396 | 1476.640625 | 2.00
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«101?
4 .

8000

Figure 1 évaluation de la solution discrete pour I = 16 et p = 2 (schéma explicite )

1012
4 .

8000

Figure 2 évaluation de la solution discrete pour I = 16 et # = 2 (schéma implicite )
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la solution discréte de schéma explicite figure 1 pour I = 16etp = 2etn = 7343

0 ]
3.890715412739644
3.890715413355523
3.890715413366406
3.890715413369527
3.890715413370876
3.890715413371551
3.890715413371880
3.890715413371979
3.890715413371880
3.89071541337151

3.890715413370876
3.890715413369527
_ 3.890715413366406
U= 1.0e+ 13X |3.890715413369527
3.890715413370876
3.890715413371551
3.890715413371880
3.890715413371979
3.890715413371880
3.89071541337151

3.890715413370876
3.890715413369527
3.890715413366406
3.890715413355523
3.890715412739644

0
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la solution discrete de schéma implicite figure 2 pour [ = 16etp = 2 etn = 7343

0
3.887141823039119
3.887141823657318
3.887141823668244
3.887141823671378
3.887141823672731
3.887141823673409
3.887141823673738
3.887141823673838
) 3.887141823673409
U,m=10e +13 X 3.887141823672731
3.887141823671378
3.887141823673409
3.887141823672731
3.887141823671378
3.887141823668244
3.887141823657318
3.887141823039119
0

Si nous appliquons le méme algorithme avec la méme fonction pour I = 16 etp = 3 On
obtient la courbe suivant avec la solution discréte pour [ = 16etp = 3 etn = 7343
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Deuxiéme cas p = 3

Tableau 3 : Temps d'explosion numériques, nombres d'itérations, temps CPU ( secondes ), et

ordres des approximations obtenues avec un schéma explicite

I " m CPU S
16 | 0.001269846148320 3248 0.265625 -
32 | 0.001264324935730 12261 0.6875 -
64 | 0.001262945410701 46184 2.671875 2.00

128 | 0.001262600577605 | 173362 | 71.265625 2.00
256 | 0.001262514370074 | 648006 1070.625 2.00

Tableau 4 : Temps d'explosion numériques, nombres d'itérations, temps CPU ( secondes ), et

ordres des approximations obtenues avec un schéma implicite

I T" m CPU S
16 0.001269847024611 3248 0.046875 -
32 0.001264325154301 | 0.250000 | 0.421875 -
64 0.001262945465312 46184 0.921875 2.00

128 | 0.001262600591256 | 173362 4.625000 2.00
256 | 0.001262514373486 | 648006 35.15625 2.00
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Figure 3 évaluation de la solution discrete pour I = 16 et p = 3 (schéma explicite )

%108
8 -

4000

Figure 4 évaluation de la solution discréte pour I = 16 et p = 3 (schéma implicite )
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la solution discréte de schéma explicite figure 3 pour I = 16etp =3 etn = 7343

r Q
6.263322276217490
6.263331574170759
6.263335247272341
6.263338255715490
6.2633407129258141
6.263342538220853
6.263343662207516

6.26334404173.854
6.263343662207516
6.263342538220853
6.2633407129258141
6.263338255715490
6.263335247272341
6.263335247272341
6.263331574170759
6.263322276217490
L Q

Uit =1.0e + 6 X

La solution discréte de schéma implicite figure 4 pour I = 16etp =3 etn = 7343

r 0
6.263325285414591
6.263334616518543
6.263338294089014
6.263341303092954
6.263343760360646
6.263345585658525
_ 6.263346709646128
U.m =10e+6X| 6.263347089165711 |.
6.263346709646128
6.263345585658525
6.2633437603606446
6.263341303092984
6.263338294089014
6.263334616518543
6.263325285414591
. 0

Remarque 3.7.3.1 : Les figure 1,2,3 et 4, nous les avons avec le terme de réaction locale

(v

L A
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Sur la base des résultats du tableau, nous avons vu que le temps d'explosion de notre
probléme est plus petit que celui ou le terme de réaction n'est pas local. Afin de verifier cette
assertion, nous faisons les expériences lorsque le terme de réaction n'est pas local et remplacé

(31} =l
par le terme de réaction source (UE" ] .

Premiercasp = 2

Tableau 5 : Temps d'explosion numériques, nombres d'itérations, temps CPU (secondes), et
ordres des approximations obtenues avec un schéma explicite

I T" n CPU S
16 0.0823313480 7658 0 -
32 0.0824111922 29260 0 -
64 0.0824307891 | 111589 0 2.02

128 0.0824357252 | 424450 4 1.98
256 0.08243369743 | 1609727 30 1.98

Tableau 6 : Temps d'explosion numériques, nombres d'itérations, temps CPU ( secondes ), et
ordres des approximations obtenues avec un schéma implicite

| T" n CPU S
16 0.0824466304 7659 0 -
32 0.0824399945 29261 0 -
64 0.0824379884 | 111590 1 1.72

128 0.0824375249 | 424451 6 2.11
256 0.0824374243 | 1609728 42 2.21
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(P
Figure 5: Evolution de la solution discréte pour I = 16, p = 2 avec terme source [UE‘”’)

forme explicite

«102%
5 lDEEM 17
8
16
6
5
S4
%
2

i 0 6000

Figure 5: Evolution de la solution discréte pour I = 16,p = 2 forme implicite
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Remarque 3.7.3.2: Sur les figures 1,2,3 et 4, la solution discrete explose globalement explose
sur l'intervalle [

-1 1
N

].Mais, les figures 5et6, la solution discréte explose localement sur

. -1 1
l'intervalle [TJ ;].
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Conclusion & Perspectives

La majorite des phénomenes naturels peuvent étre modélisés et formalisés en un probleme
de mathématiques.

Notre mémoire a porté sur 1’étude d’un modéle de mathématiques issu d’un phénomene de
propagation de la chaleur présenté par I'équation parabolique semi-linéaire localiseé.

Nos modestes résultats obtenus, aprés I'étude théorique et numérique sont localisés par les
qualités possibles de la solution, inspirées par ces propriétés, telles que la régularité, la
convergence, la stabilité, la consistance et a la caractéristique la plus importante qui, a
laguelle notre problématique est soulevée comme théme de recherche, c¢’est I'explosion de
la solution en un temps fini, car il s'agit d'abord d'un phénoméne naturel avant d'étre
mathématique.

Dans les perspectives, on peut d'abord s'intéresser au comportement du phénomeéne au
moment de I'explosion, c'est la théorie du chaos, et ensuite voir les démarches qu'il faut faire

pour contréler I'explosion, c'est la théorie de controle.

Nous soulignons également un autre avantage dont bénéficie la solution de cette équation est
I'extinction de la solution qui coincide avec I'explosion de la solution.

Enfin, nous essayons de généraliser cette étude en abordant I’analyse fractionnaire !
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