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Abstract— Au cours du laminage, les tôles peuvent 

présenter des états de déformations différents d’une couche à 

une autre de sorte que les surfaces (les peaux) en contact avec 

les cylindres du laminage subissent des cisaillements simples 

suivant la direction de laminage. On parle alors de symétrie 

monoclinique prismatique qui consiste à considérer 2 

composantes de textures ayant d’inégales fractions volumiques 

et qui admettent respectivement le plan (DL, DN) et l’axe DT 

comme plan et axe de symétrie. 
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I. INTRODUCTION  

Le laminage asymétrique est un processus de 
déformation ayant le même aspect opératoire que le laminage 
symétrique sauf que les rayons où les vitesses 
circonférentielles des deux cylindres du laminoir sont 
différentes (Fig.1). Ces différences contribuent à introduire 
une composante de cisaillement plus intense au niveau de la 
surface du matériau qui peut présenter plusieurs avantages 
par rapport au laminage classique. Les efforts appliqués 
seront plus faibles ce qui conduit à la possibilité d’augmenter 
la réduction d’épaisseur par passe par rapport au laminage 
classique [1,2]. Lorsque, par exemple, les vitesses de rotation 
des cylindres sont différentes, la vitesse de déformation dans 
le plan de la tôle est plutôt asymétrique. Par conséquent, la 
symétrie orthotrope de l'échantillon devient non justifiée et 
plus particulièrement, dans le cas d'un cisaillement prononcé. 
Dans ce contexte, Hill [3] a conservé la symétrie orthotrope 
dans l'étude du changement de longueur pendant un essai de 
torsion d’un tube, mais cette prétention n'a pas été justifiée 
expérimentalement. La plupart des expériences antérieures 
(Bailey et al. [4]; Michino et al. [5] ; Stout et al [6]; 
Eisenberg et al [7]; Helling et al [8]) ont été effectuées pour 
étudier les surfaces d’écoulements dans l’espace de 
contraintes sans se référer à une éventuelle symétrie 
orthotrope. Une étude expérimentale, menée par Kim [9] a 
montré que la symétrie orthotrope est maintenue pendant la 
torsion des tubes étirés à froid avec un changement des axes 
d’orthotropie. Darrieulat et al. [10] dans des études se 
rapportant à des essais de torsion (déformation de 
cisaillement simple), ont avancé que le critère de Hill peut 
être élargi au cas de la symétrie monoclinique prismatique. 

Au regard de ce qui a été cité précédemment, un écart à 
l’orthotropie plus important est prévisible et le 
comportement mécanique des tôles est susceptible de 
devenir à caractère monoclinique [11]. Dans ce cas, la 

direction transverse DT//2 sera un axe de rotation et (DL, 
DN) un plan miroir de symétrie, cependant (DT, DN) et 
(DL, DT) ne sont plus des plans de symétrie. 

 
Ce type d'anisotropie a fait l'objet déjà de nombreuses 

études [12]. Généralement, dans le cas d'une tôle laminée, le 
cœur du produit présente une symétrie orthotrope 
caractérisée par des plans de symétrie (DL, DT), (DT, DN), 
et (DN, DL) (voir Fig.2. En revanche, du fait des 
composantes de cisaillement imposées par les cylindres au 
voisinage de la surface de la tôle, il est attendu que les zones 
de peau présentent plutôt une symétrie monoclinique 
prismatique (appelée simplement monoclinique dans la 
suite). Ces zones seront caractérisées par un seul plan de 
symétrie, en l'occurrence le plan (DN, DL) pour lequel la 

direction transverse DT en est l'axe de symétrie (noté 2).  

 
 

Fig.1 : Schéma du laminage asymétrique des tôles. [13] 

 

 

 

Fig.2 : Procédé de laminage présentant les types de symétrie à travers 

l’épaisseur de la tôle. 

 

II.  EXTENSION MONOCLIQUE DU CRITERE DE HILL 48 

 
Le critère de plasticité quadratique, se présentant comme 

une généralisation du critère orthotrope de Hill [4] peut 
décrire le comportement associé à ce type de symétrie : 
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Avec 0 trq  car le matériau est supposé insensible 

à la contrainte moyenne.  

 

Ce critère comporte donc 9 paramètres indépendants qui 

sont : F, G, H, L, M, N, p, q et r. Par exemple, si l'on pose 

p = q = r = 0, on retrouve bien le critère de Hill.  

 

Si: 
1

0 , 
2

0 et 
3

0  sont des contraintes d’écoulement en 

traction uniaxiale suivant les directions principales 

d’anisotropie, on voit que: 
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Si: 
23

0 , 
13

0 et 
12

0  sont des contraintes en cisaillement 

simples par rapport aux axes principaux d’anisotropie, on 

obtient : 
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Les coefficients tetrqp ,,  doivent satisfaire les 

conditions de convexité du critère en auquel lui est associé 

la matrice Hessienne : jiij fM   2
 qui est 

définie semi positive ( 0det ijM et la diagonale 

positives ou nulles). 
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La première condition de convexité étant : 

 

     LNp 2
           Avec : 0NL   

 

Le déterminant de la matrice Hessienne devient : 
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Les valeurs propres sont déterminées selon la relation 

caractéristique suivante : 0)(det KIM ij  

II.1 Extension monoclinique du critere de Hill48 

L’écriture abrégée de la fonction d’écoulement (1) peut 
être transcrite sous forme tensorielle : 

                                              

klijijklij MMf   ::)(                               (4) 

 
Les indices de sommation tensorielle sont 

3,2,1,,, lkji  et M représente le tenseur d’élasticité 

d’ordre 4 et de dimension 3. 

 
Il est courant de représenter les tenseurs de ce type sous 

forme d’une matrice 6 x 6 symétriques. La forme matricielle 
de l'Eq. (2) s’écrit pour une symétrie monoclinique : 
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Dans le repère de la tôle, le tenseur M peut se 

décomposer en deux tenseurs : 

 

- Mo (associé au comportement orthotrope)  

- Mpm (associé au comportement purement 

monoclinique) : 

 

pmo MMM   

 

 
 

Fig.3 : Représentation de l'écart entre les tenseurs orthotrope et 

monoclinique 

 
Le calcul de l’écart à l’orthotropie consiste alors à 

trouver l’angle α entre les deux tenseurs avec : 

 900   
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Avec: 
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II.2    Prévision et illustration du comportement 

monoclinique d’une tole déformée par laminage 

asymetrique 

Toute caractérisation de mesure du coefficient de 
Lankford, réalisée au moyen des essais mécaniques 
classiques tel que la traction, dans le plan d’une tôle 
déformée par le laminage asymétrique (état de contraintes 

planes 13 23 33 0      ), ne permet pas de mettre en 

évidence les termes non orthotropes p, q, r et t issus de la 
relation (1). Ainsi, un éventuel écart à l'orthotropie ne 
pouvant pas être estimé, on se propose alors d'examiner 
différemment la partie monoclinique du critère par la 
considération d'un test de caractérisation simple présenté en 
Fig.3. Un tel test, noté "CSC", repose sur un principe simple 
de déformation combinant un effort normal de compression 

33  et une contrainte tangentielle de cisaillement  dans le 

plan de la tôle (Combined Shear and Compression). Cette 
sollicitation mécanique, permet d’identifier les grandeurs 
mécaniques du caractère monoclinique du matériau, à partir 
des composantes de textures développées à l’aide de 
l’approche C.M.T.P (Continum mechanics of Textured 
polycristals). 

 
Le tenseur de contrainte peut être écrit dans les axes de 

l’échantillon (S) : 
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Où xz  , est la contrainte de cisaillement et   la 

contrainte extérieure de compression. Soit P  La matrice de 

passage du repère "échantillon" au repère "Tôle" et 
TP  sa 

matrice transposée : 
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On peut exprimer le tenseur des contraintes dans le nouveau 

repère de la tôle (R) comme suit : 
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Compte tenu des conditions des contraintes de 

compression et de cisaillement imposées par l'essai, le critère 
monoclinique (Eq : 1) s'écrit : 

 

2

0

2

222

2)(

cos4)cos2sin2(









GF

tML
 

02)(

cos4)cos2sin2(

2

0

2

222









GF

tML
 

La solution de cette équation de 2ime degré pour 0  est : 
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 (III.56) 

La contrainte de cisaillement   dans les 2 sens de laminage 

(RD) sera : 
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La différence entre les 2 sens donne l’effet monoclinique de 

la tôle : 
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En Générale :                    
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III. RESULTATS DES PREVISIONS DU COMPORTEMENT 

MONOCLIQUE 

Dans cette section, nous présentons l’évolution des 
propriétés mécaniques de la tôle telles que les vitesses de 
déformations, la contrainte de cisaillement et l’effet de 
chaque composante de texture sur le coefficient de 
Lankford, en tenant compte de la symétrie monoclinique du 
critère de plasticité. 

 
A partir des courbes représentatives de l’évolution des 

de la contrainte d’écoulement et du coefficient d’anisotropie 
dans le plan de laminage de la tôle, présentées en Fig.4 (a, 
b), on constate que le comportement anisotropique des trois 
tôles est grandement écarté et la tôle 2 est préférée pour 
l’emboutissage. Dans la Fig.5 (a), on remarque que pour une 

contrainte de compression   donnée, la norme de la 

contrainte de cisaillement   est plus importante dans la 

direction de laminage (sens positif de ) que dans l'autre 

sens (sens négatif de ), et sur Fig.5 (b), l’effet de l’écart 

monoclinique sur les tôles 1,3 et nul sur la deuxième.  

 
Fig.3 : Géométrie de l’essai de "Compression Cisaillement Combinés" 

(CSC) 

 
L’influence des orientations individuelles et celle 

globale de la tôle sur son comportement final est 
conditionnée par les valeurs des paramètres d'anisotropie, 
déterminés moyennant la méthode CMTP et qui sont 
répertoriés dans le Tableau 1. 

TABLE I.  PARAMETRES D’ANISOTROPIE POUR CHAQUE TOLE 

 
Tole1 Tole2 Tole3 

F  0.2528 0.1363 0.1933 

G  0.2615 0.1363 0.1797 

H  0.2505 0.1961 0.1470 

L  0.8531 0.6926 0.5522 

M  0.8356 0.6926 0.5818 

N  0.8576 0.5227 0.6749 

p  -0.0691 0.0.0961 0.0213 

q  0.0372 0.0481 0.0083 

r  -0.0244 -0.0481 0.0133 

t  -0.0128 0 -0.02165 

 

 

 
a 

 
b 

Fig.4. Distribution des paramètres mécaniques suivant la direction 

uniaxiale de l’acier (a) la contrainte d’écoulement normalisé (b) le 

coefficient d’anisotropie normalisé. 

 

 
a 



 
b 

Fig.4. Distribution des paramètres mécaniques suivant la direction 

uniaxiale de l’acier (a) la contrainte d’écoulement normalisé (b) le 
coefficient d’anisotropie normalisé. 

CONCLUSION 

La théorie des invariant des fonctions tensorielles a été 

appliquée pour exprimer le critère orthotrope de plasticité de 

Hill (1948) dans sa forme générale. L’extension de ce critère 

pour le cas de symétrie monoclinique prismatique donne une 

bonne prévision des paramètres d’anisotropie pour les tôles 

laminée et pour les tubes (cas de torsion) les principales 

conclusions sont les suivantes :  

 

(i) Le comportement mécanique associé à la symétrie 

monoclinique prismatique est peut être décrite par le critère 

quadratique en impliquant neuf (9) paramètres 

indépendants. 
(ii) La méthode CMTP (Continum mechanics of Textured 
polycristals).permet de déterminer les coefficients 
d’anisotropie a partir de l’orientation spatiale de structure 
cristalline. 

(iii) Le test (CSC) ‘’ Combined shear Compression’’ est 
proposé pour mettre en évidence l’effet du la partie 
purement monoclinique du critère. 
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