
PEOPLE’S DEMOCRATIC
REPUBLIC OF ALGERIA
MINISTRY OF HIGHER

EDUCATION AND SCIENTIFIC
RESEARCH
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Notation

Ω un ouvert borné de Rn, de frontière ∂Ω
ex, exp fonction exponentielle
ln logarithme népérien
f(., t) fonction : x ∈ Ω 7→ f(x, t)
∂f

∂xi
dérivée partielle par rapport à xi

γ0 application trace d’ordre zéro
D(A) domaine de A (opérateur linéaire)
N(A) noyau de A
Im(A) image de A
A−1 inverse de A
A∗ adjoint de A
ρ(A) ensemble résolvant de A
L2(Ω) espace des fonctions de carré sommable
L(H,K) ensemble des fonctions linéaires et continues de H dans K
L(H) L(H,H)
‖| · ‖| norme uniforme de L(H)
<,>H un produit scalaire défini dans H
‖ · ‖H une norme définie dans H
→ convergence faible dans H
−→ convergence forte dans H



Introduction

En mathématiques, la théorie de la stabilité traite la stabilité des solutions d’équations
différentielles et des trajectoires des systèmes dynamiques sous des petites pertur-

bations des conditions initiales.
L’équation de la chaleur, par exemple, est une équation aux dérivées partielles stable parce
que des petites perturbations des conditions initiales conduisent à des faibles variations
de la température à un temps ultérieur en raison du principe du maximum. Plus générale-
ment, un théorème est stable si des petits changements dans l’hypothèse conduisent à des
petites variations dans la conclusion. Il faut spécifier la métrique utilisée pour mesurer les
perturbations afin de juger qu’un théorème est stable. La notion de stabilité a pour but
de formaliser la propriété d’un système dynamique tel que le système reste proche d’un
état dit d’équilibre (dans un sens à préciser et à quantifier).

Le mémoire se reparti en trois chapitres :
Le premier chapitre présente la définition des systèmes linéaire leur types et leurs

fonctionnalités, des exemples sur ses systèmes, le point d’équilibre des système et leur la
stabilité des système linéaire, et on a aussi parler sur la fonction de Lyapunov. Dans le
deuxième chapitre, on va présenter les systèmes non linéaires, ces types continue autonome
et discret autonome, a l’existence et l’unicité de la solution. ensuite on a parlé de point d’
équilibre d’un système non linéaire et la fonction de Lyapunov. Dans le dernier chapitre,
on va parler sur l’ instabilité et la stabilisation. on va étudier la stabilité des systèmes
autonomes avec des exemples, aussi la relation de stabilité avec la linéarisation, en fin on
a présenté l’instabilité des systèmes.
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Chapitre 1

Stabilité des systèmes linéaires

1.1 Systèmes linéaires

1.1.1 Système linéaire continue autonome, non autonome

Dans le cas continu, un système linéaire est un système décrit pas l’équation d’état x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), t > t0,

x (t0) = x0,
(1.1)

où A(t) est une matrice n×n à valeurs dans Rn, B(t) est une matrice n×m à valeurs dans
Rn et u(t) ∈ Rm. Un système de la forme (1.1) est un système linéaire non autonome, il
est dit autonome s’il s’ecrit sous la forme ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), t > t0,

x (t0) = x0.
(1.2)

1.1.2 Système linéaire discret autonome, non autonome

Dans le cas discret non autonome, un système linéaire s’écrit sous la forme d’équations
récurrentes  x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)u(k), k ≥ 0,

x(0) = x0,
(1.3)

où A(k) est une matrice n × n à valeur dans Rn, B(k) est une matrice n ×m à valeurs
dans Rn et u(k) ∈ Rm. Dans le cas discret autonome, il s’écrit sous la forme : x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), k ≥ 0,

x(0) = x0.
(1.4)
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Proposition 1.1
Si le système linéaire (1.2) est positif, alors il conserve la positivité du vecteur d’état
x(t).

1.1.3 L’existence et l’unicité de la solution d’un système linéaire

Matrice de transition d’un système linéaire

Considérens l’équation différentielle linéaire (1.1) à laquelle nous assoçions l’équation
homogène donnée par

ẋ(t) = A(t)x(t).

Alors. on a le résultat suivant :
Théorème 1.1

Si A(t) est continue pour tout t, alors l’équation homogène admet une solution unique
donnée par :

x(t) = Φ (t, t0)x (t0) .

Pour tout t, ou Φ (t, t0) est la matrice de transition d’état solution de l’équation diffé-
rentielle matricielle 

d

dt
Φ (t, t0) = A(t)Φ (t, t0) pour tout t,

Φ (t0, t0) = 1,
(1.5)

où I la matrice unité.
La matrice de transition satisfait les propriétés suivantes :
Propriété 1.1

1. Φ (t2, t1) Φ (t1, t0) = Φ (t2, t0) pour tout t0, t1, t2.

2. Φ (t, t0) est inversible pour tout t, t0.

3. Φ−1 (t, t0) = Φ (t0, t) pour tout t, t0.

4. d

dt
Φ> (t0, t) = −A>(t)Φ> (t0, t) pour tout t, t0.

La propriété ci-dessus montre que le système : ẋ(t) = −AT (t)x(t) à pour matrice de
transition ΦT (t0, t). Ceci peut être démontré en dérivant l’identité Φ′i(t, t0)Φ (t0, t) = I.
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Théorème 1.2
On considere le système linéaire (1.1).
Si A(t) est continue, et B(t) et u(t) sont presque partout continues pour tout t alors
la solution de (1.1) est

x(t) = Φ (t, t0)x (t0) +
∫ t

t0
Φ(t, s)B(s)u(s)ds, pour tout t.

Dans le cas d’un système linéaire autonome, la matrice de transition a une forme
explicite donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.3
Le système autonome ẋ(t) = Ax(t) a pour matrice de transition

Φ (t, t0) = eA(t−t0),

où l’exponentielle d’une matrice carrée M est définie par :

eM = I +M + 1
2!M

2 + 1
3!M

3 + · · · .

Cette série converge pour tout M.

Proposition 1.2
Si la matriceA est diagonalisable et λ1, λ2, · · · , λn, sont ses valeurs propres, e1, e2, · · · , en
étant les vecteurs propres associés.
On définit les matrices T et A de dimension n× n, par :

T = (e1, e2, · · · , en) ,
A = diag (λ1, λ2, · · · , λn) .

Alors, on a
eAt = TeAtT−1,

eAt = diag
(
eλ1t, eλ2t, · · · , eλnt

)
.

Plus généralement, si A n’est pas diagonalisable, on a le résultat suivant :
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Théorème 1.4
La matrice s’écrit eAt = TeJtT−1, où J la matrice de Jordan de A la matrice de passage
à la forme de Jordan.
De plus

eJt = diag
(
eJ1t, eJ2t, . . . , eJkt

)
,

avec
eJit = diagg

(
eJi1 t, eJi2 t, . . . , eikt

)
,

eJijt = eλit



1 t
t2

2! · · ·
tnij−1

(nij − 1)!

0 1 t · · · tnij−2

(nij − 2)!
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 1


, (1.6)

ou nij c’est la dimension de Jij et k le nombre de valeurs propres distinctes.

Remarque 1.1
Si A est écrite sous sa forme de Jordan, tous les termes de eAt sont de la forme αtreλit.

Si de plus, pour toute valeur propre λi de A, on a < (λi) < 0, soit λ ∈]1, inf
1≤i≤k

−λi],
alors on a

αtreλ1L =
[
αtre(λi+λ)t

]
e−λt. (1.7)

Ainsi le terme entre crochets est borné, par suite il existeM > 0 tel que
∥∥∥eAt∥∥∥ ≤Me−λt.

Notons que même si A est quelconque alors il existe M , w tels que

‖eAt‖ ≤Meωt,

(en fait M = 1 et ω = ‖A‖).
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1.2 Exemples

Considérons l’exemple d’un oscillateur harmonique réagi par l’équation ÿ + y = 0,
y(0) = x0

1 , ẏ(0) = x0
2.

(1.8)

On introduit les nouvelles variables x1 = y et x2 = ẏ. Le système ci-dessus, est équivalent
au système

ẋ =
 ẋ1

ẋ2

 =
 0 1
−1 0

 x1

x2

 .
La matrice dynamique étant

A =
 0 1
−1 0

 .
La solution s’écrit sous la forme x1(t)

x2(t)

 = eAt

 x0
1

x02

 .
Le matrice de transition et se calcule explicitement. Pour cela on remarque

A2 + I = 0;

et par conséquent
A2n = (−1)nI et A2n+1 = (−1)nA,

on obtient alors
eAt = I + At+ A2t2

2! + · · ·+ Antn

n! + . . . ,

qui peut s’écrire, en groupant les termes pairs et les termes impairs, sous forme :

eAt = I

(
1− t2

2! + t4

4! + · · ·
)

+ A

(
t− t3

3! + · · ·
)

= I cos t+ A sin t,

ou encore

eAt =
 cos t sin t
− sin t cos t

 ,
et finalement la solution de l’équation est : x1(t)

x2(t)

 =
 cos t sin t
− sin t cos t

 x0
1

x0
2

 . (1.9)
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1.3 Point d’équilibre d’un système linéaire

1.3.1 Définitions et exemples

Quand on s’intéresse à l’évolution naturelle d’un système, la première question natu-
relle qui vient à l’esprit est de savoir si ce système peut rester immobile. Pour une dyna-
mique de populations par exemple, on veut savoir si les effectifs peuvent être constants.
La condition mathématique est évidente :
Définition 1.1

Un point x∗ est dit point d’équilibre de l’équation ẋ = f(x) si et seulement si f (x∗) =
0.

Considérons le système dynamique continu ẋ(t) = f(x(t), t),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(1.10)

respectivement le système discret x(k + 1) = f(x(k), k),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(1.11)

où f fonction de Rn × R −→ Rn est telle que (1.10) (respectivement (1.11) admet au
moins une solution.

Soit x̄ un point d’équilibre du système (1.10) (respectivement du système (1.11)).
Définition 1.2

1. Un point d’équilibre x̄ du système (1.10) (respectivement du système (1.11))
est dit stable à t0 si pour tout R > 0 il existe r = r (R, t0) > 0 tel que

‖x (t0)− x̄‖ < r =⇒ ‖x(t)− x̄‖ < R, pour tout t ≥ t0 (1.12)

(respectivement il existe r (R, k0) > 0 tel que

‖x (k0)− x̄‖ < r =⇒ ‖x(k)− x̄‖ < R, pour tout k ≥ k0) . (1.13)

Dans le cas contraire le point d’équilibre x̄ est dit instable.

2. Un point d’équilibre x̄ est dit uniformément stable (u.s) si pour tout R > 0
il existe r = r(R) > 0 indépendant de t0 (respectivement de k0) tel que, pour
tout t0 (respectivement pour tout k0)

‖x (t0)− x̄‖ < r =⇒ ‖x(t)− x̄‖ < R, pour tout t ≥ t0 (1.14)
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‖x (k0)− x̄‖ < r =⇒ ‖x(k)− x̄‖ < R, pour tout k ≥ k0) . (1.15)

3. (a) Le point d’équilibre x̄ est asymptotiquement stable (a.s) il est stable et s’il
existe r (t0) > 0 tel que si ‖x (t0)− x̄‖ < r (t0) alors ‖x(t)− x̄‖ −→ 0 quand
t −→∞ (respectivement r (k0) > 0) tel que si ‖x (k0)− x̄‖ < r (k0) alors

‖x(k)− x̄‖ −→ 0 quand k −→∞.

(b) Le point d’équilibre x̄ est globalement asymptotiquement stable (g.a.s) si,
pour tout t0 et x (t0), alors lim

t−→∞
x(t) = x̄ (respectivement pour tout k0 et

x (k0), alors lim
k−→∞

x(k) = x̄
)
.

(c) Le point d’équilibre est exponentiellement stable (e.s), s’il existe α, β positifs
tels que pour x (t0) proche de x̄ on a :

‖x(t)− x̄‖ ≤ α ‖x (t0)− x̄‖ e−β(t−t0), pour tout t ≥ t0. (1.16)

(d) Le point d’équilibre est globalement exponentiellement stable (g.e.s), s’il
existe α, β positifs tels que pour tout t0 et x (t0)

‖x(t)− x̄‖ ≤ α ‖x (t0)− x̄‖ e−β(t−t0), pour tout t ≥ t0. (1.17)

Exemple 1.1
Considérons le système

ẋ(t) = −a(t)x(t).

La solution est
x(t) = x (t0) exp

(
−
∫ t

t0
a(r)dr

)
.

On en conclut que

1. Le système est stable si a(t) ≥ 0 pour tout t ≥ t0.

2. Le système est (a.s) si
∫ ∞

0
a(r)dr =∞.

3. Le système est (e.s) s’ils existent T > 0,M > 0 tels que pour tout t ≥ 0, on a :∫ t+T

T
a(r)dr ≥M.
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Cas particuliers:

1. Si a(t) = 1
(1 + t)2 , alors le système est stable mais non (a.s).

2. Si a(t) = 1
(1 + t) , alors le système est (a.s) et non (e.s).

3. Si a(t) = t, alors le système est (e.s).

Exemple 1.2
Considérons le système

ẋ(t) = −t(x− 1).

La solution est donnée par
x(t)− 1 = λe

−t2
2 ,

et le point d’équilibre 1 est (e.s).

Exemple 1.3
Soit le système

ẋ(t) = −x(t)
1 + t

. (1.18)

La solution de ce système est donnée par

x(t) = 1 + t0
1 + t

x (t0) .

D’où le système est (a.s) mais non (u.a.s).

Définition 1.3
Le point d’équilibre x̄ est localement uniformément asymptotiquement stable (u.a.s)
si

1. Il est uniformément stable.

2. Il existe R0 > 0 tel que pour tout R1, R2 avec 0 < R2 < R1 ≤ R0, il existe
T (R1, R2) > 0 tel que pour tout t0 ≥ 0, on a :

‖x (t0)− x̄‖ < R1 =⇒ ‖x(t)− x̄‖ < R2 pour tout t ≥ t0 + T.

Remarque 1.2
La stabilité asymptotique uniforme implique la stabilité asymptotique mais la réci-
proque n’est pas vraie.
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1.4 Stabilité d’un système linéaire

On considère les deux systèmes suivants : ẋ(t) = Ax(t),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(1.19)

et  x(k + 1) = Ax(k),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(1.20)

où A est une matrice carrée de dimension n× n.
Définition 1.4

Le système continu (1.19) ou discret (1.20) est dit stable si l’origine est stable et il est
dit asymptotiquement stable si l’origine est asymptotiquement stable. Dans ce cas, la
matrice du système A est dite stable ou asymptotiquement stable.

La stabilité des systèmes linéaires continus est caractérisée par le résultat suivant:
Proposition 1.3

Le système (1.19) est stable si et seulement si

1. Re(λ) ≤ 0 pour toute valeur propre λ de A.

2. S’il existe une valeur propre λ de multiplicité k telle que <(λ) = 0 alors
dimEλ = k, où Eλ est le sous espace propre associé à λ.

Le système (1.20) est stable si et seulement si pour toute valeur propre λ de A on
a|λ| ≤ 1.

Remarque 1.3
Pour le cas continu, la démonstration se base essentiellement sur la décomposition de
la matrice du système sous forme de Jordan. Pour le cas discret, la solution s’écrit
x(k) = Akx0 et, dans ce cas, le système est stable si et seulement si, pour toute valeur
propre λ de A, on a |λ| ≤ 1.

Exemple 1.4
Considérons le système  ẋ1(t) = x1(t)− x2(t),

ẋ2(t) = 2x1(t)− 2x2(t).
(1.21)

Les valeurs propres de A, λ1 = 0 et λ2 = −1, sont simples, d’où le système est stable.
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 ẋ1(t) = x2(t),
ẋ2(t) = 0.

(1.22)

La seule valeur propre de A est 0 de multiplicité 2 et dimE0 = 1, donc le système est
instable.

Pour la stabilité asymptotique, on a le résultat suivant.
Proposition 1.4

Le système (1.19) est (a.s) si et seulement si pour toute valeur propre λ deA on a <(λ) <
0.
Le système (1.20) est (a.s) si et seulement si pour toute valeur propre λ de A on
a|λ| < 1.

Démonstration : Soient λj , j = 1, · · · , p, les valeurs propres distinctes de A, la solution du
système (1.19) s’écrit

x(t) =
p∑
j=1

gj(t)eλjt,

où gj(t) est un polynôme en t, donc lim
t−→∞

x(t) = 0 si et seulement si < (λj) < 0, pour
j = 1, · · · , p Dans le cas discret, la solution s’écrit x(k) = Akx0 et donc

lim
k−→∞

x(k) = 0,

si et seulement si |λj | < 1, pour j = 1, · · · , p.

La stabilité d’un système linéaire est liée à la nature des valeurs propres de la matrice A
et qui sont solutions de l’équation

λn + a1λ
n−1 + · · · ·+an = 0. (1.23)

Soit la matrice de Routh-Hurwitz donnée par

RH =



a1 a3 a5 · · · 0
1 a2 a4 · · · 0
0 a1 a3 · · · 0
· · · ·
0 0 0 · · · an


. (1.24)

On propose le théorème :
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Théorème 1.5
Une condition nécessaire et suffisante pour que toutes les racines de (1.23) aient la
partie réelle strictement négative est que tous les mineurs diagonaux ∆k, k = 1, · · · , n
de la matrice (1.24) soient positifs. Cette condition est la condition de Routh-Hurwitz.
Rappelons que

∆k =



a1 a3 a5 · · · ·
1 a2 a4 · · · .

0 a1 a3 · · · .

· · · ·
0 0 0 · · · ak


pour k = 1, · · · , n, les coefficients à indices supérieurs à n ou inférieurs à 0 sont
remplacés par 0 avec la convention a0 = 1.

Exemple 1.5
Soit le polynôme caractéristique

p(λ) = λ5 + λ4 + 7λ3 + 4λ2 + 10λ+ 3 (1.25)

Donc a0 = 1, a1 = 1, a2 = 7, a3 = 4, a4 = 10, a5 = 3. Nous avons

∆1 = 1 > 0,

∆2 =
 1 4

1 7

 = 3 > 0,

∆3 =


1 4 3
1 7 10
0 1 4

 = 5 > 0,

∆4 =



1 4 3 0
1 7 10 0
0 1 4 3
0 1 7 10

 = 8 > 0.

De même ∆5 = 3 et ∆6 = 24 > 0.

Remarque 1.4
∆k > 0 pour tout k = 1, · · · , n =⇒ ai > 0 pour tout
i = 1, · · · , n.
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Proposition 1.5
Une condition nécessaire et suffisante pour que toutes les racines de l’équation (1.23)
soient de module strictement inférieur à 1 est que les (n+1) conditions suivantes soient
vérifiées :

1. p(1) > 0, (−1)np(−1) > 0.

2. |an| < 1, |bn| > |b1| , |cn| > |c2| , · · · , |sn| > |sn−2| où

bn−k = det
 an ak

1 an−k

 , k = 0, · · · , n− 1, a0 = 1

cn−k = det
 bn bk+1

b1 bn−k

 , k = 0, · · · , n− 2

... ...

sn−k = det

 rn rn−3+k

rn−3 rn−k

 , k = 0, 1, 2.

Exemple 1.6
Soit le polynôme caractéristique

p(λ) = λ4 + λ3

2 −
λ2

4 −
λ

8 .

On a

p(1) = 9
8 , p(−1) = 3

8 , a4 = 0, |b4| = 1, b1 = 1
8 , |c4| =

7
8 , |c2| =

17
64

D’où le système discret correspondant est asymptotiquement stable.

1.5 Fonction de Lyapunov

L’idée de base de cette méthode est de chercher une fonction définie positive, dépendant
de l’état du système, et qui est décroissante le long des trajectoires du système, quand le
système évolue.

Considérons maintenant une équation différentielle autonome quelconque

x′(t) = f(x(t)), (1.26)

associée à un champ de vecteurs f : Ω ⊂ Rn → Rn de classe C1.
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L’exemple des champs de gradient suggère d’introduire la définition suivante.
Définition 1.5

Soient x0 un équilibre de (1.26), U ⊂ Ω un voisinage de x0 et L : U → R une fonction
continue. On dit que L est une fonction de Lyapunov pour (1.26) en x0 si :

(a) L(x) > L (x0) pour x ∈ U, x 6= x0 (x0 est un minimum strict de L sur U)

(b) pour tout x ∈ U , la fonction t 7→ L (φt(x)) est décroissante.

(c) pour tout x ∈ U, x 6= x0, la fonction t 7→ L (φt(x)) est strictement décroissante,
on dit que L est une fonction de Lyapunov stricte pour (1.26) en x0.

Quand L est de classe C1, les conditions (b) et (c) sont impliquées respectivement par
les conditions suivantes :

(b)′ 〈∇L(x), f(x)〉 ≤ 0 pour tout x ∈ U .

(c)′ 〈∇L(x), f(x)〉 < 0 pour tout x ∈ U, x 6= x0.

Théorème 1.6
Si l’équation différentielle (1.26) admet un fonction de Lyapunov en un équilibre x0,
alors x0 est un équilibre stable. Si de plus la fonction de Lyapunov est stricte, alors x0

est asymptotiquement stable.

Démonstration : Voir le livre [1]

1.5.1 Cas des systèmes linéaires continus

En général, il n’y a pas une méthode donnée pour trouver une fonction de Lyapunov
pour un système non linéaire stable. Cependant il existe des formes générales de fonctions
de Lyapunov pour les systèmes linéaires continus. Soit le système linéaire continu ẋ(t) = Ax(t),

x(0) = x0 ∈ Rn,
(1.27)

où A est une matrice de dimension n× n à coefficients réels.
Proposition 1.6

Si A est une matrice asymptotiquement stable (<(λ) < 0 pour tout λ valeur propre de
A) alors pour toute matrice Q définie positive, il existe une matrice P définie positive
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unique solution de l’équation algébrique

ATP + PA+Q = 0. (1.28)

Démonstration : Soit
P =

∫ ∞
0

eA
T tQeAtdt.

1. Si x 6= 0,
< Px, x > =

∫ ∞
0

< eA
T tQeAtx, x > dt

=
∫ ∞

0
< QeAtx, eAtx > dt > 0.

2. P est bien définie, en effet A est asymptotiquement stable, il existe M et ω > 0 telles
que

∥∥∥eAt∥∥∥ =
∥∥∥eAT t

∥∥∥ ≤Me−ωt. Donc

‖P‖ ≤ ‖Q‖
∫ ∞

0
M2e−2ωtdt ≤ ‖Q‖M

2

2ω .

3.
ATP + PA =

∫ ∞
0

(
AT eA

T
QeA

T t + eA
T tQeAtA

)
dt,

or A et eAt commutent donc

ATP + PA =
∫ ∞

0

d

dt

(
eA

T tQeAt
)
dt = −Q.

4. Soit P̄ une matrice définie positive solution de l’équation (1.28) alors

d

dt

(
eA

T tP̄ eAt
)

= AT eA
T tP̄ eAt + eA

T tP̄AeAt

= eA
T t
[
AT P̄ + P̄A

]
eAt

= −eAT tQeAt,

d’où − P̄ = −
∫ ∞

0
eA

T tQeAtdt, c’est-à-dire P = P̄ .

La réciproque de ce résultat est donnée par la proposition suivante :
Proposition 1.7

S’il existe une matrice Q définie positive telle que (1.28) admet une solution alors le
système linéaire associé (1.27) est asymptotiquement stable.

Démonstration : Soit P solution de (1.28), considérons la fonction V définie par

V (x) =< Px, x >, x ∈ Rn.
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La dérivée de V le long de la trajectoire est

d

dt
V (x(t)) = (Pẋ(t), x(t)) + (Px(t), ẋ(t))

= (PAx(t), x(t)) + (Px(t), Ax(t))

= (PAx(t), x(t)) + (ATPx(t), x(t))

= (
(
PA+ATP

)
x(t), x(t))

= −(Qx(t), x(t)) < 0.

Donc d’après le théorème de Lyapunov, le système est asymptotiquement stable.

Corollaire 1.1
Le système (1.27) est asymptotiquement stable si et seulement si, pour une matrice
définie positive Q, l’unique solution P de l’équation de Lyapunov (1.28) est définie
positive.

Remarque 1.5
Le corollaire ci-dessus montre que le choix d’une matrice définie positive Q est arbi-
traire, par conséquent, un choix simple de Q sera la matrice Identité.

Exemple 1.7
Soit le système de dynamique

A =
 0 1
−2 −3

 .
On prend Q = I et on pose

P =
 p11 p12

p21 p22

 ,
P étant symétrique, donc p12 = p21 et l’équation de Lyapunov donne p11 = 5

4 , p12 =

p22 = 1
4 . Par conséquent, le système linéaire de matrice A est asymptotiquement stable.

1.5.2 Cas des systèmes linéaires discret

On considère un système autonome discret positif

x(k + 1) = Ax(k), (1.29)
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que l’on suppose (a.s). Soit λ0 la plus grande valeur propre de A et w un vecteur propre
positif gauche associé à λ0

(
wTA = λ0w

T
)
.

Soit |x| le vecteur dont les composantes sont égales aux valeurs absolues des composantes
du vecteur x.
Proposition 1.8

La fonction V (x) = wT |x| est une fonction de Lyapunov associée au système (1.29).

Démonstration : On a V (x) > 0 pour tout vecteur x 6= 0 et V (0) = 0. De plus pour tout
x(k) on a :

V (x(k + 1)) ≤ wTA|x(k)| = λ0w
T |x(k)| = λ0V (x(k)),

or le système (1.29) est (a.s) donc 0 < λ0 < 1, par conséquent V est strictement décrois-
sante par suite V est une fonction de Lyapunov.

Soit maintenant le système (1.29) supposé perturbé sous la forme

x(k + 1) = Ax(k) + b,

qu’on suppose ayant un point d’équilibre unique

x̄ = [I − A]−1b,

qui est (a.s). Alors on a le résultat suivant.
Proposition 1.9

La fonction
V (x) = wT |x− x̄|. (1.30)

est une fonction de Lyapunov associée au système perturbé.

Démonstration : V admet un minimum au point x̄ de plus

V (x(k + 1)) = wT |x(k + 1)− x̄|
= wT |Ax(k)−Ax̄|
≤ wTA |x(k)− x̄|

et wTA ||x(k)− x̄| = λ0w
T |x(k)− x̄| .

On en déduit que V (x(k + 1)) < V (x(k)) pour tout x(k) 6= x̄. Donc V est une fonction
de Lyapunov.



Chapitre 2

Stabilité des systèmes non linéaires

2.1 Systèmes non linéaires

2.1.1 Système non linéaire continue autonome, non autonome

Dans le cas continu, un système dynamique peut être representé par l’équation ẋ(t) = f(t, x(t)),
x (t0) = x0.

(2.1)

ou x : I =| t0, t0 + h] −→ Rn et f : D = I ×B → Rn ou

B = {x ∈ Rn tel que ‖x− x0‖ ≤ b} .

Un systeme de la forme (2.1) est appelé système non autonome, il est dit autonome s’il
s’écrit sous la forme

ẋ(t) = f(x(t)); x (t0) = x0.

2.1.2 Système non linéaire, discret autonome, non autonome

Dans le cas discret un système dynamique non autonome s’écrit : x(k + 1) = f(k, x(k)),
x (k0) = x0.

(2.2)

2.1.3 L’existence et l’unicité de la solution d’un système non
linéaire

Définition 2.1
La fonction x(t) est solution de (2.1) si pour tout
t ∈ I, (t, x(t)) ∈ D et x(t) vérifie (2.1) Si f est continue sur L, alors il est clair que x

23
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est de classe C1 sur I et vérifie

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, x(s))ds. (2.3)

Il existe différents résultats concernant l’existence et l’unicité de la solution de l’equa-
tion (2.3). Ci-dessous, or décrit le théorème de Picard-Lindeloff par son importance his-
torique et aussi parce que sa démonstration donne un moyen de construire la solution.
Théorème 2.1

Soit f une fonction continue sur D et satisfaisant la condition de Lipschitz

‖f(t, x) · · · f(t, y)‖ ≤ K‖x− y‖, t ∈ I, x, y ∈ B.

Si ‖f(t, x)‖ ≤ m pour tout (t, x) ∈ D, alors (2.1) admet une solution unique dans

[t0, t0 + c] ou c = min
(
h,

b

m

)
.

Démonstration :
• Soit x1(t) tel que ‖x1(t)− x0‖ ≤ b. A partir de (2.3), considérons la suite (xic) définie

par
xk+1(t) = x0 +

∫ t

t0
f (s, xk(s)) ds, k ≥ 1.

Par récurrence, on a ‖xk(t)− x0‖ ≤ b. La suite (xk) converge uniformément. En effet

‖x3(t)− x2(t)‖ ≤
∫ t

t0
‖f (s, x2(s))− f (s, x1(s))‖ ds.

Comme f est lipschitzienne par rapport à x, on a

‖x3(t)− x2(t)‖ ≤ K
∫ t

t0
‖x2(s)− x1(s)‖ ds,

or, ‖x2(s)− x1(s) + x0 − x0‖ ≤ 2b danc

‖x3(s)− x2(s)‖ ≤ 2Kb (s− t0) .

Par récurrence, on a f

‖xk(s)− xk−1(s)‖ ≤ 2bKk−2 (s− t0)k−2

(k − 2)! ; s ∈ [t0, t0 + h] .

Soit s1 > s

‖xk+1(s)− xk(s)‖ ≤ 2bKk−1 (s1 − t0)k−1

(k − 1)! ,
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terme général d’une série numérique convergente. D’où la suite (xk) converge unifor-
mément. Soit x(s) = lim

k→∞
xk(s), alors on a

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s · x(s))ds.

Soit y1(s) et (yk(s)) la suite associée.

‖xk(t)− yk(t)‖ ≤
∫ t

t0
‖f (s, xk−1(s))− f (s, yk−1(s))‖ ds.

Par le même raisonnement que precédemment, on a

lim
k→∞

(xk(t)− yk(t)) = 0,

or, yk − x = (yk − xk) + (xk − x). Donc pour tout x1,

lim
k−→∞

xk(s) = x(s).
• Pour l’uncité, on suppose qu’il existe deux solutions du problème, notées x et y.

Soit (xk) tel que x(s) = lim
k→∞

xk(s) et yk(s) tel que yk(s) = y(s) pour tout k : On a

‖yk(t)− x(t)‖ ≤ ‖yk(t)− xk(t)‖+ ‖xk(t)− x(t)‖

Donc (xk) et (yk) convergent vers la même limite.

2.2 Point d’équilibre d’un système non linéaire

Dans cette partie, nous allons voir que les problèmes de stabilité sont naturellement
formulés par rapport aux points d’équilibre.

Considérons le système dynamique continue ẋ(t) = f(x(t), t),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(2.4)

respectivement le système discret x(k + 1) = f(x(k), k),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(2.5)

où f fonction de Rn×R −→ Rn est telle que (2.4) (respectivement (2.5)) admet au moins
une solution.
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Définition 2.2
Le vecteur x̄ ∈ Rn est dit point d’équilibre du système (2.4) (respectivement (2.5)) si
f(x̄, t) = 0 pour tout t ≥ 0 (respectivement
x̄ = f(x̄, k) pour tout k ∈ N).

Exemple 2.1

1. Considérons le système régi par l’équation

ẋ(t) = a

[
1− x(t)

c

]
x(t) où a > 0; c > 0.

Les points d’équilibre de ce système sont solutions de l’équation algébrique
a
[
1− x̄

c

]
x̄ = 0, ce qui donne deux points d’équilibre x̄ = 0 et x̄ = c.

2. Considérons le système discret suivant x1(k + 1) = αx1(k) + x2(k)2

x2(k + 1) = x1(k) + βx2(k)
(2.6)

Un point d’équilibre de (2.6) est un vecteur x̄ = (x̄1, x̄2) solution du système x̄1 = αx̄1 + x̄2
2,

x̄2 = x̄1 + βx̄2,

ce qui donne deux points d’équilibre

x̄ = (0, 0) et x̄ =
(
(1− α)(1− β)2, (1− α)(1− β)

)
.

3. L’équation de croissance d’une population

ẋ(t) = a

[
1− x(t)

c

]
x(t), (2.7)

où a > 0 et c > 0 a deux points d’équilibre x̄ = 0 et x̄ = c.

Le point x̄ = 0 est instable et x̄ = c est asymptotiquement stable.

4. Considérons le système discret qui apparait en génétique

x(k + 1) = x(k)
1 + x(k) . (2.8)

Dans ce cas, x̄ = 0 est un point d’équilibre. Si x(0) > 0, x(k) −→ 0 et si
x(0) < 0, x(k) 9 0; d’où x̄ est instable.
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Remarque 2.1
Les définitions formulées ci-dessus caractérisent le comportement local du système,
c’est-à-dire l’évolution de l’état lorsqu’il est perturbé de son point d’équilibre. Le
concept de la stabilité globale est donné par la définition suivante.

Définition 2.3
La fonction x(t) est solution de (2.1) si pour tout t ∈ I, (t, x(t)) ∈ D et x(t) vérifie
(2.1) Si f est continue sur L, alors il est clair que x est de classe C1 sur I et vérifie

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, x(s))ds. (2.9)

On considéré le système suivant : ẋ(t) = f(x(t)),
x(0) = x0 ∈ Rn.

(2.10)

Définition 2.4
On appelle domaine de stabilité asymptotique du système dynamique (2.10) tout voi-
sinage du point d’équilibre x̄ du système tel que toutes les trajectoires partant d’un
état initial dans ce voisinage tendent vers x̄ quand t tend vers l’infini.

Définition 2.5
Un ensemble Ω est dit invariant pour le système (2.10) si pour tout x0 dans Ω, la solu-
tion x (t, x0) est dans Ω pour tout t ≥ 0. Un ensemble invariant trivial est l’ensemble
des états tout entier.

Définition 2.6
— Un point p ∈ Rn est dit point limite de (2.10) s’il existe une suite (tn)n≥0 de

termes positifs tels que lim
n−→∞

tn =∞ et lim
n−→∞

x (tn, x0) = p.

— L’ensemble des points limites sera noté Ω+.

Lemme 2.1
Si la solution x (t, x0) est bornée pour tout t ≥ 0, alors Ω+ est non vide, compact et
invariant.

Démonstration : Voir le livre [1]
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Théorème 2.2 (Ensemble invariant local)
Soit V une fonction différentiable de dérivées partielles continues. Soit ` > 0 et Ω` la
région où V (x) < `. On suppose que

1. Ω` est borné.

2. V (x̄) = 0 et V (x) > 0, pour tout x ∈ Ω` − x̄.

3. V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Ω`. Soit alors l’ensemble Y défini par :

Y =
{
x ∈ Ω`/V̇ (x) = 0

}
,

et M le plus grand sous-ensemble invariant de Y , alors pour tout x0 ∈ Ω`, on
a x (t, x0) converge dans M .

Démonstration : Soit x0 ∈ Ω`.V est décroissante le long de la solution, donc x (t, x0) ∈
Ω` pour tout t ≥ 0. De plus V (x (t, x0)) converge vers `0 avec `0 < `. On a donc
lim
t−→∞

V̇ (x (t, x0)) = 0 sur Ω+. Par conséquent Ω+ ⊂ Y et puisque Ω+ est invariant
Ω+ ⊂M. On conclut que x (t, x0) converge dans M .

Remarque 2.2

1. Si l’ensemble M est réduit à x̄ alors x̄ est (a.s).

2. Les résultats énoncés dans cette section restent valables dans le cas des systèmes
discrets.

Exemple 2.2
Considérons le système non linéaire

 ẋ1 = x1
(
x2

1 + x2
2 − 2

)
− x1x

2
2,

ẋ2 = −x2
1 + x2

(
x2

1 + x2
2 − 2

)
.

(2.11)

L’origine est un point d’équilibre de ce système.
Soit V la fonction définie par

V (x1, x2) = x2
1 + x2

2.

La dérivée de V le long de la trajectoire est

V̇ (x1, x2) = 2x1ẋ1 + 2x2ẋ2 = 2
(
x2

1 + x2
2

)2 (
x2

1 + x2
2 − 2

)
.
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Pour ` = 1, la région Ω` définie par V (x) < 1, est bornée. L’ensemble Y est réduit
à 0, et est un ensemble invariant. Les conditions du théorème de l’ensemble invariant
local sont satisfaites.

Théorème 2.3 (Ensemble invariant global)
Soit V une fonction différentiable de dérivées partielles continues. On suppose que

1. V (x̄) = 0 et V (x) > 0, pour tout x 6= x̄.

2. V̇ (x) ≤ 0 pour tout x.

3. V (x) −→∞ quand ‖x‖ −→ ∞.

Soit l’ensemble Y =
{
x ∈ Rn/V̇ (x) = 0

}
etM le plus grand sousensemble invariant de

Y , alors pour tout x0, on a x (t, x0) converge dans M (toutes les solutions convergent
asymptotiquement globalement vers M).

2.3 Fonction de Lyapunov

2.3.1 Cas des systèmes continus

Considérons à nouveau le système (2.10) et soit x̄ un point d’équilibre de ce système,
alors on a la définition suivante :
Définition 2.7

Une fonction V définie sur une région Ω qui contient x̄ est une fonction de Lyapunov
pour le système (2.10) et le point d’équilibre x̄ si

1. V est continue et ses dérivées partielles sont continues.

2. V admet un minimum unique en x̄ sur Ω.

3. La fonction V̇ (x) = ∇V (x)f(x) satisfait V̇ (x) ≤ 0 sur Ω.

Si x(t) est la trajectoire de (2.10) alors V (x(t)) représente la valeur de V le long
de la trajectoire. Afin que V soit décroissante le long de la trajectoire, on doit avoir
V̇ (x(t)) ≤ 0

V̇ (x(t)) = ∂V

∂x1
ẋ1(t) + ∂V

∂x2
ẋ2(t) + · · ·+ ∂V

∂xn
ẋn(t),

utilisant (2.10), on obtient

V̇ (x(t)) = ∂V

∂x1
f1(x(t)) + ∂V

∂x2
f2(x(t)) + · · ·+ ∂V

∂xn
fn(x(t)) = ∆V (x(t)) · f(x(t)),

avec f = (f1, · · · , fn) , x = (x1, · · · , xn)T et fi : Rn → R



2.3. FONCTION DE LYAPUNOV 30

Théorème 2.4
S’il existe une fonction de Lyapunov V (x) associée au système (2.10) dans une boule
B (x̄, R0), alors le point d’équilibre x̄ est stable. Si, de plus, la fonction V̇ (x) < 0 en
tout point sauf au point x̄, alors x̄ est asymptotiquement stable.

Démonstration : Pour toute condition initiale x0 dans B (x̄, R0) , V est décroissante le long
de la trajectoire. Donc V (x(t)) ≤ V (x0) pour tout t ≥ 0, ou encore x(t) ∈ B (x̄, R0)

1. La preuve de la stabilité du point d’équilibre est identique au cas discret.

2. Si maintenant V̇ (x) < 0 en tout point de B (x̄, R0) sauf x̄, alors V (x(t)) est positive
et décroit, donc converge.

Soit lim
t→∞

V (x(t)) = l. Alors lim
t→∞

V̇ (x(t)) = 0. Sinon, il existe une constante a > 0 telle
que 0 < a ≤ −V̇ (x(t)). On a :

V (x(t))− V (x(0)) =
∫ t

0
V̇ (x(s))ds ≤ −ta,

et par conséquent
V (x̄) ≤ V (x(t)) ≤ V (x(0))− ta,

ce qui est contradictoire lorsque t→∞. Et par suite

lim
t→∞

V̇ (x(t)) = 0.

Or V̇ (x) < 0 pour tout x ∈ B (x̄, R0) sauf x̄; par conséquent

lim
t→∞

V (x(t)) = V (x̄).

On conclut donc que lim
t→∞

x(t) = x̄ pour tout t ≥ 0.

Exemple 2.3
Soit le système régi par l’équation de Vanderpool donnée par

ẍ+ ε
(
x2 − 1

)
ẋ+ x = 0, ε < 0, (2.12)

qui s’écrit encore sous la forme
ẋ = y − ε

(
x3

3 − x
)
,

ẏ = −x.

Le seul point d’équilibre est (0, 0). On pose V (x, y) = x2 + y2

2 Alors le long de la
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trajectoire on a :

∆V (x, y) = yẏ + xẋ = −εx2
(
x2

3 − 1
)
.

Dans Ω =
{

(x, y)/x2 + y2 < 3
}
, V est une fonction de Lyapunov associée au système

avec V̇ < 0 pour x2 + y2 6= 0. On conclut donc, que le point d’équilibre (0, 0) est
asymptotiquement stable. Soit le système autonome suivant ẋ = f(x),

f(0) = 0.
(2.13)

où f ∈ C1 et soit A(x) = ∂f

∂x
la matrice jacobienne de f. Nous avons le résultat

préliminaire suivant.

Proposition 2.1
Si la matrice F = A + AT est définie négative sur un voisinage Ω de 0, alors le point
d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

Démonstration : Soit x ∈ Ω et y ∈ Rn.

< F (x)y, y >=<
(
A(x) +AT (x)

)
y, y >= 2 < A(x)y, y >< 0.

Donc A(x) est inversible pour tout x ∈ Ω. D’après le théorème de la fonction inverse, f
est bijective et puisque f(0) = 0, alors pour tout x ∈ Ω − {0}, f(x) 6= 0 Considérons la
fonction V définie par

V (x) =< f(x), f(x) > .

On a V (0) = 0 et V (x) > 0 pour x ∈ Ω − {0}. Calculons la dérivée de V le long de la
trajectoire. On a

V̇ (x) =< F (x)f(x), f(x) >< 0 pour x 6= 0.

On conclut donc que le point d’équilibre est (a.s).

Remarque 2.3
Une situation importante est celle où une fonction de Lyapunov peut être trouvée et
reste constante le long de la trajectoire, ce qui correspond à ∆V (x) = 0 dans le cas
discret ou à V̇ (x) = 0 dans le cas continu. Dans ce cas on conclut que toute trajectoire
du système se trouve dans le contour de la fonction V .
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Les théorèmes énoncés ci-dessus concernent la stabilité locale du point d’équilibre. Pour
avoir la stabilité asymptotique globale d’un système, il serait logique d’étendre le voisinage
(ou la boule) Ω à tout l’espace.
Théorème 2.5 (Stabilité globale)

Supposons qu’il existe une fonction V de Lyapunov définie sur Rn, associée au système
(2.10) de point d’équilibre x̄, telle que V̇ < 0 sauf en x̄ et

V (x) −→∞ quand ‖x‖ −→ ∞,

alors le point d’équilibre x̄ est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration : La preuve est identique au cas local ; en considérant le fait que la fonction
V est non bornée et que V̇ < 0 sauf en x̄, on conclut que pour une condition initiale
donnée x0, la trajectoire reste dans une région bornée définie par V (x) ≤ V (x0).

Remarquons que le résultat de la stabilité globale implique aussi que le point x̄ est le seul
point d’équilibre du système.
Exemple 2.4

Considérons le système
ẋ1(t) = −

(
1 + x2(t) + x2

3(t)
)
x1(t),

ẋ2(t) = −2x2(t) + x2
3(t),

ẋ3(t) = −(2 + cos t)x3(t).
(2.14)

On a x3(t) tend vers 0 exponentiellement, donc x2
3(t) tend aussi vers 0 exponentielle-

ment. En appliquant le théorème ci-dessus pour la première équation du système, on
conclut que ce système est (g.e.s).

2.3.2 Cas des systèmes discrets

Considérons le système (2.15), rappelé ci-dessous, x(k + 1) = f(x(k)),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(2.15)

et soit x̄ un point d’équilibre de ce système, alors on a la définition suivante :
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Définition 2.8
Une fonction V définie sur Ω, une région de l’espace d’état du système discret (2.15)
et contenant x̄ est de Lyapunov si elle vérifie les conditions :

1. V est continue sur Ω.

2. V admet un minimum unique au point x̄ sur Ω.

3. La fonction ∆V (x) = V (f(x))− V (x) ≤ 0 sur Ω.

Remarque 2.4

1. La condition 3. de la définition est équivalente à dire que le long de la trajectoire
du système contenue dans Ω, la fonction V est décroissante. En effet :

(a) Si à l’instant k, l’état du système est x alors à l’instant k + 1, l’état du
système est f(x), les valeurs de la fonction de Lyapunov en ces points sont
V (x) et V (f(x)) et donc la variation est ∆V (x) = V (f(x))− V (x).

(b) Si V est une fonction de Lyapunov sur Ω,∆V (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Ω.

2. L’interprétation géométrique permet de conclure que si la fonction de Lyapunov
existe, le point d’équilibre doit être stable.

3. La condition 2. de la définition peut être remplacée par V (x̄) = 0 et V (x) > 0
sur Ω. En effet, il suffit de considérer la fonction W définie parW (x) = V (x)−
V (x̄).

Exemple 2.5
Considérons le système 

x1(k + 1) = x2(k)
1 + x2(k)2 ,

x2(k + 1) = x1(k)
1 + x2(k)2 ,

(2.16)

qui admet (0, 0) pour point d’équilibre. On définit la fonction

V (x1, x2) = x2
1 + x2

2.

La fonction V est continue et admet (0, 0) comme minimum. De plus

V (x(k + 1)) = x2(k)2

(1 + x2(k)2)2 + x1(k)2

(1 + x2(k)2)2 = V (x(k))
(1 + x2(k)2)2 < V (x(k)).

D’où V est une fonction de Lyapunov pour ce système et donc ce point d’équilibre est
(a.s).
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Un système discret autonome s’écrit sous la forme

x(k + 1) = f(x(k)); x (k0) = x0.

Soit x̄ un point d’équilibre du système (2.1). (respectivement (2.2))



Chapitre 3

Instabilité et la stabilisation

3.1 Stabilité des systèmes autonomes

3.1.1 Définitions- Exemples

Lors de l’analyse d’un système, l’étude de la stabilité revêt une importance primordiale,
et bien que cette notion soit assez usuelle, elle peut avoir plusieurs interprétations selon
l’application envisagée, ce qui conduit à des définitions appropriées mais en général liées
au système considéré.
Les systèmes considérés dans cette section sont régis par l’équation ẋ(t) = f(x(t)),

x(0) = x0 ∈ Rn,
(3.1)

pour le système continu autonome et par x(k + 1) = f(x(k)),
x(0) = x0 ∈ Rn,

(3.2)

pour le système discret autonome.

3.2 Stabilité et linéarisation

Nous avons vu que la propriété de stabilité dépend de la nature du système autour
du point d’équilibre, il est donc naturel pour l’étude de la stabilité d’un système non
linéaire, de remplacer ce système par une approximation linéaire autour du point d’équi-
libre. Souvent une approximation linéaire est suffisante pour l’étude de la stabilité d’un
point d’équilibre. La linéarisation d’un système non linéaire est basée sur la linéarisation
de la fonction f au voisinage d’un point d’équilibre x̄. Considérons le système régi par
l’équation ci-dessous,

ẋ(t) = f(x(t), t), (3.3)

35
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de point d’équilibre x̄. On pose f = (f1, f2, · · · , fn) et x = (x1, x2, · · · , xn) et on suppose
que f est continument différentiable par rapport à x. Pour t fixé, on considère l’approxi-
mation

fi (x̄1 + y1, x̄2 + y2, · · · , x̄n + yn, t) ' fi (x̄1, x̄2, · · · , x̄n, t)
+∂fi (x̄1, x̄2, · · · , x̄n, t)

∂x1
y1 + ∂fi (x̄1, x̄2, · · · , x̄n, t)

∂x2
y2

+ · · ·+ ∂fi (x̄1, x̄2, · · · , x̄n, t)
∂xn

yn.

Ainsi on a f(x̄+ y, t) ' f(x̄, t) +F (t)y où F (t) est la matrice jacobienne de f au point x̄
donnée par :

F (t) =



∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xn... ...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn

 . (3.4)

Le système (3.3) s’écrit ẏ = F (t)y + h(t, y) où y = x− x̄.
Si la fonction f peut être approchée par F (t), autrement dit si, pour tout t positif, on a :

lim
‖y‖−→0

sup ‖h(t, y)‖
‖y‖ = 0,

alors le système
ẏ = F (t)y, (3.5)

est appelé le linéarisé du système non linéaire (3.3) autour du point d’équilibre x̄. Dans
certains cas, la stabilité du système linéarisé assure la stabilité du système lui-même.
Si le système linéarisé (3.5) est uniformément asymptotiquement stable, alors le point
d’équilibre x̄ de (3.3)) est aussi uniformément asymptotiquement stable.

Notons que si le système (3.5) est seulement (a.s), alors on ne peut pas conclure à la
stabilité du point d’équilibre. Dans le cas d’un système discret

x(k + 1) = f(x(k), k), (3.6)

on pose x(k) = x̄+ y(k) et y est solution de l’équation

y(k + 1) = F (k)y(k).

C’est l’approximation linéaire valable pour une petite perturbation y(k) du point d’équi-
libre x̄.
Dans le cas discret ou continu, l’approximation linéaire du système non linéaire admet F
comme matrice du système.
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Proposition 3.1
Si la matrice Jacobienne F (t) = F est constante, alors

1. Si les valeurs propres de F sont à parties réelles négatives, le système continu
(3.3) est asymptotiquement stable au point x̄.

2. S’il existe au moins une valeur propre λ de F telle que Re(λ) > 0, le système
continu (3.3) est instable au point x̄.

3. S’il existe λ telle que Re(λ) = 0, le système continu (3.3) peut être stable,
asymptotiquement stable ou instable.

4. Si les valeurs propres de F sont toutes dans le disque unité, le système discret
(3.6) est asymptotiquement stable au point x̄.

5. Si les valeurs propres de F sont dans le disque unité et une valeur propre λ est
telle que λ = 1, le système discret (3.6) peut être stable, asymptotiquement
stable ou instable.

6. S’il existe au moins une valeur propre λ telle que |λ| > 1, le système discret
(3.6) est instable au point x̄.

Exemple 3.1
Considérons le système

ẋ(t) = ax(t) + cx(t)2, (3.7)

0 est un point d’équilibre pour tout a et c. Le système linéaire associé au point 0 est
donné par ẏ(t) = ay(t). On a alors

1. Si a < 0, le système est asymptotiquement stable.

2. Si a > 0, le système est instable.

3. Si a = 0, on ne peut rien dire et cela nécessite une étude directe.

Pour a = 0, on a ẋ(t) = cx(t)2.

Si c = 0, il est clair que 0 est marginalement stable. Si c 6= 0 il est facile de déduire
que 0 est instable. En effet, la solution s’écrit

x(t) = x(0)
1− cx(0)t (3.8)

Pour t = 1
cx(0) la solution n’est pas définie.
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Exemple 3.2
Considérons le système discret x1(k + 1) = αx1(k) + x2(k)2,

x2(k + 1) = x1(k) + βx2(k),
(3.9)

avec 0 < α < 1 et 0 < β < 1.
Ce système admet deux points d’équilibre

x̄ = (0, 0) et x̄ =
(
(1− α)(1− β)2, (1− α)(1− β)

)
.

• Pour x̄ = (0, 0), on trouve

F =
 α 0

1 β

 ,
et le système linéaire correspondant s’écrit y1(k + 1) = αy1(k),

y2(k + 1) = y1(k) + βy2(k).

Les valeurs propres de F sont α et β, on conclut que le point x̄ = (0, 0) est
asymptotiquement stable.
• Pour x̄ =

(
(1− α)(1− β)2, (1− α)(1− β)

)
, on trouve

F =
 α 2(1− α)(1− β)

1 β

 .
Les valeurs propres de F sont solutions de l’équation

(λ− α)(λ− β) = 2(1− α)(1− β)

Le membre de gauche croit avec λ et plus petit que le membre de droite en
λ = 1. Il est clair qu’il existe une racine λ > 1. D’où ce point d’équilibre est
instable.
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3.3 Instabilité des systèmes

Dans cette partie, nous donnons quelques théorèmes qui sont aussi basés sur la méthode
directe mais pour montrer l’instabilité du point d’équilibre x̄.
Théorème 3.1

Si dans un voisinage Ω de x̄, il existe une fonction V (x, t) continument différentiable
et deux fonctions V0(x), V1(x) telles que

1. V (x̄, t) = 0 pour tout t ≥ t0.

2. 0 < V0(x) ≤ V (x, t) ≤ V1(x) pour tout x ∈ Ω− x̄ et t ≥ t0.

3. V (x, t0) > 0 et bornée dans Ω.

4. V̇ (x, t) > 0 dans Ω.

alors x̄ à t0 est instable.

Exemple 3.3
Considérons le système  ẋ1(t) = x1(t)

(
x2

1(t) + x2
2(t)

)
,

ẋ2(t) = x2(t)
(
x2

1(t) + x2
2(t)

)
.

(3.10)

Le seul point d’équilibre est (0, 0). Soit alors la fonction

V (x1, x2) = 1
2
(
x2

1 + x2
2

)
.

Le long de la trajectoire, on a

V̇ (x1, x2) =
(
x2

1 + x2
2

)2
.

Ainsi V et V̇ sont définies positives, le théorème ci-dessus montre que le système est
instable (dans ce cas, comme le système est autonome, on a V0(x) = V (x, t) = V1(x)).

Exemple 3.4
Considérons le système  ẋ1(t) = x2

1(t) + x2(t),
ẋ2(t) = x2

2(t) + x1(t).
(3.11)

Le seul point d’équilibre est (0, 0). Soit la fonction

V (x1, x2) = 1
3x

3
1 + x1x2 + 1

3x
3
2.
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Dans Ω = {(x1, x2) /x1 > 0, x2 > 0}, on a V > 0 et

V̇ (x1, x2) =
(
x2

1 + x2
)2

+
(
x1 + x2

2

)2
> 0,

et donc le point d’équilibre est instable.

Théorème 3.2
Si dans un voisinage de Ωdu point d’équilibre, il existe une fonction, V (x, t) continu-
ment différentiable et deux fonctions V1(x) et V0(x) telles que

1. V (x̄, t0) = 0.

2. 0 < V0(x) ≤ V (x, t) ≤ V1(x) pour tout t ≥ t0 et x 6= x̄.

3. V (x, t0) > 0 et bornée dans Ω.

4. V̇ (x, t)− λV (x, t) ≥ t0 pour tout t ≥ t0, pour tout x ∈ Ω, λ > 0.

Alors le point d’équilibre x̄ à t0 est instable.

Théorème 3.3
Soit Ω un voisinage du point d’équilibre x̄. Supposons qu’il existe une fonction V (x, t)
continue de dérivées partielles premières continues dans Ω, deux fonctions V0(x) et
V1(x) et Ω` une partie de Ω telles que

1. 0 < V0(x) ≤ V (x, t) ≤ V1(x) pour x ∈ Ω− x̄ et pour tout t ≥ t0.

2. 0 < V (x, t) et 0 < V̇ (x, t) dans Ω`, x 6= x̄ et V̇ (x̄, t) = 0.

3. x̄ ∈ ∂Ω`.

4. Pour tout x ∈ ∂Ω, V (x, t) = 0, pour tout t ≥ t0.

Alors le point d’équilibre x̄ à t0 est instable.



Résumé
La notion de la stabilité traite la stabilité des solutions d’équations différentielles et

des trajectoires des systèmes dynamiques sous des petites perturbations des conditions
initiales.

Les fonctions de Lyapunov sont des fonctions scalaires qui peuvent être utilisées pour
prouver la stabilité d’un équilibre d’une équations différentielles ordinaires. Ils sont impor-
tantes pour la théorie de la stabilité des systèmes dynamiques et la théorie du contrôle.
Il n’y a pas de technique générale pour construire des fonctions de Lyapunov pour les
équations différentielles ordinaires, dans de nombreux cas spécifiques, la construction de
fonctions de Lyapunov est connue. Par exemple, les fonctions quadratiques.

Le théorème d’instabilité linéaire fournit une condition suffisante d’instabilité de l’équi-
libre d’un système différentiel non linéaire. Cette condition suffisante est obtenue sur le
système différentiel linéarisé. Si une valeur propre de ce linéarisé possède une partie réelle
strictement positive, alors l’équilibre est instable.
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