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Examen �nal (Compte rendu)

Exercice 1(8pts)

1. (a) Montrer la formule d�Adam- Bashforth a 3 pas AB3 suivante :::.....(2pt)

yn+1 = yn+
h

12
(23gn � 16gn�1 + 5gn�2) ; yn ' y(xn) et gn = g(xn; yn)

Soit l�equa di¤
y0 = g(x; y); x 2 [a; b] ::::::(1)

0n utilise une subdivision uniforme de [a; b] comme suit x0 = a < x1 < ::: <
xN = b
on intégre (1) sur [xn; xn+1] on trouve

xn+1R
xn

y0(x)dx =
xn+1R
xn

g(x; y)dx;

yn+1 = yn +
xn+1R
xn

g(x; y)dx

g(x; y) ' pn(x); tq pn(x) passe par les pts (xn; ; yn); (xn�1; yn�1) et (xn�2; yn�2)
pn(x) est le polynome de Lagrange aux points (xn; ; yn); (xn�1; yn�1) et

(xn�2; yn�2)(la sol voir le cours)

1. b Montrer que l�erreur globale de cette méthode est d�ordre 3. :::.....(2pt)
on a

yn+1 = yn+
h

12
(23gn � 16gn�1 + 5gn�2) ; yn ' y(xn) et gn = y0n

d�aprés la formule deTaylor on a
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Par comparaison (2) et (3) on obtient

en =
h4

24
y
(4)

n (�); � 2 ]xn�2; xn+1[

jenj =

����h424y(4)n (�)
���� �Mh4

24
= Ch4

l�erreur locale est d�ordre 4 et l�erreur globale d�ordre 3.

2 Soit l�équation di¤érentielle ordinaire suivante�
y0 + 2y = 2 (cos 2x� sin 2x) ; x 2

�
0; �2

�
y(x0 = 0) = 1

(a) On prend h = �
12 : Calculer y1 = y( �12 ) par la méthode AB1 c�est a

dire Euler explicite:::.....(1pt)

yn+1 = yn + hg(xn; yn); g(xn; yn) = 2 (cos 2xn � sin 2xn)� 2yn

y1 = y0 + hg(x0; y0) = y0 + hg0

y1 = 1 +
�

12
g0 = 1; g0 = 0

(b) Utiliser la méthode RK2 pour calculer y2::::.....(1pt)

y2 = y0 +
h

2
[g(x0; y0) + g(x1; y1)]

g1 = 2
�
cos 2

�

12
� sin 2 �

12

�
� 2 = �1: 267 9

y2 = 1 +
�

24
[1� 1: 267 9] = 0:964 93

c Utiliser la formule AB3 pour calculer y3 = y(�4 )::::.....(1pt)

yn+1 = yn +
h

12
(23gn � 16gn�1 + 5gn�2)

y3 = y2 +
�

12 � 12 (23g2 � 16g1 + 5g0)

g2 = 2
�
cos 2

�

6
� sin 2�

6

�
� 2 � 0:964 93 = �2: 661 9

y3 = 0:964 93 +
�

12 � 12 (23 (�2: 661 9)� 16 (�1: 267 9)) = 7: 181 7� 10
�2
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d Expliquer comment utiliser la méthode (prédiction-correction) pour
calculer y3::::.....(1pt)

On fait une combinaison des méthodes AB3 et AM3 comme suit

AB3 : ypn+1 = yn +
h

12
(23gn � 16gn�1 + 5gn�2)

AM3 : ycn+1 = yn +
h

12
(5gn+1 + 8gn � gn�1)

AM3 : ycn+1 = yn +
h

12

�
5g
�
xn+1; y

p
n+1

�
+ 8gn � gn�1

�

AB3 : yp3 = y2 +
h

12
(23g2 � 16g1 + 5g0) = 7: 181 7� 10�2

AM3 : yc3 = y2 +
h

12
(5g (x3;y

p
3) + 8g2 � g1) = ::::

Exercice 2 (12pts)

1. Soit le problème suivant

(PC)

�
�u00(x) + �u(x) = f(x); � < 0; x 2 I = ]a; b[

u(a) = u(b) = 0
u 2 C2 ([a; b]) et f 2 C1 ([a; b])

On pose f(x) = sin (�x) ;� > 0:

(a) Trouver une relation entre � et � pour que u(x) = f(x) soit une
solution de (PC).:::.....(1pt)

�u00(x) + �u(x) = f(x)

�2 sin (�x) + � sin (�x) = sin (�x)

�2 + � = 1

(b) on prend � = �3; I = ]0; �[ ; h = �
4 : �

2 + � = 1 donc �2 = 4 donc
�2 = 4 or � = 2

la solution exacte de (PC) est u(x) = sin (2x) :

2 Trouver la formulation variationnelle (FV ) du problème (PC).:::.....(2pt)

(PC)

8<: �u00(x) + �u(x) = f(x); � < 0; x 2 I = ]a; b[ :::::(1)
et

u(a) = u(b) = 0
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Soit une fonction v 2 C1([a; b]), nulle en a et b.
Soit V =

�
v 2 C1([a; b]); v(a) = v(b) = 0

	
un sous espace de C1([a; b]) :

�u00(x)v(x) + �u(x)v(x) = g(x)v(x)

En intégrant par partieZ 1

0

[u00(x)v(x) + �u(x)v(x)] dx =

Z 1

0

f(x)v(x)dx:

donc

(PV )

Z 1

0

[�u0(x)v0(x) + �u(x)v(x)] dx =
Z 1

0

f(x)v(x)dx:::...... (3)

1. 3 Montrer que la formulation variationnelle (F V ) admet une solution
unique.:::.....(2.5pt)

(PV )

Z 1

0

[u0(x)v0(x) + �u(x)v(x)] dx =

Z 1

0

f(x)v(x)dx:::...... (4)

on pose

a(u; v) =

Z 1

0

[u0(x)v0(x) + �u(x)v(x)] dx; l(v) =

Z 1

0

f(x)v(x)dx

on trouve
a(u; v) = l(v); u; v 2 V (5)

0n applique le theorème de Lax-Milgram

a est une forme bilinéaire, et l est un opérateur linéaire

ja(u; v)j =

����Z 1

0

[u0(x)v0(x) + �u(x)v(x)] dx

���� � ����Z 1

0

ju0(x)v0(x)j dx+
Z 1

0

j�u(x)v(x)j dx
����

� ku0(x)kL2(]a;b[) kv
0(x)kL2(]a;b[) + j�j ku(x)kL2(]a;b[) kv(x)kL2(]a;b[) (C:Shwartz)

� ku0(x)kL2(]a;b[) kv
0(x)kL2(]a;b[) + C1 j�j ku

0(x)k
L2(]a;b[)

kv0(x)k
L2(]a;b[)

(Poincare)

� ku0(x)kL2(]a;b[) kv
0(x)kL2(]a;b[) (1 + C1 j�j)

� (1 + C1 j�j) ku0(x)kV kv
0(x)kV

donc a est bilinéaire continue.

a(u; u) =

Z 1

0

�
u0(x)2 + �u(x)2

�
dx =

Z 1

0

u0(x)2dx+ �

Z 1

0

u(x)2dxZ 1

0

u0(x)2dx = ku0(x)k2
L2(]a;b[)

� 1

c
ku(x)k2

L2(]a;b[)
;

Z 1

0

u(x)2dx = ku(x)k2
L2(]a;b[)

a(u; u) � 1

c
ku(x)k2

L2(]a;b[)
+ � ku(x)k2

L2(]a;b[)

�
�
1

c
+ �

�
ku(x)k2

L2(]a;b[)
= 
 ku(x)k2

L2(]a;b[)
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donc
a(u; u) � 
 ku(x)k2

L2(]a;b[)
; avec ,
 =

1

c
+ �

donc a coercive.

jl(v)j =

����Z 1

0

f(x)v(x)dx:

���� � kf(x)kL2(]a;b[) kv(x)kL2(]a;b[) (C:Shwartz)
� kf(x)k

L2(]a;b[)
C2 kv0(x)k

L2(]a;b[)

� C2 kf(x)k
L2(]a;b[)

kv(x)k
V

� K kv(x)k
V

donc l est linéaire continue.

4 Appliquons de MEF sur (PV ) avec une discrétisation de [0; 1] (h =
1
N ; xj = jh).:::.....(2.5pt)

Une solution de la forme variationnelle (1) s�appelle solution faible du prob-
lème di¤rentiel de départ.
On cherche alors a écrire un problème approchè dans un sous-espace vectoriel

de dimension �nie.
Soit eV =

�eu 2 C1([0; 1]);u(0) = u(1) = 0	un sous-espace vectoriel de V de
dimension �nie N-1.::::......(0.25pt)
Soient '1; '2; :::; 'N N fonctions linéairement indépendantes de V . Ces

fonctions constituent une base du sous-espace eV .::::......(0.25pt)
Si eu 2 eV alors :eu =PN�1

j=1 'juj ;on remplace dans (1) on trouve

Z 1

0

24�N�1X
j=1

'0jujev0(x)(x) + � N�1X
j=1

'jujev(x)
35 dx = Z 1

0

f(x)ev(x)dx; 8ev 2 eV :::....(0.25pt)
24N�1X
j=1

Z 1

0

�
�'0jev0(x)(x) + �'jev(x)�uj

35 dx = Z 1

0

f(x)ev(x)dx; 8ev 2 eV :::....(0.25pt)
(6)

On prend ev(x) = 'i(x) on trouve24N�1X
j=1

Z 1

0

�
�'0j(x)'i0(x) + �'j(x)'i(x)

�
uj

35 dx = Z 1

0

f(x)'i(x)dx; 8'i 2 eV ; i = 1; N � 1....(0.5pt)

(2)
On pose

Ai j =

Z 1

0

�
�'0j(x)'i0(x) + �'j(x)'i(x)

�
ujdx; Di =

Z 1

0

f(x)'i(x)dx....(0.5pt)

(7)
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Choix des fonctions 'i

'i(x) =

8<:
x�xi�1

h ; xi�1 � x � xi

x�xi+1
�h ; xi � x � xi+1

....(0.5pt)

a Trouvons le système linéaireAU = D associé au problème (PV ).:::.....(2pt)

l�équation (2) devient0@N�1X
j=1

Ai j

1Auj = Di; i = 1; N � 1....(0.5pt) (8)

A = (Ai j) ; i = 1; N � 1; j = 1; N � 1

Ai,i =
2

h
+
2�h

3
; Ai;i+1 = Ai+1;i =

�1
h
��h
3
; Di =

Z 1

0

f(xi)'i(x)dx = hf(xi).(0.5pt)+(0.5pt)

A =

0BBBBBB@
Ai,i Ai; i+1 0 0 : :
Ai; i+1 Ai,i Ai; i+1 0 : :
0 Ai; i+1 Ai,i Ai; i+1 0 0
0 0 Ai; i+1 Ai,i Ai; i+1 0
0 0 : Ai; i+1 Ai,i Ai; i+1
0 0 : : Ai; i+1 Ai,i

1CCCCCCA ; D = h

0BBBBBB@
f(x1)
f(x2)

f(xN�1)

1CCCCCCA ....(0.5pt)

b On prend � = �3; I = ]0; �[ ; h = �
4 :::.....(1.5pt)

Ai,i =
2

h
+
�h

6
=
8

�
��
2
; Ai;i+1 = Ai+1;i =

�4
�
+
�

4
; Di =

Z 1

0

f(xi)'i(x)dx = hf(xi)....(0.5pt)

Ai,i =
16� �2
2�

; Ai;i+1 = Ai+1;i =
�2 � 16
4�

A =

0B@ 16��2
2�

�2�16
4� 0

�2�16
4�

16��2
2�

�2�16
4�

0 �2�16
4�

16��2
2�

1CA ; D = hF (x):....(0.25pt)

D = h

0@ f(0:25)
f(0:5)
f(0:75)

1A =
�

4

0@ sin(2�4 )
sin(2�2 )
sin(2 3�4 )

1A =

0@ 0:785 40
0

�0:785 40

1A ...(0.25pt)

(a) Trouvons la solution approchée du problème (PC). U = A�1:D =0@ 1: 537 1: 024 9 0:512 4
1: 024 2: 049 8 1: 024 9
0:512 4 1: 024 9 1: 537 4

1A �
4

0@ sin(2�4 )
sin(2�2 )
sin(2 3�4 )

1A =

0@ 0:804
0

�0:804

1A....(0.5)pt
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