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Examen final (Compte rendu)

Exercice 1(8pts)
1. (a) Montrer la formule d’Adam- Bashforth a 3 pas AB3 suivante ........ (2pt)

h
Yn+1 = yn‘i’ﬁ (23gn —16g,-1 + 5gn—2) ; Yn y(zn) et g, = g(xn’yn)
Soit I'equa diff
¥ =g(z,y); = € [a,b]....(1)

On utilise une subdivision uniforme de [a, b] comme suit 29 =a < 21 < ... <
N = b
on intégre (1) sur [, Z,+1] on trouve

Tnt1 Tn+1
[ y(@de = [ g(z,y)d;
T Ty
Tn41
Yn+1 = yn+ f g($,y)d7)

Tn

g(x, y) = Pn (LE), tq pn (x) passe par les pts (xn, ) yn), (xn—la yn—l) et (xn—27 yn—2)
pn(z) est le polynome de Lagrange aux points (., ,yn), (Tn—1,Yn—1) €t
(Zn—2,Yn—2)(la sol voir le cours)

1. b Montrer que l'erreur globale de cette méthode est d’ordre 3. ........ (2pt)

on a

h
Yn+1 = Ynt+-5 (239n —16gn—1 + 5gn72)§ Yn = y(xn) et gn = y;

12
d’aprés la formule deTaylor on a
h2 h3 1" h4 (4)
. = y,+hy +—y' + — — 1
Yn+1 Yn W+ S+ U oy 1)
h2 h3 22
el = Yn—hy +—y! - —
Yn—1 Y Yp T B Yn 6 Yp +
4h3 "
Yn—2 = Yn—2hy, + 207y, — 3 Un T
h ! / /
Yntt = Yo+ 5 (23yn — 16y, + 5y, s)

’ " 2 3 (4
no( 239, =16 (v — by + B — By

Yn+1 = Un + — " e
12\ 45 (y, - 2hy, + 2y — )



h ’ 1" 1
Yni1 = Yn + —= (12% +6hy. + 2h%y. — 4Py )

12
h? B3 1, @
Y1 = Yo+ Iy + Sy oy — gh
2 6 9
]’L2 h3 "
Yl = Yo+ WY+ Y+ T +en (2)
Par comparaison (2) et (3) on obtient
ht
€n = ﬂyn (6)7 f € ]$n72zxn+1[
h* @ h*
n — < M— =Ch*

Perreur locale est d’ordre 4 et I'erreur globale d’ordre 3.
2 Soit I’équation différentielle ordinaire suivante

{ y + 2y =2 (cos2z —sin2z); z € [0, 5]

ylzg =0) =1
(a) On prend h = f5. Calculer y; = y({5) par la méthode AB; c’est a
dire Euler explicite........ (1pt)

Yn+1 = Yn + hg(xnayn)v g(x’ﬂvyn) =2 (COS an — sin 2‘7:71) - 2y7l

y1 = yo+hg(zo,y0) =yo + hgo
7T
hn + 1290 » 9o
(b) Utiliser la méthode RK2 pour calculer ys......... (1pt)
h

Y2 = Yot 35 [9(z0,90) + g(x1,y1)]
g o= 2 (c052% - siHQ%) — 92— _1.2679
g = 1+ 214 [1—1.2679] = 0.96493

¢ Utiliser la formule AB3 pour calculer y3 = y(

SN
SN—
N
[
i)
&
N

h
Yn+1 = Un + E (23gn - 16gn—1 + 5gn—2)

T
ys = Y2+ o+ 12 (2392 — 1691 + 5g0)
go = 2 (0052% - sin2g> ~2%0.96493 = —2.6619
ys = 0.96493 + 12: — (23(~2.6619) — 16 (~1.2679)) = T.1817 x 10~



d Expliquer comment utiliser la méthode (prédiction-correction) pour
calculer ys......... (1pt)

On fait une combinaison des méthodes AB3 et AM3 comme suit

h
AB3:yp =yn+ 5 (239, — 16gn—1 + 5gn—2)

h
AM3 @ Yoy =Yn+ D) (59n+1 + 89n — gn-1)

h
AM3 Y =y + 33 (59 (Tn+1,Y5 1) + 89n — gn-1)

h
AB3 : yE=yo+ 5 (2392 — 1691 + 5go) = 7.1817 x 1072

h
AM3 :ys = yo + 5 (59 (23,¥35) +892 = g1) = e
Exercice 2 (12pts)

1. Soit le probléme suivant

(PC){ *“"(x”ﬂ“(x)u:a{f)u(gi%’ vel=labl e (jab) et f €O ([ab)

On pose f(z) =sin (az);a > 0.

(a) Trouver une relation entre « et 5 pour que u(z) = f(x) soit une
solution de (PC)......... (1pt)

—u’(z) + fu(z) = f(x)
o? sin (ax) + Bsin (ax) sin (cur)
a? + s =1

(b) on prend = -3, 1 =]0,7[, h = Z. a®* + 8 = 1 donc o* = 4 donc
a’?=4ora=2

la solution exacte de (PC) est u(zx) = sin (2z) .

2 Trouver la formulation variationnelle (F'V') du probléme (PC)......... (2pt)
—u"(z) + fu(z) = f(z), 8<0, z€l=]a,b[ ....(1)
(PC) et
u(a) =u(b) =0



Soit une fonction v € C*([a, b]), nulle en a et b.
Soit V = {v € C*([a,b]);v(a) = v(b) = 0} un sous espace de C*([a,b]) .

u(z)v(z) + Pu(z)v(z) = g(x)v(z)

En intégrant par partie

ﬂww>u+m m*/f
donc

1
(PV)/O = ()0 () + Bu(a dw-/ F@)o(@)do... 3)

1. 3 Montrer que la formulation variationnelle (F V ) admet une solution
unique......... (2.5pt)

(PV)/Ol[u'() (z) + Bu(z dx—/f ......... (4)

on pose

a(u,v) = /0 [ (z)v'(z) + Bu(z)v(z)] dz, I(v) = [ f(z)v(z)dx

on trouve
a(u,v) =1(v); u,v eV (5)
On applique le theoréme de Lax-Milgram

a est une forme bilinéaire, et [ est un opérateur linéaire

/0 @) () + Bula)(@)] de| < ’ / ! ()] di + / \Bu(z)v(z)| da

la(u, v)]

< W@ 2gapp 1V @) p2gapy + 18] ulz )qua o @I, (CShwartz)

< W@ 2gapp 1V (@) g2y + Cr 1Bl (z DM gy 1V ($)||L2(] o (Poincare)
<l (@) p2qapp 10" @) L2 qasp 1+ C11B])

< @+ BD W (@)l 1o (@)l

donc a est bilinéaire continue.

a(u ) = /01 [/ (2)® + Bu(e)?] do = /Olu'(m)2dw—|—ﬂ/01u 2)2dz

) 1
9 1 2 2
/0 u’(a:)2dx _ HU/(Q")HLZ(] o > E Hu(x)||L2(]a,b[) 5 A U(J?)de = ||U(17)||L2(]a,b[)
a(uu) > fn<mw B I@)IT,
>

<C+B)I(quw—vﬂ()b(

4



donc

1
> 2 ==
a(wu) 2 [u@), avee v =+
donc a coercive.
il = |f 1< W@, W@l (CShwartz)
<
< IIf(w)IIL% LCl@l,
< GCllf@ ., ,, @I,
< Klv@),

donc [ est linéaire continue.

4 Appliquons de MEF sur (PV) avec une discrétisation de [0,1] (h =
L,z =jh)en.. (2.5pt)

Une solution de la forme variationnelle (1) s’appelle solution faible du prob-
leme diffrentiel de départ.

On cherche alors a écrire un probléme approché dans un sous-espace vectoriel
de dimension finie.

Soit V = {u € C*([0,1]); u(0) = u(1) = 0}un sous-espace vectoriel de V' de
dimension finie N-1........... (0.25pt)

Soient ¢q,@s, ..., N fonctions linéairement indépendantes de V . Ces
fonctions constituent une base du sous-espace Voo, (0.25pt)

Si eV alors :i = Zj\;l ¢juj,on remplace dans (1) on trouve

1 N-1 N-1
/ — Z ©iuiv’ (z)(z) + B Z puv(x) | dr = / f(@)0(z)dz, Yo e V... (0.25pt)
0 =1 j=1

N-1

j=1

(6)

On prend 9(z) = ¢,;(z) on trouve

Z/ "(z) + B (x)p;(x)] uj | d :/0 f@)p,(x)de, Yo, €V, i=T1,N — ...

(2)

1 1
A= /0 [—go;-(x)cpi’(m) + By, (2)¢i(x)] ujdz, D; = /0 f(@)p;(x)dz....(0.5pt)
(7)

1 ~
Z/ [~V (2)(x) + Bo;0(x)] uy da:—/ f(z dx, Yo eV.... (0.25pt)

(0.5pt)



Choix des fonctions ¢,

== i <z<a
;(z) = » ....(0.5pt)
=L oz <z<mip
a Trouvons le systéme linéaire AU = D associé au probléme (PV)......... (2pt)

léquation (2) devient

N-1
Aij|uj=D; i=1N—1...(0.5pt) (8)
j=1

A=(4;;),i=1T,N—1, j=1,N—1

2 28h -1 Bh !
As =~ i7 Aiiv1 = Aig1i = —fﬁ—, D; = / f(x)p;(x)dx = hf(z;).(0.5pt)+(0.5pt)
TR T3 0
Ai,i AL i+1 0 0 . . f(iCl)
Ai iy A Aiin 0 . . f(z2)
0 A; A A; 0 0
A= ol Aie o A i D=h o-(0.5pt
0 0 Aiiv1 A A i 0 (0.5pt)
0 0 . Aj i Ay Aiip
0 0 ) . Ai iy Ai flen_1)
b Onprend 8= -3, 1 =]0,7[, h = F........ (1.5pt)
2 ph 8 m —4 !
Ai,i = E—‘r? = ;—5, Ai,i+1 = Ai+1,i — 74’1, .DZ = /0 f(xl)gpz(x)dx = hf(mi)....(0.5pt)
16 — 72 ™2 —16
A= “or A1 = Aip1: = i
162;71’2 71'24:(16 0
2 e —
A = 16 16 16 | ,D = hF(x).....(0.25pt)
0 m?—16 16—=x>
4 2
£(0.25) sin(2Z) 0.785 40
D = n| f05) |=7| sn@5) |= 0 (0.25pt)
£(0.75) sin(227) —0.785 40
(a) Trouvons la solution approchée du probleme (PC). U = A~1.D =
1.537 1.0249 0.5124 Sin(?%) 0.804
1024 2.0498 1.0249 | = | sin(2%) | = 0 (0.5)pt
05124 1.0249 1.5374 sin(257) —0.804



