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Introduction générale

Dans notre vie quotidienne, il existe plusieurs phénomeénes qui font appel a des

processus de contact entre un corps déformable et une fondation ou entre deux corps
déformables, comme les pneus de roue et la route, les plaquettes de frein avec roues
etc....
La problématique du contact est essentiellement de savoir comment les forces sont ap-
pliquées sur une structure et comment réagissent lorsqu’elles subissent ces derniéres.
Les processus de contact s’accompagnent d’un certain nombre de phénomenes dont
les principaux sont le frottement, ’adhésion des surfaces de contact, la géneration de
chaleur, 'endommagement matériels ainsi que les effets mécaniques, physiques et chi-
miques a différentes échelles.

La piézoélectricité est la propriété que possédent certains matériaux de se polariser
électriquement sous l’action d’une contrainte mécanique et réciproquement de se dé-
former lorsqu’on leur applique un champ électrique.

La premiére application de la piézoélectricité fut le sonar développé par Paul Lange-
vin et ses collaborateurs pendant la premiére Guerre mondiale. Ce sonar était composé
de lames de quartz collées entre deux plaques d’acier et d’un hydrophone et permettant,
par la mesure du temps écoulé entre 1’émission d'une onde acoustique et la réception
de son écho, de calculer la distance a ’objet. Au cours de la seconde Guerre mondiale,
la recherche des matériaux diélectriques plus performants amena différents groupes
de recherche au Japon, aux Etats-Unis et en Russie a découvrir les propriétés pié-
zoélectriques de céramiques de synthéses composées d’oxydes a structure pérovskite :
le titanate de baryum (BaT'iO3) puis un peu plus tard les titano-zirconate de plomb

(PZT). La mise au point de ces matériaux représente une étape décisive dans le déve-



Introduction

loppement des dispositifs piézoélectriques.

En mécanique et en physique, I’adhésion est ’ensemble des phénoménes physico-
chmiques qui se produisent lorsque I’on met en contact intime deux matériaux, dans le
but de créer une résidence mécaniquea la séparation. L’importance accrue des processus
d’adhésion dans les montages industriels a attiré ’attention des chercheurs ces derniers
temps ce qui enrichit les études et la littérature mathématique sur ce sujet, donc il est
nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description du contact comme dans
les deux premier chapitres de ma thése et on remplacé 'adhésion par un autre variable
dans le troisiéme chapitre.

Dans cette thése, On considére deux corps matériels qui occupent des domaines
bornés Q' € RY O? € R? (d = 2,3). Pour chaque o = 1.2, on suppose que la fron-
tiere I'* = 00 est réguliére et partitionnée en trois parties mesurables I'?, 'S et I'S
d’une part et en deux parties mesurables I} et I'} d’autre part telles que mesI'Y > 0
et mesI'Y > 0. On note que v* la normale unitaire sortante a I'* et les corps sont
encastrées sur I'{' . Sur ['§ agissent des tractions surfaciques de densité f5' et dans Q¢
agissent des forces volumiques de densités f{, voir figure 2. On suppose que f5' et f,
varient trés lentement par rapport au temps et soit 7' > 0 et soit [0, 7] U'intervalle de
temps. En plus de 'action des forces des tractions, le corps 2% est soumis a 'action
des chaleurs électriques de densité volumiques ¢§ et de chaleurs électriques surface. Les
deux corps sont soumis & l’action de potentiel nul sur la partie I'Y de la frontiére ainsi

u’a laction des charges électriques de densité surfacique ¢%, agissent sur I'¢.
2 b
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Introduction

On désigne par o = o%(z,t) le champ des contraintes, u®* = u®(x,t), le champ

des déplacements et e(u®) le champ des déformations infinitésimales.

Ma theése est composée de trois chapitres ol on étudie respectivement trois pro-
blémes de contact distincts entre deux corps piézoelectrique avec endomagement. Pour
chaque probléme, on va donner sa formulation, présenter sa formulation variationnelle
et etudier l'existence d’une solution faible du probléme. Dans le premier chapitre le
contact est entre deux corps thermo-électro-élastique avec adhésion et frottement. Dans
le deuxiéme le contact est entre deux corps thérmo-électro-viscoélastique avec adhésion
et endommagement, le contenu du deuxiéme chapitre a fait I’objet de la publication [6].
Dans le dernier chapitre le contact est entre deux corps thérmo-électro-viscoélastiques
avec endommagement et un variable interne, le contenu du troisiéme chapitre a fait

I'objet de la publication [5].
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Notations générales

Ensemble des entiers naturels,

I’ensemble des nombres réels,

Constante réelle strictement positive,

C’est a dire,

La dérivée partielle de ¥ par rapport a la ™ composante = : 9;1) = g—i,
Gradient de Iapplication ¢ : Vi = (019, ..., 0q),

I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R%(d = 2, 3),
Divergence de 'application,y) : Dive) = 019 + ... + Ogt)),

le produit scalaire de X,

la norme de X,

Presque partout,

Ouvert de R?, parfois domaine L’hertzien,

I’adhérence de Q%,

La frontiere de Q% : I'* = 90°,

Les parties de frontiére I'*, (i = 1,2,3) ,

Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I'¢

Mesure superficielle sur I'¢",

la normale unitaire sortante a I'“,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v défini sur Q,
Espace des fonctions u® mesurables sur Q* telles que [, [u®[*dz < 400,
La norme de L*(Q®) définie par || u® || z2(qm= (foa |u®[?dz)?,

Espace des fonctions u®* mesurables sur ¢ telles que,

de > 0| u® |< ¢, p.p., sur Q°,

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

viil



Notations générales

Hz (I%)
Hre
Hpo
C([o0,T]; H)
C'([0, T); H)
Lr([0,T); H)
I+ M qo.zym)
Whe([0, TT; H)
I+ e (o.7:m)
3=13=T;

uOé

L’espace de Sobolev d’ordre % sur ['*,

Lespace(Hz (I'*))4,

I’espace dual de Hre.

L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

L’espace des fonctions continiiment dérivables sur [0, 7] dans H,
L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

La norme de LP([0,77; H),

L’espace de Sobolev de paramétres k et p,

La norme de W*?([0, T; H),

L’interface de contact entre les corps Q!, O?,

Vecteurs des déplacements dans le domaine Q% on écrit u$* les composantes
du vecteur dans la base canonique,

Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u®, on écrit o
les composantes du tenseur dans la base canonique,

normale des contraintes a la frontiére du domaine :0¢ = (0°v%).v%,

le composante tangentielle du champ tensoriel o,

Valeurs des potentiels électriques dans le domaine 2,

Vecteurs d’adhésion sur la surface de contact I's,

Valeurs des déplacements électriques dans le domaine %,

Les dérivées premiére et seconde de u® par rapport au temps,

Tenseur linéarisé des déformations :e(u®);; = 5(9;us + 0;uf).
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Chapitre 1

Contact entre Deux Corps
thérmo-électro-élastiques avec
frottement, adhésion et

endomagement

Dans ce premier chapitre, on s’intéresse a 1’étude variationnelle d’un probléme
de contact entre deux corps thérmo-éléctro-élastique dans un processus quasistatique
avec mémoire longue et endommagement, cet contact est modélisé par les conditions
de compliance normale avec ’adhésion.

Ce chapitre est organisé en trois sections. Dans la premiére, on décrit la formulation
du probléme tandis que dans la deuxiéme, on donne des hypothéses et sa formulation
variationnelle mais dans la troisiéme, on démontre l'existense d’'une solution faible et
sa unicité en se basant sur les méthodes du point fixe et les résultats des équations

variationnelles.



1.1 Position du probléme

1.1 Position du probléme

Probléme P. pour a = 1,2, trouver respectivement les champs des déplace-
ments u® : Q% x [0, T] — R? des contraintes a® : Q* x [0,T] — S¢, des températures
0« : Q* x [0,T] — R, d’endommagements £* : Q% x [0,7] — R, des potentiels élec-
triques ¢* : Q* x [0,T] — R, déplacements électriques D* : Q% x [0,7] — R¢ et un

champ d’adhésion ¢ : I's x [0,T] — R, tels que :
o = B(elu).07,6) + [ Q10— siew(5),0°(s). €°(9)s — (€2 B¢, (L
dans Q% x (0,7,
D% = &% (u®) + GY(E“(¢Y)) dans Q% x (0,7, (1.2)

£ — KOAEY 4+ OPga (E%) 3 ¢% (6%, e(u®),0%,6%)  dans Q% x (0,7T), (1.3)

0% — KGAOY = O (o, e(u”), 0%, ) + p© dans Q x (0,7, (1.4)

Dive® = —f;* dans Q% x (0,7, (1.5)

divD* = ¢f dans Q% x (0,7, (1.6)

u* =0 sur I'Y x (0,7), (1.7)

oc'v® = [y sur 'Y x (0,7), (1.8)

¢ = Haa(s, &, Ru([w)]), Re([ur]))  surT's x (0,7), (1.9)
ol=02=0,

sur Ty x (0, 7), (1.10)

| o7 + 77" Re([ur]) [|< pupy ([un)])
| o + 7R (fu) < wpo(f)) = fu] =0 swTsx (0,7),  (L11)

| o + 7" Re([ur]) |= s ([w]) = 3X >0

telle que o - + PYT<2RT([UT]) = _)\[uT]

o
ove

0 sur I'* x (0,7), (1.12)

2



1.1 Position du probléme

53% +A50% =0 surI' x (0,7, (1.13)
“=0 sur I' x (0,7), (1.14)

D .- v* = ¢ sur I'y x (0,7), (1.15)

D*.v* =0 sur I's x (0,7, (1.16)

u®(0) = uy, 0°(0) =65, £(0) = &5 dans 7, (1.17)

s(0) =< sur ['s. (1.18)

Les relations (1.1) et (1.2) désignent la loi constitutive du probléme, ot B* est
Iopérateur thérmo-élasticité avec endommagement, G* est 'opérateur de permitivité
électrique e(u®) représente le tenseur linéarisé de contrainte, E*(¢®) = —V(® est le
champ électrique, £* désigne le tenseur piézoélectrique du troisiéme ordre, et (€*)* son
transposé. La relation (1.3) représente l'inclusion qui décrit 1’évolution du champ d’
endommagement. La conservation énergitique est représenée par (1.4). (1.5) et (1.6) de-
signent respectivement les relations d’équilibre qui concernant les champs de contrainte
et de déplacement électrique. (1.7) et (1.8) definissent les conditions aux limites res-
pectivement de déplacement et de traction. (1.9) qui décrit I’évolution d’adhésion est
dépendante de ¢. La relation (1.10) désigne le contact sur I's. (1.11) représente les
conditions de contacte de frottement de Colomb avec compliance normale et adhésion.
La relation (1.12) met en évidence les condition aux limites de Neumann homogéne ot
g% s’obtient par la dérivation normale de £*. (1.13) représente la condition aux limites
de Fourier pour la température sur I'“. Les conditions aux limites électriques sont pré-

sentées par les équations (1.14), (1.15) et (1.16). Finalement les fonctions ug, 0y, &y et

o dans (1.17) et (1.18) sont les conditions initiales.




1.2 Formulation variationnelle

1.2 Formulation variationnelle

QO&

;

\

a) Hypothéses
On considére les hypothéses suivantes :
B*: Q% x S x R x R — S? satisfait :

p

(a) 1l existe Lga > 0telle que :
1B (11, 81,71) — B (2, M2, 82, 72)| < Lga(|m — m2| + |81 — sa| + [r1 — 72]),
Vi, me € S%, 81, 89,711,120 €R pop.x € Q.

(b) 11 existe mpa > Otel que :

(Bo‘(x,m,s,r) - Ba('r7772757r))'(771 - 772) Z mpe||th — 772”27
Vi, me € S% 5,7 € R p.p.x € Q°.

(¢) x> B%(x,n,s,r)est mesurable dans Q*, Vn € S s,7 € R.

(d) xw— B%x,0,0,0) € H".

\

(1.19)

c QY% [0,T] x S x R x R — S? vérifie :

(a) Il existe Lga > Otelle que :
|Q*(x, t, €1, 81,m1) — Q¥(x,t, €2, 82,72)| < Loa(ler — €] + [s1 — S2| + |1 — 72]),
vt € (0,T), Ve, e €8S% s1,80,71,79 €ER pp.x €N,
(b) z+— Q%(z,t,¢€,s,r)est mesurable dans Q% pour tout t € (0,7),
e€S? s, reR,
(c) t~ Q%w,t,€,s,7)est continue dans (0,7, pour tout € € S¢,
Vs,r € R, p.p. x € Q%
(d) 2 Q%(x,t,0,0,0) € H*, Vt € (0,T).
(1.20)




1.2 Formulation variationnelle

0% : 0*xSTx S x R x R — R satisfait :

;

(a) 11 existe Lo > Otelle que :
©%(x, ha,m1, s1,71) — O%(@, ha, 12, 52,72) < Leo(|ha — ho| + |n — n2f + |s1 — 52
+|rg — 1a|), Vhi, ho,n1,m0 € SY, 51, 89,71, € R, p.p.x € Q°,

(b) x> ©%x,h,n,s,r)est mesurable sur Q% pour tout h,n € S?
et s,r € R,

() =+ ©%(x,0,0,0,0) € L*(Q%)

(d) ©%(z, h,n,s,r)est bornée pour tous h,n € S¢, s,r € R, p.p. v € N

\

(1.21)

¢ 1 0 x S x S x R x R — R satisfait :

;

(a) Il existe Lye > Otelle que :
|¢a($, h1777173177‘1) - Cba(x, h2,7727 82,7"2)| < L¢a(|h1 - h2| + |771 - 772| + |S1 — 52
+|r1 = 1ra]), Vhy, ho,mi,me € S, 81, 89,711,179 € R, p.p.x € Q.

(b) x> ¢%(x,h,n,s,1)est Lebesgue mesurable sur Q%, Vh, n € S¢
ets,r e R,

(¢) =+ ¢*(x,0,0,0,0)appartient a L2(Q%),

(d) ¢*(x,h,n,s,r)est bornéeVh, n € S¢, 5,7 € R, p.p.x € Q.

\

(1.22)
£ O x ST — RY veérifie :
(a) E¥x, 7) = (e () Tjx), VT = (75) € S¢ p.p. € Q, (1.23)
(b) ey = efi; €L2(QY), 1<4,5,k < d.
G : Q* x R? — RY vérifie :
(
(a) G%(x, B) = (b3(z)E;), b = b, b5 € L>(Q), 1<i,j<d,
(b) Il existe mgo > Otelle que : (1.24)
GYE.E > mga|E|?, VE € RY, p.p. x € Q°.




1.2 Formulation variationnelle

H,; T3 xR xR xR xR — R vérifie :

4

(a) 11 existe L,q > Otelle que :
|Hag(, by, €1, 51,71) — Haa(, ho, €2, 82,72)] < Ly (|hy — ho| + |1 — €2] + [s1 — 52
+|r1 — 1a|),Vhy, ho, €1, €2, 81,80 ER, 1,79 € RITL pp.z €5,

(b) x> Hug(z,h,es,7)est mesurable sur I's, Vh, ¢, s € Rr € R

g (¢) (h,es,7) > Hyg(x, h,es,r)est continu sur R x R x R x R*!
p.p.-x € I3,

(d) Hug(x,0,e8,1)=0,V6,s € R r e R pp.xel;,

(€) Hug(x,h,es,r)>0,YVh<0, e,s€eR reR” pp.zels, et

Hug(z,hyes,7) <0,Vh>1, e,s€ R r e R pp.x el

(1.25)
py : '3 x R — R, satisfait
(a) 11 existeL, > Otelle que :
‘pl/(xasl) _pu($7 82)’ S Ll/|81 - 82‘7 vs1752 € Rapp VIS F37
(b) pu(x,51) — pu(x,52)) (51 — 52) >0, Vs1,50 € R,p.p.x €, (1.26)
(¢) =+ p,(x,s)est mesurable surl';, Vs € R,
(d) p,(z,s) =0pour tout s <0, p.p. z € I's.
On suppose que fi*, f5*, q5, ¢5 et p* vérifient :
foe L2(0,T;L2(Q™)Y),  f e L*(0,T;L*(I'9)%), (1.27)
@ €LPO.TLQ), ¢ e LOTATY), e PO.TL)).  (129)
Aussi v, et v, vérifient :
Tvy V7 € LOO(FS)v Yoy Vr Z 0 p.-p.sur F3~ (129)
Et k, k* satisfaient :
ky >0, K*>0. (1.30)




1.2 Formulation variationnelle

Puit p satisfait :
pwe L>®(T3), wux)>0 p.p.sur ;. (1.31)

Les conditions initials de déplacement, d’endomagement, de temperature et d’adhésion

vérifient :
ug € V. (1.32)
& € K. (1.33)
0y € L. (1.34)
G €L3T3), 0<¢ <1, p.p.surls, (1.35)

Maintenant on va définir des fonctions qu’on va utiliser dans la formulation varia-
tionnelle.
Le théoréme de représentation de Riesez, entraine l'existence de f = (f%, f?) :

[0,T] = Vet qg=(q',¢*) :[0,T] = W telles que :

2 2
(FE),v)y = / ) e+ [ () -vtda, Vo€V te[0,T], (1.36)
a=1 Qo a=1 rg

(@), OQw =" / RIORSEEDS / (1) (*da, VCEW,1e0,T]. (137)

Les relations (1.27) et (1.28) impliquent que :
fel*0,T;V), qel*0,T;W). (1.38)

Aussi, ag: Ly x Ly > Ret a:1L; x L1 = R par

2 2
ao(C, &) =D rKf / VEr - VEdr + ) N [ (¢ da. (1.39)
a=1 Qe a=1 re
2
a(C,€) = Zma/ VCe - VELda. (1.40)
a=1 a

Puit, la fonctionnelle d’adhésion joq : L2(T's) x V x V — R par

Jaa(S, u, v) =/F (=5 Ry ([w)) [v)] + 72" Re([wr]) - [v-])da, (1.41)

la fonctionnelle de compliance normale j,.: V x V — R par

ool 0) = / po([u) [0, )das (1.42)

7



1.2 Formulation variationnelle

et la fonctionnelle de frottement js. : V. x V — R par

oo, ) = / upu([w) | o] | da. (1.43)

La relation (1.26) implique que les intégrales dans (1.42) et (1.43) sont bien définies.

b) formulation variationnelle du probléme

Par application des formules de Green, on remarque que si w,o et ¢ sont des
fonctions suffisamment réguliéres qui vérifient (1.5), (1.7), (1.10) et (1.11) avec (1.41),
(1.42) et (1.43) pour t out ¢t € [0, 7] on déduit que :

(0%, e(v*)—e(u®(t)))yo+(Dive®, v*—u(t)) go = /a o'v*(v*—u(t))da, Yv* e V©

/a o%(e(v*) —e(u®(t)))de+ | Dive®- (v —u(t))dr = /a ov® - (v —u®(t))da

(9123
g
)

d’aprés (1.5) et (1.7)-(1.8) on a donc :

1

ov® - (v* — u*(t))da + / ov® - (v —u*(t))da, Vv eV

rs

| otteton —stwrnan = [ g8 —wtee = [ g @0 - ut(o)da

+/ oc'v® . (v —u*(t))da, Vv eV
§
Pour a = 1 on obtien :

/ oM (e(!) — (' O))dz — [ f- @ —u'W)dr = [ @' —ul(t)da
Ol !

I

+/ o'v' - (vt —ul(t))da, Vo'e V', (1.44)
I

et pour a =2 :

| o) — oo = | g —wiendn = [ £ 0 =l (t)da

2
1_‘2

+/ o’v? - (v —u*(t))da, Yv* € V? (1.45)
F2

3




1.2 Formulation variationnelle

avec I'addition de (1.44) et (1.45)

> [ ot et =3 [ gt —ut ) =3 [ gt —ut@)da

2
+ Z/ o'v® - (v* —u(t))da, Vv eV

alors : o

S o) =3 [ S0t —ut)de =3 [ gt - (0)dat
Z/ ov® - (v —u*(t))da, Vv eV,

C’est-a-dire : o

D (0, e(v®) —e(u®(t)))ae = . f- (o —u(t))dz + ) . f3 (v —u®(t))dat

et d’aprés (1.36) on a :

(f(t)v —u(®))y = o @) (v —u () de+ Y [ f(0)- (0" = ut(h) da.

En suite :
Z(Jo‘,g(va)—s(uo‘(t)))%a = (f(t),'v—u(t))v#—z:/F o“v*-(v*—u’(t))da, Vv“ eV«

2
Maintenant, on calculeZ/ v (v*—u’(t))da
a=1713

2

) /F o v (v —ut(t))da = /F o' (v —ul(t))da+ /F o - (v? — u¥(t))da

a=1




1.2 Formulation variationnelle

alors
> [ ot —wr®)da = [ (=) + s Rl — wul))de
—I—/F o ([v, —u,(t)])da. (1.46)

On pose '3 =T'§ UT;.
oul'y ={zels/ [ o+ R ([u])||< ppo([w])}
et Iy ={zels/ | o +3Re([ur]) [|= ppy(fun])}-

D'oi /F o ([0s — w. (1)) )da = /F3+ o+ ([0r — w-(t)))da + /F o ([0, — u.(t)))da.

Pour[u,] :

L’inégalité de Cauchy-Schwartz, me donne

/F (o7 4R ([ue])) (s > / e s Re () ] fur] | do

3

Maintenant, en utilisant (1.11).

/F (o 3R (ut]) (s > / () | ] [ da =0, (147)

I3

et

/F (00 + 1 Re([1]) ([ (8] )l = — / A (0] [ (8))da

On applique aussi, I'inégalité de Cauchy-Schwartz, pour obtenir

/ (o R D) o = A [ ] | do
== [ Ve s Rl ]
[ ) | ) | o
alors 3
/ (2 43R ) 1) = / e ] o, (139

Pour [v,] : on a

[ o)) o =~ [ A Dlorlde,

3 3

10



1.2 Formulation variationnelle

donc

[ (or 4 R (wrl)da > = [ ]l o] | .

3 FS

> / pu((w) | [or] | da,  (1.49)

3

I'égalité (1.48) et I'inégalité (1.49) me donnent,

J

on applique (1.47) et (1.50) pour déduire :

(o + 7 RA([u) ([0 — ur(t)])da > —/F_ o ([u ) (| [o-] || = I [w-] [[)da,
’ ’ (1.50)

/F, (0 + 9" R ([uc])) ([0 — ur(t)])da > —/F ppw ([ ) (| o] [ = I Tu-] [Dda-
’ ’ (1.51)
Maintenant, on utilise (1.46) et (1.51) pour obtenir :

2

D (0% e(v) = e(u())pe = (F() v —u(t))y — / pu(fw]) (v, = w()])da

a=1 I's

+ [ Rl o = 0o~ [ p ) for) | = | ur] D
- [ AR for — w0

D’aprés (1.41)-(1.42) et (1.43) on a :
D (0%, e(v®) = e(u(1))ne + Jaals(t), u(t), v — w(t)) + joc(u(t), v — ult))

+jfr(u(t>7v) - jfr(u(t>7u(t)) > (f(t)vv - U’<t>>V7 Vo® € V©. (152>

Pour les inconnues électrique du probléme, on utilise la formule de Green (B.8) ainsi

que les conditions (1.6), (1.14) et la définition (1.37) on a :

(D%, V() 3o + (divD®, (*) o = / Dv* - (°da, V(* € HY,

l“a

d’ou

DV - (“da + / DV (*da, V(€ H.

Iy

D”VCadaH—/ dz’vDa-CO‘d:c:/

@ l“g

(9123

(1.53)

11



1.2 Formulation variationnelle

Pour o = 1,2, on a d’aprés (1.14) :

Dv* - (“da = 0,

FOL

a

alors
Qa « 1"?
On a d’aprés (1.6) et (1.15) :
D% - V({%dx + / qy - ¢“dr = / g5 - ¢“da, V(e HY.
QO « ?

Dot pour av =1

Dl-vgldwr/ qg.gad;c:/ ¢ - Ctda, VC¢'e HI,
Ql @

Ol o

et pour av = 2

D? . V(3dz + /

QZ

& Cda = / & - Cda, VC € HY,
r3

02
avec l'addition de (1.56) et (1.57) on a :

2

2 2
> Da-vgadHZ/Q qS‘-Cadx:Z/ & - C“da,
a=1 a a=1 g

a=1 Qe

2 2 2
SOV 43 [y e =3 [ g crda=o.
a=1 a=1 Qo a=1 Fl(:

On a d’aprés (1.37)

2 2
o - Cdr — 5+ (*da = (q(t), O)w-

Donc )

S (D, V¢ e + (q(t), Ow = 0.

a=1

De (1.2), on obtient :

2

D* . V(%dx + / divD® - (*dx = | D°v™-(%da, V(€ HY.

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

D (E%e(u () +GH(EX (" (1)), V¢ me = (=a(t),Ow, V¢ €W, t€(0,T). (158)

a=1

Maintenant, pour tout t € [0, 7] et de (1.4) , on obtient :

(0°(1)=p™ (1), ) r2(0) = (KGAG (), w™) r2(0m) = (O (0 (£), £(w()™), 87 (), (1)), &) 120y

12



1.2 Formulation variationnelle

Yw® € L. (1.59)
En utilisant la formule de Green on a :

920 (t)

o«  Ov®

—Kg (AO%(t),w™) 2y = Ky [ VO(t) - Vwdz — /ﬁg/

(91

wdx, Yw el
on a d’aprés (1.13) :

— KG(AON(E), W) ey = K§ | VOUE) - Vuldr +Ag [ 0°9(t) dw,  Yuw € L.

Qo re
(1.60)
Maintenant, en utilisant (1.60) et 1’égalité (1.59), on trouve :
(02(t) — PH(t), W) L2(ey + /18‘/ Vo«(t) - Vw*dzx + )\8‘/ 0%(t) - wdx
[e% FO{
= (0%(a (1), e(u(t)), 0%(1), £ (1)), w") 2 (quy » Yo" € L,
Alors
' 2 2
3 («9@@) — (), )mm Z / VO (t) - Valdr + Y /\3/ 0% (1) - wda
a=1 =1 a=1 “
2
= (0%(a% (1), e(w()”), 07(1), €°(1)), ) 2(qey » V0 € L.
a=1
D’apres (1.39), on obtient
> (00 = (0.67) g 060
2
= 307070070 € 0) ey Y €L (16D

Enfin, soit £%(t) € K pour tout t € [0,T]. De la définition (B.32) de 0k (%) et
de (1.3), on obtient

(qba(ao‘(t),s(uo‘(t)), 0°(1), wO () — E9(t) + KOAE (¢), W™ — g%t)) <0, Vw®e K

L2(Qe)

Donec :

(6 (0" () (1), 6°(). (1), " = £°(1))
< (&0 — )

L2(Q)

R (A (1), — (1)) gy

L2(Qe)

13



1.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green et (1.12)

(A ()" = (1)) ey = = | VE(0) V(" — (1))
En suite :
(&0 =€) 0 T5 [ VEW) V"~ W)
> (670" (1), 2w (0),6°(0),€°(0) " —€°0) ,
alors :

a=1 p 0o
> ; (¢a(aa(t),e(u“(t)),9a(t),5a(t)),w“ - ga(t)>L2(Q ! v e KO

D’aprés (1.40), on trouve

> (ewer—em) | +alEl)w=—5n)

Q)

>3 (gbo‘(aa(t),e(uo‘(t)),Qa(t),fo‘(t)),wo‘ - 5%)) . Vw® e KO (1.62)

L2(Qe)

De (1.1), (1.2), (1.52), (1.61), (1.58), (1.62), (1.9) ,(1.17)et (1.18), on déduit la for-

mulation variationnelle du probléme P.

Problem PV. Trouver respectivement les champs des déplacements u = (u!, u?) :
[0,7] — V, des contraintes o = (o!,0?) : [0,7] — H, des potentielles électriques
¢ = (¢ ¢?) : 0,T] — W, des températeures 0 = (9*,0%) : [0,T] — L, des endomma-
gements & = (£1,&2) : [0,T] — L;, d’adhésions < : [0, 7] — L>®(T'3) et les champs des
déplacements D = (D', D?) : [0,T] — W, tels que, pour tout t € (0,T) :

% = B*(c(u”), 6%, £%) + / Q(t — s, £ (u(s)), 6%(s), £ (s))ds — (£%) E*(C*), (1.63)

D® = &% (u®) + GY(E“(¢Y)), (1.64)

{ > (07, e(07) = e(u))a + aals, 0 = w) + jue(u, v — u) (165)

+jf7’(u7v) _jfT('u’7u) Z (f,U - u)V7 Vv € V7

14



1.2 Formulation variationnelle

]

(éa(t) - pa(t),5a> +ao(6(t), 6) =

= e (1.66)
Z (@a<aa(t)v 5<u(t)a)7 Qa(t)a ga(t))7 5Q)L2(Q‘l) ,V(S € ]Lla
ek, Y (w0 —e) ,  +al§t),0—¢) >
L2 (1.67)
T (0°(e° 0. e (0).0°0). €°(0).0" — €°(1)) |, Ve K,

2

D (E%e(u(t) + GUE(C (1)), V) e = (—q(t), o)w, YoEW,  (1.68)

a=1

S(t) = Haa(s (), &(1), Ry ([ (1)]), Rr([ur(£)])), (1.69)

u(0) =ug, 0(0) =0y, £(0)==&, <(0)=c. (1.70)

Remarque 1.2.1 On Note que, dans le probléme P et dans le probleme PV, on n'a
pas besoin d’imposer explicitement la restriction 0 < ¢ < 1. En effet, (1.69) garantit
que s(x,t) < go(x) et, par conséquent, ’hypothése (1.35) montre que ¢(x,t) < 1 pour
t>0, pp. x €l's.

D’autre part, si ¢(x,ty) = 0 a linstant to, alors il s’ensuit de (1.69) que <(x,t) =0
pour tout t >ty et ainsi <(z,t) =0 pour tout t > ty, p.p v € I's.

On conclue que 0 < g(x,t) < 1 pour tous t € [0;T], p.p x € T's.

Maintenant, on donne quelques inégalités concernant les fonctionnelles j,q4 et 7,
qui seront utilisées dans la section suivante.
Soient ¢,¢1,5 des éléments de L*(T'3) tel que 0 < ¢ <1,0< ¢ <let0< <1
p.p. sur I's, et w;,v;,u®etv® ot © = 1,2 représentent des éléments de V@, et C' est
une constante générique positive.

On remarque que
Jad(S, U, =) = —Jad(S, w, V), Jue(w, —v) = —jo(u,v). (1.711)

c’est a dire j,q et j,. sont linéaires par rapport au dernier argument. On applique (1.41)

et |R,([W)| < L,|R([7D| <L, |s1] <1, 2] <1, on trouve

jad(gla Uy, Uz — ul) +jad(§27u2a Uy — U2)| <c ’§1 - §2|||U1 - u2||da. (1'72)
I's

15



1.2 Formulation variationnelle

Aprés, on obtient
Jad(S1, W1, Uz — W) + Jad(S2, U2, uy — uz)| < cflr — @2y |ur —uz|lv.  (1.73)
En choisissant ¢; = ¢2 = ¢ dans (1.73) , nous trouvons :
Jad(S1, U1, U2 — U1) + Jaa(S2, U2, U1 — uz) < 0. (1.74)
Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs R, et R,
montrent que
[Jaa (s, w1, ) = Jad(S, U2, v)| < cllur — uz|v]v]lv. (1.75)
Aussi, on prend u; = v et us = 0 dans (1.74) en suite on utilise les égalités R, (0) =
0, R.(0) =0 et (1.73) pour obtenir
Jaa(s, w,v) > 0. (1.76)
Maintenant, en utilisant (1.42), on obtient

,jl/C(u17 UQ) - juc(uh ’vl) + jz/c(u2> vl) - jzxc(u27 v2)

= - /F (2o ([un]) = po(fu]))([v1] = [va])da,

et d’apres (1.26)(b), on a
juc(ulu UQ) - juc(ub 'U1) + juc(u27 vl) - juc(u2> ’1)2) S 0. (177>

Maintenant, on utilise (1.43) pour trouver

jfr(u1>v2) - jfr(ubvl) - jf7”<u27v2) +jf7”(u2>v1)
< / o (1)) — po ()| [o2+] — 27]]-

D’aprés 'hypotheése (1.26)(a) on obtient

Jpr (1, 02)=j e (1, 01) = (U2, V) +jfr (U2, v1) < GLy || 1 ooyl w1—us v vi—v,
(1.78)

Les inégalités (1.73)—(1.78) et I'égalité (1.71) vont étre utilisées dans des places diverses

dans le reste du chapitre.

Maintenant, on va énoncer le résultat principal concernant léexistence et 1'unicité de la

solution du probléme PV dont la demonstration sera détaillée dans la section suivante.
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1.2 Formulation variationnelle

Théoréme 1.2.1 Si les hypthéses (1.19)—(1.35) sont vérifiées, alors il existe une so-

lution unique {u,o,(,0,&,¢, D} pour le Probleme PV.
u € L*(0,T; V),
¢ e L*0,T; W),
¢ € WH(0,T; L*(I's)) N L>(0,T; Z),
oc L*0,T;H,),
0 € L*(0,T;1L,) N CY0,T;Ly), 6 € L*0,T; L)),
€€ L*0,T;1Ly) N H*0,T; L) N C%(0,T; L),

D € L*(0,T;W).

(1.79)
(1.80)
(1.81)
(1.82)
(1.83)
(1.84)

(1.85)

17



1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

Dans cette section, on va démontrer I'existence et 'unicité pour le probléme varia-
tionnel Probléme PV .

La démonstration s’effectue en trois étapes. Pour ce la, on suppose que (1.19)—(1.35)
sont, vérifiées.
premiére étape :
Soit (A, 7) € L?(0,T; 1L, x IL,).
Probléme PV, ). Trouver respectivement 6, : [0,7] — Lo, et & : [0,7] — Lo tels
que

3 (é;@) () — pa(t),wo‘> +ag(09(t),w) = 0, Vuw € L, (1.86)

L2(Qe
1 ()

a (Sj(zt)w —&(1) 20, YweK, (1.87)
0(0) = 0o,  &:(0) = &, (1.88)

oun K = K' x K2,
Lemme 1.3.1 [l existe {0, &} solution unique du probleme PV »y vérifiant (1.83)—(1.84).

Démonstration
L’application d’inclusion de (Li, ||.||r,) dans (Lo, ||.||lL,) est continue et dense. On
utilise le Triplet de Gelfand
L, C Lo =1Ly C L.
ot L] et L] sont respectivement 'espace dual de L, et L]

On considére 'opérateur linéaire Ag : Ly — IL,/l défini par
(Ao, W)y p, = ao(p,w), Veo,w € Ly (1.89)

On applique 'inégalité de Holder, (1.89) et la définition (1.39)

pour tout p,w € Ly, on a:

2 2
[(Aops @), | <D (K5 IV | 2@ey Ve Lz gee) + D (A5 10 e lo® | 2rey)
a=1

" (1.90)
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1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

Grace du théoréme de trace de Sobolev (voir Annexe), (1.90) implique que :

lAopll, < Cllelle, (1.91)

ce qui montre que Ag : L; — ]L,'1 est hemicontinu.

On utilise (1.89), pour obtenir :

(Ao, @)1 r, =0,

ie, que Ag: L; — Lll est monotone.

Maintenant, moyennant (1.89), pour Ay > 0 et pour tout ¢ € L1, on a :

2 2
(Ao @)usa, = D (KEIVE 2aqmra ) + D (Mele W) -

on applique I'inégalité de Friedrich-Poincaré (B.18), on déduit

2
(A(]gO, W)Lllx]Ll Z ZCl/ |90a’2d‘r7
a=1 Qe

et d’ou

(Ao, ('0>L'1><1L1 > Cl”@”il-

Alors, Ay satisfait la condition (B.33) du Théoréme B.5.9 avec w = Cy et A = 0.
Aprés, de (1.91) on conclue que A, vérifie la deuxiéme condition du méme Théoréme.
On utilise (1.28) et (1.34) aussi A € L*(0,T; L)) que f\ = A+ p € L*(0,T;L)).

Alors, il existe une fonction unique 6, qui vérifie (1.86) avec 6,(0) = 6y ayant la régu-

larité (1.83).
D’un autre coté, 'opérateur A; : L; — L; défini par
(A1g0, w)Lllx]Ll = CL(QD,(U), \V/QO,CL) € Ll' (192>
est linéaire d’aprés (1.92) et la définition (1.40), et pour tout p,w € Iy, on a
(Algp’ w)]Lllx]Ll = (A1w7 @)]L’l xLq’
et

(A, W)y, | < ellll @l

19



1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

donc, A; continu et symétrique.
Ainsi, pour tout w € Ly, on a :

2

(410, @) ) g, = D0 (K 1V07 B )

a=1

alors

2
(A1w7w>L/IXL1 + ’fHWHiO 2K (Z |’Vwa||iQ(Qa)d + ||W||n2_0> 5
a=1
ol k = min(k!, k%),
donc

(A1w7w)]L/1><]Ll + "{:HWH]%O Z /{:HwHil

D’ou toutes les conditions du Théoréme (B.5.10) sont vérifiées, ce qui implique que

(1.87) a une solution unique &, avec &,(0) = & ayant la régularité (1.84).
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1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

Deuxiéme étape :
Soit (A, 7,m) € L*(0,T;1L;) x L?(0,T;1}) x C(0,T;V), et soit (6y,&,) la solution du
Lemme 1.3.1 :
Probléme PV, .. Trouver respectivement ., : [0,7] = V, (e =: [0,T] = W,
Samy ¢ [0, T] — L*(T'3) tels que :

a1 (B (e(us,), 05, 63),£(v%) — (usy, (8)) o
Five(Wrry (1), V= Uy (1)) 4 J e (W (1), 0) = G (Wrrey (1) e (1)) (1.93)
+1(1), v = wrmy (1)) = (f(1), v = wrmy(t))v, Vo €V,

D (E% (U (D) + G (B (i (1)), VO e = (—q(t): D)w, Vo EW,  (1.94)

a=1

() = Haa(amn (1), wey s B ([wormn (8)]), Br([uraen()])),  ppt €[0,7],  (1.95)
Uy (0) = ug,  xrp(0) = 0. (1.96)

On a le Lemme suivant :

Lemme 1.3.2
1. 1l existe pg > 0 qui dépend de Q1,1 Us,py,pry, Hug et B a0 = 1,2 tels
que, st ||pl|zoory)y < tto, alors le Probléeme PV . posséde un résultat unique
{wxrrn, Qv Samn b qui vérifie (1.79)—(1.81).
2. St uy et uy, sont respectivement solutions du (1.93) et (1.96) correspondant aux

m,n2 € C(0,T;V), d’ou il se trouve ¢ > 0 tel que pour tout t € [0,T],
[wi(t) — u2(t)[[v < cllm(t) —na2t)]v- (1.97)

Démonstration
soient l'opérateur A : V — V , la fonction f, : [0,T] — V et la fonction j : VXV —
R définient par :

2

(Au,v)y =Y (B*(e(u®),05,£2),£(v"))pe, YO EV, (1.98)
f,(t)=f(t)—n(t), vtel0,T], (1.99)
Jj(u,v) = jue(uw,v) + jp(u,v), Yu,veV. (1.100)
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1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

Soit v € V; d’aprés (1.98) on a

2

(Aur — Aus,v)y = Y (B(e(uf), 03, af) — B*(e(ug), 05, 5), £(v) e

a=1

En utilisant (1.19)(a)
2
(Au; — Aus,v)y < Y [|B(e(uf), 05, 62) — B(e(us), 05, £2) e () |30
a=1

2
<Y Lieluf — u|lva[[v®lve,
a=1
< Clluy — us|lvlvllv,

alors

(Au; — Auy, v)y < Clluy — usllv||vlv.

On pose v = Auy — Aus
||A’U,1 - A’U,QHV < OH’U,l — ’U,QH\/. (1101)

Soit uy,us € V. On utilise (1.98) pour trouver

2

(Auy — Aug,uy —ug)y = Y (B (e(uf), 05,€7) — B (e(u3), 03, &), e(uf — u5))pe.

a=1
Onapplique (1.19) (b), pour trouver

2
(Aup — Aug, uy — uz)v > ZmBaHU? — u3 |3

a=1

> min(mpg:, mpz)||u; — UQH%M

alors

(Auy — Aug, uy — uy)y > min(mp, mp2)||uy — us|f3. (1.102)
De (1.101) et (1.102) on déduit que A est fortement monotone et de Lipschitz sur
V. Et de(1.42) et (1.43) on trouve que la fonctionnelle j définie dans (1.100) vérifie
la condition (1.26)(a). Aussi, on utilise (1.26), (1.31), (1.77), (1.78) et (1.100), pour

trouver l'inégalité suivante

j(ubUZ)_j<u17v1)_j(u27'v2>+.j<u2avl) < Ll,cg H 2 HLN(Fs)H U — Uz ||VH V1 — 02 ||Va
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1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

V’U,l,’u,g,’vl,’vg e V. (1103)

Alors, la fonctionnelle j vérifie la condition (1.26)(a) sur X = V. Pour n € C(0,T;V),
nous déduisons de (1.99) que f, € C(0,T;V), i.e., f, vérifie (1.99).

Soit
min(mpg:, mpz)

Ho =
AL, ’

dépend de Q% I'?, TS, I's, pu, pr, Haa. On pose que ||| oo (ry) < pto. Alors
oLy |||l oo < min(mg:, mp2), (1.104)
et, en utilisant le Théoréme B.5.2, il existe un élément unique uy., € V qui satisfait

(A’U'Mrm v — u)ﬂrr])\/ + j(uz\ﬂ'na U) - j(u)mna u}\ﬂ'?’]) Z (fm v — u)wrn)\/ You e V. (1105)
Maintenent, on montre que
Upmy € L*(0,T5 V).

Soient ’U;)\ﬂ-n(ti) = Uu;, QA(tZ) = 91', £ﬂ-(tl) = §i7 ﬂ(tl) = T, f(t,L) = ﬁ, 1 = 1,2, en
utilisant des arguments basés sur (1.93) on obtient

2
D (B (uf — ug), 05 — 05,67 — €5, e(uf — u))re < Jue(ur, us — uy)

a=1

+ive(Ua, ur — u2) + jpr(wr, wa) — Jrr(wr, wy) + jp (U2, uq)
— Jpr (U, ) + (M1 — M2, w1 — Ua)v + (fi — fo, ur — u2)v. (1.106)

On utilise 'hypothése (1.19), (1.75) et (1.78) pour déduire I'inégalités suivante
maalur — w2l < Ly | 4 ([l wr = w2 [ +llm = mellvlus — wallv

+h = Lllvllwr — ueflv.
Ce qui méne a 'inégalité suivante

1

mps — gLy || b [|Loo ()

[y — uslly < (lm = m2llv + | = £llv)- (1.107)

Donec :

w1 — wsllv < c(llm —nellv + [|A = £llv), (1.108)
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1
mige — CiLy ||l oo (ry)
Puisque f € L*(0,T;V) , et 2L, |||l < mpe on déduit de (1.108) que Papplication
Uy € L*(0,T; V). Soit la forme bilinéaire G : W x W — R définie par

2

G 6) =) (V¢ V™) e V(¢ e W. (1.109)

a=1

ouc=

D’apres (1.24), (1.109) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz on démontere que la forme
bilinéaire GG est continue, symétrique et coercive sur W.
Cependant, en utilisant le théoréeme de représentation de Riesz on peut définir une

forme liniéaire continue wy,, : [0,7] — W par

2

(Wary (1), O)w = (q(t), D)w + Y (E%(1S,,(1)), V&) o, Vo € W, t €[0,T].

a=1
En utilisant le Théoréme de Lax-Milgram, pour trouver un élément unique @y, (t) € W

tel que

G (Camn(t), @) = (Wamn(L), d)w

2

= (q(t), Q)w + > _(E%(ulp, (1), V") e Vo € W. (1.110)

a=1
On peut dire maintenant que (., € L?(0,T; W) , soit ¢y, t2 € [0,T] et on pose Cauy(t;) =

Gir Uamy (i) = ui, q(t;) = ¢ pour i = 1,2 et ¢ = (1 — (y, on obtient

2

2
D (GH(VG=VE), Va=VE) e = (1= G—C))w+ Y _(E%(tr1—us), VG-V () .
a=1

a=1

En utilisant (1.23)et (1.24)(b), pour trouver
mg| G = Gllv < Cellur — uslvlI&i = Gllw + llar — @2llwll¢ = Gllw,
ce qui implique que
16 = Gllw < C(flur — wallv + [lar — g2llw), (1.111)

ou C est une constante positive. On note aussi que les hypothéses (1.28) combinées avec
la définition (1.37) impliquent que ¢ € L*(0,T; W) avec ur., € L*(0,7;V) , (1.111)
implique que (., € L2(0,T; W).

Soit Hyqy, ¢ [0,T] x L*(T's) — L*(T'3) définie par :

Hgey(8:6) = Haa(n(1), Worrys B ([trmn (1)) R ([t xen (D))
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pour ¢t € [0,T] et ¢ € L*(T'3).

Les propriétés des opérateurs de troncation R, et R, que Hy., est de Lipschitz par
rapport au deuxiéme argument, et cela uniformément dans le temps. De plus, pour tout
¢ € L*(T'3) I'application t — H).,(t, <) appartient a L>(0,7;L*(T'3)). On utilise le Théo-
réme de Cauchy-Lipschitz, on trouve une fonction unique Gyrp € WH(0,75L3(I'3))

tel que
nmn (1) = Haa(Samn (8), Weyry > Bo([twrmn (1)), Re([ramn (8)])),  ppt € [0,T],  (1.112)

Samn(0) = o. (1.113)
On utilise la remarque 1.1.1, pour démontrer que ¢\, € Z, ce qui conclut la preuve du
Lemme 1.3.2.
Troisiéme étape :

Soit 'opérateur :
A L2(0,T;1L)) x L*0,T;1L)) x C(0,T;V) — L*(0,T;1L}) x L*(0,T;L) x C(0,T; V),
définie par :
AT D)) = (AY N, 7)), A2\, mn)(8), AP\, m,m)(1) € L) x L) x V, (1.114)

avec :

AT E (D) = (01 (0 ety 04,€) 07 (02 clud,) 02,82)), (L115)

A2 7, 1) () = (81 (0 (k). 0 €1) 6 (03 £(0ey), 03.62)) - (L116)

2

(AP 7 0) (1), 0)y = = Y (E) B (S (0" )t + Jad(Sxmn (), nmy (), )
+> </0 Q% (t — s,a(uf\’m(s)),0/0\‘(5),5?(5))d5,6(v°‘)) Vv eV,

1 He

[e%

(1.117)
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Pour tout (A, m,n) € L*(0,T;L)) x L?(0,T;L;) x C(0,T;V), on considére {f,&:}
la solution unique obtenue dans le lemme 1.3.1, {®@xxy, Caens Sirp ) 12 solution unique

obtenue dans le Lemme 1.3.2 et o, définie par :

Oy = B (e(ulay), 0%, €5) + /0 QU (t — s,e(uiey(5)), 03(s), &7 (s))ds — (E%) E* (CRn)-
(1.118)

On a le Lemme suivant.

Lemme 1.3.3 [l existe un point fixe unique pour l'opérateur A

(A7) € L2(0, T 1Ly) x L*(0,T;1Ly) x C(0, T3 V).

Démonstration

On va montrer que A™ est une contraction dans L?(0,T;L)) x L*(0,T;L;) x
C(0,7;V) ou A™ est la puissance m iéme de A et m un nombre entier positif.

Soient (A1, 71,m1), (A2, T2, ) € L2(0, T3 1) x L?(0,T;1L;) x C(0,T; V) et pour sim-
plicité 'écriture, on pose U, ;m = Wis Crnimims = Giv Shimom = Sis O = 05,6, = & et
O\ mm = O, pour © = 1,2.

En utilisant (1.115), (1.118) et (1.21), on obtient :
1A Ay ) (8) = AL, o, ) ()IIE, < C ([l () — ua(8))
[ ns) — walo)Res + la) — 01, + [ ) - &)l
+HO1(t) — G2 (O)IIE, + /Ot 161(5) — O2(s)IL,ds + [I<a(2) — Cz(t)H%v) : (1.119)
De méme, 'utilisation de (1.22) implique :

1A, 1, ) (1) = A% (Ao, w2, 1) (DI, < € ([l (t) — w2 (1)

n / s (5) — wa(s) [2ds + |60 () — Ea(D)|2, + / 16u(s) — a(s)|2, ds
16 () — Ba0)]2, + / 164(5) — Ba(s)]12, s + [Cu (1) — <2<t>u%v) | (1.120)
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1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

D’autre part, (1.118),(1.41) impliquent :
2
AP Oy, m) (1) = A Qg o, 1) ()]G < Y 1(EW) V(1) — (€)' VE (1)
a=1

+2 / 1Q7(t = s,2(uf (). 07 (s), &4.(5)) — Q(t = 5,£(us(s)), 05 (5). E2()) 30l

+e || () Ry ([un]) — < () R ([uz)) 1 2ry)
+e || (1) Ry ([uar (0)]) — @ () B ([uar ()17, -

Aprés, en utilisant (1.20) et (1.23)
2

AP Oy, m) (1) = A Qg 1) (B < D ) e e IV (1) = VC () [
=1

+iLga ( / I (5) ~ ) s + [ 10805) — 055
/ I65(6) = G0 s ) + ¢ IORw) - SOR( DI,
b OB (fure ()]) — SR (uize () ey
Aussi, on a
A9 O 1)(0) — A0 ), < (Lo, L) ([ o 9) — usto) s
# [ 10006) — 002+ [ 1606) — o) s + 1) T n6) — GOy
tella(t) = 2 @l,))

Alors :

t
A% 7)) = A )OI < € ( / s (5) — was) s

/ 161(s) — Ba(s)|2,ds + / 161(s) — Ea(s)|I2, ds

HIG(®) = O + lla(t) — <t )”L2(F3)> : (1.121)

Ou C = max(max(Lg1, Lg2), ||(€)* HLOO ,C).
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1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

Donc, de (1.121), (1.119) et (1.120) on obtient

A, 71,m0) (1) — A, 72, 12) (O [R sy < € (ua(t) — w2 (D)3

+ [ ) = ) s + s () ~ €O, + / l€1(s) — &x(s) 2, ds
+161(2) — 2(2) 17, +/ 161(s) — 0a(s) |12, ds
0
+[¢(@t) = GG + llalt) — §2(t)||%2(1“3)> - (1.122)
Utilisant (1.95) pour trouver
. / Ha(si(5), & (), Rol[uan (9)]), R (uir () ds
et, en utilisant la définition de R, et (1.25), on obtient que
[61(t) — 2(®) || L2(rs) < C/O [s1(s) — sa(s) || L2(rs) ds
4 [ 1R 61D = Rullua (D) ey s
0
+C/O R ([wi-(s)]) — R ([war (s)]) | 22 (rs) s

En écrivant ¢; = ¢; — ¢ + <2, on obtient

t t
[61(t) = 2()llz2ry) < C (/ [s1(s) — sa(s)l|z2(ry) ds +/ |wi(s) — wa(s)|| L2(ry)e dS) :
0 0

(1.123)
Appliquant I'inégalité de Gronwall pour déduire
[a1(t) = )|l L2y < C /Ot Jui(s) — wa(s) || L2(ry)e ds,
ce qui implique
la(t) = )72, < C /Ot [w(s) — ua(s)|3 ds. (1.124)
On utilise maintenant (1.23), (1.24) et (1.94) pour trouver
16(8) = GOy < C llua(t) — ua(t)lf5- (1.125)

De (1.86) on déduit que

(91 - 92,91 — 02)L, + ao(by — 02,61 — 63) = (A — Ao, 61 — O2)1,
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On intégre cette égalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

01(0) = 02(0) = Oy et I'inégalité ag(6y — 0,0, — 63) > 0 ,on obtient
1 t
516:(8) = (D), < / (Aa(s) = Aa(s), 01(s) — O2(s))Leds.
0
Ce qui implique que

104(8) — Ba(D)]2, < / () = Aa(s)IIZ, ds + / 164(5) — 0a(5)]2, ds.

Aussi, on utilise I'inégalité de Gronwall pour trouver
161(8) — 62(1) I, < C /Ot IA1(s) = Aa(s)IIL, ds V't € [0,T]. (1.126)
De plus, de (1.87) On déduit que ¢t € [0, 7]
(61— &6 — &), +alés — &6 — &) < (m —m, & — &)L,

Intégrer I'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

£1(0) = &(0) = & et l'inégalite a(& — &§2,& — §2) > 0 ,on obtient

$160 &I, < [ (1) = ma(s).61(6) ~ @ls)uds

ce qui implique que

160 - &I, < [ Im(s) —ma()E,ds + [ 16(5) - Glo)IE, ds.

Autre fois, on applique I'inégalité de Gronwall et on trouve

l&x(t) — &I, < C /0 I (s) = ma(s)IIE, ds. (1.127)

DE (1.97) ,(1.124)-(1.127) et (1.122) on obtient

TA Q7)) ~ AQe T2 1) O 10200 o) S

t
C/O H()‘177r17771)(5) - ()\2,7T2,772)( )”Lz OT]L ><L2(0,T;]L/1)><C(0,T;V) ds.
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En réitérant m fois I'inégalité précédente, on obtient

m m 2
||A ()‘17 1, 771) —A (>‘2> 2, 772) ||L2(0,T;]L/1)XLQ(O,T;LQ)XC(O,T;V) S

Cme
m)!

(A1, 1, m) = (A, 72, 772)Hi?(o,T;L’l)xL?(o,T;L’l)xc(o,T;V) :
Ainsi, Popérateur A™ est une contraction sur I'espace de Banach L?(0, T’ ]L’l) x L2(0,T; ]L’l) X
C(0,T;V), pour m assez grand, donc il existe un point fixe unique (A\*,7*,7*) €
L*(0,T;L)) x L*0,T;L)) x C(0,T;V), et donc (\*,7*,n*) est le seul point fixe de
Iopérateur A.

Maintenant, on a tous les ingrédients pour établir la démonstration du Théoréme
1.2.1
Démonstration
Existence.
Soit (\*, 7*,1*) € L?(0,T;1L;) x L*(0, T; 1L, x C(0,T;V)) est un point fixe de 'opérateur
A, et soit {0y, &~} est les solutions du Probléeme PV y« +) €t {thxsreys, Quemons s Sxrmen |
les solutions du Probléme PV« r« p«), pour A = \*, m = 7" et n = n*. On utilise les

notations suivantes :
Ui = Upxgxpr, C* = C)x*w*n*y G = Shr*p*, 0, = Q)\*, é* = fw*a (1'128)
t
0% = B(e(u). 07,60+ | Q{1 s,e(ud(9),65(6), €2(s))ds— (€7)"E*(C2), (1129)
0
DY = £%(u?) + GX(E*((2)). (1.130)

On preuve que (Uy, 0, (i, 04, &4, i, D) satisfait (1.63)—(1.69) et la régularité (1.79)—(1.85).
En effet, on écrit (1.93) pour (\*, 7%, n*) = (A, 7, 1) et utilise (1.128), pour obtenir

Z(Bag(ug)u ‘9*017 53)7 5(,004) - g(u:t(t)))’f-lo‘
Fve(Wa(t), v — W (1)) + Jpr (wa(t), v) — Jpr(wa(t), us(t))
+(*(t), v — u.(t))v = (f(t),v —u.(t))y, YoveV. (1.131)

On combine les égalités A'(X*, 7% n*) = A*, A2(\*, 7%, n*) = m* et A3\, 7%, n* = n*
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1.3 Démonstration du Théoréme 1.2.1

avec (1.117), (1.115) et (1.116) pour obtenir

2

(7 (1), 0)v = = Y ((E™)E(CH (1) (0o + Jaals: (1), (1), v)

a=1

+ Zl (/0 Q(t — s,e(ug(s)), 93(8),{3(3))ds,5(va))Ha Vv eV, (1.132)

/\(:(t) =0 (Ui(t)v 5(“’3@))7 Gf(t),fjf(t)) yao=1,2, (1'133)

T (t) = ¢% (a2(t), e(ui(t)), 02 (1), €(1)) ;o = 1,2, (1.134)

Maintenant, En utilisant (1.132) dans (1.131) pour obtenir

—jpr(wa(t), (1)) = D ((E) B¢ (1), e(v) — e(u () e

a=1

> (f(t),v —u.(t))y, YveV, pptel0,T) (1.135)

Et en utilisant (1.133) dans (1.86) on obtient

> (6. w)mm +ap(02(8),w) = 3 (A1) = P80 oy s (1:136)

a=1

pour tout w € Ly, p.p.t € [0,T]. Ensuite, de (1.134) et (1.87), &(t) € K on a

i< R )>L2(Qa)+a(§*(t)’wa—§*(t))Z

2
D (@ (o5 (), 2w (1)), 02 (), £2(1) , w™ = EX(1)) 12(0m) » (1.137)
a=1

pour tout w € K, p.p.t € [0,T], on écrit (1.94) pour (n,\,7) = (n*,\*,7*) et en

employant (1.128), on obtient

2

S G E(C0)), Vo e + 3 (€% (ue () e = (—a(t), S)w, (1.138)

a=1
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pour tout ¢ € W, p.p.t € [0,T]. De plus, on utilise wy-r+,» dans (1.95) et (1.128) on
obtient

() = Haa(6u (1), we. (1), R ([ (1)]), Re ([ (0)])),  pop-t € [0, T]. (1.139)

Les relations (1.129), (1.130), (1.135)—(1.139) implique que {wu., o, (i, 04, &, 6o, D}
est une solution du probléme (1.63)—(1.70). Et d’apres les lemmes 1.3.1 et 1.3.2 on a
les régularité (1.79)—(1.85). Puisque wu., (., 0. et &, satisfait (1.79), (1.80), (1.83) et
(1.84) on a

o. € L*0,T;H). (1.140)
Pour a = 1,2, on choisit v = u & ¢, avec ¢ = (¢', ¢?), ¢* € D(Q*)? et ¢>* = 0, on
obtient

Dive(t) = —f&(t) Vte[0,T], a=1,2 (1.141)

La régularité (1.82) suit les formes (1.27), (1.140) et (1.141). Soit t1, 5 € [0, T, d’aprés

(1.23), (1.24) et (1.130), on conclue qu’il existe une constante positive C' > 0 vérifiant
1D+ (t1) = Dulta)|ln < C([[6(0) = Gelto)llw + [[wa(ts) = walta)[lv)-
En rappelant les régularités pour u, et (, dans (1.79) et (1.80), on a
D, € L*0,T; H). (1.142)

Pour o = 1,2, on choisit ¢ = (¢!, ¢?),avec ¢* € D(Q*)? et ¢>~* = 0, dans (1.138) et
de (1.37) on obtient

divDo(t) = q2(t) Vte[0,T], a=1,2. (1.143)
Et de (1.85), (1.28), (1.142) et (1.143) on trouve que
D. € L*(0,T; W).

Enfin, on conclue que {u,, o, (, 0., &, i, D.} est une solution du probléme PV qui
satisfait les régularités (1.79)—(1.85), en ce qui termine la preuve de la partie d’existence
du Théoréme 1.2.1.

unicité.

L’unicité de la solution est une conséquence de 1'unicité du point fixe de 'opérateur A

qui est défini par (1.114)—(1.117).
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Chapitre 2

Contact entre deux corps
thérmo-électro-Viscoélastiques avec

adhésion et endommagement

Dans ce deuxiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude variationnelle d’un probléme
de contact entre deux corps thérmo-éléctro-élastique dans un processus dynamique avec
endommagement, cet contact est modélisé par les conditions de compliance normale
avec ’adhésion.

Dans la premiére section, on décrit la formulation du probléme tandis que dans la
deuxiéme, on donne des hypothéses sa formulation variationnelle mais dans la troisiéme,
démontre 'existense d’une solution faible et sa unicité en se basant sur les méthodes
du point fixe et les résultats des équations d’évolutions non linéaire .

Ce chapitre fait 'objet de la publication [6].
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2.1 Position du probléme

Probléme P. Pour a = 1,2, trouver respectivement les champs déplacements
u® 1 Q% x [0,T] — R% des contraintes o : Q% x [0,T] — S¢, températures 7% :
Q* x [0, 7] — R, d’endommagements &* : Q% x [0,7] — R, potentiels électriques
¢*: Q*x [0,T] — R, déplacements électriques D : Q* x [0,7] — R et un champ
d’adhésion ¢ : '3 x [0,T] — R, tels que :

o = A%e(u)) + B*(e(u®),7%,£%) — (E*)"'E*(¢*) dans Q% x (0,7, (2.1)

D% = &% (u®) — B*V(* dans Q% x (0,7, (2.2)

7 — KATY = 0%(e(u®), 7%, €%) + x*  dans Q% x (0,7), (2.3)

£ — K*AE™ + Opra(€7) 3 T (e(u®), 7%, €*)  dans Q¥ x (0,T), (2.4)

ptu” =Dive® + fi dans Q¢ x (0,7), (2.5)

divD* — gy =0 dans Q° x (0,7), (2.6)

u*=0 surI'{ x(0,7), (2.7)

ooV = £S sur 9 x (0,7), (2.8)

—0, = pu(u, +ul) — 7 Ry (u), + up) sur I's x (0,7T), (2.9)

—0r = pe() R (Juz —uf]) sur Iy x (0,7, (2.10)

¢ = Hu(s, ¢ Ry(ul +u?), Ry(Jul —u?|))  sur T's x (0,7), (2.11)
or”

f;g% + A7 =0 sur ' x (0,7), (2.12)
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gi — 0 sur T x (0,7), (2.13)

=0 sur I x (0,7), (2.14)

DY v =¢q5 sur I'y x (0,7), (2.15)

u®(0) = uy, 4*(0) = vy, £*(0) =&, 7(0) =75° dans Q°, (2.16)
¢(0) = ¢ sur I's. (2.17)

(2.1) - (2.2) désignent la loi de comportement thermo-électro-viscoélast ique avec
endommagement ou A% est 'opérateur de viscosité du matériau, B*, B, e(u®) et £*
ont la méme représentation que dans le probléme du chapitre précident.

La conservation énergitique est représentée par 1'équation (2.3). La relation (2.4) re-
présente U'inclusion qui décrit I’évolution du champ d’ endommagement. ( 2.5) et (2.6)
désignent respectivement les relations de contrainte et de déplacement électrique. Aussi,
(2.7) et (2.8) désignent les conditions aux limites respectivement de déplacement et de
traction. Les condition (2.9) et (2.10) représente respectivement les conditions de com-
pliance normal et de contact tangentiel.

( 2.11) décrit I’évolution du champ d’adhésion. Les relations (2.12), (2.13) représentent
respectivement sur I'* une condition aux limites de Fourier et de Neumann. Les condi-
tions aux limites électriques sont représentées par (2.14) et (2.15). Finalement wug, 7o,

& et ¢p dans ( 2.16) et (2.17) sont les conditions initiales.
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2.2 Formulation variationnelle

2.2 Formulation Variationnelle

a) Hypothéses sur les données

On considére les hypothéses suivantes.
AY Qo x ST — S? verifie :
( . .
(a)il existe C'ha, C%a > 0 telle que,
|AY(z, )| < Chaln| + C% VYV meS? pp. xe
(b)il existe m 4o > 0 telle que

(A%(x,m,) — A%(x, 1)) - (M — M) = Mga|ny — 1y

(2.18)
Vn,,m, €S p.p. x € Q.
(¢) ©— A%(x,mn) est Lebesgue mesurable sur Q¢
pour tout n € S%.
L (d) m— A%(x,n) est continue sur $¢, p.p. x € Q*.
B*: Q2 x S x R x R — S vérifie :
( (a) Il existe Mpga >0 telle que
B (@, 1y, 51,71) — B* (15, 52,72)]
< Mga (Imy = ma| + [s1 = 82| + 11 — 12])
Vn,,my € S4 sy, s9,71,m2 €R, p.p. T € Q% (2.19)

(b) x — B*(x,m,s,r) est Lebesgue

mesurable sur Q%, pour tous n € S? et r,d € R.

\ (¢) =~ B*(x,0,0,0) appartient a H".
R = (rfj) : 0 x R — R? vérifie

(a) r =78 € L®(Q9), 1 <i,j < d.

(b) Il existe une constante Mo > 0 telle que (2.20)
Rem.w > Mge |n|° Vi = () € R p.p. =€ Q.

Le tenseur piézoélectrique £% = (ef;,) : Q% x §¢ — R? satisfait

€k = €iky € L=(QY), 1 <d gk < d. (2.21)
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2.2 Formulation variationnelle

O%: 0 x ST x R x R — R sérifie :

/

(a) 1l existe Lga > 0 telle que
0% (@, 1y, 51,71) — O%(@, My, $2,72)|
< Loa(|ny — M| + |s1 — s2f + |r1 — r2])
pour tous mny,7, € Sd, pour tous s, 59 € R, (2.92)
pour tous ri,r2 € R p.p. « € Q.
(b)  x+— O%x,n,s,r) est Lebesgue mesurable sur Q¢

pour tous n € S, pour tous s,r € R.

(c) x+— 0%x,0,0,0) € L*(Q).

\

Te: 0¥ x ST x R x R —> R vérifie :

(

(a) Il existe Mgo > 0 telle que
(U@, 1y, 51,71) — U (@, 1y, 52,72))]
< Myo(|ny — ma| + |51 = s2] + |r1 — 72)
VN, My € SY, Vs, 89,711,792 € R, p.p.x € N
(b) VneSiets,reR, ¥ n,s,r)est Lebesgue mesurable sur Q¢

\ (c) =+ ¥*(x,0,0,0) appartient a L*(Q%).

(2.23)

py: '3 x R — R, vérifie :

;

\

(a) Il existe L, > 0 telle que
Dy (2, 51) — o (2, 52)] < Ly |s1 — sa| Vs1,s2 € R, pp.x el (2.24)
(b) p, (., ) est Lebesgue mesurable sur I's, pour tout s € R.

(¢) py(x,s) =0 pour tout s <0, p.p. x € ['s.

pr: '3 x R — R, vérifie :

(

(a) Il existe L, > 0 telle que
|pT (33,81) — Pr (33,82)| < LT |S1 - 32| \V/31,82 eER , b-p-xT € F3'
(b) 1l existe M, > 0 telle que
(2.25)
Ipr (x,8)| < M. Vs €R, p.p. x €T}3.

(¢) pr(.,s) est Lebesgue mesurable sur I's, pour tout s € R.

\ (d) =+ p,(x,0) appartient a L?(T'3).
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2.2 Formulation variationnelle

H,;: T3 xR xR xR xR — R vérifie :

( (a) il existe Lqg > 0 telle que :
|Haa(, 51,71, 21, 1) — Hag(y, 52,72, 22, ha)|
< Ly|s1 — so| + |1 — ro| + |21 — 22| + |h1 — hal,
V' S1,89,71,72, 21,22 € R, hi,ha € R pp. & €T,

(b) @+~ Huy(x,s,r, z,h) est mesurable sur T,
pour tout 5,7,z € R, h € R4~1,

(¢) (s,r,z,h) — Huq(x,s,r z,h) est continue sur
RxRxRxR¥“! pp. xels.

(d) Hog(x,0,7,2,h) =0, Vr,z € R, h€ R™! pp. xecly,

(e) Hug(x,s,7,2,0) >0, Vs<0,r,2€R, NeR¥ pp xely, et
Hug(x,s,7,2,\) <0, Vs>1,12€R, he R pp. xecls.

\

(2.26)
La masse volumique p® vérifie
p* € L>(Q%), il existe p* > 0 telle que  p® > p* p.p. & € Q°. (2.27)
On assume aussi que fg, f3, qf et g5 ont les régularités :
£5 € L0, T LA(13)),  f5 € L2(0, T5 LX(T3)"), (2.28)
g € C(0,T; L*(Q%)), g5 € C(0,T; L*(IF)), (2.29)
¢(t)=0 sur '3 Vte€[0,T]. (2.30)
Le coefficient de ’adhésion ~, satisfait
v € L>®(T'3), 7, >0 p.p.sur . (2.31)
kS et kY satisfaient :
kg >0, ki >0. (2.32)
En fin les conditions initiales vérifient :
ug € VY, wvje H*, 1{elf, & €K ppxe, (2.33)
¢ € L? (T3), 0<¢ <1, ppxels. (2.34)
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2.2 Formulation variationnelle

On utilise le produit ((.,.))y sur l'espace de Hilbert,definé par :

2

(w, ) =Y (p"u” v")ya YV u,v € H. (2.35)
a=1
et la norme |||.||| g definie par :
llvlllr = ((v,0))f Vo€ H. (2:36)
On utilise I’équivalence des normes |||.|||z et ||.||z et la continuitée puis la densi-

tée de l'application d’inclusion de (V,||.||v) dans (H,||.||z) pour déduire le triple de
Gelfand
VCH=H CV'

On utilise la notation (.,.)yyy représentant la dualité entre V' et V', on rappelle que
(u,v)y'wy = ((u,v))y Yu € HVveV. (2.37)

On introduit les fonctions continues suivantes a : Ly xL; = R, a9 : L; xIL; — R, par

2
= k< *VvV*d )
azl /Q VERVC da, (2.38)
2 2
ao(&,¢) =Y Kf | VeVt + DX | €¢da, (2.39)
a=1 @ a=1 re

On définit la fonction f = (f!, f?): [0,7] — V' par :

2

(f(),v)vixy = Z v%dx + Z w%a Yv eV, (2.40)

a=1

1

et, la fonction ¢ = (¢*,¢%) : [0,T] — W, par

w—Z/ o (1 \Ifo‘dx—Z/ HWa YU € Wt €[0,T], (2.41)
Les conditions (2.40), (2.41) impliquent
fel*0,T;V"), qeC0,T;W).

On définit respectivement la fonctionnelle d’adhésion et la fonctionnelle de compliance

normale comme suit j,q: L®('3) x V xV — R par

o, w,0) = / (R (] + w2)u, + pr() Rl — w2)) o )da,  (2.42)
I's
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2.2 Formulation variationnelle

et Jue: L¥([T3) x V xV = R par

Joe(u,v) = / po(ul +u?)v,da. (2.43)
I's

D’aprés les hypotheses (2.23), (2.24) et (2.27)—(2.30) on vérifie que les intégrales dans
(2.38)—(2.43) sont bien définies.

b) formulation variationnelle du probléme

Par application des formules de Green, on remarque que si w,o et ¢ sont des
fonctions suffisamment régulieres qui vérifient (2.5), (2.7), (2.9) et (2.10) avec (2.42) et
(2.43) pour tout ¢ € [0,T] on obtient que :

(0%, e(v?))pe + (Dive®, v*) o = / ov® - v%da, Vv eV
On a

/ aas(vo‘)dx—i—/ Divao‘-vadx:/ ao‘ua-vada—i—/
o o e r

Yo e V9,

v -v%da+ / v -v%da,

a a
2 FS

d’aprés (2.5) et (2.7)-(2.8) on a :

/ o%(v®)dr + / ptu® - vtdx — [ fg - v%de = fo¥ - v¥da + / o“v® - v%da,
o Qo Qo rg rg

Yo* e VY,
La formule de Green pour o =1 :

/ ole(vh)dr +/ plii' - vldx —/ fif - vtde = / fy -v'da
o1 o o r

1
2
+/ otvt-vtda, Yo' € V) (2.44)
r

1
3

La formule de Green pour o« = 2 :
/ oe(v?)dx + / p*ii? - v?dr — / f2ovide = | f-v*da
Q2 Q2 Q2 I3

+/ o?v? -v’da, Yv® € V?, (2.45)
72

3
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2.2 Formulation variationnelle

on additione (2.44) et (2.45)

2

2 2 2
Z/ o%e(v®)dr + Z/ ptu” - vdr — Z/ Iy - v¥de = Z - v®da
a=1 i a=1 « a=1 Y Q2% ry

a=1 2
2
—1—2/ oc*v® - v%da, Yv* eV,
a=1 3

alors :
2

2 2 2
D (0% e(0))ge + > (PN 0 ) e =Y /Qa frovtde + , J3 - vtda
a=1 a=1 a=1 2

a=1

2
+Z/ oc*v® - v%da, Yv* eV,
a=1 3

La définition du produit scalaire implique que

2
> (i) o = ((i,0)) e = (i, 0)yry, Vil € H, Vv €V,
a=1
on a
2

2
Z(UO‘, (V) e + (U, 0)yrxy = Z for - vtdr + Z S - v%da
a=179%

a=1

+Z/ oc“v®* - v%a, Yv* eV,

d’aprés (2.40)

S (0% (0 e + (i(t), 0y = (F(2), v)yry + Z/ oV otda, Vo € VO

a=1 a=1

2
On calcule E / oc*v*v%da :
a=1"13

2
E / oal/a-vada:/ alul-vlda—i-/ o?v? - vida
/s I's I's
1,1 2,2 1,1 2 2
crl,vl,da+/ al,vl,da—l—/ UTdea—l—/ orv;da
3 I's I's T3

oy (v, 4+ vy) da + / o (vy —v}) da

I's

I
—

3

(=po(u), +ul) + 7 Ry (u), + ul)) (v, + vl)da

3

+
—

(=P ()R (lul = u2])) (v} = v?) da,
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2.2 Formulation variationnelle

alors
2
Z/ oc“v® - v%da = / Ys? Ry (ul + u?) [v,] da — / pr ()R- (Jul — u2|) [v,] da
a=1 I's I3 I's

— / po(ul +u?) [v,)] da,
s

d’aprés (2.42)et(2.43), on a

D (0%, e(0))ae + (ii(t), v)vixy = (F(1), 0)vrey — Jaa(s(t), ut), v) = fue(u(t),v),
Yo e V9,

on utilise (2.1) pour trouver

(iit), 0)yrcy + Y (A%(@(1)), £(v%))gga

2 2

) (B (e(u(8)), 7 (), £7(), (V™)) + Y (7)Y (1), £(0) e

a=1 a=1

+iaa(s(t), u(t), v) + juc(u(t),v) = (f(t),v)vixvy ,Yo* €Vt e (0,T).

(2.46)

Pour les inconnues électrique du probléme, on utilise la formule de Green ainsi que

les conditions (2.6), (2.12) on a :

(DY, V) ya + (divD®, %) ga = / Dv® - ¢%da, V* € HY,

oY

d’ou

D”‘-Vg@adaz—l—/ dz’vDa-goo‘d:c:/

Daua-goada—{—/ D - p%da, Ve € HY.
re

r

a [e «
Q b

(2.47)
Pour @ = 1,2, on a d’aprés (2.14) :

/ D% - p%da = 0,

a

alors :

D® . Vy*dx +/ divD® - p*dx = / Dv* - p%da, Ve* € HY. (2.48)

r

a
Qo « s

On a d’aprés (2.6) et (2.15) :

D® - Ve*dx +/ qy - pdr = / ¢ - p“da, V* € HY. (2.49)

Qo Qa o
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2.2 Formulation variationnelle

La formule de Green pour v =1

Dl-wldx+/ qé-goldx:/l ¢ - d'da, V'€ Hi. (2.50)
T

ot ot !

La formule de Green pour av = 2

QZ

D? - V?de +/ Q@ - prde = / ¢ - ©*da, Yo' € H?, (2.51)
T2

QQ

'addition de (2.50) et (2.51) donne :

2 2 2
Z D% - Vedx + Z/ q - ¢ dx = Z/ g5 - p*da,
a=1 Qo a=1 Qo a=1 Fl?
2 2 2
> (D, V) e + Z/Q Qo - ¢tdr — Z/ g - ¢“da = 0.
a=1 o a=1 b

a=1

D’aprés la fonction(2.41) :

2 2
Z/ G - dr — Z/ @ - ¢%da = (q,¢)w-
a=1 « a=17T%

Donc : )

S (D%, V) e + (g, 0)w = 0.

a=1
De (2.2), on obtient :
2 2
D (ROVCH, Ve ) = Y (E%(u®), Vo e = (g, 9)w Vo €W, (2.52)
a=1 a=1

En utilisant la condition (2.3) et la fo rmule de Green, on a
(7H(#) =X (1) ) r2(e) = (KGAT (1), W) 12(00) = (O%(£(u (1), 7%(1), £(2)), ) 1200
Vw? € L2, . (2.53)

o7 (1)

W wadx, ‘v’wa € L?

— kg (ATH(t), w”) p2(0e) = Kg A V7(t) - Vwdz — /ig/

Et d’aprés (2.12) cette derniére égalité devient :

— Ko (AT(t), W) 12(00) = KG A V7e(t) - Vwdx + )\8/ 7(t) wdx, Vw® e Ly,
(2.54)

{e3
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2.2 Formulation variationnelle

on utilise les (2.53) et (2.54), on trouve

(T(t) = x“(t),w") 20y + Ky [ VTHL) - Vwdx + /\8‘/ T(t) - w¥dx

(91

— (O (= (u(8)), T (1), €°(1), ) prgqey . V™ € LS,

d’oll

2
Z (T(t) — x“(t),w™) r2(qey T Z Kg -Vwdzx + Z )\O‘/ TH(t) - wdz

a=1 e

2

=D (O (e(u(®)), (1), €*(1), ) ey » Vo € L.

d’aprés (2.39), on obtient :

a=1

D) = X (1), 0) gy T a0(T(t),w) = Y (O (e(w™(#)), 7 (1), (1)), &) L2 (qe)
Yw® € LY.

(2.55)

Maintenant, pour les inconnues d’endommagements, soit {*(t) € K® et pour tout

t € [0,7T]. La définition (B.32) de 0¢ka(£Y) et de (2.4), on obtient

(97 (=), 70, €7(6)) = (1) + K°AL(1), 0" — €°(1)) | <0, Vo € K,

L2(Q2%)

donc

(07 (1)), 7 (1), 6°(1) . 6" = £°(1))
< (§2(0).0" —¢°()

L2(Q)

— RY (AL (t), 0% — & ())LZQ"‘)

L2(Q)
en utilisant la formule de Green, on a

(6~ (1))da

(AE(1), 6% — £°(1)) pa ey + (VE(1), V(I — £2(1))) oo = /

o

d’apres (B.16), on obtient

(AL(t), 0% = £%(1)) ey = — [ VE (1) - V(0% = £7(1))d

Qo

en suite

RS

§:(1),0° —€°(1)) |+ k| VE) - V(I — €(t))da

LQ(QO‘) Qo

(W (s (1), 70, €°(1)). 0"~ €°(1))

L2(Q9)

v
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2.2 Formulation variationnelle

alors

i(@wa_ )mﬁZ/ 5% — £%(t))da

=1

i( T(1),€%(1)), —fa(t)) . VoY e K°,

L2(Qe)

Q

d’aprés (2.38), on trouve

>3y <\I/a(€(ua(t)),7'a(t),§°‘(t)),5“ . ga(t)) . Yo% € K°. (2.56)

L2(Qe)

En fin, d’aprés (2.1), (2.2), (2.52), (2.55), (2.56) (2.11), (2.16) et (2.17), on déduit la

formulation variationnelle suivante du probléme thermo-électro-viscoelastique P.

Problem PV. Trouver respectivement un champ de déplacement u = (u!,u?) :
[0,7] — V, de contrainte o = (a',0?) : [0,7] — H, de potentiel électrique ¢ =
(¢, ¢*) : [0,T] — W, de température 7 = (7!,72) : [0,7] — L;, d’endommagement
&= (£4,£?) :10,T] — Ly, et un champ d’adhésion ¢ : [0, 7] — L>®(T'3) tel que, pour

tout
o = A%(e(u®) + B (e(u?), 7%, £) + (£)"V(* dans Q% x (0,7), (2.57)
= &% (u”) — R*V(* dans Q% x (0,7), (2.58)
(t, v)vrv + ZZ:KA%(QQ), e(v®))ne
+ D (B (e, 7, 6%),e(v*))ua + Yary ((E)7VC (0%)) (2:59)
+Jad(S, U, V) + Jue(u,v) = (f,v)yruy YW EV,
2 2
Z(j—a - on’(s )]LO‘ + aO T, 5 Z <@a a 7 a,fa),5a>]1‘a Vo € Ll? (260>
a=1 a=1 0
2 2
D (66" =& +al6, 0 — &) > ) (W (e(u®), 7, £%),0% — £y VO € K, (2.61)
a=1 a=1
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2.2 Formulation variationnelle

2 2
D ROV, VI o — Y (E%(u®), VI) o = (¢, V) VT €W, (2.62)
a=1 a=1
S = Haa(s, S, Ry(u, + uy), R (Juy; —u?]))  sur Ty x (0,7) (2.63)
u(0) = uo, u(0) =g, 7(0) =70, £(0) = &, <(0) = . (2.64)

Maintenant, on donne quelques inégalités concernant les fonctionnelles j,q4 et j,c
qui seront utilisées dans la section suivante et ont des demonstration similaires a celles
des inégalités concernant les fonctionnelles j,4 et 7,. .

Soient ¢,¢1,¢ des éléments de L*(T'3) tel que 0 <¢<1,0<¢ <let0< ¢ <1 p.p.
sur I's, et u;, v;, u®etv® ou i = 1,2 représentent des éléments de V', et C' est une
constante générique positive.

Alors
Jad(S1, U1, Ug — U1) + Jaa(S2, U, ur — u2)| < Cll61 — G| r2(rg) w1 — uzl|v, (2.65)
en choisissant ¢; = ¢ = ¢ dans (2.65), on trouve
Jad(S1, U1, Uz — u1) + Jaa(S2, 2, ur — ug) <0, (2.66)

jl/C (uh u?) - jl/c (Ul, U1) + jI/C (Ug, ul) - jI/C (Ug, UQ) S 07 (267)

aussi, on prend u; = v et uy =0 dans (2.66) et (2.67) on obtient
jad(ga u, U) > 0.

Jue(v,0) >0

Maintenant, on va énoncer le résultat principal concernant léexistence et 'unicité de la

solution du probléme PV dont la demonstration sera détaillée dans la section suivante.
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2.2 Formulation variationnelle

Théoréme 2.2.1 Supposons que (2.20)-(2.34) sont vérifiées. Alors il existe une solu-

tion unique {w,o0,(,1,&,¢, D} au probléme PV. De plus, la solution satisfait

uc W0, T;V)NnCH0,T; H), @< L*(0,T; V'), (2.68)
CeC0,T;W), (2.69)

7€ L*0,T;L,) N HY(0,T;1Ly), (2.70)

o< L*0,T;H), (Dive', Dive?) e L*(0,T;V"), (2.71)
¢£€ HY(0,T;1Lg)) N L*(0,T;1Ly), (2.72)

€ Wh=(0,T; L*(T's)) N Z. (2.73)

D cC(0,T;W). (2.74)
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

La preuve du théoréme 2.2.1 s’effectue en plusieurs étapes :
Premiére étape

Soit n = (n1,m2) € L*(0,T; V") donné, on considére le probléme variationnel suivant.

Problem PV}. Trouver les champs de déplacement u, = (u,,u;) : [0,T] = V tels

que

e+ SR, e O

= (ft),v)vixy YveV,pp te(0,T),

u,(0) = ug, 4, (0) =vy dans Q" (2.76)

n

Pour résoudre le probleme PV, on applique un résultat abstrait d’existence et
d’unicité que nous rappelons maintenant.
Soient V' et H des Espaces rééls de Hilbert tels que V est dense en H et la carte
d’inclusion est continue, H est identifié & son dual et & un sous-espace du dual V'
de V', c’est a dire, V. .C H C V', et on dit que les inclusions ci-dessus définissent
un triplet de Gelfand. Les notations ||.||v, ||.||yv représentent les normes sur V' et sur
V' respectivement et (.,.)y7yy, est le produit scalaire de V' x V. Le résultat abstrait
suivant peut étre trouvé dans |1, p.48].

On a le Lemme suivant.

Lemme 2.3.1 Le probleme PV, admet une solution unique qui vérifie la régularité

(2.68).

Démonstration
Soit I'opérateur A : V' — V' tel que

(Au,v)yryy = Z(Aaa(ua), e(vY))pe Yu,v € V. (2.77)

a=1

On utilise (2.18) et (2.77) il s’ensuit que

2
|Auw — Av|)3, < A% (u®) — A%(v*)[[3e Yu,v €V,

a=1
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

On applique le théoréme de Krasnoselski [1, p.60], on en déduit que A : V' — V' est
un opérateur continu.

On utilise (2.18),et (2.77), pour trouver
(Au — Av,u — v)yryy > min{m g, mytu — vl Vu,v eV, (2.78)

c’est-a-dire que A est un opérateur monotone.

On pose v = 0 dans (2.78) et m = min{m 41, m 42} on obtient donc

(A, u)yrcv = mllully — [ Aol[y[|ullv

1
> §m\|u\|%, - %HAOH%// Yu e V. (2.79)
De plus, par (2.18) et(2.77) on trouve
|Aully: < CHlully +C* Vu e V. (2.80)

ot C' = max{C,,C.} et C* = max{C%:,C%.}.

Alors il existe une fonction unique v,, qui satisfait

v, € L*(0,T;V)NC(0,T; H), v, € L*0,T;V"), (2.81)
o, (t) + Avy(t) +n(t) = f(t), pp. te[0,T] (2.82)
v,(0) = vo. (2.83)

Soit u, : [0,7] — V la fonction définie par
t
w(t) = / vy (s)ds +uo Yt € [0,T) (2.84)
0

D’ou d’aprés (2.77) et (2.81)-(2.84) le probléme variationnel PV a une solution unique
w, qui satisfait la régularité (2.68).

Deuxiéme étape

Soit n = (m,m2) € L*(0,T; V'), on utilise le champ de déplacement u, obtenu en

lemme 2.3.1 et on considére le probléme variationnel suivant.

Problem PVS. Trouver le potentiel électrique ¢, = (¢;,¢7) : [0, 7] — W tel que

2 2

ROVEE(t), Vo) ga — E%(uX(t)), Vo) ga
;( Gy (), Vo) ;( (uy (1)), Vo©) (2.85)

= (q(t),o)w VYo € W,t e (0,T).

On obtient le résultat suivant.
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

Lemme 2.3.2 Le probléme PV% sdmet une solution unique ¢, qui satisfait la réqularité
(2.69).
On note par (; la solution du probléme PV% correspondant a u;, i = 1,2, alors il existe

C >0 tel que

1G(8) = G)llw < Cllua(t) —us(t)lv Vi €[0,T]. (2.86)

Démonstration

On définit une forme bilinéaire b : W x W — R tel que

2

b(C.0) =Y (ROV(, V¢ e V(0 € W. (2.87)

a=1
De (2.20), on montre que la forme bilinéaire b est continue, symétrique et coercitive
sur W.
Aussi, la fonction L, : [0,7] — W tel que

2

(Lﬁ<t)7 ¢)W = (Q(t)v (b)W + Z(E,’C“g(uf;(t)), V¢Q>Ha v(b € W7t € <07 T)

a=1
On applique le théoréme de Lax-Milgram pour déduire qu’il existe un élément unique
G,y (t) € W tel que

b(Gn(t), @) = (Ly(1), @) w Vo € W. (2.88)
On conclue que (%) est une solution de PV¢. Soit 1,25 € [0, 77, il découle de (B.19),(2.20),
(2.21) et (2.85) que

16 (t1) = Golt2)lw < Clllug(ta) — wy(t2)llv + llg(tr) — q(t2)[[w)- (2.89)

puisque u,, € C(0,T;V), et ¢ € C(0,T; W) on déduit de (2.89), que ¢, € C(0,T;W).
Troisiemme étape

Pour h = (hq, hy) € C(0,T;1Lg) on pose le probléme auxiliére.

Probléme PV} . Trouver le champ de temperature 7, = (73}, 77) : [0,T] — Lo, tel

que

a=1

S22 (78(t) — he(t) — x(t), 6%)ig + ao(ma(t),8) = 0, V6 € Ly, (2.90)

Th(O) = 1T0- (291)

On déduit le Lemme suivant :
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

Lemme 2.3.3 Le probléeme auziliaire PV} admet une solution unique 7, satisfaisante

(2.70).

Démonstration
Par une application de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on trouve une constante ¢y > 0

telle que

ha
Vo|de + =2 [ |8]2da > ¢ §%dx, Vo elLy, a=1,2.
a 1
ch ffo Fa Qa

Ainsi, on obtient

ao(8,0) > e 0|2, V6 € Ly,

ol ¢; = komin(1, cg)/2, alors ag est Ly —elliptique. D’ou, I’équation variationnelle (2.90)
admet une unique solution 7, vérifiant 7,(0) = 7y et la régularité (2.70).
Quatriémme étape

On considére le probléme variationnel suivant.

Le probléme PVf;.Soit w € L*(0,T; L), Trouver le champ d’endommagement ¢, =
(&4, 62) 2 [0, T] — Lo tel que

Eut) € K, D (€0(0), 6% — &g + al6u(t), 6 — &u(t))
o=t (2.92)
(u(t),0% = 3 (t))g Vo € K,aet € (0,7),

]

£u(0) = &o. (2.93)

Ou K =K' x K2

Lemme 2.3.4 Pour tous p € L*(0,T;Ly), il existe une solution unique &, au probleme

auziliaire P Vi satisfait la régularité (2.72).

Démonstration
L’application d’inclusion de (L, || - ||,) dans (Lo, || - ||L,) est continue et a image
dense. Désignant par L; et Lz) les espaces duals de IL; et Ly respectivement, soit le
triplet de Gelfand
L, C Lo =Ly CLj,
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

D’ou le produit de dualité entre L et L; est présenté par

(57 QO)ILQXHA - (57 SO)JLO vé- S L07 ® S I[4’17

pour tout p,w € Ly, on a

a(p,w) = a(w, ),

et

la(e, W) < ellelley ol

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € Ly, nous avons

a(e, ) =k [ Vell,
alors
a(e, o)+ (k+ 1) [lelz, =k (IVelli + llel,)
¥, P PlliL, = Pliu PllLy ) 5
d’ont
a(e, o) + e llellf, = Bllelll, c2=k+1et B=EF

Ce qui implique que (2.92) a une solution unique &, ayant la régularité (2.72).

Cinquiéme étape

Pour le champ d’adhésion on considére le probleme PV} et on utilise le champ de

déplacement wu, obtenu dans le Lemme 2.3.1.

Le probléme PV . Trouver g, : [0,7] — L*(T's) tel que

&y = Haalsy s R, +u2,), Rolful, —u2 ) onTyx (0,7),  (2.04)
6;(0) = ¢ dans Q°. (2.95)
ol u, est le resultat obtenu dans le Lemme 2.3.1.

Lemme 2.3.5 Le probléme PV5, admet une solution unique ¢, € Wh>(0,T; L*(I's)) (| 2
qui satisfait la régularité (2.73). De plus, si u; la solution obtenue dans le probleme

PV, pour n; € L3(0,T;V"), i = 1,2, alors il existe C > 0 tel que

61 (8) = 2())]]z2(rs) < C/O [|lui(s) — ua(s)l[v ds Yt €[0,T]. (2.96)

52



2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

Démonstration

Soit I'application F, : [0,T] x L*(I's) — L*(T'3) definie par
Fy(t,<) = Haalsn, Sy Ro(uy, +ul,), Re(Ju,, —ul 1), Vte[0,T], ¢ € L*(T's). (2.97)

Pour tout ¢ € L?*(I';), 'application ¢ — F,(t,<) appartient a L>=(0,T; L*(T3)).

ce qui implique que probléme PV} a une solution unique ¢, € Whee(0,T; L3(T'3))
d’autre part la remarque 1.2.1 vérifie que 0 < ,(t) < 1 pour tout ¢t € [0,T], p.p. sur
I's, ce qui implique que ¢, € Z.

A partir du probléme de Cauchy (2.94)-(2.95) on peut écrire

Si(t) =0 — /0 Haa(si(5),<i(s), Ry (ug, + ui,)(s), Re(ug, — ul])(s))ds

puis

t
l[c1(t) = 2(t)]|z2(rs) < C/O l[61(s) = 2(8)|z2(ry)ds
t
+ C/O || Ry (ug,, (s) + ui, () — Ry(ud,(s) + u3,(s)]|z2(ry)ds
t
+ C/O R (Juy,(s) — ui (s)]) — Rr(lug,(s) — uj,(s))]|2rs)ds.
En utilisant la définition de R, et R, et en écrivant ¢; = ¢ — ¢ + ¢, on a
t t
Hmw—@mmmwgc(/Hq@—@@mmmw+/Wmmﬂ—w@WMMMQ-
0 0

Ensuite, en appliquant 'inégalité de Gronwall pour en déduire

t
[51(t) — 2| z2ry) < C/ |lwi(s) — ua(s)|[L2(rs)ads,
0
alors
t
J6i(0) = 2(®llay <€ [ fur(s) = wals)vds,
0
Sixiéme étape
On utilise respectivement les propriétés des opérateurs B*, £, la fonctionnelle j et les

fonctions U* et ©%, pour ¢t € [0, 7], et on considére I'opérateur

(0, by ) (8) = (T, ) (8, T2, By ) (8), T, o 1) (8)) € V' X Lo X Lo (2.98)
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

défini par les équations

(10 (1, b ) (8), ) P CRETAORAONACIECD) (2:99)

V'xV H

a=1

+ 3 (Ve 0.60") |+ aalsy(t), (). 0) + el v) VoV

TG, o ) (1) = (©'(e(uh), 74, 64), ©2(e(u2), 72, €2) ), (2.100)

[, ) (8) = (0 (), i, €0), 2o (ud), 72, €2) ) (2.101)

Ici, on utilise u,), ¢, 7h,§u €t ¢, obtenus dans les Lemmes 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 et

2.3.5.
Lemme 2.3.6 L’opérateur Il a un point fize
(n*, h*, 1*) € L*(0,T; V' x g x Ly).

Soit t € (0, T) et (771, hl, /L1>, (772, hg, /LQ), (773, hg, /Lg) & L2(0, T, V, X LO X LO) L’Opé—
rateur IT & un point fixe uw,, = w;, w,, = w;, Uy, = W, S, = Sy, G = Gy T, =T et
€. =&, pour i = 1,2. en utilisant les hypothéses (2.19), (2.21), (2.24) et (2.25) et la

définition de R,, R, et la Remarque 1.2.1 pour déduire

1T (02(8), ha (1), 2 (£)) — T (0 (), ha(8), p12(8) 197 xtx1o

<D B (e(uf (8)), 7 (1), €7 (1) — B*(e(us (), 7' (1), &5 ()| ee

H(x

+ Y ENVE () — (E)VE ()]

+ (G = GWOlIw) + CaIIpu(udy, +16,,) = Py, + )l 2y
+ ||§12 (t)RV(u%ny + u%nu) - §22 (t)RV(u%nu + ugny)||L2(F3)

+ Hp7'<§1(t))RT(|uin‘r - u%m") - p7(§2(t))RT(|u%nT - ugnTDHL2(F3)> :

Donc

[T (1 (8), (8, 11 (1)) = T 12 (), o ®), 12 (8)) [yt
< C(Jui(t) = wa®)llv + [I71(8) = 72(0)] e,

+1161(5) = &a(5)llo + 1 (1) = Gl w

+lloi®) = 2@llzzwy) bt € (0,T).

(2.102)
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

Aussi, on sait que u;(t) = wo + fot w;(s)ds, pour p.p. t € (0,7, ce qui implique que

[ur (t) — ua(t)[|v < /Ot 141 (s) — e (s)[| v ds. (2.103)
On utilise (2.20), (2.21) et (2.85) pour obtenir
1G(8) = G(Oiy < Cllua(t) — ua(t)]]3- (2.104)
En appliquant I'inégalité de Young, (2.102) devient, via (2.96) , (2.103) et (2.104)

LT (1 (8, B (8), 01 (8)) = T (a8, P (8), ()] 3
< c(lla(®) - &MIR, +In(0) = @B, + lla@) - e@llzey (2105
[ i) = (o) + s (s) = walo)lfy ds) pat € 0.7

De plus, en prenant la substitution n = 7, n = 1, dans (2.77) et en choisissant

v = u; — Uy comme fonction de test

2
(i — g, i — )y + S (A%e(if) — A% (@), (it — 45) e

a=1

+(771—7]2,’l:b1—'l:l/2)v/><‘/:0 P-pP- t e (O,T)
En vertu de (2.18) et (2.27), en utilisant (2.35)—(2.37) cette équation devient

Nl () — 2 () [ + min(mear, me)[| (8) — aa(t)]5,

< |n2(t) = m @)y |[aa(t) = @z (t)]]v-

En intégrant cette inégalité sur la variable de temps d’intervalle (0,%), I'inégalité de

Young conduit a
t
()2l (t) — o (B)][% + min(m s, m42) / i (5) — taa(s)] 12
0

& / 172(5) — 1a(s) 2.

~ min(m.1, myz)

Par conséquent,

[ Vi) = talfpds <€ [ lm(s) = mlfods vt @.7). (2106

ce qui implique aussi, en utilisant une variante de (2.103), que

[lui(s) —ua(s)lly < C/O lIm(s) = me(s)l[y-ds ppt €(0,T), (2.107)
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

De la relation (2.92) on déduit que

(51 - 52751 — &), T a(&n — &6 — &) < (1 — p2, & — &), ppt € (0,77

Intégrant I'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions ini-

tiales & (0) = & et & (0) = & et I'inégalité a (& — &, & — &) > 0 trouver
1 t
S () = & OIIE, < / (1 (s) = p2 (8), &1 (8) — &2 (8))y, ds
0
ce qui implique que
les (0 =& 1, < [ s ()= ma6) s+ [l ) = .0 s

Cette inégalité, combinée a I'inégalité de Gronwall, conduit &

g (8) = & (W II2, < C/O lpa () = 2 () |12, ds. (2.108)

De plus, si on prend la substitution h = hy, h = hy dans (2.90) et en soustrayant les
deux équations obtenues, on en déduit en choisissant § = 7, — 7, comme fonction de

test
1 t
Sl —72(t)||i0+01/ I71(s) — a(s)[IT,ds
0

/th 2(8) o [71.(5) = 72(8)[Lods  p.p. € (0, 7).

En utilisant les inégalités de Holder et de Young, on déduit que

I71(t) — m2(t)1Z, < lIm(t) — (D)7, +/O I71(s) — 72(s)|[f, ds

(2.109)
<C [ (o) ~ ha()Eds bt (0.7).
En utilisant (2.105)—(2.109), pour déduire que
HHl (771 (t)a hl (t)7 21 (t)) - Hl (772<t)72 <t>7 /LQ(t)) “%//X]LQX]LQ (2 110)

<C(lm(t) = OV + [1ha(t) = ha(0IE, + N () — m2(®IIE,)-
De I'hypothéses (2.22) et (2.23) il s’ensuit
T2 (2 (8), ha(8), pua () = TP (2 (2), ha(), pi2(E)) 3wy
=[©(e(ur(t), (1), () — O (e(ua(t)), 72(t), £2(0)) [V
<C(lus(t) = w2y + Im1() = (O, +1€6(8) — &@)L,) pp-t € (0, 7).
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

Ceci me permet de déduire, de (2.106) et (2.109), que

[T (1 (£), R (8), 1 (8)) = T2 (2 (8), B (8), 12 (6)) e e
<C(Imt) =@ + 171 (t) = ha@®IE, + i (t) — p2(1,).

De méme, en utilisant (2.103)—(2.106), (2.108) et (2.109), on obtient ce qui suit I’esti-

(2.111)

mation pour II?

[T (0 (2), P (8), 42 (8)) = T (112(2), o (t), p2(E)) |15 g
=[W (e(u(t)), m(t), &1 (1) — W (e(ua(t)), a(t), &2(0)) 3 xrg e, (2.112)
<C(llm(t) = a5 + [1ha(t) = ha(OIIE, + [l (t) — p2(0)1Z,)-
De (2.110), (2.111) et (2.112), on conclue qu’il existe une constante positive C' > 0

vérifiant
1T (12 (2), a (8), g2 (8)) = TL(na(2), P (8), 112 ()37 e e

<Cl(ma(t) = ma(t), ha(t) = ha(t), pa(t) = p2(O) 1501,

On généralise cette procédure par récurrence sur m. On obtient alors la formule

(2.113)

ITT™ (1, by ) = T (1, By i) 22 (0 1w Lo o)
cmrm
<
- m!

(2.114)

“(771 — 72, hl - h27 M1 — /'L2>H%2(O,T;V'><IL0><L())'

Ainsi, pour m suffisamment grand, II™ est une contraction sur L*(0,T; V' x Ly x Ly).

Ainsi, le théoréme du point fixe de Banach montre que II admet un point fixe unique

(", h*, pu*) € L2(0,T; V' x Lo x Ly).

Maintenant, dans la derniére étape, on a tous les conditions pour prouver le théo-
réme 2.2.1.
Existence.

Soit (n*, h*, u*) € L*(0,T; V' x Ly x Lg) le point fixe de IT défini par (2.98)-(2.101)
Ue = Upes & =Eprs G =Cpry T = They G = Qe (2.115)

Soit o, = (!,02):[0,7] = H et D, = (D}, D?):[0,7] — H les fonctions définies

par

Uf = .Aa(&‘(il,f(t))) + Ba(&‘(uf(t)), T*,f*) - (ga)*Ea(Cf)a a=1,2 (2'116)
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

D¢ = &% (ul) — RV, a=1,2. (2.117)

On preuve que le {u., 7., (,, &, Tx, S« } satisfait (2.57)-(2.64) et (2.68)-(2.74).

On considére maintenant (2.75) pour n = n* et on utilise (2.115) pour trouver

(i."w U)V’XV + Z(Aa(g(uf(t»)?‘g(va))ﬂa + (77*<t>7 U)V/XV - (f(t)7v>V'><V
p (2.118)

Vv e V,pp.te(0,T).
On utilise les égalités ITH(n*, h*, u*) = n*, II2(n*, h*, u*) = h* et T3 (n*, h*, pu*) = p*
combiné avec (2.99)—(2.101), (2.115) et (2.116) montrent que

(7 (1), v)vicy = D B (e(ul (t)), 7 (1), (1)

, (2.119)
+ ) ((E)VE, (W) + Jaa(se(£), (), ©) + (e, v) Y €V,
R2(t) — ©° (c(us (1), 72(0), £2(1)). (2120)
R () = WO (w2 (1)), 7 (1), £2(2)). (2.121)
On substitue maintenant (2.119) dans (2.118) pour obtenir
(e, V) vy + ) (A% (@2 (1)), e(0M))pe + Y B (e(ul (1)), mu(t), & (1))
+ Y ((E)VE (™)) + faa (S (), (1), 0) + fue(ue,v) = (F(1),0)yrcy Yo €V,
! (2.122)
et on substitue (2.120) dans (2.90) pour avoir
Vo € Lo, Z(j—f(t)’ 5a)L8‘ + aO(T*(t)7 5) = Z(hf(t) + Xa(t)7 5Q)L87 (2'123)
la substitation de (2.121) dans (2.92) pour trouver que
&) e K e 0, T], Y (€2(t),6 —&X()rg +a(é(t),6 — &(1))
) o=t (2.124)
> Y (U (e(ug (1), 7(1), £5(1)), 0% = £5(1) g VO € K.
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

On considére la relation (2.85) pour n = 1* et on utilise (2.116) pour voir que

2 2

REVEN(L), Vo) o — Y (E%(ul(t)), VP*) go
; ¢ (1), Vo) Q (w2 (1), Vo*)me .

= (q(t),)w Voe W, te(0,7).
On considére maintenant (2.94) pour 7 = 5* et on utilise (2.115)-(2.116) pour obtenir

que
o = Haa(s(t), ¢, Ru(uy, +u2,), Re(Juy, —uZ.]))  on Ty x (0,7). (2.126)

Puisque (u., () satisfait (2.68)-(2.72) on a
o. € L*0,T;H). (2.127)

On pose v = (v!,v?) avec v* = w* € D(Q%)% et v3~* = 0 dans (2.59), et en utilisant

(2.37)-(2.40) pour trouver que
ptug(t) = Divel(t) + f5(t) in V' Vte (0,T).

o D(Q)? = {u® = (u®)/u® € D(Q*)} et D(Q) est l'espace des fonctions réelles
infiniment différentiables avec un support compact en Q.

De I'égalité précédente avec (2.27)-(2.28) on obtient que
(Divel, Dive?) € L*(0,T; V).
Soit t1,t € [0,T] , en utilisant (2.20), (2.21), (2.117) on en déduit que
1D, (t1) = Du(t2)ll < C(I[6(t) = Gt2)llw + [ (t1) — walt2)llv)
'inégalité précédente et la régularité de u, et ¢, données par (2.68)-(2.72) impliquent
D. € C(0,T; H). (2.128)

On choisit ¥ = (U1, U?) avec ¥ € D(2%)? et U3~ = ( dans (2.125) en utilisant (2.41)
on trouve

div D% (t) —¢5(t) =0 Vtel[0,T], a=1,2.

par (2.29) et (2.128) on obtient

D, €C0, T;W).
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2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1

Enfin, nous conclue que la solution faible {w., o, , Dy, T, &, s} du probléme de
contact piézoélectrique P a la régularité (2.68)-(2.74), qui conclut la partie existence
du théoreme 2.2.1.

Unicité.

L’unicité de la solution est une conséquence de 1'unicité du point fixe de 'opérateur II
défini par (2.98)-(2.101) et de I'unicité de la résolution des problemes PV}, PV%, PVi,
PV} et PV},
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Chapitre 3

Contact entre deux corps
thérmo-électro- Viscoélastiques avec
frottement, endommagement et un

variable interne

Dans ce Troisiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude variationnelle d’un probléme de
contact entre deux corps thérmo-éléctro-viscoélastique dans un processus dynamique
avec endommagement, cet contact est modélisé par les conditions de frottement de
Tresca avec une variable interne..

Dans la premiére section, on décrit la formulation du probléme tandis que dans
la deuxiéme, on donne des hypothéses et sa formulation variationnelle mais dans la
troisiéeme, on démontre l'existense d’une solution faible et sa unicité en se basant sur
les méthodes du point fixe et les résultats des équations d’évolutions non linéaire .

Ce chapitre fait I'objet de la publication [5].
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3.1 Position du probléme

Probléme P. Pour a = 1,2, trouver respectivement les champs des déplacements
u® : Q% x [0,T7] — RY, des contraintes o® : Q% x [0,7] — S¢, des températures
7 : Q*x[0,7] — R, d’endommagements £* : Q*x [0, 7] — R, des potentiels électriques
e QY x [0,T] — R, des déplacements électriques D : Q* x [0,7] — R et un champ
d’un variable d’etat interne 5% : Q% x [0, T] — R™ , tel que pour tout ¢t € (0,7), On a :

o%(t) = A% (u(t)) + B* (e (u*(1)),£*()) — (%) E (¥"(t))
+ FH(B(t), 7(1)) dans Q x (0,7,

(3.1)
D(t) = E% (u*(t)) + R°E (¥°(t)) + G* (B*(t), 7(t))  dans Q* x (0,T), (3.2)

pUt) = 0% (e (u(1), £ (1), B%(), 7°(1)) dans Q% x (0,T),  (3.3)

7)) = ICGAT(t) = W™ (e (u(t)), (L), B(t), 7(t)) +x*(t) dans Q¥x (0,7T), (3.4)

() = KYALH (1) + Ol (€7()) 2 S (e (u(1)) . £(1)) dans 9 x (0,7), (3.5)
Div o®(t) + f'(t) = pi(t) dans Q* x (0,7), (3.6)
div D(t) = g3 (t) dans Q% x (0,T), (3.7)

u(t) =0 sur I x (0,7), (3.8)
o () = f5(t) sur I x (0,7), (3.9)

ub(t) +2(t) =0, ol(t) = —o2(t) =0, (1), o (D] <.
o, (1)) < g = @L(t) — () =0, sur Ty x (0,7),  (3.10)
02 (8)] = g = 3\ > 0 0,(t) = —A (il (1) — (1))
)

T

og(t o
o sur I'* x (0,7), (3.11)
5220 4 gy =0 ur T x (0.7),  (3.12)
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Pe(t) =0 sur I'% x (0,7), (3.13)
D(t) - v* = ¢5(t) sur I'¥ x (0,7), (3.14)

W (0) = ug, W(0) =, €(0) =€, B°(0) = F5, 7°(0) =78 dans Q° x (0,T).

(3.15)
Premiérement, les équations (3.1) - (3.3) représentent la loi de constitutive thermo-
électro-viscoélastique avec endommagement et une variable d’état interne du matériau.
La conservation énergitique est représenée par (3.4). La relation (3.5) représente I'inclu-
sion qui décrit I’évolution du champ d’ endommagement ot S¢ est la source mécanique
de la la croissance des dommages, supposée étre fonction assez générale des déforma-
tions un endommagement proprement dit Oli. est la sous-di érentiel de la fonction
indicatrice de I’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles . Aussi, (3.6)
et (3.7) désignent respectivement les relations de contrainte et de déplacement élec-
trique dans laquelle "Div" et "div" désignent les opérateurs de divergence pour le

tenseur et le vecteur évalués, i.e.,

Divo® = (0f;;), divD® = (D{}).

15,J
On utilise ces équations car le processus est supposé étre mécaniquement dynamique
et électriquement quasi-statique. (3.8) et (3.9) représentent la condition aux limites
respectivement de déplacement et de traction.
La condition (3.10) représente les conditions de contact bilatéral avec la frottement de
Tresca, ou [u,] = ul +u? et [u,] = ul —u?. (3.11) et (3.12) représentent respectivement
une condition aux limites de Neumann et de Fourier, (3.13) et (3.14) sont les conditions

aux limites électriques. Enfin, (3.15) désignent les conditions initiales.
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3.2 Formulation Variationnelle

Nous utilisons quelques hypothéses sur les données pour obtenir une formulation

variationnelle du probléme P,

a) Hypothéses sur les données

A% QY x S — S9 veérifie :

\

( (a)il existe L 4a > 0 telle que,

|A%(,m,) — A%(@,m5)| < Las|ny — my]
(b)il existe m 4o > 0 telle que
(A%(x,my) — A% (2, m5)) - (1) — M) = Maalmy — M|
Vn,,mn, €S, pp. x €N
(¢) v A%(x,m) est Lebesgue mesurable sur Q%
pour tout n € S%.

(d) m+— A%(x,m) est continue sur S, p.p. © € Q°.

B> : Q% x S% x R — S? vérifie :

(

(a) Il existe Mpa > 0 telle que

1B (2,11, 81) — B (2,15, 52|

< Mpo (|1 — | + |51 — 52)

Vn,,my € S4,Vs1, 80 €ER, p.p. ® € N
(b) x — B*(x,n,s) est Lebesgue

mesurable sur Q¢, pour tous n € S? et s € R.

(c) ®+— B*(x,0,0) appartient a H*.

Fo: 0 xS x R — S% vérifie :

i

(a) Il existe Lza > 0 telle que

[ F* (2,11, 81) = F* (@, 13, 52))|

< Lye (| — ma| + [s1 = 52])

Vn,,m, €S Vs, 50 €R, p.p. x €N
(b) = — F*(x,m,s) est Lebesgue

mesurable sur Q%, pour tous n € S% et s € R.

| (¢) @~ F*(x,0,0) appartient a H*.

Vn,,my €SY, p.p. x € Q.

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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3.2 Formulation variationnelle

G : 0 x S? x R — R? vérifie :

;

(a) 1l se trouve Lga > 0 telle que

1G% (@, 11, 81) — G (2,1, 52)

< Lge (| — ma| + [51 = s2])

Vn,,my € S%Vs1, 50 € R, pp.y € Q. (3.19)
(b) x — G*(x,n,s) est Lebesgue

mesurable sur Q%, pour tous n € S? et s € R.

\ (¢) =~ G%x,0,0) appartient & H.

R* = (r%) - QY x R — R4 vérifie :

(a) rs =1 € L™(Q%), 1<4,5 < d.
(b) I existe Mg > 0 telle que (3.20)
Rem.w > Mo |z|° Vr = (m;) e R p.p. = € Q.

La fonction ©% : O x S¢ x R x R™ x R — R™ vérifie :

/

(a)

(b)

()

\

Il existe Lga > 0 telle que
|©%(x,my, 1, h1,71) — O%(x, My, S2, ha, r2)|
< Loa(|my — M| + |s1 — s2f + [y — ko + [r1 — 72)
pour tous 1,71, € S¢, pour tous hy, ky € R™, (3.21)
pour tous $1,S9,71,72 € R p.p. « € Q%
x — O%x,m, s, h,r) est Lebesgue mesurable sur Q¢

pour tous 7 € S, pour tous s,r € R, pour tous , h € R™.
x — 0%x,0,0,0,0) € L*(Q°).

La fonction U® : Q% x §¢ x R x R™ x R — R vérifie :

;

(a)

Il existe Lya > 0 telle que
|U*(x,my, 1, h1,7m1) — (@, Ny, S2, ha, r2)|
< Lya(|ny — ol + |s1 = s2| + |h1 — ha| + [r1 = 72])
pour tous m,,7, € S¢, pour tous hy, hy € R™, (3.22)
pour tous $1,S9,71,72 € R p.p. « € Q%
x — U*(x, €, s, h,r) est Lebesgue mesurable sur Q%

pour tous 7 € S¢, pour tous s,r € R, pour tous ,h € R™.
x — U (x,0,0,0,0) € L*(Q%).
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3.2 Formulation variationnelle

La fonction S : Q® x S¢ x R — R vérifie :

(

(a) 1l existe Lga > 0 telle que

5% (@,my, 81) — S%(@, 13, 52)|

< Lso(Im — mal + |1 — 52

pour tous 7;,1, € S pour tous s;,5, € R p.p. x € Q.
(b) @+ S*(x,n,s) est Lebesgue mesurable sur O

pour tous 7 € S¢, pour tous s € R.
(c) x> S¥x,0,0) € L*(Q%).

\

Le tenseur piézoélectrique £% = (ef;) : Q% x ¢ — R? satisfait
e%k = ez?;cj € LOO(QQ>7 1 < ivjvk < d.
La masse volumique p® vérifie

p* € L=(Q%), il existe p* > 0 telle que  p® > p* p.p. € Q°.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

On suppose aussi que les forces f{, les traction f5, les charges électriques volumiques

g4, les charges électriques surfaciques ¢§ et la source de chaleur x* ont les régularitées :

fo € L*(0,T5 L*(I3)Y),  f5 € L*(0,T; L*(I5)7),
g € C(0,T;L*(Q%)), a5 € C(0,T; L*(I})),
X* € L*(0,T; L*(Q2%)).
Les coeflicients k{ et k{ satisfaient :
ky >0, ki >0, ge L>®('3), g¢g(x)>0 p.p.sur['s.
On fin les données initiales satisfont :
us € VY, wvie H*, 1iely, ¢ eK® pyeY® ppxeQ?

On utilise le produit ((.,.))q sur I'espace de Hilbert,definée par :

2

(u,v))g = Z(pauo‘,va)ga YV u,ve H.

a=1

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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3.2 Formulation variationnelle

et la norme |||.|||y definée par :
llolllr = ((v,v))f; Vv € H. (3.32)

On utilise I'équivalence des normes |||.|||z et ||.||# et la continuitée puis la densitée de

'application d’inclusion de (V, ||.||v) dans (H, ||.||z) pour déduire le triple de Gelfand
VCH=H cV"

On utilise la notation (., .)yyy représentant la dualité entre V' et V', on rappelle que

(u,v)ywy = ((u,v))y Yue HNVveV. (3.33)

On definit cinq fonctions F' : [0,7] — V', Q : [0,T] - W, ap : Ly x L; — R,

a; Ly xL; - Ret J:V — R, respectivement, par
2 2
(Ft),0)vuy =Y / fo)-vde+Y | f5(t)-vda Vv eV, (3.34)
a=1 Qo a=1 Fg

Q. Ow =3 [ Gcd=3 [ gecia vew. (3.35)

2 2

w60 =Y K5 [ vevedn+ Y [ ecvda (3.36)
a=1 Qe a=1 P
2

a(¢,¢)=> K¢ | VEvCtda, (3.37)
a=1 *

J(U)Z/ g |ut — uZ| da. (3.38)

I's

On note que les conditions (3.26) et (3.27) impliquent
FeL*0,T;V'), QecC(0,T;W). (3.39)

b) formulation variationnelle du probléme

Par application des formules de Green, on remarque que si u,o et  sont des
fonctions suffesamment régulieres qui vérifient(3.6), (3.8)et (3.9) avec (3.16)-(3.19),
pour tout w = (w!,w?) € Vet t € [0,T] on déduit que :

(0% e(w®) —e(u™(t)))pe + (Dive®, w* — 4*(t))ge = / o (t)v®* - (w* —a*(t))da.

{e3
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3.2 Formulation variationnelle

On a

/ ot (ew) —e@ (O))de+ | Divo® - (wf — i (1) ds = / () - (w0 — (1) )da

e
1

[91e3

+ /a o () - (w* —a*(t))da + /r o (t)v* - (w* —u*(t))da.

D’apreés (3.6), (3.8) et (3.9) on a

| ot —eioant [ i) w0 —it@)e— [ 0@ = i)

I's

= /. fr(t) - (w* —a*(t))da + / o () - (w* —a(t))da.

On applique la formule de Green pour a=1

/ ol (e(w') — 5(itl(lf)))dﬁ/ priit (t) - (w' — ' (t))dw — fo( ) (w' — ' (t))dz
Ol

Ql

fQ( ) - (w' — il (t ))da+/ ot ()t - (wh — 4t (t))da.

I's

(3.40)

Aussi pour a=2
/Q 1a?<e<w2>—e<u2<t>>>da:+ / P (0t = 0o = [ 0 (0 = i(e)ds
[ S0 =)o + / o2<t>v2-<w2—u2<t>>da.

- (3.41)
En additionnant (3.40) et (3.41)
S [ ottewt) ~etir oD+ 3 [ i)~ i (e)ds
- . J (@) - (w* —a®(t)de =y o, f () - (w* —a”(t))da
+Z/F o (t)r® - (w* —au(t))da
Alors
> (0w =<l (e + 3 wt =i e = Y [ 0w i) ds
+Z Fan() (W — 0® da+z/ (w® — *(t))da
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D’aprés (3.16), (3.18) et (3.19)on obtient

(ii(t), w — a(t))vry + Y (0% e (W =@ (1) e = (F(1),w — a(t))vrxy

- (3.42)
+ Z/F o (t)® - (w® — a(t)) da.
On calcule Z /F o () (w* —a*(t)) da :
Zaa(t)ya (w* —a®(t)) = o' (t)' - (w' —a'(t)) + () - (w? — W3(1))
=0,(t) - (w, —i,(t)) + o5(t) - (wy — w5 (1))
Fol(e) (wh — () + 02(0) - (w? — i2(0)
= 0u(t) - (w, +wy) = 0y (t) - (i, () + (1))
+0.(t) - (w )

Et, moyennant (3.10), on a

3 /F o () - (W — @°(t)) da = /F oo (t) - (jwy] — [ (1)) da (3.43)

On suppose que I's = 'y UT;, oul
Iy ={zello.(t) <9}, Ts={zelslo(t)=09)}

/F oo (). (] — [ty (1)]) da = / 02(0). ([wr] — [ (1)) da

(3.44)
n / o, (t). (wr] = [ (D)) da.

3

Pour [u.(t)]
A Taide de définition de I', on obtient

/F 02(t) [ (1)da = O (3.45)
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Maintenant, en utilisant (3.10)

J

/F or(t) - [ir(B))da = =X [ |[ir(t)]

3

o0(t)linO)da = =X [ [ O} (0)]de

De 3.10, on obtient

. / or ()] - [lir (8) | da
. / o itr (8)]|das

3

alors
/ RECRCEUIUES / ol 0] (3.46)
Pour [w,] :
/ RECRATES / RO
L’inégalité de Cauchy-Schwartz implique que
/ RECROUESS / 0]t
>~ [ gltwjde. (3.47)
En combinant (3.46) et (3.47), on a 3
/ @) () LoD da 2 = [ g ([l [lie(0)]) do
>— | g|lw]|da + /F_ 9|l (t)]|da.  (3.48)

D’apré (3.44), on a

[ oo (] = livtoa = [ o) o+ [ o ol

- / o) li-Jdo ~ / o) Waj

et de (3.45) et (3.48), il vient

[ ortt) ()=l da> = [ gllwrlda~ [ glodda+ [ ol (o)]}da

3 3
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alors
/F oo (1) - (wr] — [itr (8)]) da > — / gl [w,]|da + / g it (1)) |da

Z—/ g|wi—w3‘da+/ gluL(t) — 2(t)|da. (3.49)
F3 FS

D’aprés (3.23) et (3.45), on obtient

Z/r o - (w* —a*(t))da > —J(w) + J(u(t)). (3.50)

a=1
En conbinant les inegalités (3.44) et (3.48), d’ou

(iit), w=i(t) vy +y (0% e (W = i () ma > (F(8), w—i(t) vy —J (w)+J (a(t)).

a=1

Et de (3.1), on obtient

(iilt), w — @) vy + Doy (A% (@7 () + B (€ (u®(1)) ,€2(1)) & (w* — 4 (t)) e
+ et (€)Y (1), € (w™ = i (1)))pae + Yoy (F* (B(1), 70(8)) s & (w* — 4(1)) e

+J(w) = J(u(t)) > (F(t),w —u(t))yxy, YweV.
(3.51)

Pour les inconnues électrique du probléme, on utilise la formule de Green ainsi que
les conditions (3.2), (3.7), (3.14) et la définition (3.20), pour tout ¢ = (@', p*) € W,
et t €[0,7], on a

(e}

(D%, V™) o + (div D, ¢%) p2(qey = / Dv*.¢%da,
d’ou

D* - Vo¢*dx + / div D - ¢%dx = Dv*.¢%da + D . ¢%a.  (3.52)

Qo a re re

Pour @ = 1, 2, on a d’apreés définition de W, on a

D .¢%da = 0,
reg
alors
DY Vgtdz + / divD® - ¢%dz = | D*v®.¢%da. (3.53)
Qo a e
On a d’aprés (3.7) et (3.14)
D> . V¢*dx +/ g (t) - 9%dx = / q5(t).0%da. (3.54)
Qo a e
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La formule de Green pour o = 1

! V(bldx—i—/ q(t) - ¢ dw :/ ¢ (t).0'da. (3.55)
Ql ar ri
La formule de Green pour a = 2
D? - V¢idx + / @ (t) - p*dw = / ¢ (t).0da. (3.56)
ol 02 r?

On additionnant (3.55) et (3.56) on a

2
Z Da <;§adx+2/ g (t) - ¢%dx — Z/ .p%da = 0.
a=1

On a d’aprés (3.20) on obtient

2

> (D, Vo) e + (Q(L), d)w = 0.

a=1
De (3.2), on obtient

2

D _(ROVYS(t) = €% (u(t) = G (B°(1), (1), VO )me = (Q1). O)w, Vo € W.

- (3.57)
Maintement, pour les endommagements & = (¢!, £2) € K, et pour tout v = (y',~?) € K,
t €10,7], on a

(S (e (u®(8)), £(1) — £2(t) + KTAE™(1),7 = £2(1)) 120y < 0.
Donc
(€ (), 7™ = €(1) 12 (o) — (KT AEX (1), 7 — £ (1)) 2 ()
> (5% (e (u(?)),€7(1) ;7" — £%(1)) 12(00)- (3.58)
L’inégalité (3.58), pour a=1,
(€' (1), 7" = € (1) 2@y — (KTAL (1), 7" — €' (1) 1)
> (8% (e (u'(t) , €' (1) s 7" — €1 (1)) r2en).- (3.59)
Aussi, 'inégalité (3.58), pour a=2,
(E2(6),7* — (1)) r202) — (KIAL (1), 7" — (1)) r2(e)
> (8% (e (u?(1) ,€2(1)) s 7* — (1)) r2(02).- (3.60)
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On additionnant (3.59) et (3.60), il vient
2 2
D €07 = €5 (0) r2ae) = D_(KTAE(£),7" = £(8) 120y

a=1 a=1
2 (3.61)

> (5% (e (u(8),£7(1) 7 = €2()) 2 (-

D’aprés la formule de Green, on obtient

(A€ (0,7 € (O)ram + (VE D,V =€ Dz = [ X037 = (0,

et la condition aux limites (3.11) du probléme P, on a

(A (1).9% = €Oy = — | VEW) V(0 — W)

@

et de (3.61), on trouve

2

D). = € L2<m+§jica VEN1) V(" = € ()

a=1

>ZS“ u(t)), 8% (1), 7" = &% (1)) 2 (0.

La définition de la forme blhnealre a permet de donner

D (€ (1), = £ (1) r20e) + @ (€(2), 7 — £(1))
o=t (3.62)

> $7(5% (e (1)) . €2(1)) 7" — E2(1)) p2amy, Vv € K.

a=1
D’autre part, les températures du probléme P, pour tout § = (§',6%) € Ly, t € [0, T
et ’équation (3.4), on obtient

(7%(), 0%) 2(0e) — (KGAT(2),0%) 200y = (¥ (€ (u(1)), €°(2), B (t), 7°(1))

(3.63)
+X (), 6%) L2 (0
Donc
(U (e (u(t)), §%(8), (1), 7% (1)) + X" (1), 0%) 2o
(3.64)
= (7%(t),0%) L2 () — 5 KSAT(t)6%dx.
L’égalité (3.64) pour a=1
(! (e (u' (1)), €' (0), B (), 7' (1)) + X" (£), 8" p2(an)
(3.65)
= (7'(t),0") 21y — . KsAT (1) do,
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et, 'égalité (3.64) pour a—2

(W2 (e (W?(1)), £3(1), B2(), T°()) + X (t), 0%) r2(a2)

— (0,2~ | KA,
02

(3.66)

on additionnant (3.65) et (3.66), d’ou

2

D (W (2 (u (1), €2(1), B (1), (1)) + X (1), %) 200
o (3.67)

2

— Z(%a(t), L2(Qa) — Z/ ]COJAT 50‘dl'

La formule de Green (B.9), pour a= 1, 2 donne

0vT(t)
o« Ov®

LK (AT(E), 6% aey = KT [ VA1) - Vo — K / 5dz,

Qo
on a d’apreés (3.12)

— Kg(AT*(t),0%) 20y = K [ VT(t) - V§%dx + /\g/ T(t) 6%du. (3.68)
Qa (e}

En combinant les inégalités (3.67) et (3.68), on a

2

D (W (e (™ (1), €%(1), B2 (), 7 (1) + X (1), 6" 12 ()

a=1
2 2
=D (#(1), 8% 200 +Z VT () Ve + Z/ NG (t)5%da.
a=1 a=1

D’aprés (3.36), on obtient

ao(7(),8) = Y (" (¢ (u (1)), €%(t), (1), 7 (1)) , 6V r2(ae)
o (3.69)

- Z(T'a(t) — X“(t),0%) 2 (e, V0 € Ly,

Finalement, de (3.3), (3.15), (3.51), (3.57), (3.62) et (3.69), on obtient la formula-

tion variationnelle suivante du probléme de contact électrique P.

Probléme PV.Trouver respectivement le champ des déplacements u = (ul,u?) :
[0,T7] — V, de potentiel électrique ¢ = (¢',9?) : [0,T] — W, de température
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7= (r',7%): [0,T] — L;, d’endommagement § = (£',£2) : [0,T] — L, et un champ
de variable d’état interne 3 = (8, 3%) : [0,T] — Y tels que, pour tout ¢ € [0, 7]

B(t) = 0% (e (u™(t)), (1), B(t), T(t)) dans Q°, (3.70)

(@(t),w — () yrv + Sasy (A% (0(1)) + B (¢ (u®(1)) ,£*()) , & (™ — (1)) e
+ Dt (€7 VU (t), & (W™ — 4 () e + Damy (F (B(2), (1)), € (w — (1)) e
+J(w) — J(u(t)) > (F(t),w —u(t))yxy YweV,

(3.71)
D (REVY(t) — €% (u™(1) — G* (B(1), (1)) , Vo e = (Q(1), O)w, Vo € W,
"~ (3.72)

2

D (€N (1), €% = €3(1)) 2oy + a1 (E(t), 7 — £(1))
o=l (3.73)

2
EZS“ () E9(8) A — 5D p2ey, V7 € K

2

oolr(1),0) = 39 (< (u7(0)), €70 8°(0), 7(4) ") (3.74)

- 23:1(7-_&(75) - Xa(t)a 5a>L2(QD¢)7 Vo € Ly,

u(0) = (ug, ug), w'(0) = (v, 5),£(0) = (&, 45), B(0) = (By. B3), 7(0) = (79, 75)- (3.75)

Maintenant, on va énoncer le résultat principal concernant léexistence et 'unicité
de la solution du probléme PV dont la demonstration sera détaillée dans la section

suivante. la section suivante.

Théoréme 3.2.1 Sous les hypotheses (3.16)—(3.30). Alors il existe une solution unique
{u,v, 7, a, B} au probléme PV. De plus, la solution satisfait

uw e W0, T; V)N CH0,T;H) N W**0,T; V'), (3.76)
Y e C(0,T; W), (3.77)

€ WH(0,T;1Lo) N L*(0,T;1Ly), (3.78)

€€ WhH0,T;1Ly) N L*(0,T;1Ly), (3.79)

B e Wh(0,T;Y). (3.80)
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

L’ensemble des fonctions {o, D, u, v, 7,£, B} qui satisfait (3.1)-(3.15) est appelé so-
lution faible du probléme de contact thermo-piézoélectrique P. On conclut par le
théoréme 3.2.1 que, sous les hypothéses (3.16)-(3.30), le probléme admet une unique
solution faible qui satisfait (3.76)—(3.80).

Soient ti,ts € [0,7] pour simplifier nous écrivons u(t;) = w;, u(t;) = U, Y(t;) =
Vi, T(t) = T3, E(t;) = & et B(t;) = B; pour @ = 1,2, en utilisant (3.1) et (3.16)-(3.22),

on obtient
lo(tr) — o(t2)]lx < C(Hul — v + [Jur — wallv + [I&1 = &l
181 = Bolly + 17 = 7oz + It = sllw ).
et les régularités (3.1)-(3.5) et de Théoréme 3.2.1, on déduit que
oceC(0,T;H).
D’autre coté, utilisant des arguments similaires, on trouve que
DeC(0,T;H).

De plus, pour o = 1,2, on choisit w = v + % ot v = (v!,v?) avec v € D(QY)? et
v®~® = (0 dans (3.71). Puis, on choisit ¢* € D(Q*)? avec ¢>~* = 0 dans (3.72), pour

obtenir que

Div o®(t) + f5'(t) = p*u“(t),
’ (3.81)
div D*(t) = ¢5 (),
ou D(QF) lespace des fonctions réelles infiniment différentiables & support compact

dans Q¢. Ensuite, on utilise les hypothéses pour déduire que Dive® € C(0,T; H?),
divD* € C(0,T;L§),a = 1,2, on a alors

oceC(0,T;H,), DeC0,T;W). (3.82)

On conclue que la solution faible {0, D, u, ¢, 7,&, f} du Probléme de contact thermo-

piézoélectrique P a la régularité (3.76)-(3.80), et (3.82).
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Démonstration du Théoréme 3.2.1
La démonstration du Théoréme 3.2.1 s’effectue en plusieurs étapes, on suppose que

(3.16) a (3.30) sont vérifiées :

Premiére étape
Soit n = (n',n?) € L*(0,T;V’') donné, et on considére le probléme intermédiare

suivant :

Probléme Pun. Trouver les champs des déplacements wu, = (u},u2) : [0,7] = V

tels que :
(i{t), 0 = (O ey + 3 (A (i50)) o (w0 = i 0)) e
FI(w) = (1)) 2 (F(0) = 0(t), 0 — i)y Yo €V, pp. L€ (0,T),
un(0) = (ug, ug), — in(0) = (vg, v5)-

(3.83)
En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, on définit 'opérateur A :

V — V' comme suivant :
2

(Au, v)yryy = Z(.Aag(ua), (V) pe Yu,v € V. (3.84)

a=1
On pose le variable de vitesse vy = iy, a = 1,2, le Probléme P, peut étre formulé de

la fagon suivant :

Probléme 'Pvn. Trouver les champs des vitesses v, = (Un’ Un) [0,7] — V tels que:

(0n (), w = vy (1)) vrev + (Avy(8), w — vy () Jvrcy + J(w) = J (vy (1))
> (Fy(t),w —vy())vxv VweV, pp.te(0,T), (3.85)
vy(0) = (vg, v3),
ou F, = F' —n. Pour résoudre le Probleme P, , on a le lemme suivant.
Lemme 3.3.1 Suppose que (3.16), lopérateur A défini par (3.84) satisfait :
(a)- A:V — V' est hemi-continu et fortement monotone,
(b)- 3CL >0, IC4 >0 telle que || Auly < CY|lully +C%, YueV,
(c)- pour toute suite (u,) et u dans L*(0,T;V) telle que u, — u faiblement dans
L*(0,T;V), alors Au, — Au faiblement dans L* (0,T; V"), et
limy, s yoo if [ (At (5), tn(8)) v ds > [T (Au(s), u(s))yr .y ds.
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

Démonstration.
(a) D’aprés la définition de A dans (3.84),et pour tout u,v,w € V', on obtient
(A(u+ A\v) — A(u + M), w)yrxy
= Do (A (e(u®) + Mg (0%)) — A%(e(u®) + Ae(v™)), £(w))3e,
en utilisant I'hypothese (3.16)(a), il vient :
’(A(u + Av) — A(u + Ao ,w)V/XV‘
< Do A% (e (1) + Ane(v%)) — A% (e(u®) + Ae(v*)) | e |2 (w™) |3
< act LAlle(@®) + Xag(v)) = (e(u) + Ae(v®)) [l le(w™) |

| < 0o Lo = Allle(0) [l (@) e,

on a

lim (A(u+ A\v), w)yey = (Alu 4+ M), w)yryy, Yu,v,w € V.

n—-—+oo

Alors A hemi-continu.
D’autre coté, utilisant la définition (3.84) et I’hypothése (3.16)(b), pour tout

uy, us € V', on obtient

2

(Aur — Aug,uy = ug)yrey = ) (A% (uf) — A% (u5) e (uf) — & (u5))ue

a=1

2
2
>3 e e () — & (u5)]2

a=1
2
> mae [luf = ug|f.
a=1

soit m4 = min (m .41, m42), alors
(Auy — Aug, uy — ug)y > myg|jur — ug|lye,

donc A est un opérateur fortement monotone.

(b) Maintenant, d’aprés (3.84), et choisie v = 0, on a

| Au — AO[3r = (A% (u”) — A% (0) , A% (u”) — A% (0))3e

a=1

2
=D A% (u”) = A% (0)]| 30
a=1
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

en utilisant I'hypothese (3.16) (a), on obtient :

2
lAu = A0[[5 < Lia [l (u™) = £ (0) 50
a=1
2

2
S ZLila ||ua - O||Vo¢ )

a=1

et pour L4 = max(L 41, L 42), il vient

| Au — A0||y+ < Lallullv,

alors

[ Aullv = [[AOllvr < Lallullv,
on a

[Aullv: < Lallully + [|AO[v-,
donc

[ Aully < Chllullv + C%,
o CYy = Ly et C% = || AO||y~. Alors A satisfait la condition (b).

D’autre par, pour tout ® € L?(0,7; V"), on a
T
(Aun — AU, (I))LQ(O,T;V’) = / (Aun — Au, @)V/dt,
0

et, en appliquant Théoréme de Lebesgue, on obtient
T T
lim (Au, — Au, ®)yrdt = / lim (Au, — Au, ®)ydt,
0

n—»-+400 0 n—>-+400

grace de Lipschitizien 'opérateur A ( alors continue), il vient

T

T
lim (Au, — Au, @)y dt = / (Au — Au, @)y dt =0,
0

n—>-+o0o 0

donc Au,, — Au faiblement dans L? (0,T; V).

Par la monotonie de 'opérateur A, il s’ensuit que
(At — u)yrgy > (Au,u, — u)yrgy Y €N,

alors

(Aumun)V’xV > (.Au, Up — u)V’xV + (Auna U)V/XV Vn € N7
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

en utilisant les limites

lim (Au, u, — w)yry =0,  lm (Aup, u)yrey = (Au, u)yigy,

et, d’aprés 'inégalité

T T
liminf/ (.Aun,un)vfxvdsz/ lim inf (Awu,,, u, )y v ds,
0 0

n—o0 n—oo

et les étapes précédentes, on trouve

n—o0

T T

lim inf/ (Atp, up) vy ds > / (Au, u)yr v ds.
0 0

On conclue que l'opérateur A satisfait la condition (c).

Lemme 3.3.2 Soit la fonctionnelle J définie par ( 3.38) satisfait :
(a)- J:V — R est une fonction conveze et semi-continu inférieurement (s.c.i),
(b)- il existe une suite de C', des fonctions convezes (Jy) : V. — R, tels que :
(1)- 3C, > 0 telle que || J,(u)|y < Cy, Yk EN, VYueV,
(i1)- iy o0 [) Ji(u(s))ds = [ J(u(s))ds, VYu € L*0,T;V),

(iii)- il existe une suite (ug) et u dans L*(0,T; V) telle que up — u faiblement

dans L*(0,T; V), puis limy_, , o inf fOT Ji (ug(s)) ds > fOT J(u(s))ds,

ou Ji(u) désigne la dérivée au sens de Fréchet de Ji, en u.

Démonstration.

(a) Pour tout u,v € V., A € [0,1], et d’aprés la définition ( 3.38), on obtient

JAu+ (1 —Av) = / glul + (1= MNv)) — (2 + (1 = A)o?)|da

I's
g)\/ g‘ui—uf‘da—k(l—)\)/ glo! — 2|da
Fg FS
< A (u)+ (1 —N)J(v),
alors J convexe.

Maintenant, pour toute suite (u,), convergeant vers u dans V', on a

: 1 2 : 1 2
inf g’upT — upT|da > inf g’upT — u,, |da,
p2n I's I's p=n
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

et, en appliquant Théoréme de Lebesgue, il vient

liminf J(u,) > J(u).

n—-+4oo
Donc J semi-continu inférieurement.

Pour approcher la fonction J, on utilise la suite des fonctionnelles J, : V' — R

définie par :

Je(u) = / g\/|u} — w2’ + k~'da, Yu= (u',u*) €V, VkeN".
I's

On vérifie que la dérivée au sens de Fréchet de J;, at u = (u', u?) est donnée par

(ul — w2, B — 2

ila) By = [ g

da, Vh=(h',h*) €V. (3.86)
s \/|u}—u32+k—1

On constate que Ji est continiiment différentiable. Pour tous a > 0,b > 0 telle

que a +b=1, et pour tous z, y € R,k > 1, devient

22y < 2 + 37,
on a
2eyk ™t < 22k 4 kT
donc
2% 4 (k72 4 2zyk ! < a2y (k)2 4 a2k 4 2
on obtient
(ey +57)° < @+ 0P+ 5,
alors

ry+ kT < Ve kY kL (3.87)

D’autre part

(VT FT 4+ by/gE 4 k1)’

= a* (2 + k) + (P + k) + 200V + RNy 4 k)

= a?2? + (a® + D)k 4 %2 + 2abV22 + k12 4+ kL,
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et de (3.87), il vient
(V2 TR T+ 02 + k1) > a2 + (0% + )k~ + b2y + 2abry + 2abk ™!
> (ax +by)* + k1,

donc

Vier +by)? + k7L < ava? + k1 by + kL
Alors J, est convexe pour tout k € N*,
On prend (3.86), et pour h € V telle que ||h|v <1, on a
ur — uz||hy — 2]
VI =2 + &

< Ngllzes) / Il — 2|da.
I's

da

() Wy < lgllimqca) /
3

Moyennant de Théoréme du trace avec ||h||v<i, il s’ensuit qu'il exicte ¢ > 0 telle
que

VueV, |[IJ(ully: < cllgllzews),
donc (i) est satisfaite.

D’aprés la définition de Ji, on a

lim Ji(u) = J(u),

k—+4o00

et comme J; est continue sur V', en appliquant le théoréme de Lebesgue, on
obtient

T

lim Jk(u(s))ds:/o lim Jk(u(s))ds:/o J(u(s))ds,

k—+oo Jg k—+o0
Alors la propriété (ii) satisfaite.

Par défination J, et J, on a
Ji(u) = J (),
on utilise la continuité de J, il vient

lim J(ug) = J(u),

k—+o00
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donc

lim infJx(ug) > J(u).

k—+4o0

On note que
T T
inf [ Ji(ux(s))ds 2/ infJi(u(s))ds.
0 0

D’ailleurs, avec Théoréme de Lebesgue, on a

lim mf/o Jk(uk(s))dsZ/o lim infJg(ug(s ))dsZ/O J(u(s))ds.

k—+o0 k—+o00

Enfin, (iii) est satisfaite.

Lemme 3.3.3 Probléme P, a une solution unique v, que satisfait :
v, € C(0,T; H)N L*(0,T; V)N W"(0,T; V).

Démonstration. L'operateur A est hemicontinu et fortement monotone d’apreés
lemme 3.3.1(a), et d’aprés 3.86, J;, monotone et hemicontinu puisque, alors I’opé-
rateur A + J;, hemicontinu et fortement monotone, ensuite il est monotone et la
condition (B.33) est vérifice. Aussi d’aprés lemme 3.3.1(a) et lemme 3.3.2 (i), la
condition (B.34) est vérifice. En utilisant le théoréme B.5.9, ou F,, € L*(0,T; V")

et vg € H, il résulte

Vk e N, dlvf € L*(0,T; V)N C(0,T; H)yn W (0, T; V'),

tels que
Dﬁ(t) + Avf;(t) + J;, (vfj(t)) = F,(t) dans V', p.p.t € (0,7), (3.89)
vk (0) = vo.

On utilise I'inégalité (3.86), il vient
B da

(T (o3 @) yw =0y () oy = | 9
/F3 \/‘vn} t) —vﬁﬁ(t)f#—k‘*l
3 / ; (vgr (8) — vp2(t), vy () — (1))
I's \/|Uk1 Uk2 ‘ 4+ k1

et grace I'inégalité du Cauchy Shwartez, on obtient

(T (oF (1)) s w — b (1)), = / jofL \(/) ok ()H: ‘jl:lk— .

1
/ ‘ T da,
T's 1 Uk2( )‘ 4+ k1

(ob2(t) — uh2(8), ! — w?)

d
Rda

Uk
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et moyennnt (3.87), il s’ensuit que

a

k71' - k2 + k? 1 _ 52 + k 1
(Jr (Uf;(t)) W _UT];(t))V/xV < / g\/|Un (t) — vk ’ \/|w w?]? )
Is

\/‘v’“ vfiz (1) | + k1

= [ oy/lutite) = o2 + ke
I's

et on trouve

(7, (vf;(t)) W — vf;(t))v,xv < Ji(w) — Jy (v,f;(t)) YweV,
ce qui implique, d’apreés (3.88) que

(@g(t),w — U:?L(t))v’xv + (Avg(t), w— v;‘(t))v,xv + J(w) —J (vg(t))

(3.89)
> (Fy(t),w —vp(t) .y Yw eV, pp. t € (0,7).
Alors v, est une solution de P,, .
On applique aussi (3.88), il résulte
—~ (Fn(t),vﬁ(t))lev, p.p. t € (O,T)-
En utilisant (3.16), la monotonie de J! et le Théoréme B.5.3 | pour déduire que
2 2 2
L O, + ma [ + OIS < (OO (69

oll my = min (my1, my2). On applique l'inégalité ab < a® + b*,a > 0,0 > 0, pour
obtenir ,
n 155 ()l

(F0 50| < T

On intégre I'égalité (3.90) sur [0,¢],t € [0, 7] en utilisant le Théoréme B.5.3 et [}, €

+ (ma +2) [[oE )|}

Iy - (3.92)

L?(0,T; V'), il résulte, aprés simplification d’écriture, I'inégalité
2 ! 2
gl < s [ ol a
oua>0,b>0. Alors d’aprés le Lemme de Gronwall on obtien

T
AC >0, VYneN, vtel0,T], ||, <C, /}|vg(t)|2v,dtgo.
0

D’apreés (3.88) et Lemme 3.3.2(b.i)

T
3C>0, VneN / ler@)|?, dt < ¢
0
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Donc, on peut extraire une sous-suite notée (U;L) pour trouver que

vy — v, faiblement dans L*(0,T; V') et faiblement étoile dans L>(0,T; H),

o — ¥, faiblement étoile dans L (0,T; V).
(3.93)

Il s’ensuit que
v, € C([0,T]; H) et v;"(t) — v,(t) faiblement étoile dans H,Vt € [0,T]. (3.94)

On integre (3.86), on a Vu € L*(0,T; V),

T

/OT (®’7<t)’w)wvdt+/f (Av:;(t),w)v,wdH/o T (w)dt

> [ GO0yttt [ (A0, 050)y

; / Jo (02 (1)) dt + / (Fylt), w = 0(8)) .y .

et on trouve
T T T
/ (bg(t),w)v,xvdtjt/ (Avg(t),w)v,xvdt—l—/ Jn(w)dt
0 0 0
1 n 2 1 n 2 4 n n
> 5 Il =5 1500+ [ (40.50),, @
T T
+/0 Jn (v,’;(t))dt+/0 (Fy(),w —=vp(t) 0y, At

On utilise Lemme 3.3.2(ii)-(iii), (3.93), (3.94) et la semi-continuité inférieurement fai-

blement, on obtient que Yu € L?(0,T;V),
T T T
/0 (Vg W — Vy) oy At + /0 (Avy, w — vy)yr oy dt + /0 (J(w) — J (vy,)) dt

T
> /0 (Fyyw = Up)yryy dt.
L’inégalité précédente implique que

(0 (), w — vy(t)yry + (Avg(t), w — vy (1)) vy + J(w) — J (0y(2))

> (Fy(t),w —vy(t))yryy YweV, pp.te(0,T).

(3.95)

On conclue que P, a au moins une solution v, € C(0,T; H)NL*(0,T; V)N W"2(0,T; V')
Pour I'unicité, soient vy,,vs, deux solutions de P,,. On utilise (3.95) & obtenir pour

p.p-t€(0,7)

(02 (1) = O1(8), 029(E) = V19 (1)) ey + (Av2y(t) = Ay (1), 02 (1) = v19(1)) 0y <0

85



3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

On intégre l'inégalité précédente, en utilisant Lemme 3.3.1(a), on trouve

1 t

3 om0 = 0 Ol + [ o) = (5] ds < 0.8 € 0.7,
0

ce qui implique vy, = vg,.

On considére maintenant u,, : [0,7] — V la fonction définie par
t
Uy = /0 vp(s)ds +ug, Vtel[0,T], k=12 (3.96)

Dans I’étude du probléme P, , on a le résultat suivant.

n 7

Lemme 3.3.4 Le probléme P, possede une solution unique qui satisfaisant la régula-

rité exprimée dans (3.76).

Démonstration. La preuve du lemme (3.3.4) est une conséquence du lemme (3.3.3)

et la relation (3.96).

Deuxiéme étape
Soit m = (7!, 7?) € L*(0,T;1Lg) et considérez le probléme auxiliére

Problem P,_. Trouver 7, = (7}, 72) : [0,T] — Lo, tel que pour p.p. t € (0;7),

T

S22 (72 () — () — x*(£),0) 15 + ao(Tx(t),8) = 0, V5 € Ly, (3.97)
7.(0) = (7'01,7'02). (3.98)

Lemme 3.3.5 Il existe une solution uniquer, au probléme auxiliaire P,_ satisfaisant

(3.78).

Démonstration.
Par une application de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, il existe une constante ¢y > 0
telle que
)\Oj
/ IV6|*dz + =2 [ |6]°da > co/ 6)%dz, V6€LS, a=1,2.
(913 /fo o (913

Ainsi, on obtient

ao(é, (5) > 01”5”%‘1, Vo € ]Ll,
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ol ¢; = Kemin(l,cy)/2, ce qui implique que ag est L;—elliptique. Par conséquent,
sur la base du classique argument de I’analyse fonctionnelle concernant les équations
paraboliques, 1’équation variationnelle (3.97) admet une solution unique 7, vérifiant

7:(0) = 79 et la régularité (3.78).
Troisiéme étape

Soit = (p', p?) € L*(0,T,Y) et on définit 5, = (B}, 6) € W"*(0,T,Y) par

B(t) = B3 + /O o (s)ds, o=1,2. (3.99)

) obtenu dans le

T

On utilise u, = (u,,u’) obtenu dans le Lemme 3.3.4 et 7, = (7,77

Lemme 3.3.5 pour construire le probléme variationnel suivant.

Probléme Py, . Trouver ¢yr, = (Uy ., 00,) [0, T] — W tel que pour t € (0,7,

ROV (1), V) o — E%(ud G (B (1), (1)), V) e
;< Y (8), Vo) Z( (ul(t)) + GX(B2(t), T2 (1)), Vo) 5100

=(Q@), o)w VoeW.

On a les résultats suivants.

Lemme 3.3.6 Le probleme Py, a une solution unique Yyry = (Vp,, Vor ) qui satis-
fait la régularité (3.77).
Démonstration.
On définit une forme bilinéaire : b(.,.) : W x W — R par
2
b(1h, ) = > (ROVY*, V¢ )go, Vio,¢ € W. (3.101)

a=1
On utilise (3.20) et (3.101) pour montrer que la forme bilinéaire b(.,.) est continue,
symétrique et coercitive sur W, de plus en utilisant (3.35) et le Théoréme de Repré-
sentation de Riesz, on peut définir un élément @, : [0,7] — W tel que

2

(Quru()s O)w = (Q(1), ) + D (E%e(uy (1)) + G (B (), 7 (1)), V™) e

a=1

Voe W, te (0,T).
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

On applique le Théoréme de Lax-Milgram pour en déduire qu’il existe un élément

unique Py, (t) = (Y, (), 97, (1) € W tel que
b(Unru(t), @) = (Quru(t), d)w Vo € W. (3.102)

On conclue que ¥, est une solution du probleme Py, . Soit t1,2, € (0,77, il résulte

de (3.100) que

[ (1) = Upmu(t2) [w < C(Nluy(ty) — ug(t2)llv + 1Bu(ts) — Bult2)lly
7 (t1) = T (t2)llLe + [1Q(H) — Q(t2) lw).-

Depuis (3.27), (3.77), (3.78) et 8, € W'2(0,T;Y), inégalité (3.103) implique que

(3.103)

Yymep € C(0, T, W),

Quatriéme étape

Soit § = (6,0') € L?(0.T;1y) et on considére le probléme auxiliair suivant.

Problem P,. Trouver & = (&,&2) : [0,T] — Ly telle que pour p.p. ¢t € (0,7,

2

o(t) € K, Z(fg(t) —0%(t), n* — &5 (1)) 2oy + a1 (&o(t), 0 — &p(t)) >0, Vu e K.

a=1

(3.104)

Dans I’étude du probléme P, on a le résultat suivant.

Lemme 3.3.7 Le probléeme P, admet une seule solution & = (£5,&3) qui vérifie la
régularité (3.80) .
Démonstration.
La démonstration du Lemme 3.3.7 est stmilaire a celle du Lemme 2.3.4. Pour plus de

details, voir la preuve dans les pages 50,51.

Enfin, on passe maintenant a la derniére étape de la preuve du théoréeme 3.2.1 dans

laquelle on utilise un argument de point fize.
Cinquiéeme étape

Pour cela, on consideére l’application :

Y L0, T; V! x Y x Lg x Lg) = L*(0,T; V' x Y x Lo x Lg)
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

définie par

E(% H, T, 9) = (21(777 W, T, 8)7 22(777 W, T, 8)7 23(777 W, T, Q)? 24(777 W, T, 6))7 (3105)

(Sa(n, 1,7, 0) (), O)yrey = 3 (B (e (1)), €5 (1) + (£7) Vg, (), (0"),
+D (FHBL), ), £(0)) e VOEV, (3.106)
Sa1, 7, 0)(1) = (O (= (1), € (0), AL, 72(1)) , ©2(=(u3(1)), E3(0), B2(8), 72(1)) ).
(3.107)
a1, 0)(1) = (W (e(ub(9), €3(6), AL, THB) , W (=(u3(1), E3(1), B2(8), 72(1)) ).
(3.108)
Saln, 7, 0)(1) = (S (e(uh(1),6(10) , S2(e(w2(1)),E1))). (3.109)

On a les résultats sutvants.

Lemme 3.8.8 L’opérateur X admet un point five unique(n., s, T, 0,) € L*(0,T; V' x
Y x Lo X Lg)

Démonstration.

On montre que pour un nombre entier positif n, la puissance n ieme de 'opérateur
¥, notée X", est une contraction dans L* (0, T; V' x Y x Ly x Ly).

Soient (ny, 1, 71, 01), (N2, 2, T, 02) in L2(0,T; V' x Y x Lo x LLg) et soitt € [0,T]. Pour
simplifier, on utilise la notation u; = Uy,,, V; = Uy, Vi = Vyirpy Bi = Buyy Ti = Ty €1
& = &, pour i =1,2. De la définition (3.105)—(3.109) combinée aux hypothéses (3.17),
(3.18) et (3.21)(3.24), on conclut qu’il existe C > 0 tel que

131 (11, pa, 1, 01) () — 1 (02, pi2; T2, 02) (B) Ly ey xig

< IB (e(us (), () — B ((ug (1)), €5 (8) 50
+ 3 IE) VYL(E) — (£7) VU (1) 50

+ Y IIF (BR(0), 7 (1) = F (85 (£)) 75 (6)) e

89



3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

en utilisant (3.17)(a), (3.18)(a) et (3.24)(a)

1321 (11, 1, 1, 01) (£) — 1 (M2, pi2; T2, 02) () 1y ey iy

2
<> 208 (Jlug(t) — wg O30 + 165 — & Olf32(am)
a=1
2
+ S IE) e | V5 (1) — Vo ()]
a=1

2
#3222 (I87(0) = B Ol + 170) — 5Ol )
a=1
alors
Hzl (nlaulaﬂ-l?el)(t) - z:1 (7727/L2)72792) <t>‘ 3//><Y><]L0><]Lo S C(HUl(t) - UZ(t)”z/

Hloa® = 60l + 18:0) = O + 0@ = @I, + 6@ - &O,).

(3.110)
ot O = max (2L, |(€)" |70 (qm) 2L7).
De plus, a partir de (3.96), on a
t
lus(t) — us() |y g/ [01(5) — va(s)l|vds, ¥t € [0,T]. (3.111)
0

Remplacer n =m, w = vy et n =y, w = v1 dans (3.89), on trouve

2
(V1 — D2, 1 — V2)yrxy + Z(A“E(vf‘) — A% (%), e(v¥ — 1)) pa
a=1
+(n1 = 12,01 — v2)yriy < 0.

On intégre cette inégalité par rapport au temps, on utilise la condition initiale v1(0) =
v2(0) = (v, v3), Uhypotheése (3.16)(c) et inégalité
(01 — Vg, v1 — Vo) yrxy > 0 pour trouver :

min(m s, ) / lon(s) — va(s)[2ds < — / (11(5) — 1a(5), 01 () — va(8) )y ds.

Alors, en utilisant 'inégalité 2ab < % + eb?, on obtient

/0 lon(s) — vals) [3ds < C / () — ma(s) |3 (3.112)

avec une constante positive C' qui peut varier d’une ligne a [’autre.

De (3.111) et (3.112), on déduit

lu(t) = ua(B)3 < C/O I71(s) = 112(3) Iy ds. (3.113)
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

La définition (3.99) donne

1:(t) — Ba()% < /Hm A(s)2ds. (3.114)

Par contre, a partir de (3.97), on peut écrire
(71(8) = 72(t), 1i(t) = (1)), + ao(Ti(t) — ma(t), () — Ta(t))
= (mu(t) — ma(t), 7 (t) — 72(15))IL0

p.p. t € (0, 7).
On intégre cette égalité par rapport au temps, et on utilise les conditions initiales

71(0) = 72(0) = (79, 72) et inégalité ao(Ty — T2, 71 — T2) > 0, pour trouver

%Ilﬁ(t)—fz(t)llio S/O I71(s) = ma(s)llo-[I71(s) = 72(s)[lLods.

Alors, en utilisant linégalité 2ab < a® + b%, on obtient

Im() — w2, < /nm whm+/nn )= ro(s)]|2, ds

et, en utilisant l'inégalité de Gronwall, on trouve

In(®) =m0, < € [ Ims) = mals)Eyds -t € O.7) (3115)

De plus, (3.100) et des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de (3.103)

donnent

[1 () =2 (W) lw < C([lur(t)—ua(®)|v+]81 () =Bo(t) v+ () =72(t) |, pp-t € (0,T).
(3.116)
De plus, en remplagant 0 = 61, p = & et 0 = 0y, p = & dans (3.104) et en

soustrayant les deux inégalités obtenues, on trouve

(él (t) — éz(t)a §1(t) — &)L, +ar(&i(t) — &a(t), 6i(t) — &alt))
< (01(t) — 02(1),60(t) — &a(t))Ly, p-p-t€(0,T).

On intégre l'inégalité précédente et en appliquant l'inégalité de Hélder et Young avec le

lemme de Gronwall, on en déduit que

I64(8) = &I, < C [ 102(s) = () Eds pp-t € 0.7 (3.117)
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

On substitue (3.112)-(3.117) dans (3.110) on obtient

2

HEI (7717/11,7T1, 01)(t> — 2 (772,/,(/2,71-2,82)(1;)‘ V' x¥xLoxLo < (3 118)
Cfot H(nhﬂlyﬂ'lael)(s) - (772,M277T2,92)(S)‘ ?,,XwLoxLods p.p. t € (0,7T).

D’autre part, Uhypothése (3.21) avec définition (3.106), il résulte

132 (M1, p1, 71, 01) (t) — X (12, po, ma, 02) (t)H%/’xYX]LgxILO

D110 (), E0(8), Bi(1), mi(1)) = O ((ua(t)), Ea(t), Ba(t) T2 (D) Yy wig

=1

< O ([l (t) = ua ()3 + 1€2(8) = E@DF, + 181(E) = B3 + 172 (8) — ()17,
p.p. t € (0,7),

Q

On utilise (3.113)-(3.117) et on obtient
122 (01, i1, 71, 01) () = S2 (02, iz, T2, 02) (D)3 g xi

< C/o <||771(8) - 772(3)||%// + 1|01 (s) — 02(s)||12LO + [|pa(s) — N2(3)||\%{ 4 |m(s) — 7T2(5)||12L0) s

t
<c / 70, 2, B, 62)(5) — (s iz, By 02) ()]s e 5,
0
(3.119)

Aussi on utilise (3.108) et moyennant des arguments similaires on obtient l’estimation

sutvante

||Z3 (7717 M1, Ty, ‘91) (t) — X3 (772a H2, T2, 02) (t)H%/’xYx]Lox]Lo

t
< C/ H(nh:ul?ﬁlv@l)(s) - <n27u27ﬁ2792)<S)H%/'><Y><]LO><]LO ds.
0

Aussi, d’une maniére similaire, de (3.112), (3.116) et de (3.21)(a), il s’ensuit que

(3.120)

124 (1, pta, 71, 01) () — g (02, pi2, T2, O2) (t)H%/'xYxLoxLo

<c/'m1 ()% + [6:(5) — a(s)|I%,) ds (3.121)

< C/ ||<7717N1751791)<3) - (7727“27B2792)(S)||%/’><Y><ILO><]LO ds.
0

On substitue (3.118)-(3.121), avec (3.105) on conclue qu’il existe une constante positive

C > 0 vérifiant
HE (7717 M1, T, 91) (t> 3 (7727 M2, T2, (92) (t)“%/’XYX]LoX]LO

t
SC/W@M%Mﬁﬂ@-memﬁﬂﬂﬂwwmﬁﬁ
0
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

De plus, on a

2
VIXYX]L()XLO

122 (01, a1, 601) () = 52 (g, oo, 2, 62) (1))

t
< C/ ||Z (7717M177T17 91) (S) -2 (T]??/“L277T27 82) (S)H%//XYX]LoX]Lo ds
0
t S1
<C [ € [ omamms0) (1) = e, 72,82 () s
0 0

S 02/ / ||(7717N177T1791) (T) - (7727[112,71-2,62) (T)H%/IXYX]L()XLO d?"dsl,
0 JO

2
HZ3 (11, g, 71, 01) (2) — 2’ (M2, 2, 2, 02) (t)} V/xYxLoxLo

t S1 S0
S 03/ /0 \/O\ ”(7717/“L177Tl7 61) (l) - (U27M27W2, 92) (Z)H%/’XYX]L()X]LO dlngdSh

||ZJ 771a,U1a7T1791 - " (772,,[L2,7T2,92) (t>||%/’><Y><]L0><]L0
/ / / 7717M1,W17 91) (l) - (772>M2,7727 02) (l)”%/’xYx]Lox]Lo dldsp—y - - -dsy

n fozs

t s1 Sn—2
S CnH<771’/L1,7T1,91) — (772,/,62,71-2,92)|’22(07T;V/XYXLOXLO)/0 /0‘ -../O‘ ds”*l"‘dSl.

(n—;)rfois

Sn—2
On sait que / dSp—1 = Sp—_2
2
n

et que/ / dSy,_1dS,_2 —/ Sp_odSy_o = 273,
Sn—4 Sn—3 3
et/ / / ds,_1ds,_ods,_5 = 7;)4

Enfin on a
/t /51 /sng tn—l
o .. dsn—ldslz .
o Jo 0 (n—1)!

Hzn (7717 M1, T, 91) <t> - X" (7727 2, T2, 92) (t)H%/’xYxLox]Lo
= 1

2
m (11, g1, 71, 01) — (12, pra, 72, 02)HL2(0,T;V/><Y><]LO><]L0) ’

Alors

n

donc
n n 2

132" (1, pt1, 71, 01) — B (7727:u2>7T27‘92)||L2(0,T;V’><Y><]Lo><]Lo) <

C”T”

2
| (1, g1, 01, 1) — (2, pho, 02, 7T2)||L2(0,T;V’><Y><]Lo><]Lo) :
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

. nren ’g
Comme lim Cn,T = 0, alors pour n suffisamment grand, l'opérateur " est une
n—-+00 '

contraction sur l'espace de Banach L*(0,T;V' xY x Ly x L), il existe donc un

unique (Na, o, T, 05) € L2 (0, T; V' x Y x Lo x LLg) tel que

Zn (77*7,“*77&79*) = (77*,[1/*,71'*,0*) )

et griace du Théoréeme de point fixe de Banach on déduit que de X admet point fize

unique, ce qui termine la démonstration du Lemme 3.5.8.

Maintenant, on a tous les ingrédients pour prouver le théoréeme 3.2.1.
Démonstration.
Soit (N, s, T, 0*) € L*0,T;V x Y x Ly x LLg) soit le point fize 3 défini par (3.105)—

(3.109) pour simplifier l’écriture, on suppose que

Uy = un*? Ty = Tﬂ'*? w* = ¢77*7T*u*7 5* = 60*7 ﬁ* = ﬁﬂ*' (3'122)

On preuve que {uy, Uy, e, Ex, By} satisfait (3.61)—(3.66) et les régularités (3.76)—(3.80).
D’aprés (3.71) pour n = n. et on utilise (3.122) pour trouver

2

(iis (2), w = s (1) Jyr v + c;(A“e(af(t)), e(w® — ug(t)))ne + J(w) — J(u*(t))<3_123)
+(n(t), w — W (t)) vy = (F(t), w — w(t))vrxv, YweV, pp.te(0,T)
On combine les équations X1 (1., pis, o, 0.) = 05 €t Bo (1, pa, T, 0,) = i avec (3.106)
et (3.107) il vient
(1) w0 = () = oy (B (£(ug (1)), €2(1)))  (w = (1)) e
+ 2oy (F(B2(0)), 78(1))) + (E2) Ve (t), e(w = i (t))) e
pe(t) = 0% (e(ul(t)), &), B2 (1)), (1)) ppte(0,T),a=1,2 (3.125)

De (3.123) et (3.124), on a

(3.124)

(it (1), 10 = @c(t) ey + D (A% ((@2(1))) + B (e(ug (£)), £2(1))) s e(w® — a2 (1))

+J (w) = T (1) + D (F(BL(), 72 () + (E9) Ve (1), e(w — a(t))) e

> (F(t),w — ie(D)yrxy, Ywe V.
(3.126)
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3.3 Démonstration du Théoréme 3.2.1

Ainsi, de (3.124) et (3.125), on a

Ba(t) = OF (e(ud (1), €2(t), BX(1)), (1) . a=1,2. (3.127)

On écrit maintenant (3.1) pour (n,m, 1) = (N, Tupix) €t on utilise (3.122), il vient

2
D (ROVYE() — £% (ul (1) — G (B2 (1), 78(1) . V™) = (Q(E), @)y, Vo €W.
a=1

(3.128)

On combine les égalités Yig(ns, fha, T, 0x) = T €t Ly(Mu, fhs, T, 0) = O, combiné avce

(3.108) et (3.109), pour obtenir

m(t) = U (e(ui (1)), &(1), B2 (), T (t),  a=1,2, (3.129)
0:(t) = 5% (e(ui(h),&(1), =12 (3.130)

on substitue (3.129) dans (3.20), on déduit

(W (e(ug (1)), &2(2), B2 (2), 7 (2)) , 0%) g

2

= (3.131)
=D () =X (1),0%) . VO € Lo,
a=1
Pourt € [0;T]; et on substitue (3.130) dans (3.104), &.(t) € K on obtient
; GORSE éf(t)>L2(Qa) (€D A— £.(0))
2 (3.132)
Z SOé a a( )) éa( >>L2 Qa) V)\ E ’C’
a=1

Finalement, les relations (3.126)-(3.127) , (3.131) et (3.132) me permettent de conclure
que { Uy, Vs, Ti, i, Bi} solution du Probléme PV. Et la régularité (3.1)-(3.5) suivre les
Lemmes 3.3.2 — 3.3.4 et la relation (3.99).

Unicité.

L’unicité de la solution est une conséquence de |’ unicité du point fixe de l’opérateur

(. .), défine par (3.105)- (3.109).

95



Conclusion générale

Dans cette these, on a étudié théoriquement trois problémes de contact entre deux
corps piézoéléctriques.

Le premier probléme, concerne le contact entre deux corps thérmo-électro-élastique
avec endommagement, ot il est modélisé par les conditions de compliance normale et
frottement de Coulomb avec adhésion. Le deuziéeme probléme touche le contact entre
deux corps thérmo-électro-vivcoélastique avec endommagement, ot il est élaboré par les
conditions de compliance normale avec adhésion. Le dérnier probléme s’interesse au
contact entre deux corps thérmo-électro-vivcoélastique avec endommagement, ot il est
cong¢u par les conditions de frottement de Tresca avec un variable interne.

Pour chaque probléme, on a présenté sa formulation, puis on a utilisé les formules de
Green pour trouver la formulation variationnelle du probléme. On a preuver [’existence
et l'unicité de la solution des problémes précédents par l'utilisation des arguments sui-
vants : équation variationnelle dépendant du temps, équation variationnelle d’évolution
différentielle, inégalité variationnelle parabolique, théoréeme du Lax-Milgram, le lemme

de Gronwall et point fize de Banach.
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Annexe

Dans cette annexe, on donne des rappels sur les notations générales de la mécanique
nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des problémes traités, puis on
donne des rappels sur les espaces fonctionnels et des quelques resultats fondamentaux
d’analyse non linéaire, concernant les inéquations variationnelles, les équations d’évo-
lution, les lemmes de Gronwall...ect
cette annexe est divisée en deux sections : La premiere représente un bref rappel de la
mécanique des milieux continus ot on introduit les cadres physiques utilisés dans cette
thése, les lois de comportement (élastiques, électro-élastiques, électro-viscoélastiques)
et les conditions aux limites de contact. la deuzxieme section est consacrée a des rap-
pels sur les espases de Hilbert, quelques éléments d’analyse non linéaire, des résultats

d’existence et d’unicité, les espaces fonctionnels.

Contenu :
A. Moélisation :
A.1. Cadre physique ;
A.2. Lois de comportement ;
A.3. Conditions aux limites de contact.
B. Outils Mathématiques :
B.1. Rappels sur les espaces de Hilbert;
B.2. Inéquations variationnelles elliptiques ;

B.3. Espaces fonctionnels.
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Annexe A

Modélisation

A.1 Cadre physique

Les phénomenes de contact considérés dans cette thése sont décrits par deux cadres
physiques suivants;
Cadre physique n°1 (Probléme mécanique.) On considére deux corps matériels qui
occupent des domaines bornés Q' C RY, Q2 C R? (d = 2,3). Pour chaque o = 1.2, on
suppose que la frontiére réguliere I'* = 00, est partitionnée en trois parties mesurables
I'e, g, 1, tel que mesI'Y > 0. Nous notons que v* la normale unitaire sortante a I'“,
les corps sont encastrés sur I'Y. Sur I'S agissent des tractions surfaciques de densité fs'
et dans (2% agissent des forces volumiques de densités f§'.
On suppose que ' et f§', varient trés lentement par rapport au temps et par conséquent
le processus est quasi-statiques. Soit T > 0 et soit [0,T] lintervalle de temps en ques-
tion voir figure 1. Les corps sont en contact avec adhésion et avec ou sans frottement
sur la partie I'§. Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps.

Mon objectif sera d’étudier I’évolution de ces propriétés dans le temps.
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Modélisation
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Figure 1 : Cadre Physique 1

Cadre physique n'2 (Probleme électro-mécanique.) On considére deux corps matériels
qui occupent des domaines bornés Q' C R4, Q2 C R? (d = 2,3). Pour chaque o = 1.2,
on suppose que la frontiere I'“ = 00* est réguliere et partitionnée en trois parties
mesurables 'Y, 'S et I'S d’une part et en deux parties mesurables I' et I'y d’autre part
telles que mesI't > 0 et mesl's > 0. On note que v* la normale unitaire sortante a I'®
et les corps sont encastrées sur I'Y . Sur 'S agissent des tractions surfaciques de densité
fs' et dans Q% agissent des forces volumiques de densités f§, voir figure 2. On suppose
que f$ et f§, varient trés lentement par rapport au temps et soit T > 0 et soit [0, 7]
["intervalle de temps. En plus de l'action des forces des tractions, le corps Q% est soumis
a l'action des chaleurs é€lectriques de densité volumiques qi et de chaleurs électriques
surface. Les deux corps sont soumis a l'action de potentiel nul sur la partie I'S de la
frontiére ainsi qu’a l'action des charges électriques de densité surfacique ¢S, agissent sur
I'y'. La différence entre cadre physiques mécanique et cadre physiques électro-mécanique
résulte du fait que en deuxieme, on prend en considération les propriétés mécaniques

et aussi les propriétés électriques dans les deux corps.
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Modélisation

Figure 2 : Cadre Physique 2

Avant d’obtenir les modeéles mathématiques qui correspondent aux cadres physiques pré-
sentés, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette
theses.

On désigne par S¢ Uespace des tenseurs symétriques d’ordre deux
sur RY(d =2,3),” -7 et” || - || 7 représentant respectivement le produit scalaire et la

norme euclidienne sur R? et S%. Ainsi, on a

u® - vY =ud ol | v ||= ('v"‘-'vo‘)%7 Vu®, v* € RY,
o -t =017, | 7 ||= (7% - Ta)%, Voo, 7% € S

Pour chaque élément v € HY', on note par v5 et v$ les composantes normales et

tangentielles a la frontiere, définies par :
vy =v* -V, vl =v* — v vt (A.1)

On désigne par o = a®(x,t) le champ des contraintes, u* = u®(x,t), le champ
des déplacements et e(u®) le champ des déformations infinitésimales.
Pour simplifier les notations, on n’indique pas explicitement la dépendance des fonc-

tions par rapport & v € Q et t € [0, T).
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Pour un champ des contraintes o on dénote par oy et o< les composantes normale

et tangentielle a la frontiére, données par

oy = (ov?) - v, ol =0V —o) v (A.2)

En utilisant (A.1) et (A.2), on obtient la relation

(V) -v* =oyv) + ol - v (A.3)

T

qui va intervenir tout au long de cette thése, dans [’établissement des formulations

variationnelles des problemes mécaniques de contact.

A.2 Phénoménes mécaniques et thermiques

1) Endommagement
L’endommagement est un phénomeéne trés important en mécanique parcequ’il affecte
directement la structure des machines, c’est une variable interne, on la note par £* qui
varie entre o et 1. Si £ = 1, les matériaux sont complétement endommagés, si £* = 0,
il n’y a pas d’endommagement dans les matériaux, si 0 < £* < 1 'endommagement est
partiel.

L’évolution du champ d’endommagemnt élastique est décrite par :

§8 = K% A £+ Opree(€7) 5 W (0" — A% (d”), e(u?), £7), (A.4)

ol kK* est une constante positive, ¥* est la fonction source de l’endommagement, 0 xa
représente le sous-différentiel de la fonction dindicateur V%o du l’ensemble K< qui

désigne ’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles définies par :
K= {&" e H'(Q*):0< &> <1, pp. dans Q°}. (A.5)

2) Conduction thermique

La conduction thermique est un mode de transfert de température entre deux milieux
en contact.
La température est définie par une équation parabolique, qui représente la conservation

de l’energie comme suit

7% — KGATY = 0% (0%, e(u®), 7%, ¢%) + X7, (A.6)
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ot ©% est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par
les forces intérieures. Ou Kk{ est une constante strictement positive et x* représente la
source de chaleur du volume.
3) Adhésion

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites
comme étant un moyen universel d’assemblage de matériauzr de nature différente. Pour
modéliser les phénoménes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion
a la description du contact.

On introduit une variable interne d’état ¢ définie sur I's x [0,T], qui représente
lintensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < ¢ < 1. Quand ¢ =1 a un
point © € I'3, l"adhésion est compléte et tous les liens sont actifs, quand ¢ = 0 tous les
liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < ¢ < 1 c’est le cas d’une
adhésion partielle.

En général I’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle

de la forme :
¢ = Huals, ¢, Ry(ul +u2), R (Jul —u?|))  sur I's x (0,7), (A.7)

ou H,q est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’an-

nulle, et ¢ est définie par

ety = [ ' (e, 5)ds,

mais, en cas particulier [’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation

différentielle de la forme :

¢ = —(s(nRu([w])* + 7R ([ur)]*) — €)= sur I's > (0,7), (A.8)

¢(0) =¢ sur I's, (A.9)

ol Yy, V- et €, sont des coefficients d’adhésion positifs, [u,] = ul + u?, représente les
déplacements dans la direction normale, [u,] = ul — u2, représente les déplacements

dans la direction tangentielle et ¢y l'adhésion initiale, telle que :

0<¢ <1, p.p. surls. (A.10)
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A.3 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et
le tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut
mmaginer et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques
pour les matériauzr unidimensionnels constituent le point de départ dans [’établissement
des lois de comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : es-
sais de chargement monotone, essais de charges-décharge, essais de fluage et essais de
relazation.

Dans la description des phénomeénes purement électro-mécaniques, par la loi de
comportement, on donne dans la suite une relation entre le tenseur des contrainte
0%, le tenseur des déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles o“ et
£Y, cette définition se modifie légerement dans la descriptions des phénoménes électro-
mécanique.

Aussi, on prend en considération le champ de déplacement électrique D, le champ
électrique E*(C%), Uopérateur d’élasticité B*, la fonction de viscosité A* et la fonction
de relaxation Q% ext.... Il lui faut ajouter d’autres relations qui caractérisent le compor-
tement de chaque type de solide. (Corps piézoélectriques, matériaux électro-élastiques,
matériaux électro-viscoélastiques et matériaur piézoélectrique-viscoélastiques).

1) Loi de comportement des matériaur électro-élastiques. On considére ici

une catégorie de matériaur ou le tenseur des contraintes o et le vecteur des déplace-

ments électriques D sont reliés par la loi de comportement :

/

o = B (u®) — (£°)*E(¢%),

D* = B*E(¢®) + £%(u®), (A.11)

| B¢) = V¢,

ou B est l'opérateur d’élasticité, non forcément linéaire, a champ électrique nul, £* =
(efjk) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la charge et
la déformation a champ constant ou nul; B = (bf‘]) est le tenseur de la permitti-
vité électrique a déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique défini posi-

tif et E*(¢*) = —V(%, ou V(* = (C(al)) représente le champ électrique. Par ailleur
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(EN)* = (GZ;) dénote le transposé du tenseur £%, tel que
Eov=0.(Y Vo cS% veR% (A.12)

2) Loi de comportement électro-élastiques avec mémoire longue.

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par

o = Be(u®) + [ Q(t — s,e(u(s)))ds — (E%)*E((?), (A.13)

D* = &% (u®) + B(E~(¢*)),
ou Q = (Q;;) est un tenseur de relazation. Si Q = 0, on retrouve la loi électro-€élastiques

donnée par (A.11).

3) Loi de comportement thermo-électro-viscoélastiques avec endommage-

ment.

La loi de comportement d’un matériau thermo-électro-viscoélastique avec endom-

magement est donnée par

o = A (4®) + B* (e(u®), 7(t),£*) — (£*)*E~(¢), (A14)

D" = £2c(u) + B(B*(¢),
ot A est un opérateur non linéaire donné, B* représente l’opérateur d’élasticité,
E*(¢*) = —v(™ est le champ électrique, E“ représente le tenseur piézoélectrique du
troisiéme ordre, (E*)* est sa transposition et B* est le tenseur de la permitivité.
Modéle mathématique
On note que le point au-dessus d’une fonction représente la dérivation par rapport au
temps, par exemple

du® d*u®

W = —— i =

dt’ e
ot u® désigne le champ des vitesses et u* désigne le champ des accélérations.
Les fonction, inconnues du probléme sont les champs des deplacement u® : Q% x
[0, 7] — R? et les champs des contraintes o® : Q% x [0, T] — S . Notons la densité de

masse par p® : Q% — R, et la densité des forces volumiques par f§ : Q% x [0,T] — R?
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.L’évolution du corps est décrite par l’équation du mouvement de Cauchy
Dive® + f* = p*u® dans Q2 x [0, T7. (A.15)

Les processus d’évolution modelés par [’équation précédente s’appellent processus
dynamiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier :
par exemple dans le cas ot 4™ = 0, il s’agit d’un probléeme d’équilibre (processus sta-
tiques), ou bien dans le cas ot le champ des vitesse U™ varie trés lentement par rapport
au temps, c’est-a-dire que le terme p®u® peut étre négligé (processus quasi statiques).

Dans ces deux cas, l’équation du mouvement devient :
Dive® + fi* =0 dansQ* x [0, 7. (A.16)

L’équation équivaut a de relation scalaires, et mathématiquement cette équation ne
suffit pas a modéliser le probléme d’équilibre du corps car, par exemple les composantes
du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues €électriques du probléme, a savoir les potentiels
électriques ¢* : Q* x [0, T] — R et les champs des déplacements électriques D : Q* X
[0, T] — R4, L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par I'équation d’équilibre

pour le champ de déplacements électriques :
divD* = q dansQ* x [0, T1, (A.17)

ot "div" est 'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD* = DS

1,07

et gy représente

la densité des charges électriques volumiques sur Q.

A.4 Conditions aux limites

On définit maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de
I'*. (voir Fig.1)
1) La condition aux limites de déplacement
Les corps est encastré dans une position fixe sur la partie TS x [0,T], le champ des

déplacements u® est par conséquent nul :

u® =0 surl'? x [0, T7. (A.18)
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2) La condition aux limites de traction.
Une traction surfacique de densité f* agit sur I'S x [0,T] et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy o®v® satisfait :
o'v = f surly x [0, T7. (A.19)

3) Les conditions aux limites électriques.

Ces conditions sont déterminées a partir des deux équations :

“=0 surlS x [0,T], (A.20)
D°v® = g5 surly x [0, 7). (A.21)

4) Conditions auz limites de contact.
Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites a la fois en direc-
tion de la normale et dans le plan tangent, ces derniéres étant appelées conditions de
frottement. En direction de la normale, nous pouvons distinguer le contact unilatéral
(lorsqu’il ne peut y’avoir d’interpénétration entre les deux corps ), bilatéral (lorsqu’il
n’y a pas de séparation entre les deux corps ), de compliance normale (lorsque la surface
de contact est déformable) ou bien de réponse normale instantanée (lorsque la surface
de contact est lubrifiée). A part le cas limite lorsque la contrainte tangentielle est nulle
(le cas sans frottement), le frottement peut étre a seuil (quand le glissement se produit
que lorsque la force de frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque
le glissement se produit pour n’importe quelle force de frottement). Parmi les lois de
frottement a seuil, les plus utilisées dans la littérature sont celles de Coulomb et de
Tresca ; elles modélisent un frottement sec, alors que les lois de frottement sans seuil
modélisent un frottement lubrifié.

On définit le déplacement normal par relatif d’ un corps par rapport a I’ autre sur
la zone de contact I's par :

[u,] = ul + 2, (A.22)

et le déplacement tangent par relatif d’ un corps par rapport a I’ autre sur la zone de
contact I's par :

[u,] = ul — u?. (A.23)
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. La continuité des contraintes sur linterfaces I's se traduit par :

=0, surl's. (A.24)
a) Contact de Signorini

La condition de contact non-pénétration entre les deux corps est exprimée par la rela-
tion suivante :

[u,] <0 sur I (A.25)

Auz point de I's tels que [u,] < 0, il y’ a séparation entre les deuz corps. Les contraintes
normales sont alors nulles. Par conséquent, on a :

[uy)] <0=0,=0 sur I} (A.26)

Auz point de T's tels que [u,] = 0, le contact est maintenu et chaque corps exerce une

réaction normale orientée vers l’autre corps et donc nous pouvons écrire

[u,] =0=0, <0 sur T}. (A.27)

On dit que le contact entre les deux corps sans frottement si les mouvements tangentiels
sont libres, ce qui est traduit par :

1_ 2 _
o, =o0.=0 sur I}

(A.28)

Pour résumer, les conditions de contact (A.22)-(A.24) s’écrivent d’une maniére com-
binée de la fagon suivante :

(A.29)

Les conditions auz limites de la forme (A.29) sont aussi appelées "conditions de contact

unilatéral” ou bien "conditions de contact de Signorini”.

b)Contact sans frottement

Dans un contact sans frottement, [’action mécanique transmissible par obstacle entre
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deuz solides ne peut étre en tout point que normale au contact .
Ceci se traduit par la relation

o, =0

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle.
Dans le cas ou la contrainte tangentielle est nulle on dit que le mouvement tangentiel se
produit avec frottement ce qui nous oblige a introduire une loi de frottement qui prend
en considération la composante tangentielle avec les autres variables du systéme.

c) Contact avec compliance normale
Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

a priori. La contrainte normale o satisfait la condition dite de compliance normale

1 _ -2
O-Z/_O-l/

Oy,

(A.30)
—oy = pu(u] — 9),

ol g représente l’interstice entre les deux corps et p, est une fonction positive donnée,

appelée fonction de compliance normale.

Cette condition indique qu’un corps exerce une action sur [’autre corps en fonction de

sa pénétration [u,| — g. On précise que dans les chapitres 1 et 2 du cette thése, on

considére le cas ol un corps repose sur l’autre corps, c’est-a-dire, linterstice est nul,
= 0. Pour la fonction de compliance normale p, on prend comme exemple la fonction

sutvante

p(r) =cyry, (A.31)

ou ¢, est une constante positive et ry = max{0,r}.
Un deuxieme exemple est donné par
CyTy st r <\
pu(r) = (A.32)
CuA St r> A
ol A\ est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition
de contact (A.30) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle

dépasse X\, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.
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Non contact { Nen contact

contact contact

(1) (2)

Figure 3 : Lot de Coulomb (1) et sa régularisation(2).

d)Contacte de frottement de Coulomb
C’est l'une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique
voir figure (A.4). Elle se caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans

le seuil de frottement et elle peut s’énoncer comme suit :
(

| o 1< plow,

N os < ploy] = [u.] =0, (A.33)

| o ||= plo,| = il existe A > 0 tel que o, = —\|u,],
\

ot > 0 est le coefficient de frottement. C’est une version statique de la loi de Coulomb
qui intervient dans la description du contact frottant du probléme étudié dans le chapitre
1 de cette these.

Maintenant, nous remplagons le seuil de frottement o, de la loi (A.33), par la

condition de compliance normale (A.30), de fagon a obtenir les conditions suivantes.

;

| o [|< ppu([w] — g),

| or < upu(luy] — g) = [u-] =0, (A.34)

| o ||= ppo([u,] — g) = il existe £ > 0 tel que o, = —Ll[|u,].

\
Dans le chapitre 3 nous utilisons la loi (A.34) avec le cas particulier g = 0, i.e.
lorsque l'interstice est nul, ce choix ne représente guére une restriction du point de vue

mécanique, mais il est imposé pour raison de simplification des calculs.
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Une version quasi statique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature

est donnée par

H Or ||§ p‘r([uu] - g)7 (A35)

[UT] 7£ 0=o0,= _pT([UV] - g) M-l

ot p, est une fonction positive. Dans (A.35), la contrainte tangentielle ne peut pas
excéder le seuil de frottement p,([u,] — g).

De plus, quand le seuil de frottement est atteint, le corps se met a glisser et la contrainte
tangentielle tend a s’opposer au mouvement.

e) Contact avec compliance normale et adhésion

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur I's x
[0,T], on introduit une variable interne d’état définie sur T's x [0,T], qui représente
I"intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < ¢ < 1. Quand ¢ =1 a un
point x € I'3, l"adhésion est compléte et tous les liens sont actifs, quand ¢ = 0 tous les
liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < ¢ < 1 c’est le cas d’une
adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus de détails sur cette section,
on renvois par exemple [2]. On suppose que la contrainte normale satisfait la condition

de compliance normale avec adhésion :
o, = —pu([w,)]) + 7 Ry ([u,)]) sur I's x [0, 77, (A.36)

ot u,, est le déplacement normal, v, est un coefficient positif, p, : '3 xR — R, est une
fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — R

est l’opérateur de troncature donné par :

;

L St s < —L,
R(s)=4—-s si —L<s<0, (A.37)

0 St s> 0.

\
Ici L > 0 est la longueur caractéristique des liens.

La condition (A.36) indique que chaque corps exerce une action sur ['autre corps en

fonction de sa pénétration [u,], ot le deuxieme terme de I’égalité est la contribution

de l’adhésion a la tension de surface. On note que la condition de compliance normale
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avec adhésion (A.36) a été déja utilisée dans [7, 16].

Figure 4 :  représentation graphique de l'opérateur de tractionR,,.

Quand le champ d’adhésion < est nul, (A.36) devient :
o, = —pu([u]) sur I's x [0, 77, (A.38)

qui représente la condition de compliance normale sans adhésion.
Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle satisfait la condition sui-

vante :

(
1_ 2
o, =—0;

0-7'7

| o7 + 7" Re([ur]) < ppu([wn]),

| o +7T§2R‘r([u‘r]) | < ppy((w]) = [u] =0 sur I's x (0,T), (A.39)

| o7 + 72" Re([wr]) [|= ppo([un]) = 3A = 0

telle que o, +7,°R, ([u,]) = —\[u,]

\

ol v, est un coefficient positif et u est le coefficient de frottement, supposé étre positif.
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R, :R?— Ri est lopérateur de troncature défini par :

v s |v|<L,
R, (v) = (A.40)
L  si |v|>L.

[v]l
On note que les conditions de frottement similaires a celles dans(A.39) ont été

considérées dans [17] dans le cas particulier R, ([u,]) = [u,] et R,([u,]) = —[u,], pour

L tres grand.
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Outils Mathématiques

Ce chapitre est consacré a la discription des espaces utilisés dans cette thése. On
suppose que Q¢ est un domaine borné et de lipschitz de RY, (d = 2,3), c’est a dire que
sa frontiere I'* est présentable comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un
ouvert de R avec une partition de trois parties mesurables disjointes T, T et I'S,
d’un coté et une partition de I'Y UT'S, en deuzr parties ouvertes I'Y et I'Y d'un autre

coté, telles que mesl' > 0 et mesI's > 0.

B.1 Contraction

Le principe de contraction de Banach est le résultat le plus élémentaire dans la
théorie du point fize. Dans [’analyse, ces théoremes se reléevent étre des outils tres
utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de résolution des equations
différentielles. Le théoréeme du point fire de Banach donne un critére général dans
les espaces métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une fonction
tend vers un point five. En définit quelque définitions qui permettent d’affirmer qu’une

fonction f admet des critéres de théoréme du point fize de contraction.

Définition B.1.1 Soit (X, d) un espace métrique, une application f : X — X est

dite lipschitzienne de rapport k > 0 si;

d(f(x), fly) < kd(x,y) pour tout x,y € X
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k est dite constante de Lipschitz.
Définition B.1.2 L’application lipschitzienne f est appelée, contraction st 0 < k < 1.
Théoréeme B.1.1 (X,d) un espace métrique complet et

f: X—X

une contraction avec k sa constante de Lipschitz.
Alors f admet une unique point fize u € X.

1' n

kn
d(z, f(2))

(" (@), 0) < =

Maintenant, il est nécessaire de présenter quelques espaces, quelques résultats sur les
opérateurs fortement monotones et Lipschitziennes et les inéquations variationnelles et

d’évolutions.

B.2 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.) g un produit scalaire sur H ¢’est-a-dire (.,.)p :
HxH— R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z Uapplication de H — R définie par :

| = (0, (B.1)
et on rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie l'inégalité de Cauchy-
Schwartz :

|(w, 0)a| <l wllall vlla, Yu,ve H. (B2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par
(B.1). Soit H' espace dual de H c’est & dire lespace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

< 77,1} >H/><H
|0 llg= sup ——————
veH—-{0} | v lla

b

ot (., )y g Teprésente la dualité entre H' et H.
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Théoréme B.2.1 ( Représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un espace de Hil-
bert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H unique tel

que
<¢7U>H'><H:<faU)H Vv € H.

De plus
1o Nl =S lle -

Limportance de ce théoréeme est que tout forme linéaire continue sur H peut se
représenter a l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H .

B.3 Les espaces L*({)

Définition B.3.1 (Espace de Lebesgue). Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle I’ espace
de Lebesgque LP(Q) l’ensemble ,

LP(Q) = {v : Q — R mesurable sur Q) et |v|P lebesgue integrable sur §2}.

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

1
ol = ( / | o(z) | da)P.

Sip=o00 etv:Q— R, mesurable.

Alors on définit ||.|| () par :

[0l L) = supss(v) = inf{c; [v(z)] < c}.

L’espace L>(Q2) est aussi un espace de Banach.

Définition B.3.2 Soit p € R, 1 < p < oo. On dit qu’une fonction u : Q@ — R
appartient o L (Q) siuolx € LP pour tout VK C Q ou Iy représente l'application

loc

identité de K.

Théoréme B.3.1 . Pour tout p € [1,+00|, les espaces LP(SY) vérifient les assertions

sutvantes ;
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1) Les espaces LP(Q2) sont des espaces de Banach.
2) Pour toute fonction u € LP(2), toute v € LP(QY) l'inégalité de Hélder est vérifiée ;i.e

1 1
/ | u(z)o(z) | de <|| u|[zo@) | v ||ze(e), avec (]—)Jr—:l).
3)les espaces L*(§)) sont des espaces séparables pour [1,+00].

4) L’espace L*(Q)) munit de produit scalaire

(u,v) :/Qu(x)v(x)dx,Vu,UE L*(9).

est un espace de Hilbert. De plus [inégalité de Cauchy-Schwarz correspondant a l’in-

égalité de Holder est vérifiée :i.e.

/ L u(@)o(e) | de <)) w |zl 0 e

B.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de résoudre
bon nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse
Jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espaces de Sobolev H' ()
défini par :

H(Q)={uecl?Q) | ouecl*Q)i=1,---,d}.
On note par Vu le vecteur de composante O;u. On a Vu € L*Q)? pour tout
u e HY(Q).

On sait que H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(u,v) 1) = (U, V)120) + (Ow, Oiv) 120
et la norme associée :
[ [ ar @)= (u,u)ép(g), et on éerit || w || o) =l v l[E2() + | Ve 2y
On a les résultats suivants :

C' () est dense dans H'(Q).
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Théoréme B.4.1 (Rellich)
HY(Q) C L*(2) avec injection compacte.

Théoréme B.4.2 (trace de Sobolev)
11 existe une application linéaire et continue § : H'(Q) — L2(T") telle que du = ulp

pour tout u € C1(Q).

Remarque B.4.1 L’espaces L2(T) ci-dessus représenté l'espaces de fonctions réelles
sur I qui sont L% pour la mesure superficielle dT. L’application § s appelle application
de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l'application u — ulp

définir pour u € C*(Q).

Remarque B.4.2 On note que ’application de trace § : H'(Q) — L*(T') est un opé-

rateur compacte.

Définition B.4.1 Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00], nous définissons l’espace
de Sobolev WHP(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) VA, |A| < k; vy € LP(Q), tel quevy = D u}.

Remarque B.4.3 Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier

D u et vy,

La norme sur ’espace W*P(QQ) est donnée par

1 .
(O | D2 flisey)r si 1< p< oo,

| u ||W’“7P(Q)—
HlaX‘MSk H DAU HLoo(Q) st p = OQ.

Pour p = 2, on note par H*(Q) l'espace W*%(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

Théoréme B.4.3 Les espaces de Sobolev W*P(Q), pour k € N et p € [1,+00], munis
de la norme || - ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour tout

k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev on, renvois auz [1].
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B.5 Espaces fonctionnels

On introduit les espaces de Hilbert suivants, associ€s aux inconnues mécaniques u®

et o° :
(110 — {u*=(u¢) | uf € L2(QY)} = (L2(Q))
He={o"=(of) | of=05el?(Q)}=(L3Q)"™,
HY ={u*=(u¥) | uf€H(Q)}=(H(Q)), (B.3)
¢ ={o* € H" ] of ;€ H}.
Ye={p*=(6) | Bpel?QM)}= (L))"},
v = {u® € W-2(Q))% u = Osurl§}.

\
Les espaces H*, H*, HY', H, Y et v* sont des espaces réels de Hilbert munis des

produits scalaires respectivement, donnés par :

4

(u®, v*) o = [qo ufvPde,

(0, T ) po = [qu 05T d,

(u, v = (u®, V") g + (e(u”), (V?))3e, (B.4)
(0%, T ye = (0%, T%)pa + (Dive®, DivT®) o,

(B K )yo = [o Bk da,

| 0)n = (), 50 e

Oue: HY — H* et Div: H} — H sont respectivement les opérateurs de déformation

et de divergence, définis par

() = (4 (u®), £y (u®) = (g, + ), Diver® = (%),

5 i.j
Les normes sur les espaces H*, H*, HY, H, Y et v sont notées par || - ||go, || - ||xe
A Naes - e [ - llveet || - ||, respectivement.

Puisque la frontiere I'“ est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v® a la frontiére
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v* € HY on utilise la notation v* pour
désigner la trace yv* de v sur I'*.

On rappelle que lapplication de trace v : H® — L2(I'*)? est linéaire et continue, mais
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n’est pas surjective.
On désigne par Hpa le dual de Hya et (-,-) le produit de dualité entre Hya et Hra.

Pour tout o € HY, il existe un élément oV € Hi. tel que :
(v, yv?) = (6, e(vY))ya + (Dive®, vY)ga Yo € HY. (B.5)
En outre, si a® est assez régulier (par exemple C'), on a la formule
(v, yv®) = / ov® - v%da Yv° € HY. (B.6)

Donc, pour o® assez régulier on a la formule de Green suivante :

@

(0%, e(vY))ye + (Dive™, vY) o = / ocv® - v¥da Yo € HY, (B.7)

Aussi, pour D* assez réqulier on a la formule de Green suivante :

(D®, V) e + (divD®, U)o — / DS e da, YU € HY,  (BS)

«

Aussi, pour T assez régulier on a la formule de Green suivante :

(AT, 6%) 1200 +/ Vr*.Vé%da = / 3 0%a, Vé¢ e LT, (B.9)
a o« Ov®
ot da est un élément de mesure de surface.
Théoréme B.5.1 ( Inégalité de Korn)
Soit V* un sous-espace fermé de H{ definie par
V¢ ={v* € H} | v =0 surl'(}, (B.10)

puisque mes(I'y), il existe une constante ¢, > 0 dépendant uniquement de Q et I'{
telle que

| e(vY) ||lgge> e || ©° HH? Yo* € V. (B.11)

Une démonstration de l'inégalité de Korn trouvé dans [13].

On considére sur l’espace V¥, le produit scalaire donné par

(u”, v")yve = (e(u®),e(v))gyo Yu®, v* € V%, (B.12)
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et soit || - ||[ve la norme associée, i.e.
[ lve=l e(v®) [lee VO" € V™ (B.13)
Par linégalité de Korn, il vient que || - |[ap et || - [[ve sont des normes équivalentes
sur V* et ainsi (V|| - ||va) est un espace de Hilbert.

De plus, en utilisant le Théoréme de trace de Sobolev, (B.13) et (B.14), il existe une

constante cy > 0 dépendant uniquement de %, I'Y et I's telle que :
| v |L2mrg)e< co || v [|ve Vo® e Ve (B.14)

Pour une fonction scalaire <, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I's du

contact, nous définissons l’ensemble
Q={¢:Tyx[0,T] =R |0<¢(t) <1 surTs}. (B.15)
On introduit également les espaces suivants :
Ly = I3(9%), 1§ = HY(02),
W = (€0 e HHO) | € = 0 surTg),
W = (D" = (D) | DY € L2(2°), D, € L*(Q°)},

o, divD* = (Dg;). Ces espaces W* et W* sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par

(@a’fa)Wa = (v@aa véa)Haa (Daa Ea)W"‘ = (Daa -Ea)Ha + (diUDa, di{UEa)LQ(QO‘)a
(B.16)

sotent || - ||we et || - |[we les normes associées; c¢’est-a-dire
1€ llwe=Il V& le, [ D [ya=[l D* [lfa + I divD" [[{2(qe) - (B.17)

Puisque mes(I'S) > 0, l'inégalité de Friedrich-Poincaré est vérifiée ainsi il existe

une constante ¢ > 0 dépendant uniquement de Q% et I'Y telle que
| VE* lna> c || € ey, VE* € WO, (B.18)

Une démonstration de l'inégalité de Friedrichs-Poincaré trouvé dans [13].

Il s’ensuit de (B.18) que || - || m (o) et || - [[we sont des normes équivalentes sur W
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et donc (W< || - ||we) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace

de Sobolev, il existe une constante co™ dépendant uniquement de Q%, I'Y etl's, telle que
€% L2y < G0 | € [lwe,  VE" € W (B.19)
Pour simplifier les notations, on définit les espaces produits :
V=V'xV? H=H"xH* H =H x H,

H=H xH*, Hi=H xH], W=W!x W W=Wx W?
Lo =L x L2 L;=0L!xL2
Y =Y!x Y2
v={u=(u'u?) €v' xviul +ul=0surls}

les espaces V, 1Ly, W et W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires
canoniques notée (.,.)v, (-, )Ly, (- Jw, (- )w, les normes associés seront désignés par
-l I e W llwe et [ [, respectivement.

On rappelle les principauzr résultats sur les fonctions définies sur un intervalle de
temps et a valeurs dans un espace de Banach réel.
On note par C([0,T],X) et C*([0,T],X) les espaces des fonctions continues et conti-
nament différentiables sur [0,T] avec valeur sur X, respectivement, avec les normes :

= t
I leqoms= mss 1| 760) .

) — t F(t .
| f lleromx) ax | £(t) [Ix +f§§f¥] | £(t) [Ix

On note par C.([0,T],X) l’ensemble des fonctions continues a support compact dans

[0,T] a valeurs dans X .

Définition B.5.1 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,)nen de fonctions appartenant a

Ce([0,T],X) telle que || fu(t) — f(t) [[x—> O quand n — oo, pour tout t € [0,T] \ E.
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1) Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

I-Opérateur fortement monotone

On donne quelques définitions et propriétés sur les opérateurs non linéaires et les
formes bilinéaires dans un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (-,-)x et de la

norme associée || - ||x -
Définition B.5.2 Soit A : X — X un opérateur non-linéaire. L’opérateur A est dit
(1) monotone si
(Au—Av,u —v)x >0 Yu,v € X; (B.20)
(2) fortement monotone si il existe m > 0 tel que
(Au—Avu—v)x >m|lu—vlx VuveX; (B.21)
(3) Lipschitz si il existe M > 0 tel que

| Au—Av [[x< M ||u—v|x VYu,veX. (B.22)

II- Inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution

La modélisation de plusieurs classes de problemes physiques conduit aux inégalités
variationnelles elliptiques ou d’évolution, dans la fonctionnelles non différentiable dé-
pend de la solution elle. Ces derniéres sont appelées ” inégalités quasi-variationnelles”.
Pour cela, on considére un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (-,-)x et de la
norme associée || - ||x, soit A : X — X un opérateur non-linéaire et la fonction-
nelle 7 : X x X — R. Compte tenu de ces données, on considére l'inégalité quasi-

variationnnelle suivante :
(Au,u —v)x + j(u,v) + jlu,u) > (f,u—v)x Vv e X. (B.23)

Pour résoudre cette inéquation, on suppose que A fortement monotone et Lipschitz,

c’est a dire A, satisfait a (B.21), (B.22) et la fonctionnelle j : X x X — R satisfait :

(
(a) Pour toutn € X, j(n,-) est conveze et s.c.i. surX,

(b) Il existe A > 0 tel que (B.24)

\j(ulyvl) — J(ur,vr) + j(ug, v1) — jlug, v2) < A ug —ug ||x]] v1 —v2 |Ix -
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L’ezistence et l'unicité d’une solution au probléme (B.23) est donnée par le résultat

sutvant.

Théoréme B.5.2 On suppose que les hypothéses (B.21), (B.22), et (B.24) sont satis-

faites. Alors si X < m :
1) pour tout f € X, il existe une solution unique u € X au probléme (B.23).
2) Siuy et uy sont deuz solutions du probléme (B.23) correspondant auz données

f1, f2 € C([0,T);X), alors il existe c>0 tel que;
[ ui(t) —ua(t) Ix< e f1(t) = fo(D) lIx vt € [0,T].

La démonstration du Théoréme se trouve dans [8].
On utilise un résultat abstrait sur les inéquations quasi-variationnelles d’évolution.
Ce résultat concerne les probléemes du type suivant,

Trouwver, u : [0,T] — X tel que

(Ad(t),v —a(t))x + (Bu(t),v —a(t))x + j(u(t),v) — jlu(t), a(t)) > (f(t),v —u(t))x,
(B.25)

Yo e X,te0,T).
u(0) = uy. (B.26)
La différence entre le probléme (B.23) et le celui de (B.25)-(B.26) consiste dans le fait
que le dernier probleme est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du temps.
Pour étudier le probleme (B.25)-(B.26), en plus des hypothéses (B.20), (B.21) , la

fonctionnelle j satisfait (B.24), nous avons besoin de, que [’opérateur non linéaire B

soit Lipschitz, et aussi supposons que;
feC(0,7],X), (B.27)
uy € X. (B.28)
Dans étude du probleme (B.25)-(B.26), on a le résultat suivant :

Théoréme B.5.3 Soient (B.21), (B.22) , (B.24) et (B.27)-(B.28) avec l’opérateur
non linéaire B soit Lipschitz, satisfaites. Alors :

1) 11 existe une unique solution v € C*([0,T];X) au probléme (B.25)-(B.26).
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2) Siuy et ug sont deux solutions du probléme (B.25)-(B.26) correspondant auz données
f1, f2 € C([0,T];X), alors il existe c>0 tel que;

[ (8) = 2 (t) Ix< e(ll fu(®) = f2(8) [Ix + [ ua(t) — ua(t) [1x) vt € [0,T].
3) Si en plus f € W'(0,T,X) pour p € [1,00), alors la solution u € W??(0,T,X).

Théoréme B.5.4 (Théoréme de point fire de Banach) Soit K un sous ensemble
fermé et non vide de 'espace de Banach (X, || - ||x). On suppose que A : K — K est

une contraction, c¢’est a dire il existe ¢ €]0, 1| telle que
| Alw) — Aw) |x<cllu—v|x Vu,veK.

Alors, il existe un élément unique u € K tel que A(u) = wu; i.e, posséde un point

fixe unique dans K.
Pour lopérateur A™ : K — K défini par la relation
A" =AA™YH  m>2
on a la version suivante du théoréme de point fize.

Théoréme B.5.5 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach
(X, | - [x)- On suppose que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors A admet un point fize unique dans K.

Définition B.5.3 Une forme bilinéaire b : X x X — R est continue s’il existe un

réel M > 0 tel que :
Ib(w,v) [x< M || ulx]lvlx, Vu,veX

Définition B.5.4 Une forme bilinéaire b : X x X — R est dite coercive s’il existe

une constante m > 0 telle que :

blu,u) >m || u |3, VueX.
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Théoréme B.5.6 (Théoréeme du Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, b : H x H — R wune forme bilinéaire continue et
coercive.
Soit | - H — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique
u € H qui satisfait :
b(u,v) =1l(v), ¥YveH. (B.29)

De plus, si b(-,-) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

b(v,v) — (v,v)x, YveX. (B.30)

N | —

%b(u7 u) — (u,u)x <

ITI- Sous différentiabilité

On considére dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un sous

ensemble de [’espace X.

Définition B.5.5 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Vi définie par

0 st u €K,
Ui =

+oo si u¢ K.
Définition B.5.6 Soit une fonction j : X — R et u un élément de l’espace X tel que
j(u) # +oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté 0j(u) est l’ensemble défini

par

dj(u) ={u e X" | jv) > ju)+ (v ,v—u), Yo e K} (B.31)

Le crochet (-,-) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément u' de U'ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en
w. La fonction j est dite sous-différentiable en u si dj(u) # (. Elle est dite sous-
différentiable si elle l’est en tout point u de [’espace X.

On peut caractériser le sous-différentiel OV d’une fonction indicatrice Vi d’un

ensemble convexe non vide.

OV ={u eX'| (u,v—u) <0, Vv e K} (B.32)
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IV- Equation différentielle ordinaire

Théoréeme B.5.7 (Cauchy-Lipschitz) : Soit (X,|| - ||x) un espace de Banach réel
et soit F(t,) : X — X un opérateur défini p.p. sur [0,T], qui satisfait les propriétés

sutvantes :
(a)il existeLg > 0 tel que
I F(t,z) —F(t,y) x<Lellz—yllx  Vo,yeX pptel0,T];

(b)il existel < p < oo tel que

(F(,2) e LP([0,T; X) VzeX.
Alors, pour tout xo € X, il existe une fonction unique x € W([0,T|; X) tel que
#(t) = F(t, 2(t)), pp.t € [0, 7],

z(0) = .

V- Inégalités variationnelle paraboliques

Soit V' et H deux espaces de Hilbert tel que V est dense dans H et son injection
est continue,L’espace H est identifié a son propre dual et G un sous-espace du dual V'
de V. On écrit V. H C V' et on dit que les inclusions ci-dessus définissent un triple
de Gelfand. On désigne par || - ||v, | - |lu et || - ||y les normes sur les espaces V., H
et V' respectivement, et on utilise V x V' pour Uappariement de dualité entre V et V' .
Notez que si f € H alors < f,v >y = (f,v)u, Vv e H. se qui suit est un résultat

standard pour les inégalités variationnelles paraboliques.

Théoréme B.5.8 Soit V.C H C V' un triple de Gelvand ,soit K un non-vide en-
semble fermé et convexe de V.Supposons que a(.,.): V x V. — R est forme bilinéaire

continue symétrique telle que pour certaines constantes A > 0 et ¢y,
a(v,v) +eo v [E=A|v ]} YoeV.

Alors, pour toutug € K et f € L*(0,T, H), il existe une fonction unique v € H*(0, T, H)N
L*(0,T.V) tel que u(0) = ug et u(t) € K, Vt € [0,T] et pour presque tout t € (0,T).

<a(t),v —u(t) >yxv +alu(t),v —u(t)) = (f(t),v —u(t))y VVveK.

u(0) = wp.
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VI- Equation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme B.5.9 Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V. — V' un

opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait :
(Av, o)y 2 wlol? + A, Vo eV, (B.33)

|Av| < Ci(||lv|lv +1), Vv e V. (B.34)

Pour des constantes w > 0, C; > 0 et A € R. Etant donnée ug € H et f € L*(0,T; V/),

alors il existe une fonction unique u satisfait
weL20,T;V)NCY0,T;H), wel?0,T;V),

u(t) + Au(t) = f(t) p.p.t €[0,T],

u(0) = up.

VII- Inéquation variationnelle d’évolution

Théoréme B.5.10 Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble
fermé non vide et conveze de V, et soit A : V. — V' est un opérateur linéaire, symétrique

et continue qui satisfait
il existeCy > 0etCs  (Av,v)y + Collvlf > Csllv]|¥ Yo € V. (B.35)
Alors, pour tout ug € K et f € L2(0,T; V'), il existe une unique fonction u qui satisfait
we L20,T; V)N C0,T; H)yn W20, T; V'), (B.36)
u(t) e K, Vtel0,T], (B.37)

(ﬂ(t), U_u<t))V'><V+(Au(t>7U_u(t>>\/'><\/ > (f(t>7v_u(t>)\/'><\/ GRS K7 p-pte [07 T]
(B.38)
u(0) = up. (B.39)

Siug € K et f € L2(0,T;H), alors il existe une unique fonction u satisfaite (B.37)— (B.39)
et vérifie

u € WH(0,T; H) N L2(0, T; V). (B.40)
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Les démonstrations des deuz théoremes B.5.9— B.5.10 précédentes peuvent étre trou-
vées par exemple dans [1].
2) Lemme de Gronwall
On rappelle ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreuz problémes

de contact, en particulier pour établir 'unicité de la solution.

Lemme B.5.1 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10,T], a >0 une constante et v € C([0,T];R)

(1) Si t t
P(t) <a —i—/o m(s)ds +/0 n(s)y(s)ds vt e 0,77,
alors
P(t) < (a+/0 m(s)ds)exp(/o n(s)ds) Vte[0,T],
(2) Si t
W(t) <mf(t) + a/O Y(s)ds Vte[0,T],
alors

t t
/ W(s)ds < e“t/ m(s)ds Vte[0,T).
0 0
Dans le cas particulier a =0, n =1, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire B.5.1 Soient m € C([0,T);R) telles que m(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si
e C([0,T];R) est une fonction telle que

t) < d ds VYt e l0,T],
v < [ s+ [uis veep.T
alors, il existe ¢ > 0 tel que
Mﬂg/m@% vt € [0,7).
0

Le Corollaire est souvent utilisé pour montrer ['unicité de la solution.

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient,

Corollaire B.5.2 Soient n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si
a>0 et eC(0,T];R) est une fonction telle que;

wwgm+4%@w@% Wt [0,7],
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alors.

P(t) < (a)exp(/o n(s)ds) Vte[0,T].

Le corollaire précédent est souvent utilisé pour montrer ['unicité de la solution de facon
sutvante. En supposant qu’il existe deux solution, en notant par v la norme de la

différence entre ces solution, on essaie ensuite de majorer 1 sous la forme

() < /ot n(s)y(s)ds. Vte[0,T]

avec une certaine fonction n = 0.[7] L’application du corollaire donne immédiatement
la nullité de ).
3) Les inégalités de Holder et de Young

Lemme B.5.2 (Inégalité de Young)
Soient a,b > 0 et 1 < p,q < oo deux exposants conjugués %—l—% =1, alors
aP | b
Lemme B.5.3 (Inégalité de Hélder)
Soient f € LP, ge L* avec 1 <p<oo et ]%4—1%:1, alors f-g€ L' etona

1l = / ol < 1l gl
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Résumé: L’objet de cette thése est 1’étude de trois problémes en mécanique de contact
pour des lois constitutives électro-¢élastiques et électro-viscoélastiques. On a utilisé la
formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle puis on a présenté
I’existence et 1’unicité d’une solution faible pour les trois problémes. La thése est
structurée en trois chapitres distincts. La mise en évidence de I'é¢tude du probléme en
mécanique de contact entre deux corps thérmo-¢lectro-¢lastique avec frottement de
Coulomb, adhésion et endommagement fait I'objet du premier chapitre. Le deuxiéme
chapitre a en valeur I’¢tude d’un probleme de contact entre deux corps thermo-¢électro-
viscoelastique avec adhésion et endommagement. Le dernier chapitre met en exergue
I’é¢tude d’un probléme de contact entre deux corps thermo-¢€lectro-viscoelastique avec
frottement de tresca, endommagement et un variable interne.La thése est jointe a une
annexe dédiée au rappel des différents modéles mécaniques de contact étudiés et au
rappel de quelques outils mathématiques nécessaires a la thése.

Mots clés : Elécto-elastique, électro-viscoélastique, adhésion, frottement, équation
variationnelle, inéquation quasi-variationnelle, point fixe.

Abstract: The aim of this thesis is to study the three problems of the contact mechanics
for electro-elastic and electro-viscoelastic constitutive laws. We used Green’s formula
to obtain the variational formulation then we presented the existence and uniqueness of
the weak solution for the three problems. The thesis is structured of three chapters, in
the first chapter we tackled the problem in mechanics of contact between two thermo-
electro-elastic bodies with coulomb friction, adhesion and damage. The second chapter
1s devoted to the study of a problem of contact between two thermo-electro-viscoelastic
bodies with adhesion and damage. The third chapter is alloted to the study of the
problem of contact between two thermo-electro-viscoelastic bodies with adhesion,
damage and an internal variable.The thesis is accompanied by a appendix which is
devoted to recalling the different mechanical contact models which have been studied
as well as to recalling some necessary mathematical tools needed in the
thesis.

key words : Electro-elastic, electro-viscoelastic, adhesion, friction, variational
equation, quasi-variational inequality, fixed point.
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