
Matière : Équations différentielles dans les espaces de Banach
Examen final
Durée 1h30

Master 01 (2024/ 2025)

Exercice 1 (3pts)

On considère l’équation différentielle suivante :
(0.1) ẋ(t) = x(t)

(1) Vérifier que l’équation (0.1) satisfait les hypothèses du théorème de Cauchy-Lipschitz.
(2) Déterminer son flot.

Exercice 2 (5pts)

On considère le système

Y ′(t) = 1
2

[
1 et

e−t −1

]
Y (t).................(H)

(1) Montrer que R(t, t0) = 1
2

[
1 + et−t0 +et − et0

e−t0 − e−t 1 + et0−t

]
est résolvante de (H).

(2) Résoudre le système 
Y ′(t) = 1

2

[
1 et

e−t −1

]
Y (t)

Y (1) =
[
1
0

]

Exercice 3 (12 pts)

(0.2)
{

ẋ(t) = − 2t
1+t2 x(t) − t2x2(t), t ∈ R

x(0) = 1

1.: Montrer que le problème (0.2) admet une unique solution maximale x :]T−, T+[→ R de classe C1.

2.: Montrer que pour tout t ∈]T−, T+[ on a x(t) > 0.

3.: Montrer que x est décroissante sur [0, T+[ et en déduire que 0 < x(t) ≤ 1 pour tout [0, T+[.
4.: Que peut-on conclure à propos de T+ ?.
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