L) Aokl jRapal) 4 530 Jad) 4y ) sgeanl)
PEOPLE'S DEMOCRATIC REPUBLIC OF ALGERIA
el adl g llal) adail) 313
MINISTRY OF HIGHER EDUCATION AND SCIENTIFIC RESEARCH
AL g Al pube daula
ABBES LAGHROUR- KHENCHELA UNIVERSITY

Faculty of Sciences and Technology

Department of Mathematics and Computer Science

N° de série :

Mémire de fin d’études
Pour I’obtention du dipldme de Master

Filiere : Mathéematiques
Spécialite: Mathématiques Appliquées

Intitulé par : m

(D
Stabilité de type Ulam des équations

proportionnelles fractionnaires intégro-
différentielles

\_/

Réalise par : Adel LEMMOUCHI Dirigé par : Dr. Rabiaa AOUAFI

Membres de jury :

Dr. A. MERGHAD Président
Dr. A. SAHRAOQUI Examinateur

2022-2023




Je dédie ce modeste travail a 'ame de mes parents, qui ont été une source inestimable
d’amour et d’inspiration dans ma vie. A mon cher frére et ma petite famille qui a

toujours été un pilier de soutien et de réconfort.

Ce travail est dédié a tous ceux qui ont joué un role important dans ma vie, qu’ils
soient de ma famille ou de mon cercle d’amis.

Pour chacun des mentionné mon coeur.

A tous.



%mmg

ous tenons tout d’abord a exprimer notre gratitude envers Allah, qui nous a accordé la

Al

NS ? VOlOl’lté, la patience, le courage et la force nécessaires pour mener a bien ce travail.
0

6 NN IG5 NN IO NN IO " N\ % N

Nous exprimons notre sincere gratitude et reconnaissance envers notre encadrante, le
Dr. AOUAFI. Rabiaa, qui a assumé le role de encadreur de mémoire avec une écoute at-
tentive et une disponibilité remarquable tout aulong de la réalisation de ce travail. Nous
la remercions chaleureusement pour son inspiration, son aide précieuse et le temps
qu’elle nous a généreusement consacré, sans lesquels ce mémoire n'aurait jamais pu

étre réalisé.

d
3

a . . . .
é Je tiens exprimer ma reconnaissance envers Dr. MERGHAD Amel pour avoir accepté
de présider le jury et et d'y consacrer une partie de leur précieux temps.

POON
RV

A s . N . . .

é Mes sinceres remerciements vont € Dr. SAHRAOUI Alaaddine pour avoir accepté de
jouer un role essentiel en tant que membre du jury et pour son implication dans le pro-
cessus d’évaluation.

@ Je tiens également a exprimer ma reconnaissance envers tous mes enseignants qui
ont joué un role essentiel dans ma formation. Leurs connaissances, leur expertise et
leur dévouement ont contribué a forger mon parcours éducatif. Mes remerciements
leur sont adressés pour leur précieuse contribution a ma croissance et a mon dévelop-
pement.



iii

4

Résumé -

La dérivée fractionnaire proportionnelle généralisée (DFPG) de Caputo est une dé-
rivée récemment développée qui étend la dérivée fractionnaire classique de Caputo,
permettant une représentation plus compléte de phénomenes complexes dans divers
domaines tels que la physique, la chimie et la biologie. Cette mémoire porte d’abord
sur I’étude de l'existence et de I'unicité de la solution de I'implicite dans les équations
intégro-différentielles impliquant les dérivées fractionnaires proportionnelles généra-
lisées de Caputo. Le deuxieme objectif est d’établir les quatre différentes stabilités de
type Ulam, cest-a-dire (stabilité Ulam-Hyers, stabilité Ulam-Hyers généralisée, stabi-
lité Ulam-Hyers-Rassias et stabilité Ulam-Hyers-Rassias généralisée).

Qe Mots-clés: équation différentielle fractionnaire, dérivée fractionnaire pro-
portionnelle généralisée de Caputo, existence et unicité, théoremes du point fixe.
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Abstract —

The generalized proportional Caputo fractional derivative (GPFD) is a recently de-
veloped derivative that extends the classical Caputo fractional derivative, allowing for
a more comprehensive representation of intricate phenomena in various fields such as
physics, chemistry, and biology. This thesis first deals with the study of the existence
and uniqueness of solution for the implicit in integro-differential equations involving
the generalized proportional Caputo fractional derivatives. The second objective is es-
tablish the four different Ulam-type stability, i.e., ( Ulam-Hyers stability, generalized
Ulam-Hyers stability, Ulam-Hyers-Rassias stability and generalized Ulam-Hyers-Rassias
stability).

Qe KEYWOI‘dS : fractional differential equation, generalized proportional Ca-
puto fractional derivative, existence and uniqueness, fixed point theorems.
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Notations< "~

Afin de faciliter la compréhension, nous présentons dans cette section les différentes
notations qui seront employées dans ce travail.

N : Ensemble des nombres entiers naturels
N* ;=N\ {0}.

R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.
LP(R) : Espace des fonctions mesurables de puissance p € [1, +oo[ intégrables sur R.
L™ (R) : Espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur R.

C(R) : Espace des fonctions continues sur R.

C"(Q) : Espace des fonctions f : R — R dérivables 7 fois et £ continues.

AC(R) : Espace de fonctions absolument continues sur R.

AC"([a, b)) : Espace de fonctions (n — 1)—fois continument dérivables sur [a, b] telles
que x"V e AC((a, b)).

I'(.) : Fonction Gamma.

B(.,.) : Fonction Béta.

R(.) : Partie réelle d'un nombre complexe.
[.]: Partie entiere d’'un nombre réel.

I7, : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a.
I, :Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre a.

D, : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a.
Dj, : Dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville a droite d’'ordre a.

¢DY, : Dérivée fractionnaire de Caputo 4 gauche d’ordre a.

CDZ_ : Dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre a.
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1P : Intégrale fractionnaire proportionnelle de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a.
I,’" : Intégrale fractionnaire proportionnelle de Riemann-Liouville a droite d’ordre a.

a, L e . . . . . . <
D;F : Dérivée fractionnaire proportionnelle de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a.

D" : Dérivée fractionnaire proportionnelle de Riemann- Liouville a droite d’ordre a.

¢DYP : Dérivée fractionnaire proportionnelle de Caputo 4 gauche d’ordre a.

CDZ'_‘) : Dérivée fractionnaire proportionnelle de Caputo a droite d’ordre a.
Yu(a, t) : Fonction Gamma incompleéte supérieure.
Y(a, t) : Fonction Gamma incomplete inférieure.

P(a, 1) : Fonction Gamma incomplete inférieure régularisé.
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Introduction générale

Dans la réalité, de nombreux phénomenes et processus se caractérisent par des chan-

gements rapides de leur état a certains moments, et la durée de ces changements joue
un role significatif. Des exemples de tels processus peuvent étre observés dans des do-
maines tels que la physique, la biologie, la dynamique des populations, I’écologie, la
pharmacocinétique, et bien d’autres.

\/\1;‘\ Pour modéliser de maniere appropriée la dynamique de ces processus, il est né-

cessaire d'utiliser le calcul fractionnaire ([12], [19], [21], [18]), ce calcul est considéré
comme une généralisation du calcul différentielle classique (ou d’ordre entier). Le cal-
cul fractionnaire est un domaine des mathématiques qui a connu une croissance ra-
pide au cours des trois derniers siecles, et il continue d’attirer I'attention de nombreux
scientifiques. Ce qui rend le calcul fractionnaire intégral particulierement intéressant,
c'est la présence de différentes variantes de dérivées fractionnaires et d’intégrales. Ces
variations offrent une richesse et une diversité qui suscitent un grand intérét dans ce
domaine.

Les chercheurs peuvent ainsi choisir I'opérateur fractionnaire le plus approprié

pour obtenir de meilleurs résultats lors de la modélisation de problemes réels. Cepen-
dant, les opérateurs fractionnaires traditionnels présentent souvent des singularités dans
leurs noyaux, ce qui peut créer des obstacles dans certaines applications. Afin de sur-
monter ces limitations, les chercheurs ont découvert de nouveaux types d’opérateurs
fractionnaires utilisant des noyaux non singuliers, tout en préservant la propriété essen-
tielle de non-localité qui caractérise les opérateurs fractionnaires, tels que les dérivées
fractionnaires de Caputo-Fabrizio et d’Atangana-Baleanu, ainsi que leurs intégrales cor-
respondantes, ces avancées permettent de surmonter ces défis et ouvrent de nouvelles
perspectives dans 'utilisation des opérateurs fractionnaires dans divers domaines de
recherche, sont importants dans le domaine du calcul fractionnaire. Ces opérateurs ont
été étudiés et référencés dans des travaux antérieurs, notamment ([3], [6]).

\/\9\ En 2015 [14], les auteurs ont introduit un concept connu sous le nom de dérivée
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conforme, qui permet de différencier des ordres non entiers. Ensuite, dans leur article
ultérieur [I11], Jarad et al. ont présenté un nouveau type de dérivées fractionnaires ap-
pelées dérivées fractionnaires proportionnelles généralisées (GPF). Ces dérivées sont
générées par une dérivée proportionnelle locale, ouvrant ainsi de nouvelles possibilités
pour son application et son analyse.

E Ces derniéres années, les équations différentielles fractionnaires implicites ont fait

I'objet d'un intérét considérable parmi les chercheurs, en particulier dans les domaines
de la stabilité d’'Ulam-Hyers et d’Ulam-Hyers Rassias. Ces équations, caractérisées par
leur forme implicite, ont été largement étudiées pour comprendre leurs propriétés et
leur comportement. Pour des informations plus détaillées sur ce sujet, vous pouvez
vous référer aux références suivantes :( [2], [9], [22]).

Motivé par ( [I3],[17]), notre objectif principal dans cette mémoire est de généraliser le

travail effectué par El-Sayed [10] dans lequel I'auteur établit des résultats d’existence,
d’unicité et de stabilité pour le probleme aux limites du probleme différentiel implicite
d’ordres fractionnaires (IFDP) :

t
D5y = f(t,y(0,° Dy (o), fo k(t,5)°Dy(s)ds), €0, T)

y©0)=yo, y(I)=yr,

ol CDg, CDS sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre « et § respec-

tivement, 1<a<2,0<f<1let f:[0,T]x R® >R, k: [0, T] x [0, T] — R deux fonctions
contenues. ) L .y .
Et nous prouvons l'existence, I'unicité et la stabilité de quatre types différents de Ulam

pour le probleme aux limites de I’équation différentielle fractionnaire proportionnelle
implicite de la forme :

t
DY y(1) = f(t,y(t),CDﬁ"’y(t)»f k(,9)°D*Py(s)ds), 1€ 10,7 (P)
0

y0) =y, y()=yr,

o1 “DJ*, CDS”) sont des dérivées fractionnaires proportionnelle généralisées au sens
de Caputo d’'ordre « et B respectivement, 1 <a <2, 0<f<1telquea+pf<2,y0,yr€R

et f:[0, T1 xR> =R, k: [0, T] x [0, T] — R deux fonctions contenues.

Ce mémoire se compose de trois chapitres principaux, ainsi que des annexes A et B.

f! Le premier chapitre est consacré aux définitions nécessaires, aux propriétés et
aux bases théoriques des opérateurs d’'ordre fractionnaire qui sont pertinents pour notre
étude.
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f! Le deuxieme chapitre présente les bases théoriques des opérations d’ordre frac-
tionnaire proportionnel, ainsi que quatre types de stabilité d’'Ulam qui sont pertinents
pour notre étude.

fg Le chapitre trois est consacré ala discussion des conditions suffisantes pour l'exis-
tence de solutions du probléme ([P, ainsi qu’a I'examen de certains types de stabilité
d’Ulam associés a notre probleme.

f! Dans 'annexe A on donne quelques théorémes de point fixe, et Dans I'annexe B,

nous présentons 'historique de certains mathématiciens ayant contribué au calcul frac-
tionnaire proportionnel.



Chapitre

Chapitre 1 <

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre préliminaire, nous posons les bases de notre travail en définissant
les concepts et en énongant les propriétés nécessaires. Nous aborderons notamment
les espaces fonctionnels, les fonctions spéciales et le calcule fractionnaire qui seront
des outils indispensables tout au long de notre étude.

1.1 Espaces fonctionnels

La présente section est dédié a 'exposition des définitions des espaces de fonctions
absolument continues et p-intégrables, qui seront exploitées ultérieurement dans notre
travail.

1.1.1 Espaces des fonctions P-intégrables

Définition 1.1. [20] SoitQ = [a, b] (—oo < a < b < +o0) un intervalle fini ou infini de R et
1 < p <oo. Lespace LT (Q) est lespace des fonctions réeles surQ telle que : f est mesurable

et
f IfIPdx < oo.
Q
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1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.2. ([7],[20]) Lespace LP(Q) est l'espace de classe des fonctions mesurables
de puissance p'™° intégrable de Lebesgue sur Q) telle que :

LP(Q)
PQ)=""—=
Q) R

ou R est la relation d’équivalance définie par :
fRg<—= f=g presquepartout surQ, (1.1)

avec f, g € LP(Q).
Lespace L¥(Q), 1 < p < co muni de la norme :

||f||Lp:(fQ|f(x)|de)%.

Définition 1.3. ([7],/20]) Lespace L°°(Q) est l'espace des fonctions essentiellement bor-
nées telle que : f est mesurable et

AC >0, telleque |fl<C presquepartout sur Q.

Définition 1.4. [20]
Lespace L™ (Q) est l'espace du classe des fonctions essentiellement bornées de Lebesgue
telle que :

L£2(Q)

L®(Q) = R

ot R est la relation d'équivalance (1.1)), avec f, g € LT (Q).

Lespace L*(Q) muni de la norme :

||f||Loo:esssup‘f(x)‘:inf{C>0,|f|<C presque par tout sur Q}.
xeQ

Théoréme 1.1. [7] Lespace L? (Q) est un espace de Banach, pour tout1 < p < co.

1.1.2 Espaces des fonctions absolument Continues

On désigne par C"(Q), m € N I'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre
inférieur ou égal m continues sur 2, muni de la norme :

m
— (1) ‘
m= ) max x)|, meN.
I fle ;)xEQ ‘f (x)
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1.2 Aspects fondamentaux de l'analyse fractionnaire

En particulier si n = 0, C°(Q) = @(Q) I'espace des fonctions continues sur Q muni de la
norme :

||f||e:r;1€%x|f(x)\.

Définition 1.5. [15] Lespace AC(Q), est l'espace des fonctions absolument continues sur
Q a valeurs dans C tel que :

X
feACQ) = JpeL'(Q) telque f:c+f @(s)ds,
a

ollL ¢ est une constante arbitraire.

Définition 1.6. [I5] Pour n € N. On note AC™(Q) l'espace des fonctions f appartenant
a C"™Q) (m=0,1,..n—1), telles que f" 1 e AC(Q), i.e.;

ACHQ) ={f:Q—C, feC™Q),m=0,1,..,.n—1,et f" Ve ACQ)}.
Remarque 1.1. En particulier, AC' (Q) = AC(Q).

Lemme 1.1. [15] f est une fonction de AC"(Q) si et seulement si elle est représentée sous
la forme:

1 X n-1
fx) = f (x—95)"p(s)ds+ Z cmx—a)™,
a

ouge LY, ¢ Sont des constantes arbitraires.

1.2 Aspects fondamentaux de I'analyse fractionnaire

Cette section a pour objectif de poser les bases théoriques des opérateurs d’'ordre frac-
tionnaire, indispensables pour la suite de notre étude. Nous y passons en revue les dé-
finitions et les principales propriétés de ces opérateurs.

Nous débutons en présentant la fonction Gamma d’Euler, la fonction Gamma incom-
plete et la fonction Béta, des concepts essentiels qui occupent une place centrale dans
la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 Fonction Gamma et fonctions Gamma incompletes

A ses débuts, la fonction Gamma, introduite par Euler en 1729, avait la remarquable
propriété d’interpoler la factorielle pour les arguments entiers. ce qui la rendit large-
ment utilisée dans le domaine du calcul fractionnaire pour diverses applications.
Dans une correspondance datée du 8 janvier 1730, Euler a présenté définition suivante

de la fonction Gamma, telle que citée dans les références ([15,[16],[20], [8]).
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1.2 Aspects fondamentaux de l'analyse fractionnaire @

Définition 1.7. La fonction Gamma est définie sur le demi-plan {a € C
telque R (a) >0} par :

+00
['(a) :f % e tdr. (1.2)
0

:‘- -‘ﬁwlﬂ J1 :2 J]
-1+
-3+
-3+
l{ﬂ\Tkh

FIGURE 1.1: Fonction Gamma.

Définition 1.8. [15] Soit @ € C(R(a) > 0). La fonction Gamma incompléte inférieure
y(a, t) et Gamma incompléte supérieure yy(a, t) sont définies par :

t
y(a, 1) :fo % le T dr, (1.3)

Yu(a,1) :f t* le7tdr. (1.4)
T

Définition 1.9. [15] La fonction Gamma incomplete inférieure régularisé est définie par :

Y, 1)
P(a,t) = T (1.5)

Remarque 1.2. [15]
T(a)=y(a, ) +yula,b), (1.6)

pour tout t, ce qui équivaut a

y(a, 1) N yula,t)
I'(a) Ta)

(1.7)
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1.2 Aspects fondamentaux de l'analyse fractionnaire

Propriétés de la fonction Gamma et la fonction Gamma incomplete inférieure ré-
gularisé

La fonction Gamma posséde une propriété essentielle suivante :
T@+1)=al(a), (1.8)

quon peut la démontrer par une intégration par parties :

+00
f tYetdt
0

a —t]t=00 e a-1_-t
= [-t%7!], ., +a e tdt
0

= al'(a).

I'a+1)

Il convient de noter que la propriété (1.8)) nous permet d’établir que :
I'(n+1)=n!, neN.

Eneffet,onal (1) =1, etdonc:

re = 1ra)=1=1,

rag = 2r)=2.1=2|,

r4 = 3@ =32=3,

I'n+1) = nI'n)=nn-1)!=n.

La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la limite :

n'n®

I'(a) = lim .
n—oo (a@+1)...(a+n)

Lemme 1.2. [4] Soient a,n € R" il est clair que P(a,n) est une fonction croissante pour
t€[0,T] deplus:

0<P(a,nt)<1 pour t=0, (1.9)
max P(a,nt) = P(a,nt) |;=r=P(a,nT), (1.10)
t€(0,T]

tg[lolyr}]P(a,nt) = P(a,nt) |;=0=0. (1.11)

1.2.2 Fonction Béta

La fonction Béta est une fonction fondamentale du calcul fractionnaire, tout comme la
fonction Gamma. Lorsquelles sont combinées, ces deux fonctions jouent un role crucial
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1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

dans ce domaine.

Définition 1.10. ([I15],/16]) La fonction Béta ou intégrale eulérienne de premiére espéce
est définie pour tous a, f € C par:

1
B(a,ﬁ):f 1 la-0ftdr, (R@) >0, R(B) > 0). (1.12)
0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par l'équation suivante :

L'(a)L'(B)

B(a,p) = Tatp)

(1.13)

Propiétes de la fonction Béta
1. La fonction Béta est symétrique i.e. :
B(a,p) =B(f,a), R(a)>0, R(p)>0.

2.aB(a,f+1)=BBa+1,p).

a
3.B(a+1,ﬁ)—m3(a,ﬁ).
1
4.B(1,p) = —.
D=5
: ) M@ Ta+p)
5 58P _B(“’ﬁ)(r(a) T(a+p) )

1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Nous définissons maintenant les concepts de base des dérivées fractionnaires et des inté-
grales, en introduisant dans ce cas les deux approximations les plus importantes, a savoir
celles de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que certaines de leurs propriétés.

1.3.1 Intégrales fractionnaires

Soit f : [a, b) — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini. Une primitive de
f estdonnée par :

t
If(t):f f(s)ds.
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1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Pour une primitive seconde on aura :

t S
sz(t):f dsf f(rydr.

En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire :

t
f( :f (t—3s)f(s)ds.

Plus généralement, l'intégration successive de la fonction f s'écrit sous la forme suivante :

t n h—1
I"f(1) f dn dt... fltdt,
a a a

1
(n—1)!

N
f (t—9)"1f(s)ds.
a

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En généralisant cette relation, l'intégrale
dordre non entier de la fonction f peut étre définie en utilisant la fonction GammaT (n) =
(n—1)! donc, on peut définir l'intégration fractionnaire comme suit :

Définition 1.11. [I5] SoitQ = [a,b] (—oo < a < b < +00). Les intégrales fractionnaires de
Riemann-Liouville I, f et I, f dordreae€C (R () > 0) sont définies par :

t
(ngf)(t):ﬁf (t—9)*"1f(s)ds, (t>a; R(a)>0) (1.14)
a

et
b

(Ig_f)(t):Lf (s—0* ' f(s)ds, (t<b; R(a)>0). (1.15)
['(a) J;

Ces intégrales sont appelées intégrales fractionnaires a gauche et a droite respectivement,
I () est la fonction Gamma qui définie dans (]1.2)).

Lemme 1.3. [I5] Si R(a) > 0 et R(B) > 0 et f € LP(la, b)). Lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville (1.14]) et (1.15) possede la propriété suivante :

(Ig+lf+ )(t) - (ijjﬁ f)(t), et (Ig‘_lf_ f)(t) - (IZ‘_”’ f)(t). (1.16)

Proposition 1.1. [I5] SiR(a@) >0etf€C, R (,6) > 0, alors : les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville (1.14)) et (1.15) des fonctions de puissance f(t) = (t — a1 et gl =
(b— )P~ donnent des fonctions de puissance de méme forme suivantes :

" __I(p)
(74 )(f)—r(a—

(t— )Pt (1.17)
+p)
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1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

et

a _ F(ﬁ) a+p-1

1.3.2 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Pour établir les dérivées, Riemann et Liouville utilisent une approche simple. Par exemple,
la dérivée demi-ordre R-L de la fonction f sexprime comme suit :

DI f() = %(I%f)(t).

Cela signifie la dérivée (normale) d’'une intégrale fractionnaire d'ordre un demi.

Définition 1.12. [I5] Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville a gauche (DS, f)
et adroite (Dj_f) d'ordre a € C (R (&) > 0) d'une fonction intégrable f sont définies par :

a d " n—-uo
(Da+f)(t) = (E) [(Ia+ f)(t)]
- 1 d "t n—-a-1
= To-o (%) fa(t s) fsyds, (1.19)
et
a d " n-a
(Dp-f) = (‘E) [(1;=f) @]
1 d\" b n-a-1
=~ To-a (_E) ft (s—1) f(s)ds, (1.20)

oiun=[R(a)]+1, [R(a)] désigne la partie entiere du nombre réel R («).

En particulier, quand a = n €N, alors :
(DY, f) (0 =(D)_f)®=fw), DLH® =" et (DL_f)®)=D"fP), (1.21)

oir f\" est la dérivée habituelle de f d'ordre n.

Remarque 1.3. Les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville de la fonction
f en un point t est a caractere non local, elle dépend de toutes les valeurs f(t) dans l'in-

tervalle (a, t).
Une condition suffisante pour que l'intégrale fractionnaire d’'une fonction f existe est que:

feAC"([a,b)).
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1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Proposition 1.2. [I5]SiR(a) = 0etR(B) >0, alors (D% f, et (DL g), oit f (1) = (t— @)P*,
g(1) = (b— $)P~! sont données par :

r(p)

(Dg ) = TG-a) (t—a)f~! (1.22)
et .
(Dp-g) (0 == ( ﬁ(f )a) (b— Pt (1.23)

Lemme 1.4. [5] Pour R(a) >0, soit f € AC" (a,b). Alors :
D% ()= +a(t-a*  +ot-a)® 2+ +ent-)*",  (1.24)

oincieR,i=1,2,..,n (n=[R@)]+1).

Proposition 1.3. [15]Soit R(a) >0, R(B) >0 telque:n—1<R(a)<n,m—-1<R(B)<m
(n,meN) etR(a)+R(B) < n, etsoit f € L' (a, b) etI""%f e AC™ ([a, b)) . Alors nous avons :

m . —aq) i@
D&, DP =(D%Pr - |(DE o~ 1.25
(D5, D f) )= (a2 ) @) j;[( O ICTI - e N )
En permutant a et (et donc m et n ), nous pouvons écrire :
P na _ (pe+h - (e (t-ay
(Da+Da+f)(t)_(Da+ f)(t)—]z:l (D%, f)(t)]t:am. (1.26)

1.3.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Malgré l'importance de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dans
le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs, dont Caputo (1967-1969),
ont souligné la nécessité de revoir cette définition. En effet, dans des domaines tels que
la viscoélasticité, la mécanique des solides et la rhéologie, des problemes appliqués re-
quierent des conditions initiales physiquement interprétables a laide de dérivées clas-
siques. Ce nlest pas le cas dans la modélisation basée sur lapproche de Riemann-Liouville,
qui nécessite la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Dans l'approche de Caputo, la dérivée fractionnaire est définie en appliquant dabord
lopérateur de différenciation puis l'opérateur d’intégration (contrairement a Riemann-
Liouville, qui suit l'ordre inverse de l'intégration suivie de la différenciation). Cela signifie
que la dérivée demi-ordre, selon la définition de Caputo, peut étre exprimée comme suit :

Cp2 (1) = ﬁ(%f(t)).
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1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Définition 1.13. ([I5], [20]) Les dérivées fractionnaires(“ D2, f) et (“DY_f) d'ordrea € C
(R (a) = 0) sur|a, b] sont définies par :

t f(n) (s)

Cnha _
( Da+f)(t)—1_,(n_a) o (1—9a i

ds=1"""D"f(1) (1.27)

et
(D" b )

Frn-a)J: (s—panHl

Ces dérivées sont appelées dérivées fractionnaires de Caputo a gauche et a droite dordre
a.

Larelation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur l'in-
tervalle [a, b] est décrite par le théoréme suivant.

(“Dy_f) (0 = ds=(-1)"I}"“D" f (1), (1.28)

Théoreme 1.2. [15]Soit R (a) = 0 et soit n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires de Caputo
1.27)) et (1.28)) sont définies via les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (1.19) et
1.20) par :

a) SiaeN, (“D2, f) et (“D}_f) sont représentés par :

c n—1 f(k)(a) f
(D%, f) (=D | f&)- ) o -t © (1.29)
k=0 :
et .
n- b
(“Dy_f) (1) := (DZ‘_ [f(s)—zf k,( )(b—s)k])(t), (1.30)
k=0 :

b) Sia=neN, alors:
(“D%, ) =(CD)_flo=rwo. (DL ®=F"w®, (DLf)®)=D"f"@.

Proposition 1.4. [I5]
Soit R(a) >0, R(B) > 0 et soit n = [R(a)] + 1. Alors on peut vérifier directement que :

r(p)

‘P (t-a)f '=—_(—-a)f* ! (R , 1.31
e S Al (R(B) > n) (1.31)
o TI(p) .
CpY (h-pPl=—2_h-pP 1 (R(B)>n (1.32)
b F[,B—a) ( (:3) )
et
D, (t-a*=0et°DY (b-0*=0 (k=0,1,..,n-1), (1.33)
pour =1 on trouve:
D2, 1=0et“DY 1=0. (1.34)

Lemme 1.5. [I5] Soit R (a) >0 et soit f € L°° (a,b) ou f € C(a,b). Alors :

(°DE IS, f) (O = f) et (“DL_IL £) (1) = f(0). (1.35)
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Lemme 1.6. ([5], [23]) Pour R(a) > 0, soit f € AC" (a, b). Alors :
I%°DAf=fD+co+at—a) +c(t—a)* +..+chor (t— )", (1.36)

oincieR,i=0,,1,2,...,.n—-1 (n=[R(@)]+1).
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Chapitre

Chapitre 2 <

Dérivées fractionnaires proportionnelles et stabilité de type Ulam

Le but de ce chapitre est d’introduire les fondements théoriques des opérateurs dordre
fractionnaire proportionnelle, qui sont essentiels pour les chapitres suivants. En plus de
rappeler les définitions et les principales propriétés de ces opérateurs, ce chapitre vise éga-
lement a établir certains types de stabilité d’'Ulam, qui peut étre consultés dans les réfeé-

rences ([1],[17]).

2.1 Dérivées proportionnelles

Dans cette section, nous mettons en avant la dérivée proportionnelle, qui est un concept
fondamental et revét une importance cruciale pour notre étude.

Définition 2.1. [1l/ Soit p € [0,1], supposons que les fonctions kg, k1 : [0,1] x R — [0,00)
soient continues tel que, pour tout t € R:

lim x,(p, 1) =1,
p—0*
lim xo(p, 1) =0,
p—0*

lim x,(p, 1) =0,
p—1-
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2.2 Intégrales fractionnaires proportionnelles généralisées de
Riemann-Liouville (IFPG)

lim xo(p, 1) =1
p—1"

etxi(p,t) #0, p€[0,1), xo(p, ) #0, p € (0,1]. Alors, la dérivée proportionnelle dordre p
est définie par :

DP f(1) =x1(p, 1) f(£) +xo(p, ) f(£). (2.1)

On se limitera au cas ot xo(p, t) = p etk1(p, t) = 1 — p. Par conséquent (2.1)) devient :

DPf(n=Q0-pf®+pf' . (2.2)
On écrira aussi :
(D”’pf)(t) - (DPDP...DP f)(t). (2.3)
nfois

Remarque 2.1. Il est facile de comprendre que lirgl DPf(t)=f(1) et lir{l DP f(r) = f'(p).
p—0* p—1-

Ainsi, la dérivée (2.2)) est en quelque sorte considérée comme plus générale que la dérivée
proportionnelle qui ne tend évidemment pas vers les fonctions dorigine lorsque p tend
versOQ.

2.2 Intégrales fractionnaires proportionnelles générali-
sées de Riemann-Liouville (IFPG)

Dapns cette section, nous donnons les définitions des intégrales fractionnaires propor-
tionnelles généralisées de Riemann-Liouville et présentent certaines propriétés.

Définition 2.2. [I]/ Pour0< p <1, a € C, et R(a) > 0. Les intégrales fractionnaires pro-

portionnelle généralisées de Riemann-Liouville | Z;p fetl Z_’p f de f dordre a sont définies
par:

1 b o1,
%P A = o T — 99 fs)d
(I, et ). € (t—9)* 1 f(s)ds
a Ly a ey
S A 24)
(1P f) (1) = — fbepT_l(s_”(s—t)“_lf(s)ds
b p°T () J:
-1 1-
= p_“eth(IZ_(eTptf(t))). (2.5)
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2.2 Intégrales fractionnaires proportionnelles généralisées de
Riemann-Liouville (IFPG)

En particulier pour a =0
(122 7) = (12 1) 0 = 0. (2:6)

p-1
Propos1t10n2 1. [17]Soita, B € C tel que R(a) >0, R(B) > 0, et soit f(t) = er (t-a)lft,

(t)—e 7 {(b—1)P1. Pour tout p >0, nous avons :

(I )(t)zm%%e'%lt(t—a)“*ﬁ‘l, R(a) >0 (2.7)
et r »
(IZ‘;”g)(t):ﬁe%“"”(b—n‘”ﬁ‘l, R(a) > 0. (2.8)
Démonstration. Ona:
(IFHw = “F(a) T (gm0 (s— @ ds

— a-1 p-1
p“F f(t N (s—a)’ ds,

on utilise le changement de variable s=a+ (t —a){ > ds= (t —a)d¢
pour s=a=¢=0;s=t=¢=1donc on obtient :

a,p _ 1 Et[l _ _ _ a—1 _ _ ﬁ—l _
(Ia+ f)(t) = p“l"(a)ep O[z‘ a-(t—a)é]* la+(t—-a)—al’ (t—a)dé
-1 1
) parl(a)ethf (- -0t -af 1P - @dg
i parl(a) G lf a-oieag
) parl(a) e'7 (1 @)™ Ba,
IS S P Y 4 CO1 ()
p°T (@) T'(a+p)
) parr(flﬁ)e%t(f—a)“ﬂ‘l.

De la méme facon on prouve I’égalité (2.8). B

Théoreme 2.1. (Propriété de semi-groupe pour IPFG)
Sip >0, R(a) >0, R(B) >0, alors pour f continue et définie pour t = a, nous avons :
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2.3 Dérivée fractionnaire proportionnelle

( “plﬁpf)(t) (Igiplgipf)(t):( “+'B’Of)(t)

Démonstration. En utilisant la définition en interchangeant 'ordre et en faisant le
-7
, on trouve :

changement de variable y = 4

B (0)0 = g ), [ e 0 e pasa
= m] s T)f(T)f (t—w* Y u-1Pdudr
t
= m[ [ 1(t T)(l_ T)(X‘Fﬁ lf(T)de (1 y)a 1,.6- ldy
LIRS 1
= mf - fmde
= (gﬂipf)m_
[ |

Lemme 2.1. [I7] Soitp € (0,1], R(a) > 0 pour t € [a, b]

P(a,—pT?l(t—a))
(IP1) (= 1-p)*®

(1-a)"
0= ey

, sipe(0,1) (2.9)

, Sip=1.

2.3 Dérivée fractionnaire proportionnelle

Dans cette section, nous donnons les définitions des dérivées fractionnaires proportion-
nelles de Riemann-Liouville et présentent certaines propriétés.

2.3.1 Dérivée fractionnaire proportionnelle généralisée (DFPG) de

Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire proportionnelle généralisée (DFPG) de R-L est une avancée ré-
cente dans le domaine de la dérivation fractionnaire. Cette méthode étend la dérivée frac-
tionnaire classique de Riemann-Liouville et permet une représentation plus complete et
approfondie des phénomeéenes complexes dans tous les domaines, qu'il sagisse de la phy-
sique, de la chimie, de la biologie ou dautres disciplines.

Définition 2.3. [I7/Pour0<p<1,a€C, R(a) =0 et n=[R(a)]+1. Les dérivées fraction-
naires proportionnelle généralisées de Riemann-Liouville D' f et D}’ f d'ordre a d’ une
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2.3 Dérivée fractionnaire proportionnelle

fonction intégrable f sont définies par :

(Daf )@ = (D" (1. ) @)
D™ =

= e m ), ¢ =9 (- 9" f(5)ds (2.10)

et

(DyPf) ) = (D™ (1" f)) (1)
D"™P P oolisop n-a-1
= ——— | e~ s—t s)ds. 2.11
AT (s= 0" () (2.11)
Remarque 2.2.
e Clairement, sion pose p = 1 dans les équations (2.10)), (2.11)), alors on obtient les dérivées
fractionnaire de Riemann-Liouville ((1.19)), ([1.20]).

. lin% (D) =f(t) et lirr{ (D*P £)(t) = (DP ) (D).
a— a—

" ol
Proposition 2.2. [1]] Soita,p € C tel que R(a) =0 et R(B) >0, et soit f =e » t(t— a)ﬁ_l,

p_—l
gl)y=evr t(b— t)ﬁ_l. Pour tout p > 0, nous avons :

ap _ PP ety s e
(D% )(t)—r(ﬁ_a)eﬂ (t—a) ,R(@) =0 (2.12)
a -
(DyPg) (1) = Fi ﬁr_(@)epf(b‘”(b—t)ﬁ‘“‘l,R(a)zo. (2.13)
Démonstration.
(DG W = (D™ (17" ) @)
= Dn’p F(ﬁ) pT?lt(t_a)n—oHﬁ—l

pter(n—a+ ﬁe

T(ﬁ)(n—a+,3—1)...(n—a+,6—n+l)p"(t_a)ﬁ-a—le’%lf
e ¢T'(n—a+p)

p*T'(B) pT_lt

_ n\f-a-1
F(ﬁ—a)e (t—a) .

On démontre également Iégalité (2.13]) de maniere similaire. ll
Composition de DFPG de Riemann-Liouville avec IPFG

Dapns cette partie, nous donnons la composition a gauche et a droite de l'opérateur de
différenciation fractionnaire proportionnelle généralisé de Riemann-Liouville et l'opéra-
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teur d’'intégration fractionnaire proportionnelle généralisé de Riemann-Liouville.

Théoreme 2.2. [1], Soit 0 < m < [R(a)] + 1 et [ soit intégrable dans chaque intervalle
la, t],t > a alors :

(D™ 1P F) () = (1™ f) (1), (2.14)
Corollaire 2.1. [1/ Soit0 < R(f) < R(a) et m—1 < R(B) < m alors nous avons :
(DB f) o= (12772 £) o (2.15)

Lemme 2.2. [I17]Soit f intégrablesurt > aetR(a)>0,p >0,n=[R(a)]+1. Ensuite nous
avons :

(DI ) (1) = f(o). (2.16)
Théoréme 2.3. [17] Soit R(a)>0,n=[R()],f € L'(a,b), etI..’ f € AC"[a,b] alors :

a0 ~a,p _ (t a) j—a,p (t_a)a_j
(1% DS ) (0 =f () -e Z(I )@ T (217)

Composition de DFPG de Riemann-Liouville avec DPG

On donne dans cette partie la composition de l'opérateur de différenciation fractionnaire
proportionnelle généralisé de Riemann-Liouville et l'opérateur de différenciation propor-
tionnelle généralisé.

Lemme 2.3. [I/ Pourp€ (0,1], R(a) =0, meN.

. e , +m, .
1) Si les derweesDZf’ f, DZ+mp f existent, alors :

(D™PDYE (1) =D ™ f (o), (2.18)
et
-1 ja+m—jnj.p -1
a,p ~m,p _ patmp _ Y (D7P f)(a) _ j—a-m = (t-a)
(D, D™P (=D " f(1) j§:1 TG—a—m+iD (t-a) er . (219)

2) Si les derweesD P, DO“Lm P f existent, alors :

(D™PDYP f) (1) =Dy ™ f(0), (2.20)
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et

m=1 na+m=j(Die £)(b)
P ym,p _ a+mp P ( f
(Db’D f)(t) f(t) ];1 r(j_a_m+1)

. =1
(b—p)i=ame 5 =0 (3 91)

2.3.2 Dérivées fractionnaires proportionnelles généralisées (DFPG)
de Caputo

La dérivée fractionnaire proportionnelle généralisée (DFPG) de Caputo est une forme
de dérivation récemment créée qui élargit la dérivée fractionnaire classique de Caputo.
Cela permet une représentation plus approfondie des phénomeénes complexes dans divers
domaines.

Définition 2.4. [I7] Pour0< p <1 eta € C avec R(a) > 0, on définit la dérivée fraction-
naire proportionnelle généralisée (DFPG) de type Caputo par :

“DEPF) ) =17 (D™ f) (1) (2.22)

t _
= m f "7 =9 (4 grma-lpnp s)ds, (2.23)
oiun=[Ra)]+1

-1
Proposition 2.3. Soit a, € C tel que R(a) > 0 et R(B) > 0, et soit f(t) = eth(t— a)f1,

p-1
g(t) =er (b—t)ﬁ 1 . Pour tout p € (0,1] et
=[R(a)]+ 1, nous avons :

(€D%* )(z):lf’ LB 25— f1¢ Ry = n. (2.24)

(B~ a)

(“Dy’g) (0 = rpr—(ﬁ)e%l(b‘”w— nP17 R@z=n, (2.25)

(B-a) ’
pourk: 0 1,...,n-1, nous avons:

Cp%Per (t—a)k) (x):Oet(CDnge%“(b—t)’“ (x) =

En particulier CDZ; e _ =0et CDa ) -0
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f . : : 24
2.3 Dérivée fractionnaire proportionnelle 4]

Démonstration.

phre’s (t—a)ﬁ‘l)(x) (z”:“*’ (D”’Pe%lt(t—a)ﬁ_l))(x)

a

(" ‘”((ﬁ D(B-2)..8-n)(t—a)f " p"e ))(x)

P F(,B) (In ap (t a)p n— 1)()(?)

I'(p-
_ p""'T'(B) L'(p—n) el _ _yn—a+f-n-1
S T@-mprtm—arpon Y

_ PP epT?lx(x_a)ﬁ—a—l'
a)

rp-

On peut également prouver I'égalité (2.25)) de fagon analogue. B

2.3.3 Composition de DFPG de Caputo avec IFPG

Lemme 2.4. Pourp € (0,1] et n = [R(a)] + 1 nous avons

o, n=1(pk.p (a)
(Ia+pc ) (t) f(t) _ Z ﬂ

k Eli-a)
r— P . 2.26
2z ka(k+1)( a)‘e (2.26)

2.3.4 Relation relie les dérivées GPF de Caputo et les dérivées GPF

de Riemann-Liouville

Nous énoncgons la relation suivante qui relie les dérivées GPF de Caputo et de Riemann-
Liouville.

Proposition 2.4. [1] Pour toute a € C avec R(a) > 0etp € (0,1] et n = [R(a)] + 1 nous

avons :
-1 —k B}
(CD%P ) (1) = (D% )(t)—nZ P ke (D’“P f) (@, (2.27)
a a ZT(k+1-a)
et
n-1 a-k .
C P a,p p k—a 22— ( ~k
D’ n=(D,” 1) — —(b-t D*P f|(b). 2.28
R R R ICE W o s (L R ) [LR D)
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2.4 Stabilité de type Ulam d’'un probléeme fractionnaire proportionnelle

2.4  Stabilité de type Ulam d’'un probléme fractionnaire proportionnelle

Dapns cette section, nous présentons les quatre types de stabilité d'Ulam cest a dire, stabi-
lité de Ulam-Hyers, stabilité de Ulam-Hyers généralisé, stabilité de Ulam-Hyers-Rassias
et stabilité de Ulam-Hyers-Rassias généralisé de probleme fractionnaire proportionnelle

2.4.1 Stabilité au sens de Ulam-Hyers

Définition 2.5. Le probléme (P) est stable au sens de Ulam-Hyers s'il existe un nombre
réel cy > 0 tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution x € AC ([0, T],R) de l'inégalité :

<e, re[0,T), (2.29)

t
CD“'px(t)—f(t,x(t),CDﬁ’px(t),fk(t, S)CD“'px(s)ds)
0

il existe une solution y € AC ([0, T1,R) de I'équation @D avec:

|x(8) = y(©)| = cre, tel0,T). (2.30)

2.4.2 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisée

Définition 2.6. Le probleme (P) est stable au sens de Ulam-Hyers généralisée s'il existe
une fonction 0y € AC([R,,R,), 07 (0) =0, tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution
6

x € AC([0, T],R) de l'inégalité (2.29) il existe une solution y € AC ([0, T1,R) du probleme
avec :

|x() = y(®)| =0f (), te(0,TI. (2.31)

2.4.3 Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias
Définition 2.7. Le probléme (P) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias par rapport d

¢ € C([0, T],R,) s'il existe un nombre réel cs, > 0 tel que € > 0 et pour chaque solution
x € AC([0,T],R) de l'inégalité :

<ep(t), te0,T], (2.32)

t
CD“'px(t)—f(t,x(t),CDﬁ'px(t),fk(t, s)CD“'px(s)ds)
0

il existe une solution y € AC ([0, T1,R) de le probleme @D, tel que:

|x(8) = y(0)| < cr,pe0(0), [0, T). (2.33)
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2.4 Stabilité de type Ulam d’'un probléeme fractionnaire proportionnelle

2.4.4 Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisée
Définition 2.8. Le probleme (P) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisée par

rapport a ¢ € C ([0, T],R,) s'il existe un nombre réel cr , > 0 tel que pour chaque solution
xe AC([0, T],R) de l'inégalité :

<@, tel0,T], (2.34)

t
CD“’px(t)—f(t,x(t),CDﬁ'px(t),fk(t, s)CD“’px(s)ds)
0

il existe une solution y € AC ([0, T1,R) du probleme (P), tel que :
|x(6) = y(B)| < crpp(2), t€10,T]. (2.35)

Remarque 2.3. Il est claire que :
(i) Stabilité au sens de Ulam-Hyers = Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisée;
(ii) Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias = Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias
généralisée
(iii) Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias = Stabilité au sens de Ulam-Hyers.

Remarque 2.4. Une fonction x € AC ([0, T1,R) est dite solution de l'inégalité (2.29) si est
seulement s'il existe une fonction g € AC ([0, T1,R) (qui dépend de la solution y ) tel que :

i) |g(t)|<e telo0, T

t
ii) CD“’px(t)f(t,x(t),CD'B’px(t),fk(t,s)CD“’px(s)ds)+g(t), relo, T].
0

Remarque 2.5. Une fonction x € AC ([0, T1,R) est dite solution de l'inégalité (2.32)) si est
seulement s'il existe une fonction g € AC ([0, T1,R) (qui dépend de la solution y ) tel que :

i) |g(0)| =€), te(0,T).

t
ii) *D*Px(1) :f(t,x(t),CDﬁ’px(t),fk(t,s)CD“’px(s)ds) +g(1), tel0,TI.
0
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Chapitre

V]

r

Chapitre 3 <

Stabilité de type Ulam d’un probléme aux limites fractionnaire proportionnelle

Le présent chapitre se consacre a l'étude de l'existence et la stabilité de type-Ulam de solu-
tions d'un probleme aux limites dordre fractionnaire proportionnelle au sens de Caputo.

3.1 Présentation du probleme

On considere le probleme aux limites d'ordre fractionnaire proportionnelle suivant :

t
CDZpr(t) :f(t,y(t),CDﬁ’py(t)?j(; k(l’, S)CDa’py(S)ds)y re [a, b], (P)
y0) =yo, y(M)=yr,

o °DYP, CDQ"’ sont des dérivées fractionnaires proportionnelle généralisées au sens de
Caputo dordre a et B respectivement, 1 <a <2,0<f<1telquea+pf<2,y0,yrcRetf,
k deux fonctions vérifiées les hypotheses suivantes :
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3.1 Présentation du probleme

Hy) f:10,T] x R® — R est continue et il existe L> 0, tel que :

[, x1, X2, x3) —f(t,yl,yz,ys)( < L(le =11l +1x2 = y2l +1x3 —ysl),

pourtoutte[0,T], etx;,y;€eRi=1,2,3.

Hy) k(t,s) est continue pour tout (t, s) € [0, T] x [0, T, et il existe une constante positive I
telque:

max |k(t,s)| = I.
£,5€[0,T]

Remarque 3.1. De I'hypothese (H,), nous avons :

IA

f(t,xl,xz,xg)( ‘f(t,xl,xg,x3) —f(t,0,0,0)‘ + ‘f(t,0,0,0)‘

IA

L(|x1|+|x2|+|x3|)+M, avec M= sup f(t,0,0,0).
1€[0,T]

Lemme3.1. La fonctiony € AC([0, T1,R) est une solution du probleme @]) sietseulement
siy est la solution de l'équation intégrale suivante :

1 T T—t o=l tyr =l
ym:mf G(trs)u(s)ds+ﬁe 7l AL, (3.1)
0
ol : - e
(t—s5)%tep 79 _ ?eTU_s)(T— 9%l 0<s<t<T,
G(ty S) = _£ B a_l p—_l(t—s) (3.2)
T(T s) er , O0<t<s<T,
avec .

Go = max{|G(t,9)l, (£, €[0,T] x [0,T1}.

Démonstration. Soit y solution du probleme (P); alors :

t
“D¥Py(t)=f (t,y(t),(lgf'p (CD“'py))(t), f k(t,s)cD“'py(s)ds), te0, T, (3.3)
0

on pose:
u(t) =¢ D*Py (1), (3.4)

t
c'est a dire : u(1) f(t,y(t),lgf”’u(t),fk(t,s)u(s)ds).
0
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3.1 Présentation du probleme

On applique I ;" a (3.4), on trouve :

(I (“Dgfy)) (0 = I  u(o), (3.5)
par le Lemme 2.4 on trouve :
-1
YO = I u() + (o + c1ne ? ', (3.6)

a partir de la condition y(0) = yy on obtient ¢y = yy et la deuxiéme condition y(T) =
donne :

p-1

Ly
T—I“'pu(T)— o€ *
a=2 - (3.7)
Ter !
Donc: -
1%Pu(T)—ype P | o1
y(t) = I“pu(t)+yoe > LI ( )Tyo te e . (3.8)
Te p
Alors, 'équation (3.8)) devient :
: 1 -1
p-1
y) = T )f(t—s)“"le (= s)u(s)ds+y0e ot
a
p 0
b1y
te © ! -1 2N T-y) oy
+——yr— (T—s5)%1e? u(s)ds— ype ¢
"—IT( “F(a)f
Te » P 0
1 o=l t ezl o=l
= ety )f[(t—s)“_le p U s)—?e p D (gl T S)]u(s)ds
0T (a
T—s)21 _1 _ T—0y =1y, tyr el
s T)f o9 5ta S)u(s)ds+—( o g5t VT 5D
“F(a) T T

r el
= m[[(t—s)“ 1% - S)—?e o TN — 9 Nu(s)ds
a—-1 _ _ _
2L~ T)f (T-9"" %(T_s)u(s)ds+ (T t)yoe”Tft+ﬂePTf(z—T)
“F(a) T T

= p“F(a)fo G(t,s)u(s)ds+

(T-1 p-1 t [
J’oept+ J’Tep(t T)

En conséquence, nous avons les équations (3.1]).
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3.2 Existence et unicité de solution

On note dabord X = AC([0, T],R) l'espace des fonctions absolument continues sur
[0, T] dans R, menu de la norme

I ¥ loo= supieio, ) | y(£) | (3.9)
et on définit lopérateur U: X — X par:
T

Oy =f G(t, s)u(s)ds+
0

o

T-t Pt r [
=Dy e | LT Eu-T) (3.10)
T T

3.2 Existence et unicité de solution

Le théoreme suivant donne les condition pour laquelle l'operateur O admet un point fixe.

Théoreme 3.1. Supposons que (H,) et (H) sont vérifiées. Si A <1 tel que :

TGoL(1 — )% B
A= oL(1-p)

= —, (3.11)
(1-p)*PQ =Tl - P(a-p, L T)

alors le probleme (P) admet une unique solution sur [0, T1.

Démonstration. La preuve sera présenté en deux étapes

Etape 1:U(B,) c B,
Br={yeX:lylxsrlxir=y

a- 1- _
ott: y1=(1-p)* - LP(a—ﬁ,TpT)+(1—p)“ 1T(lk+GOL)),

_ _ 1- p-1 p-1
x=TGoM(1-p)* P+(1-p) ﬁ—(LP(a—,B,—pT)+(1—p)“_1le)(y0epp U T).
Iy
Soit y € B, il suffit de montrer que U(y) € B,.
Pour ¢t € [0, T1, nous avont :

T—10vyy e=l, tyr o=l
T=9% )yoe g t+$e p T)‘, (3.12)

T
|Oy()| = UO G(t,)u(s)ds+
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3.2 Existence et unicité de solution

ou G(t, s) est défini dans (3.2) alors :

t
| u(0)] Fey@, 157 PP u(e), f k(t, s)u(s)ds)
0

IA

+

t
f(r,y(t),lgfﬁ”’u(t),fk(t,s)u(s)ds)—f(t,o,o,o) f(t,0,0,0)‘
0

IA

L(1y@+

@b u(t)‘ + )ftk(t, s)u(s)ds‘) + M,
0

tel que M = supejo,11f(£,0,0,0). Donc:

t
T _
lu(t) < L(|y(t)|+ ;f (T - %P1 T y(s)ds +‘fk(t,s)u(s)ds‘)+M
p*PT(a-B) Jo )
< L(Iy(t)|+;IT(T—s)“_ﬁ_le%(T_s)lu(s)lds+ lelu(t)|)+M
- p% PT(a - ) Jo ’
alors

lull < L(IIyII +lul(127P21) (1) + lenuu) +M

et dele Lemme[2.1lona:
1-p
Pla-p,Lp
(17PP1) () = ——2—,
(1-p)a-p
alors: .
lullPla~B,—ET)
||u||sL(r+ + Tlillull| + M,
(1-p)a-p
donc:
Lr+M
lull < - y ,
LP(a—f,=ET)+(1 - p)* PTL;
1 —
(1-p)aF
finalement on obtient :
1oy = r
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3.3 Etude de la Stabilité de type-Ulam

implique que : O(B;) c B;

Etape 2 : U est un opérateur contractant
Soient x, y € X. Alors :

|Oy () - Ox(1)]

t t

‘f G(t,s)u(s)ds—f G(t,s)v(s)ds
0 0

lu—vllGoT, (3.13)

IA

t
ol v(1) =° D5 x(1) :f(t,x(t),I“'ﬁ'pv(t),f K(t, s)v(s)ds), donc:
0

() —v(t)| = ‘f(t,y(t),I“'ﬁ’pu(t),j:K(t,s)u(s)ds)—f(t,x(t),I““ﬁ’pv(t),fotK(t,s)v(s)ds)
< L()ym —x(t)‘ + 014— UH(I“_ﬁ’pl)(T) + ”u— v”lkT)
.
oy LR ),
donc: I
”u_ v” } (l—p)“—ﬁle+P(a—ﬁ,l_TpT) ”y_x“‘ 319
- (1-p)ah

L'inégalité (3.13)) devient :

TGoL(1—p)*P
(1= p)aPU-Tlh)~P(a-p, T

[oy-0+] < L e

Comme A < 1, 'opérateur U est une contraction. Ainsi, par le principe de contraction
de Banach, U a un unique point fixe qui est une solution de (P sur [0, T]. &

3.3 Ftude de la Stabilité de type-Ulam

Dans cette section, nous établissons dabord notre résultat de stabilité Hyres-Ulam et
ensuite de stabilité Hyres-Ulam-Rassias de notre probléme ([P).

3.3.1 Stabilité de Ulam-Hyers

Nous avons besoin du lemme indiqué ci-dessous.
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3.3 Etude de la Stabilité de type-Ulam

Lemme 3.2. Si x € AC([0, T],R) est une solution de l'inégalité (2.29) pour chaque € > 0,
alors x est une solution de l'inégalité :

ETG()
p°l'(a)

‘x(t)—Ux(t) < , (3.15)

ot Gy est défini dans (3.2]).
Démonstration. Soit x € AC([0, T1,R) solution de I'inégalité (2.29), alors de Remarque

[2.4] on trouve :

1
p%T'(a)

1 T
- (mﬁ G(t,S)U(S)dS'l‘

1
pel'(a)
ETGQ
0T (a)

(T—1) Pl  f =1,
J’oept+ yTep(t T)

|

x(1) —Ux(t)‘

T
f G(t,) (v(s)+ g(s))ds+
0

T—-t p-1 t p=l
( )yoept+ ?Tep(t T)

IA

T
fo |G(t,9)l1g(s)lds

IA

[
Le théoreme suivant présente le premier résultat de la stabilité, a savoir la stabilité d’'Ulam-

Hyres.

Théoréme 3.2. Supposons que les conditions du Théoreme[3.1|sont vérifiées, alors le pro-
bléme (P) est stable au sens de Ulam-Hyres.

Démonstration. Théoréme [3.1]sont vérifiées donc le probleme (P) admet une unique
solution y € AC([0, T],R). Soit x une solution de I'inégalité (2.29), alors :

ly@-x@| = |y@®—-x)+0x()-Ox(1)|
< |x(8) - Ox(®)]+ |y(1) - Qx(1)| (3.16)
En substituant et dans (3.16), on trouve :
|y -x(0| = e +A\y(t)—x(t),
0T (a)

ol A est défini dans (3.11]). Puis

ETG()

A-A)1y@)-x(O] = m,
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3.3 Etude de la Stabilité de type-Ulam

donc:

TG()E
pel'(a) (1 -A)
< Cf&‘.

ly@® x| =

Ainsi le probleme est stable au sens de Ulam-Hyres. ll

Remarque 3.2. En posant la fonction 07 (¢) = cre, donc 07(0) = 0, il en découle que le
probleme (P) est stable au sens d’'Ulam-Hyers généralisé.

3.3.2 Stabilité de Ulam-Hyers-Rassias

Dans cette partie, nous commengons r démontrer notre résultat de stabilité au sens

Ulam-Hyres-Rasssias, notre probleme (P)), pour cela nous avons besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 3.3. Si x € AC([0, T1,R) est une solution de l'inégalité (2.32) pour chaque € > 0,
alors x est une solution de l'inégalité intégrale suivante :

€
0°T ()

€
0°T ()

T -1
fO(T—s)“_lepT(T_S)q)(s)ds.
(3.17)

t -1
)x(t)—Ux(t)‘ < f (t=5)%1es “Ip(s)ds+
0

Démonstration. Soit x € AC([0, T],R) solution de I'inégalité (2.32)), donc de la Remarque
on obtient :

1 t Pl
x(t)—Ux(t)] = par(a)fo (1= %17 9 (u(s) + g(s)) ds
t T o=l T-1yy et
—mf (T—S)a_lepp (r S)(U(S)+g(5))ds+wepp !
0
tyr ezl 1 g =l
APy T)—(—f (t—s)“_lepp Iy (s)ds
T p“T'(a) Jo
t T o=l T-0yo £ty tyr =g
_—Tp"‘l“(a)f (T-9%ter T S)v(s)ds+—( Yo 55 t+%e o T))
0
1 t o=l t T o=l
- —f (t—99 L7 ¢ S)g(S)dS——f (r-sote7 S)g(s)ds‘
pT'(a) Jo TpT(a) Jo
e (' 1,25 ) e (T 1,21y
<—— [ t-9% e (s)ds+—f (T-9%"er (s)ds.
p“F(a)fo v pT(@) Jo v
|
Le théoreme suivant présente le premier résultat de la stabilité, a savoir la stabilité d’'Ulam-
Hyres.
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3.3 Etude de la Stabilité de type-Ulam

Théoréme 3.3. Supposons que les conditions du Théoreme|3. 1| sont vérifiées. Si

t -1
f (t— s)“—lepT“‘%(s)ds < App(1).
0

Alors le probleme (P)) est stable au sens d'Ulam-Hyres-Rassias par rapport a ®,, tel que :
@y =@(1) +(T). (3.18)

Démonstration. Le Théoreme[3.1|sont vérifiées donc le probléme (P) admet une unique
solution y € AC([0, T1,R). Soit x une solution de I'inégalité (2.32]), alors :

ly@-x@| = |y®—x0)+0x()-Ox(1)|
< |x=Ox(®)|+|y-0x)| (3.19)
En substituant et dans (3.19), on trouve :
PO —x0] <=2y 4 20 () + Ay - x(0)
V=30 = et @ T par@)? yri=x
EAy A
< —
_par(a)a)"’(tH ’y(t) x(t)‘,
alors :
(1) — x(t ., ©)
|y = x( )| _par(a)(l_A) %

Dongc,le probleme (P)) est stable au sens d'Ulam-Hyres-Rassias par rapport a @,,. W

Remarque 3.3. En prenant € = 1, le probleme (P) est Ulam-Hyers-Rassias généralisé
stable par rapport a @,.

Pour illustrer l'importance de nos résultats, nous donnons l'exemple suivant :
Exemple 3.1. Considérons le probléeme suivant :

31

.31 _ c i1 t c.3
{ Dy =flty®, D§+2y(t),f0 k(t, )~ Dg.?y(s)ds|, te0,1],
y(0)=yo, y(1) = y1,

(3.20)
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3.3 Etude de la Stabilité de type-Ulam

1 31 t—
olLa= ,Pp== u(t) CD“ (t),k(t,s):ln(Ts),et

1
2

[\JIQ.)

, B=

24 (0 + 1w+ [ n(52) u(s) ds

t
f t,y(t),I;L%u(t),f k(t,S)u(S)dS)z - .
0 In(t+1) (1+y(t)+13;?u(t)+j0t1n(%) u(s)ds

Pour tous x;,y; €R(i=1,2,3) et t€10,1] :

1

In(t+1)

1
m(|x1—J’1|+|xz—J’2|+|x3—y3|)-

IA

| f (¢, x1,%2,%3) = f (8, y1,¥2, y3)| (|1 = y1| + [x2 = y2| + | x5 — y3])

IA

1 1
DanclL=—, Il =maxk(t,s)=Iln—,T =1, et Gy =maxG(t,s) = —
In2 1,s 2 t,s
Substitution L, I;. et Gy dans A on obtient :
1
“1(.1 V(13 (1
Ao e (mz) (3) 2 (3)

: =0.45862 < 1.
(3) *(3)(1-In(3))—-0.37894

Par le Théorémd3.1}, le probleme (3.20)) admet un unique solution donnée par :

y(t):Tf G, us)ds+ (-1 ype ' +tye Y,
(3)°T(3)
ol ) )
(t—5)2e " e 179 (1-5)2, 0<s< <1,
G(t,5) = 1
—t(1-952e Y, 0<t<s<l,
et

IA
™

ly (@ —x@)|

< €

52687

Il existe un nombre réel cy = 2.1687 > 0, alors le probleme (3.20)) est Ulam-Hyers stable.
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Annexe

Annexe A <

Théorémes du point fixe

Nous présentons quelques résultats de la théorie du point fixe. A savoir le théoreme du
point fixe de Banach, celui de Brouwer et Schauder [4].

A.1 Théoreme du point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de l'application contractante, il est la base de la théorie du
point fixe. Ce principe garantit l'existence d’'un unique point fixe pour toute application
contractante d’'un espace métrique complet dans lui-méme.

Définition A.1. Soit (X, ||.|) un espace de Banach et lapplication F : X — X. On dit que
F est une application lipschitzienne s’il existe une constante positive k = 0 telle que l'on
ait, pour tout x,y € X alors

IFx—Fyl < klx—yl.

Si k <1, F est appelé non expansive.
Si k <1, F est appelé contraction.

Théoréme A.1. Soit (X,|.ll) un espace de Banach et soit F : X — X une application
contractante avec la constante de contraction k alors F admet un unique point fixe x € X.
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A.2 Théoreme du point fixe de Brouwer et de Schauder

Démonstration. Lexistence
Considérons la suite (x,) ,e y définie par :

Xp=F(xp-1), n=1
X0 € X.

On doit prouver que est une suite (x,) ey de Cauchy dans X.
Pour m < n on utilise I'inégalité triangulaire :

X = Xmll < 1 Xme1 = Xmll + 1 Xm42 = Xmar | + oo+ 1 X — X1l
Puisque F est une contraction, alors
Xp+1—xpll = IF(xp) — F(xp-1Il < kllxp — Xp-1l, pour p=1.
En répétant cette inégalité, on obtient :

xn—Xmll < (K™ + K™+ M2 4+ K g = xoll

< K"+ k+a+ KT xg = xoll
m

——lx1 — xoll.
1_k||1 oll

On déduit que (x,),en est de Cauchy dans X qui est complet, donc (x,),eny converge

vers x dans X. )
Par ailleurs puisque F est continue alors:

x= lim x,= lim F(x,-1)=F(lim x,_1)=F(x).
n—-ao0 n—-ao0 n—ao~o0

Donc x est un point fixe de F.

Lunicité
Supposons que Fx = x et Fy =y : Alors

lx =yl = IFx = Fyll < kllx - yl. (A1)
puisque k < 1, on déduit que || x— y|| = 0 c’est-a-dire x = y, d’ou 'unicité du point fixe de

F

A.2 Théoreme du point fixe de Brouwer et de Schauder

Les théoremes de ce paragraphe expriment que toute application continue d’'un ensemble
convexe, compact dans lui-méme possede un point fixe.
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A.2 Théoreme du point fixe de Brouwer et de Schauder

A.2.1 Théoreme du point fixe du type Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait partie
de la grande famille des théoremes du point fixe. 1l existe plusieurs formes du théoreme
selon le contexte d'utilisation.

Définition A.2. On dit qu'un espace topologique X a la propriété du point fixe si toute
application continue F : X — X possede un point fixe.

Théoréme A.2. (Théoreme du point fixe du Brouwer)

Soit B,, la boule unité fermée de R : La boule B,, a la propriété du point fixe pour tout
nenN*.

A.2.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour montrer lexistence d'un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.

Théoreme A.3. (Théoreme du point fixe de Schauder généralisé)

Soit B un ensemble fermé convexe sur un espace de Banach X et soit F : B— B une
application continue telle que F(B) est un sous-ensemble relativement compact de B :
Alors F admet un point fixe dans B.

Théoréme A.4. Soit Ac C([a, b)), A est relativement compact si et seulement si :
1. A est uniformément borné.
2. A est équicontinue.

» Onrappelle qu'une fonction f est uniformément bornée dans A s'il existe un constante
M >0 telleque:

I flIl =supl|f(x)| <M,V fe€A.
xeK
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Annexe

Annexe B < 4

Certains mathématiciens intéressés par notre travail

B.1 Thabet Abdeljawad

=y athématiciens palestiniens a regu le doctorat. di-
plome en mathématiques de I'Université tech-

nique du Moyen-Orient, en 2000. 1l est actuelle-
ment professeur titulaire a I'Université Prince Sultan. Il a
publié plus de 450 articles de recherche dans différentes
revues renommeées. Il a été répertorié comme chercheur
tres cité pendant les trois années consécutives 2019, 2020
et 2021. 1l a publié plus de 450 articles de recherche dans
différentes revues bien connues. Ses principaux intéréts de

recherche incluent le calcul fractionnaire, les opérateurs
fractionnaires discrets, les espaces métriques et la théorie
du point fixe.
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B.2 Stanislaw Marcin Ulam

B.2 Stanislaw Marcin Ulam

===g) [ail un mathématicien polonais et américain
dorigine polonaise. 1l est né le 13 avril 1909 et
estdécédé le 13 mai 1984. Ulam était connu pour

ses travaux dans divers domaines des mathématiques, no-
tamment lanalyse mathématique, la théorie des nombres
et la physique théorique.

Ulam a collaboré avec de nombreux scientifiques émi-
nents, dont Juliusz Orlowski, pour poser les bases de la
théorie de l'explosion nucléaire et des armes nucléaires. I
a également contribué au développement de méthodes de
calcul numérique et a jeté les bases de la théorie de la si-
mulation par des nombres aléatoires.

Outre ses contributions en mathématiques et en physique,
Ulam sest intéressé aux questions générales et politiques.
Il a proposé le concept du projet "Alfabeto Ultimoratum"
pour organiser les affaires internationales et éviter les
conflits militaires.

Stanislaw Ulam est considéré comme l'un des scienti-
fiques éminents du XXe siecle et a apporté des contribu-
tions importantes dans de nombreux domaines mathé-
matiques et scientifiques.
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B.3 Donald Holmes Hyers

B.3 Donald Holmes Hyers

===y St Un mathématicien américain né en 1932. Il est

b surtout connu pour son travail dans le domaine
1&/ ’ﬂ de lanalyse fonctionnelle, en particulier pour
avoir formulé le théoréme de Hyers-Ulam.

Le théoreme de Hyers-Ulam, également connu sous le
nom de principe d’Ulam-Hyers, énonce qu’'une fonction
presque linéaire peut étre approximée par une fonction li-
néaire dans certaines conditions. Ce résultat a des appli-
cations importantes en analyse, notamment dans l'étude
des équations fonctionnelles.

Hyers a également contribué a dautres domaines des ma-
thématiques, notamment la théorie des espaces normés et
des espaces métriques. 1l a publié plusieurs articles de re-
cherche dans des revues scientifiques et a joué un role actif
dans la communauté mathématique en tant que confé-
rencier invité et éditeur.

En plus de sa carriére académique, Hyers a enseigné les
mathématiques dans diverses universités et a contribué a
la formation de nombreuses générations de mathémati-
ciens. Son travail a été reconnu et apprécié par ses pairs,
faisant de lui une figure respectée dans le domaine de
l'analyse fonctionnelle.
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B.4 Themistocles M. Rassias

B.4 Themistocles M. Rassias

dans différents domaines des mathématiques,
notamment lanalyse fonctionnelle, l'analyse numérique,
la théorie des inégalités et la théorie des équations fonc-
tionnelles.

Rassias a publié de nombreux articles de recherche dans

des revues scientifiques réputées et a travaillé en collabo-
ration avec dautres mathématiciens renommeés. Ses tra-
vaux ont permis de résoudre divers problemes mathéma-

—

tiques et ont eu un impact significatif dans le domaine de
l'analyse et de ses applications. En plus de ses activités de
recherche, Rassias a également joué un role actif dans l'en-
seignement des mathématiques, tant au niveau univer-
sitaire qu'a travers des conférences et des séminaires. Il a
également été éditeur de plusieurs revues mathématiques
et a participé a des comités de programme pour des confé-
rences internationales.

Themistocles M. Rassias est considéré comme l'un des ma-
thématiciens grecs contemporains les plus éminents et
continue de contribuer au développement des mathéma-
tiques a travers ses recherches et son enseignement.
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