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Notations

R  Ensemble de nombres réels.
2 Un domain borné dans l'espace eclidien R & frontiére I'(0N2)
suffisamment réguliére

x  Le vecteur (z1,z2,....x,)de R

g—z Désigne la dériveé normale de u exterieure a 0€2

n  Le vecteur unitaire normal exterieur a I

—(Ou  Ou Ou
Vu Grad u =(g;5, gory e o)
A u  Le Laplacien de u et défini par Au = (2% 4 2% 1 + Puy
p p — ax% arg ---------- 8$%
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Introduction

L’etude de l'exstence globale en temps des solutions des systémes appelés de réaction-
diffussion constitue 'une des questions fondamontales de la théorie générale des équations
aux derivees partialles, devenues aujourd’hui 'un des thémes important de la comprehension
scientifique.

Les SRD (systéme de Reéaction-diffusion) sont des systémes d’equations aux dérivées partielles
de type parabolique semi-linéaires qui s’ecrivent formellment :
ou

E—DAu:f(u) sur Qx10,T |

Avec des conditions aux limites et initiales données. €2 est un ouvert de R" le terme de dif-
fusion DAw , u(z,t) est un vecteur a m composantes, D est une matrice diagonal d’order m.
f:R™ — R™ (terme de réaction) est une application non linéaire.

Ces équations modélisent des phénomeéns qui apparaissent dans des sécteurs variés, tels que : la
Chimie, la Biologie, la Neurophysiologie, la combustion, la Génétique, des population,......etc.
Depuis longtemps, du coté mathématique, 'existence d’une solution globale positive pour les
SRD en temps, était 'objet de plusieurs études.

Dans ce mémoire, On s’intéresse a 'etude de 'existence globale des solutions par deux me-

thodes :

La 1" meéthode deécrite au sein de notre deuxiéme chapitre pour des problémes de reaction

diffusion étudies dans K.Saoudi|6] et Kouachi-Youkana|9| de type :

( Ou
5 diAu = f(u,v)
sur RT x Q (1)
ov
A =
|2 o = gluv)



Avec des conditions aux bords
0 0
—u:—U:O sur RT x 90 (2)
on  On
Et des données initiales :

u(0,x) = ug(x)
sur € (3)

v(0,z) = vo(x)

Ou Q est un ouvert de R™ différentiable. Le principe de cette méthode se base sur 'obten-
tion des estimations a priori (bornitude dnas L>°(2) sur les fonctions u et v en utilisant la
fonctionnelle dite de lypunove qui est introduite par S.Kouachi-A.Youkana [9] cette fonction-

nelle aide a appliquer le théoréme de Hannery [2] qui assure la L>°-bournitude des soulution si

fe L=([0,T], LP(Q) .

La 2°"¢ meéthode sera le but de notre 3¢ chapitre, elle a été proposée par Michel-pierre [7]
pour des problémes de Reéaction diffusion qui vérifient deux propriétés principales telles que :
1- (P) : la quasi positivité de la non lincairité (terme de réaction ) ce qui donne la positivite
des solution.

2- (M) : propriéteé de controle de la masse [ie] ; les deux composantes u et v de la solution sont
bornees dans L'(Q) .

En Applique cette méthode pour des problémes de types :

Ou — diAu = —uh(v) on (0,00) x Q
O — daAv = uh(v) on (0,00) x Q

u(0,+) = up(-) > 0,v(0,:) = vo(+) >0

\g—;jj:g—Z:O on (0,00) x 0f).

Avec dy,dy > 0, dy # ds, Q) et un ouvert de R™ et h est une fonction réguliére donnée est plus
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généralement pou des systémes de m équations de type :
(
Oyu; — didu; = fi(uy..., uy) ou (0.7)Q.

Vi, %177 =i >0 ou (Viu; = B; >) ou (0.1)0%
u;(0,.) = ui, € L®(Q),u;, > 0.

\

Dans les deux cas on donne des théorémes d’existence démontrés par Michel-pierre et finalement

on termine par des applications et des exemples sur des modeles de R.D.vérifiant les propriéteés

(p) + (M).




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les espace L?

Soit © un ouvert de R™ On désigne par L'(2) I'espace des fonctions intégrables au sens de

Lebesgue sur 2 & valeur Dans R , on pose :

lull: = /Q u(z)|da. (1.1)

Définition 1.1. Soitp e R 1 < p < oo ; on pose
LP(Q)={u: Q= R; u mesurable et |ulP € L*(Q)}

Muni de la norme :

1/p
lu|lzr = [/ﬂ|u(w)|pdm] . (1.2)

Définition 1.2.  On pose . :
L>®(Q) ={u:Q = R ; u mesurable existe une constante C telle que |u(z)| < C p.p. sur}.

On note

[ull e = inf{C; [ f(2)] < Cpp.surQ}. (1.3)

4
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Remarque 1.1.  Les espaces LP(2) munis de la norme (1.2) sont des espaces de Banach .

En particulier L*(Q) (pour p = 2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

Définition 1.3.  Soit X un espace de Banach, on désigne par Lp(0,T; X) l’espace des fonc-

tions mesurables u :)0,T[= X tel que

T
LP(0,T,X) = {u meusrable de [0,T] = X : / |ul|Pdt < 00,1 < p < oo},
0

Muni de la norme

T
I — / %)/, (1.4)
0

Définition 1.4. On dit que M est le sup ess de f sur 2 si Uensemble {x € Q; f(x) > M} est

de nulle.

On a :
L>(0,T,X) = {u mesurable de [0,T] — X sup ess,cpor|lulx < oo}

Muni de la norme :

HUHLOO(O?T’ X) = Supesste[o,T]HUHX- (1.5)
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1.2 Les espaces de Hilbert

Définition 1.5. -[5/- Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une forme
bilinaire de H x H dans R, symtrique, définie positive [i.e. (u,v) >0 Yu € H et (u,u) >0 si

u#0 [

Rappelons qu’un produit scalaire vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwarz :
|(u,v)| < (u,u)?(v,0)"* Yu,v e H.

Rappelons aussi que

1/2

lu| = (u,u)'* est une norme.

Définition 1.6. -/5/- Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)"/?.

1.3 Les espaces de sobolev

Pour tous m € N, on définit les espaces de Sobolev H™(QY) par :

pour m = 1

ou

H'(Q) = {u € L(Q), 5

€L2(Q),1§i§n}

muni de la norme

ou :
d

wllwiion = u2dx+/
. (/QI\ >
= </ ]u\zdx—i—/]Vu]de)
Q Q
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H} est l’adhérence de D(Q) dans H' et on écrit
Hj = {u € H", ulr =0}
D’une fagon générale pour m € N et on définit :
H™(Q) = {u € L*(Q),D% € L*(), VaeN":|a| <m}

muni de la norme

2

il = | 3 / Doufde | = 3 IDoulZae

la|<m la|<m

S

H-™(Q) = Z(HJ(Q),R) est lespace dual de Hf' ().

Remarque 1.2. Si u est une fonction et a € N*, On note D*u la dérivée d’ordre o de u

1.4 Formule de Green

On se donne ) un ouvert borné de frontiere régulicre Q0 et 7 = (m1,...,n,) la normale
extérieure au point T .
Soient u une fonction de H*()) et v une fonction de H'(Q).

Alors la formule de Green s’écrit

/(Au)vdx:/@de—/Vqudx (1.6)
Q r on Q




Préliminaires

Remarque 1.3.  La forme vectorielle de la formule de Green est :

/Vu.vdx:/u.vdﬁ—/v.Vvdx.
Q r Q

V(u.v) = Vu.v 4+ uVo.

Et

V(Vu) = Au.

1.5 Inégalités fondamentales

Lemme 1.1. -/5/- (Inégalité de Cauchy)

a? b2
b< L 2
ws 5t

Lemme 1.2. -/5/- (Inégalité de Young)

Pour 1 < p,q < oo, telle que % + % =1eta,b>0 on al’inégalité

a? b
ab < — + —.
p q
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Lemme 1.3. -/5/-
(Inégalité de Holder)

Soient u € LP et v € L9 avec 1 < p < oo alors u.v € L' et

/ o] < ool o
Q

Inégalité de Gronwall

Lemme 1.4. (la forme différentielle de l’inégalité de Gronwall)

Soit n (.) une fonction absolument continue positive sur [0.T], qui satisfait pour p.p l'inégalité

différentielle

' (t) < ¢()n(t) + (),

ou ¢ (t) et 1 (t) sont des fonctions sommables, positives sur [0,T].Aors

n(t) < exp( / ods)

t
00+ [ w<s>ds]
0
pour tout0 <t < T Notamment, si
' < ¢n sur [0, T]et n(0) =0

Alors

n =0 sur[0,T]

Lemme 1.5. (la forme intégrale de l'inégalité de Gronwall)

Soit f(t) une fonction sommable , positive sur [0,T] qui satisfait pour p.p linégalité intégrale :

f(t) S 01 f(S)dS —+ CQ,
/
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pour les constantes C1,Cy > 0. Alors

f(t) < Cy(1 4 Cyte™ )

pour p.p 0 <t <T

Notamment, si

pour p.p, 0 <t < T

1.6 Formes quadratiques

Définition 1.7.  Soit A = (a;j)1<ij<n une matrice séymetrique, alors une forme quadratique

T(uy, ug, .....up), associé a la matrice A est un polynome homogéne du second degrée relativement

auzr n variables uy, ug, ...., Uy, qui se resprésente sous la forme :
T(Ul,UQ,....,Un) = E QiU U Ou Q5 = Aj; Fti=1..n (19)
ij=1
- o, 0 . t . . o
Définition 1.8. Soit (uq, us, ...., u, )" une matrice colonne et la forme quadratique Au, u *21.3:1 ;Ui

Alors; (Au,u) = Au,u si A est symirique reelle, alors (Au,u) est dite forme quadratique réelle.

Définition 1.9. Une forme quadratique est dit définie positive, i.e

A(u,u) > 0,u # 0.

10
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b Une forme quadratique est défini posituve.Si,et seulement si, tous les déterminant princi-

paux successifs de sa matrice des coefficients sont positifs,i.e.

detel > 0,dete2 > 0, ...,dete n > 0.

Définition 1.10. Une forme quadratique est dite définie non-négative si, pour des valeurs

réelles arbitraires, des variables non-tous nulles, On a

(u#0),A=(u,u) >0.

Théoréme 1.1. -/3/-
Une forme quadratique est définie non négative si, est seulement si,tous les déterminants prin-

cipaux de sa matrice de coefficients sont non négative.

1.7  Semi-groupes

Définition 1.11. Soit H un espace de Hilbert. Une famille d’opérateurs linéaires bornés

S(t) : H= H dépendant du paramétre t > 0 forment un semi-groupe si :

S(0) = Iy
(1.10)

S(tl + tg) = S(tl)S(tQ) th,tg 2 0

Définition 1.12. Le semi-groupe (S(t))i>o est dit fortement continu a l'origine, ou de classeCysi

de plus Vr € Hlim;_,o S(t)r = x.

Définition 1.13. On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (S(t))i>o0 , un opé-

rateur A défini sur ’ensemble :

11



Préliminaires

D(A) = {Vx € Hlim W—_Iea:iste}.
t—0 t

par :

59%waxepuu

Az = lim
t—0

Remarque 1.4.
1. - Il est clair, que le générateur infinitésimal d’un Cy—semi-groupe est un opérateur li-
néare.
2. - 81 S(t)>o est un Cy—semi-groupe dans H, alors l'adjoint S* (t) et aussi un Cy —semi-
groupe dans H.
3. - Le générateur infinitésimal de (S*(t))i>0 est (A*, D(AY)).
Définition 1.14. On dit que (S(t))i>0 est un Cy —semi-groupe de contraction sur H, si

1S(t)]] < 1,vt > 0.

Théoréme 1.2. (Hille Yosida) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur A
fermé de domaine D(A) dense dans X soit générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe

Cy est qu’il existe deux nombres réels M et w tel que :
VA € R : tel que Re(\) > w, A

n’est pas dans le spectre de A .

et

(A — A™)|| < _W¥n €N

M
(A=w)

. On pose Ayx = NAR(XN, A)(z).

12



1.8 Reégion invariante

Définition 1.15.  un sous ensemble fermé > C R? est appelé une région invariante pour le
systeme de R.D,si tout solution (u(z,t),v(x,t)) ayant ses valeurs initiales et auz limites dans

, reste dans Y, pour tout x € Q et pour tout t € [0, Tpyaz]

13



Chapitre 2

Existence globale pour un systéme de réaction

diffusion par l'utlisation de la fonction de

lyaponov

Dans ce chapitre ona étudie 'existence et 'unucité des solution restant Uniformément bornée
pour une classe de systémes de réaction diffusion, En utilisant la fonctionnelle de lyapounov et

le théoréme de Henry.

2.1 Position du probléme

On considére le systéme de réaction-diffusion suivant :

([ Ou

— —d1Au = —
at dl U f(U,U)
sur RT x Q (2.1)
ov
— —dyANv =
{ 8t d2 v f(ua U)

14



Avec conditions aux bords (Neuman)

ou  Ov
— = = RT Q 2.2
a0~ an 0 sur x 0 (2.2)

Et des données initiales :

u(0,x) = ug(x)

sur (2.3)

v(0,x) = vo(x)

\

Q) est un ouvert borné de classe C! de R™ a frontiére I'(9S2) suffisamment réguliére, a désigne
n
la dérivée normale extérieur a 02, d; et do sont deux constantes strictement positives .

Les données initiales sont supposées dans une région » | définie par :

Z:{<U0,’UQ>€R2 : UOEO;U020}7

f représente I'intéraction non linéaire, supposée continument différentiable dans R*™ x R*, non

négative vérifiant : f(0,s)=0 Vs>0 Et

<a<aot Vr>0, (2.4)

lim [ln(l + f(r,s))

S

n——+oo

B 8cdyd
n || g ||o (dy — da)?’

*

«

(2.5)

Notre but est d’établir I'existence globale en temps d’une solution du systéme (2.2)-(2.3) ot on
utilise les techniques de la fonctionnelle de Lyapunov, voir [6] [9] .

En générale pour démontrer I'existence globale en temps des solutions d’un systéme de réaction-

15



diffusion, il suffit de montrer que les termes de réaction sont dans L>°([0, Tnaz[, LP(€2)) pour
. n .

certain p > 5 ou n = dimf2 .

Cette méthode est justifiée par I’application du théoréme de l'existence globale par effet ré-

gularisant.

Théoréme 2.1. /6] Soit l’équation :

?9_1; — Au= f(t,z,u) sur [0, T[x2

Ou _ 0 sur [0, T[x0Q (2.6)
on

u(z,0) = up(x) sur Q

Si f(t,z,u) est dans L*([0,T], LP(S2)) pour p > g ot n = dimS§) , alors la solution de (2.6) est

globale.

Remarque 2.1.

ft,x,u) € L=([0, T, L7 (), (2.7)
Alors
sup H f(t,l‘,U) HLP(Q)< +00, (28)
0<t<T
D’ot

[1itapdr<e viep,
Q

Ce qui montre que la solution est globale , voir ([2]).

16



2.2 Existence locale et Positivité

2.2.1 Existence locale

On transforme le systéme (2.2)-(2.3) en une équation différentielle abstraite de premier ordre

dans 'espace de Banach X = C(Q2) x C(2) , muni de la norme :

| Z lx=ll v [le@ + | v lew@), (2.9)
Ou Z = (u,v) et
| u [oy= sup |u(z)], (2.10)
e
de la forme
dz
= = TZ(t)+ F(Z(t)) t>0
! (2.11)
Z(0) = Zy
Zo = (ug,v9) € X, Et
7 Rt — X,

Et

T : D(A) x D(A) — X,

Un opérateur linéaire définit par :

TZ(t) = (di Au(t), dyAv(t)),

17



Avec

Au= Au sur D(A),

D(A) = {u €C(Q): AueC(Q) et — = o} , (2.12)

Et

F(Z(t)) = (= f(u,v), f(u,v)),

I est clair que la fonction abstraite (vectorielle) F est localement lipschitzienne en Z | et

I'opérateur linéaire T engendre un semi-groupe analytique d’opérateurs linéaires sur X , voir

6]

Théoréme 2.2. [2] Pour toute donnée unitaire Zy € X le probleme (2.11) admet une solution

locale unique forte définit sur [0, Tpnaz]

2.2.2 Positivité

Pour la positivité des solutions du systéme (2.2)-(2.3) , on va utiliser la technique des régions

invariantes et du principe du maximum.Toute fois on a besoin des résultats suivants.

18



Théoréme 2.3. [4/

Consideron le systéme de réaction diffusion suivant

(O
— —diNu =
at dl u f(u7 U)
sur Rt x Q (2.13)
ov
— —dyN\v =
\ 815 d2 v g(U, U)

f(0,0) >0,Yv >0 et g(u,0)>0,Yu>0,
Alors la région > définie par (Déf 1.15) est invariante pour ce systéme

Application au systéme étudié :

Pour la premiére équation du systéme (2.2)-(2.3) , on a :

—f(0,v) =0>0,Vv > 0.

Pour la deuxiéme :

f(u,0) >0,Vu >0,

Puisque f est par définition positive.

Alors si ug(z) > 0 et vo(x) > 0 sur €2, on déduit que u(t,x) > 0 et v(t,x) > 0 sur [0, Tpqaq[ X2

2.3 Existence globale

Il n’est pas évident de prouver 'existence globale des solutions de (2.2)-(2.3) quand on utilise
les méthodes classiques , telles que la méthode des régions invariantes vu la complexité et la
difficulté des termes de réaction de certains systémes de réaction-diffusion.
|

Pour cela , nous nous consacrons fonctionnelle basée sur la fonctionnelle de "Lyapunov " qui

a justifiée des résultats satisfaisants (voir kouachi [9]) .

19



Pour l'existence globale des solutions du systéme (2.2)-(2.3) a 'alternative .

Théoréme 2.4. -/6/-
Pour toute solution (u(t,z), v(t,x)) du probléme (2.2)-(2.3)on a :
(i) Soit|| u(t,.)+v(t,.) ||ec est bornée sur [0, Taz| et la solution est globale (i.€ Tppar = +00)

(ii) Soitt liTm | u(t,.) +v(t,.) ||l= +00 et la solution n’est pas globale ou on dit qu’elle
— max

explose en temps fini T),q. ou bien qu’elle cesse d’exister .

Dans tout ce qui suit ou suppose que ug € L®(£2)

Pour la bornitude de u on va utiliser le principe du maximum dont I'une des formes les plus

simplifiées est la suivantes :

Théoréme 2.5.  Si u(t,z) vérifie

5 diAu <0 sur [0, Taz[ X2,

Alors

<
u(t, ) < maxuo(z),

Alors le probléme (le plus déficat ) qui reste a aboder est la bornitude de v pour laquelle
toutes les techniques citées plus haut (Région Invariante, Principe du Maximum,... etc)

ne marchent pas. Pour cela on va étudier ce probléme par la technique basée sur la Fonctionnelle

de "Lyapunov ".

20



Définition 2.1.  On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée a un systéeme de réaction-

diffusion formé de m équations, toute fonction :

L:R" — R*,
t — L(t),
telle que
L : 1 P
9 (ul(ta )7“2(t> )7 >um(t’ )) <0. (2.14)
ot
Pour toute solution (uy(t,.), ua(t,.), ....... , U (t,.)). Selon [2] , il suffit d’estimer uniformé-

ment || f(u,v) ||, sur [0, Tpnez, pour p > g

Le résultat principal suivant , répond dans quelques sens a cette préoccupation .

Théoréme 2.6.  Soit (u(t,.),v(t,.)) solution du probléeme (2.1)-(2.3) , alors :
La fonctionnelle : t— L(t) = /(M —u(t,z)) Texp(S,v(t,x))dx (2.15)
0

est non croissante sur [0, Traz| , pour toutes constantes positives 3 et ~y telles que :

4d,d,
M<y< 122 2.16
et tout M satisfaisant :
| uo |leo< M. (2.17)
Démonstration.  La continuité de la solution u(t,x) et la condition (2.16) argumentent le
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fait que la fonctionnelle de Lyapunov est bien définie pour tout ¢ > 0 et pour des raisons
convenables, on peut supposer qu’elle est bien définie pour tout ¢ > 0

Pour que L soit décroissante, il faut et il suffit qu’elle admet une dérivée négative :

L'(t) = 5 o /Q(M —u)Velda
_ /Q %[(M — u)e™dn
= [ = )7 B = ) e
- /Q (diAu— (M — )" "e™ + B(doLov + fY(M — u) e da
_ /Q (M — w) ™75 Au + Bda(M — u) ™16 Av]dz
+ /Q[ﬁ(M —u) " =y (M —u) . fed

=1+ J
Montrons que I et J sont négatives
I'= /[7d1<M —u) e A+ Bdy(M — u) e Avld.
Q

=— /Q [V (ydy (M —u)"""1)e) Vudz+ /

@ —u) T Hef)dr — —u) NP\ Volda
[ SE (=)= [ {8V =) )Vl

@ — ) MNeP
+ [ SHV (B =) e,

— (ydy (M — u)‘”‘l)eﬁv)dlﬂ =0

Et
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Donc

an _ /Q Y (ydy (M — 1))V + V(Bda(M — 1)) ) Volda.

1 _ /Q Iy (V(M = u) =16 + (M — u) 71 (%) Vulda

_ /QWQ(V((M —u) e (M = u) V() Vo)lda.
= [ (=1 = D=V M = )72 (0 =) 5 (V) Vo

_ /Q[ng((_y)(_Vu)(M —w) e 4 B(M — u) e (Vo)) Vlda
=— /thl((q/ + 1)(M —u) 2P| Vul? + (M — u) 7P . Vu. Vo)]de

- /Q[ﬂdz(y(M —u) e VU Vo + B(M —u) e Vo)) da
—_ /Qh/dl(fy + 1)V + B(M — u)VuVo + Syy(M — w)VuVo + 2ds(M — u)?|[Vol?]

(M —u) 72 da.

I= —/T(Vu, Vo) (M —u) 7P da,
Q

T(Vu, Vv) = vdy (v + 1)|Vul* + By(dy + do)(M — w)Vu.Vo + 2do(M — u)?|Vv|?,
T est une forme quadratique enVu et Vv |, c-a-d :
[T(z,y) = anz® + 2a2zy + azny’]

Pour confirmer que I est négative , nous devons assurer que la forme quadratique T est non
négative, ce qui entraine , compte tendu du théoréme (1.1) que tous ces déterminants principaux

de sa matrice des coefficients doivent étre non négative , c’est a dire :
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detl > 0 et det2 > 0 en effet :
detl = dyy(y+1) >0

Et par suite , on a

diy(y+1)

By (dy + do) (M — u)

By (dy + da)(M — )

= diy(y + 1)Fdo(M — u)? -

2

62d2(M — U)2

B2 (dy + do)* (M — u)?

4

9

A(diy(y + DBPda(M —u)?)  B*y*(dy + do)*(M — u)?

4

BAH(M — u)*(4ydy(y 4 1)dy — 7*(dy + da)?

4

D’on

4

det 2 > 0 = B%(M — u)*(4ydy (v + 1)dy — ¥2(dy + do)?

Ce qui entraine;

Adyday(y + 1) — 2 (dy + do)* > 0,

= ddydyy? + ddydyy — ¥ (d3 + d5 + 2dydy) > 0

= (4d1dg’}/2 + 4d1d2’7 — ’YQd% — ’}/2d§ — 2’}/2d1d2) >0

= (272dydy — Y2d3 — 72d5 + 4dydyy) > 0

= —*(—=2dydy + d& + d3) + 4dydyy > 0

il vient

4dydyy — ¥ (dy — do)* > 0,

Ce qui donne :

ddydory > 7P (dy — d)?

)

Y
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Adydy(y + 1)
ooy < AR T )
7= (dy — dy)?

Et pour que

J = /Q[B(M — ) = y(M —u) Y. fePd,

Soit aussi négative , il faut et il suffit que :

comme
Vu,0 <u< M
Alors
(M —u)"""1>0
Sivy>pM

OnafM—-pPu—vy<~v—pu—~v=—Pu<0.
Ainsi , pour tout v et S positives , telle que :

4d;do

M<y< —2_

Onal <0etJ<0.etdonc sous les condition(2.15)et(2.16) L'(t) <0 . O

Corollaire 2.1. Supposons que la fonction f(r,s) est différentiablement continue sur R* xR
, non négative , avec f(0,s)=0 pour tout s > 0 et vérifie la condition (2.4), alors :

Toutes solutions de (2.1)-(2.3) avec les données initiales dans la régions ) , sont globales en
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temps et uniformément bornées sur [0, +-o00[x 2.

Preuve

Il est visiblement clair que la région ) est invariante pour le systéme (2.1)-(2.3) (théoreme(2.4)),
ce qui assure une couverture théorique permettant d’étudier 1’évolution des solutions positives
quelque soit le temps.

Comme la réaction f est continue dans Rt x RT et 0 < u < M , alors on peut justifier que la
limite de (2.4) est uniforme pour tout r dans [0,M] et dans ce cas , on peut choisir une constante

« positive telle que :

s—+00 S

lim {ln(l + f(r,s))

}<a<a*

réste uniforme pour r dans [0,M] , alors

Ve > 0,48 >0:Vs > 0,pours > [3,

In(1+4 f(r,s))

—a] <e

D’ou :

In(1+ f(r,s)) < a.s

L’inégalité reste vraie pour 5 > 0
In(1+4 f(r,s)) < p+as<in(l+ f(r,s)) <lIn(c) + a.s.n(e);In(c) = B

< In(l+ f(r,s)) < In.c.e*?

(1+ f(r,s)) < ce™® pourtout s>0 ettout re€ [0, M]
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Conséquence du théoréme 2.6

L’estimation utilisées dans ce théoréme par le biais de la fonctionnelle de "Lyapunov " | nous

permet d’en déduire des résultats importants considéres comme le pierre angulaire de la théorie

d’existence globale des solutions des systémes de réaction-diffusion, auquel on a montré que :
L(t)<0

Ce qui signifie que cette fonctionnelle :

L(t) < cte

Et par suite , en vertu de la définition de celle-ci , on déduit le résultat suivant :
/(M —u) 7 7e’dr < +oo
Q

A ||(M - u)_veB’YHLI(Q) <400 VO0Lt<Z Tmax
& sup |[(M —u) || < +o00

On aboutit au résultat suivant

(M —u)7eP” € L=([0, Thnae[, L' (Q)) en(2.22)

Maintenant , par une démarche analogue a celle introduisant (2.22), tenant compte du fait

que :

On aboutit au résultat suivant :

(M — U)_,Yeﬁv € L>([0, Thnaal, LI(Q»
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= M_’YQ/BU € LOO([OmiaxL Ll(Q)>
:}M’y/e’gvdl‘<+(}0, VOStSTmax
Q
= 661) c LOO([Omia:v[a LI(Q))

qui entraine que

/ ePdr < oo (2.23)
Q

Conséquence du corollaire 2.1

Ici , aussi , une autre estimation utilisée par le biais de la condition (2.4) qui découle immédia-

tement du fait que pour tout s > 0 et pour tout r € [0, M] on a

(L+ f(r,s)) > ce™®

D’ou
fr;s) < ce™”
Par suite
flu,v) < ce™” (2.24)

De plus

S | uo ||8j(d;1 — dp)?
D’ou

5 < Tao T (o=
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n
On peut choisir pour p > > tel que :

- 4dydy
| o Jloo (dr — da)?

pa
et posons 3 = pa , d’ou
4d;dy

U o< 75—
ﬁ H 0 || (dl —d2>2

Alors nous pouvons choisir v et M tel que (2.2)-(2.3) soient satisfies et utilisons les

conséquences du théoréme (2.2) et du corollaire (2.1) , nous déduisons que :

eV = PV — (VP ¢ 1[0, T*[, L(Q))
Par conséquent
e’ e L=([0, T, L' (Q))
et de (2.24), nous obtenons :

ﬂmmemeJ%Lﬂm)p>g

Par les remarques préliminaires , nous pouvons conclure que la solution de (2.1)-(2.3) est globale
en temps et uniformément bornée sur R x Q , et ainsi la démonstration du corollaire se trouve

achevée.
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Chapitre 3

Existence globale d'un systéme de

réaction-diffusion avec controle de masse

3.1 Dissipation ou contréle de masse, structure (P) + (M)

Considérons le systéme élémentaire d’équations différentielles ordinaires (ODE) ou
h : [0, 4+00) — [0, +00) est une fonction réguliere donnée et u,v : [0,7)) — R sont les fonctions

inconnues :

Il est classique qu'une solution locale existe et puisse étre étendue sur un intervalle maximal
[07 Tmax )
Si nous supposons, h(0) > 0, cette solution est positive.

De plus, I'addition des deux équations et l'intégration sur (0,7 donne :

t
/ (dsu + dsv)ds = 0.
0
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

Alors :

Vi >0, wu(t)+ v(t) =uy+ vo.

Avec la non négativité, cela implique que u(t), v(t) restent uniformément bornées sur [0, 7,0z )-

Il s’ensuit que T}, = +00 et que la solution est globale en temps.

Maintenant, que se passe-t-il lorsque la diffusion spatiale se produit ?

Considérons par exemple le systéme d’équations de réaction-diffusion, suivant : u = u(¢, ),

v=uo(t,x),(t,x) € [0,00) x £ Sont les fonctions inconnues :

Oyu — diAu = —uh(v) on (0,00) x Q
O — daAv = uh(v) on (0,00) x €

u(0,-) = uo(-) = 0,0(0,-) = vo(-) = 0

\%:g_z:() on (0,00) x 0f).

Ici, di,dy > 0,9 C RY est un ouvert, borné et régulier et h est comme en avant.

Comme pour 'ODE, si ug, vy € L>®(Q2), l'existence locale d’une solution classique non né-
gative est vérifiée, et la solution peut étre étendue sur un intervalle maximal [0,7,,,,) (voir

chapiter 2). Si la solution (u(t),v(t)) est uniformément bornées sur [0,7,4z), alors Tp,0, = +00.

Si dy = dy = d,en rassemblant les deux équation de (3.1) on obtient :

By(u +v) — dA(u +v) = 0. (3.2)
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

En particulier, on en déduit par principe du maximum avec la condition au limite de Neweman

que :
[u(t) + o)l o=@ < lluo + voll fo e - (3.3)

Avec la non négativité, cela implique que u(t) et v(t) restent uniformément bornées dans L>°((2)
et donc T},,. = +00. Ainsi, la situation est la méme que celle de ’0O.D.E.

QUESTION : Que se passe-t-il lorsque d; # dy ? Il est connu que différentes dif-
fusions peuvent entrainer la perte des propriétés de stabilité des solutions . Mais,
différentes diffusions peuvent détruire 1’existence globale ?

Nous verrons plus loin que la situation est alors bien différente. Cependant, comme pour

I’O.D.E., on peut rassemblar les deux équations :
Oi(u+v) — A(dyu+ dyv) = 0.

En intégrant paraport a t et x . En tenant compte les conditions aux limites, on obtient :
Ll o(u+ ) !
/ /—dxds —/ /A(dlu—l—dw)ldxds =0 (3.4)
0o Jo Os 0 Jo

D’aprés la formule de Green on a :

—/(A(d1u+d2v)1dx:/V(d1u+d2v)V1—/M.ldv
Q Q r Oon

—/A(d1u+dgv)1dx:/V(d1u~l—d2v).V(1)da:
)

Q
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

Est comme :

Alors :

—/ A(dyu + dyv)dx =0
0

Alors (3.4) entrainne :

t
/ / 8(d1u + dQ”U) deds — 0
0 Jo s

= /[dlu + dyvlhdr = 0
= [ v+ doo)(t.2) = (o + o))} = 0

= /Q(dlu(t, x) + dov(t, z))dr = /Q(uo + vp)dz.

Encore une fois, avec la non négativité de u, v, cela implique que

V€ [0, Tonaa) ,  Nu(®)llr@), [v@lLr@) < lluoll Liq) + [1voll gy -

En d’autres termes, la masse totale des deux composantes de la solution n’explose pas, et
u(t), v(t) restent bornées dans L'(Q) uniformément paraport au temps. d’'une autre fagon on

pose la question de I'existence globale suivant :

QUESTION : comment les L'-estimations sur la solution, qui sont uniformes en

temps, contribuent-elles & prouver une existence globale ?

En revenant a la premiére équation du systéme (3.1), et en intégrant dans ’espace et dans
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

le temps, on obtient, ou Q7 = (0,7) x Q :

/QTuh(v) < /Quo

Ceci implique que la non-linéarité de (3.1) est a priori bornée dans L' (Qr). D’oul une autre

question naturelle et intéressante :

QUESTION : Que peut-on dire d’un systéme de réaction-diffusion dont les

termes réactions non linéaires sont bornés dans L' (Qr) ?

Nous répondrons a toutes les questions ci-dessus dans ce chapiter. Plus généralement, nous
citons la plupart des principaux résultats sur ’existence globale dans le temps pour une famille

de m x m systémes de réaction-diffusion vérifiant les deux principales propriétés suivantes :

— la non négativité des solutions .
— la masse totale des composantes est a priori bornée sur tout intervalle fini.

Plus précisément, introduisons le systéme général

Vi=1,...,m
atui - dZAu’L = f’L (ula s 7um) on (O’T> X Q?
(3.4)
Oéi%:: + (1 —ag)u; = B on (0,T) x 08,
uz(()y) = Uy,
\
ot les f; : R™ — R sont des fonctions C! de u = (uy, ..., Uy), et pour tout 1 = 1...m, d; €

(0,00),c; €[0,1], 8; € C2([0,T] x Q),3; > 0. On note X = (0,T) x 9.
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

On sugnifie par une solution classique de (3.4) sur [0,7) Pexistence de :

we C([0,7); LY(Q)™) N L>([0,T — 7] x Q)™ V1 € (0,T),
Vk,l=1...N,Vp € [1,00),0stt, O thy O, ;v € LP((T,T — 7) X Q)™

et les équations de (3.4) sont satisfaites .

\

(3.5)

La plupart du temps, et a partir de la régularité de f, les solutions seront suffisamment

réguliéres pour que les dérivées puissent étre comprises dans le sens usual.

Rappelons d’abord le résultat d’existence locale classique sous les hypothéses ci-dessus :

Lemme 3.1.

Supposons que uy € (L>®(Q)™). Alors, il existe T > 0 et une unique solution classique de

(3.4) sur [0,T). Si Thhae désigne le maximum des T | alors

sup [wi(O) | () < +00| = [Trnaz = +00]. (3.6)
t€[0,Tmaz),1<i<m
Si, de plus, la non-linéarité (f;),<;<,, est quasi-positive (voir (3.7) ci-dessous), alors
[\VI’L = 1, .., My Uso Z O} = [\V/Z = 1, ce ,m,‘v’t S [OaTmaa:) ,UZ(t) Z 0] .
La non-négativité des solutions est préservée si et seulement si la non-linéarité
f=C(f1,..., fm) est quasi-positive ce qui signifie que
(P) Vr € [O,—l—oo)m,Vz:lm, fi(rl,.--77,7:7170’7’/L'+1’--.’Tm)ZO, (37)
ol nous notons r = (ry,---,7,). Cela sera supposé pour toutes les non-linéarités dans ce
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

chapitre.

Remarque 3.1. D’apres (3.6), une L™ bornitide de la solution impliquent une ezistence
globale. Comme déja remarque en (3.2),,(3.3), c’est le cas si tous les d; sont égauz, et ’existence
globale est alors vérifee pour des données initiales bornées. La situation est bien plus compliquée

st les coefficients de diffusion sont différents les uns des autres et cela sera analysé dans le suite

Sans hypothese supplémentaire sur f, les explosions se produisent généralement en un temps

fini (T4 < +00). Ici, nous supposerons que f satisfait une "structure de controle de masse"

(M) Vr € [0,+00)™, > filr)<C

1<i<m

1+ > r] (3.8)

1<i<m

Notez que ceci était satisfait dans 'exemple (3.1) avec C' = 0 et méme avec 1’égalité au lieu de
I'inégalité. Avec des conditions aux limites "correctes", (3.8) implique que la masse totale de la
solution est bornée sur chaque intervalle. En effet, posons W = Z1gi§m u;. L’intégration et la

somme de m équations de (3.4) donne :

En appliquant la formule de Green(1.6) sur la deuxieme terme du premier membre de I'intégalite

ci-dessus on obtient :

Q7 —Ja
= G V91— ion 0
d;{/QVuV1 mvu it r}
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

- — 7 7,_)6

Donc :

6t/QW(t)—/BQZdiVui-ﬁ 8F§C/Q[1+W(t)].

Supposons par exemple que : Vi, a; € (0, 1]. Ensuite, en utilisant les conditions aux limites

D’aprés (3.4) ona :

_oﬂ% = (1 —ay)u; — B on (0,T) x 09,

Ou; _ (1 — ai)u; — B;

on o

Alors :
/aQZquZ ol = /mzcz —Dior
et
lﬁ’L

/BQ Z d /8(2 Z Q;

on pose :
diBi
- /89 zz: Q; -

Alors

o

On a donc 'inégalité de Gronwall

8t/W(t,x)dx§/ ZdZ-Vui.-ﬁ@FjLC/ 14 w(t,z)] de.
Q o0 Q

§c+0/ 1+ w(t,x)]dt.
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

:>8t/w(t,x)dx§c+0/1dx+c/w(t,x)dx
Q 0 0
§c+C)\(Q)+C’/w(t,x)dm
0

On Appligant le lemme de Grounelle(1.4), on pose;
n(t) = Jow(t,z)dx, () = c+ CA(Q), ¢(t) = C
alors;

1'(t) < o(t)n(t) + ¥ (t)

t
[ #(s)ds
= n(t) < e

0(0) + / w<s>ds]

t

/Qw(t,x)dx < eofths[/Qw(O)der/[c—k)\Q]ds

0

< e [/Qw(om - /t[c—l— )\(Q)]ds]

0

c+ AQ)

< e / w(0)dr + e“.Ct,
Q C

Ce qui implique que, pour chaque t dans I'intervalle d’existence

/QW(t) getC/QW(o)Jrk(tcetC),k: (c+/QO) /C. (3.9)

Il s’ensuit que la masse totale [, W (t) est bornée sur tout intervalle[0, T').
D’oul la question : comment cette L' estimation aide & prouver une existence glo-
bale ?

Au lieu de (M), nous pourrions supposer que, pour certains a = (ai)lgigm avec Vi,a; > 0

(M) Vr € [0, +00)™, Z a;fi(r) < C

1<i<m

T ri] . (3.10)
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

Evidemment, (M’) peut étre réduit a (M), aprés avoir multiplié chaque i-iéme équation de
(3.4) par a; et aprés avoir remplacé u; par a;u;. Pour simplifier, nous utiliserons principale-
ment (M) dans la suite, bien que des exemples puissent survenir avec (M”). Comme indiqué
ci-dessus lorsque «; > 0 pour tout 7, les conditions (P)+(M) [i.e. (3.7) +(3.8) | impliquent pour
la plupart des conditions aux limites que la masse totale est controlée. Cependant, il faut faire
attention : si a; = 0, 3; # 0 pour certains ¢ et a; > 0 pour d’autres, alors, les L' — estimations
peuvent échouer . Ceci explique pourquoi nous restreindrons généralement les valeurs de oy, ;.
Beaucoup de systémes viennent naturellement avec les deux propriétés (P) et (M) (ou (M?))
dans les applications. L’objet de la section suivante est de donner quelques exemples de ce
genre. Il convient donc de se poser la question de l'existence globale dans le temps avec ces
deux seules propriétés. Nous considérerons également des systémes, ot non seulement la masse
totale est bornée dans Lsur tout intervalle, mais aussi les non-linéarités sont bornées dans

L' (Qr) pour tout T' < +o0 .

3.2 Quelques exemples de systémes de réaction-diffusion
avec des propriétés (P)+ (M)

Nous donnons ici quelques exemples de systémes de réaction-diffusion trouvés dans la litté-
rature comme modéles pour des applications trés différentes et pour lesquels les deux propriétés

(P) +(M) sont vérifiées.

e Le Bruxellois. Commencons par le model classique dit "Bruxellois" apparaissant dans
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Existence globale pour des systémes de réaction-diffusion avec controle de la masse

la modélisation des processus chimiques morphogénétiques

o — diAu = —uv? + b
0w — dyAv =uv? — (b+1)v+a
(3.11)

U,y = b/a,veo = a

a,b, dl,dg > 0.

Si nous dénotons

flu,v) = —uv® + b, g(u,v) =uv®> — (b+1)v+a

alors pour tous u,v > 0,

f(0,v) =bv >0,9(u,0) =a >0, f(u,v) + g(u,v) < a

de sorte que (P) +(M) soit vérifié. L’existence globale de solutions classiques peut étre

prouvée en petite dimension en utilisant des arguments d’amorgage. [7]

Des systémes trés similaires sont également utilisés dans les modéles de glycolyse ou dans

les modéles dits de Gray-Scott .

¢ Un modéle quadratique. Un modéle pour la dynamique diffusive du calcium avec des

termes quadratique .
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ud
Our = diAug + A (0 + 71ug) (1 —w) — pglﬁ%
8tu2 — dgAUg = —]{71U2 + kil@,
8tU3 - d3AU3 = —k’iU3 — k?QUlUg + l{?1U2 + kféU4 (312)

8tu4 — d4AU4 = k2u1u3 + kéUg) — k/QU4 — k3U1U4

Gtu5 - d5AU5 = k3U1U4 - l{?éU5

e Diffusion de polluants dans I’atmosphére. Un autre exemple intéressant provient de
la modélisation des transferts de polluants dans I’atmospheére (ici N = 3 ) ce systéme de
20 équations :

Oy = d;i0%,9; + w - Vo + fi(d) +gi,Vi=1...20
(3.13)

+ conditions aux bord et des conditions initiales
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Ici les non-linéarités f; sont données par

.

F1(6) = —k1ohy + kasthrg + kasbao + knidrs + kodrida + ks
+ kaada — kasdra — kragide + kradrod — krodridr — kaadrody
Fo(@) = k1opy + karhro — kodr1ds — ks — koo — kradrods
f3(9) = k11 + kirda + kigdis + kazrg — k153
(@) = —krrda + kasds — kroda — kadads — kasroha
[5(6) = 2kagr + krdo + krsdra + ksdrds — ksdsda + kaodrrds
fo(®) = 2kisdrs — ko — kedros + kadsds — kandrrds — kradide
(@) = —kadpr — ksdr + kadhra — kedroe
fs(9) = ka7 + ksdr + krgg + ke
fol®) = —kroho — ks
F10(8) = krgpy + ko2 — kragroda (3.14)
f11(9) = knidrs — kodrida + ksdods — krodridr
f12(9) = ko119
fi3(¢) = ks + krognion
f14(9) = —F1sdra + kragroto
f15(9) = ka1
f16(6) = —k1ob16 — krsdis + kreda
f17(9) = —kaod17¢6
fi8(6) = k001796
F19(9) = —ka1d1o — kasthro + kasda + kasrda — kaadhrodn

f20(@) = —kosdoo + kaaproon
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ol les k; sont des nombres réels positifs. Ces non-linéarités peuvent sembler compliquées,

mais elles sont quadratiques et satisfont évidemment (P)+ (M). La principale nouveauté

de ce systéme est que la diffusion ne se produite que dans le sens vertical. En conséquence,

de nombreux outils, qui reposent sur les effets régularisants de la diffusion, doivent étre

revisités. Méme le terme de transport peut poser de nouvelles difficultés dues a ’absence

de diffusion dans les deux sens.

3.3 Existence de solutions classiques globales

3.3.1 Un résultat typique sur les systémes 2 x 2

Considérons le systéme 2 x 2 suivant :

\

A — dyAu = f(u,v)
A — dyAv = g(u,v)

u(0,-) = up(.) > 0,v(0,-) = vo(.) >0, (3.15)
soit 8% = 1, 5= = B, on (0, +00) x 02,

ou:u=pf,v=[5on (0,+00) x I,

ol di,dy € (0,+00), 81, B2 € [0, +00) et f,g:[0,+00)*> — R sont CL.

Pour ug, vy € L>(£2) avec ug, vy > 0, 'existence de solutions bornées non négatives classiques

est assurée sur un intervalle maximal [0, 7},,4, ) (voir Lemme 3.1). Alors, nous avons le premier

résultat d’existence global suivant :

Théoréme 3.1. [7/

Supposons que (P)+(M) soit vérifié pour (3.15) (voir (3.7), (3.8)). Supposons de plus que
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ug, Vo € Loo(2),up,vg > 0 et, pour certains U,C >0

Yu > U Yo >0, f(u,v) < C[1 4+ u+ 0], (3.16)

Ir>1; Vu,v>0,|g(u,0)|] < CL+u" +07. (3.17)

Alors, Tper = +00.

Commentaires : La condition (3.17) signifie que la croissance de g(u,v) pour u,v —
+00 est au plus polynomiale. La premiére condition (3.16) signifie que la premiére équation
est "bonnée". Un cas typique est par exemple lorsque f < 0 auquel cas u est uniformément
borné sur le temps d’existence par le principe du maximum. C’est plus généralement le cas
lorsque f < C(1 + u). En fait, dans I’énoncé du théoréme 3.1, on peut remplacer (3.16) par la
connaissance a priori que u est uniformément bornée, quelle que soit la raison de ce bornage
. Dans ce cas, la deuxiéme condition (3.17) peut étre remplacée par la condition de wezker
g(u,v) < p(u) (1+0") ot ¢ : [0,00) — [0,00) est non décroissante. L’idée générale de ce
théoréme est que, pour les systémes de structure (P) 4+ (M), si de plus I'un de u ou v est
uniformément bornée sur [0, T},.4.), alors, autre aussi; d’ou l'existence globale.

Avant de donner I'idée principale de la preuve de ce théoréme, appliquons-la & certains des
exemples précédents.
peruve du théoréme (3.1)

La démonstration de ce théoréme (3.1), ce basse sur le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soient w, z des fonctions régulieres (au sens de (1.5)), Satisfaisant

Ow — d1Aw = Oz — do Az ou QT. (3.18)
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avec les mémes conditions auz limites constantes de Neumann ou de Dirichlet pour w z et avec
des données initiales bornées. Ensuite, pour tout 1 < p < 400 Il existe C1Cy telle que, pour
tout t € [0.7

Cillwllzrou < ll2llrge +1 < Calllwlizrge +1].

Plus généralement, si (3.22) est remplacé par
Ow — d1Aw + O1w < 020,z + O3A2 + Oz + HsurQT.
o ©; e R et He LP(QT),H > 0 alors il existe Cy tel que, pour tout t € [0.T]
t
Cillw™|leg, < llzllrg, + 1 +/HH(S)||dS (3.19)
0

Ce lemme est une conséquence du LPthéorie de la régularité pour les opérateurs paraboliques .

En effet, trés grossierement, on peut réécrire (3.22) comme si w = A;ll Ay, 2 Ou Ay, =0p-d;A.
Ainsi, la question est la continuité de 'opérateur A;llAd2 de LP? (QT) en soi.

En réduisant a la limite zero et aux données initiales, 'opérateur est linéaire et la question
équivaut a la continuité de 'opérateur dual de la doub leespace LI(QT), q=p/(p-1)

En soi Cette continuité vaut pour P €]O. + oo| selon le L7 théorie de la régularité.

3.3.2 Application

Application 1 : Commencons par le tout premier exemple donné en précéedement :

Ou — diAu = —uh(v) (3.20)

O — dayAv = uh(v),
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avec h > 0 et des conditions aux limites de Neumann homogeénes. Alors, (3.16) est veérifice

Pour C' = 0. Par principe du maximum on a

VL€ [0, Tnaa) ,  Nu(®)llzoe0) < o]l ooy -

Maintenant, il n’est pas évident que v soit borné. Le théoréme 3.1 affirme que c’est le cas si de
plus A croit au plus comme un polynoéme tel que v — +oc.

Application 2 : Le systéme de Brusselator dans (3.11). D’aprés le théoréme 3.1, il existe

une existence globale de solutions classiques pour ce systéme en toute dimension (cela a été
prouvé dans Michell pierr|7])

Application 3 : Considérons la famille de systémes qui sont des modeéles 2 x 2 typiques pour

notre propos : nous choisissons les non-linéarités
fu,v) = kyuPv? — kyu™®, g(u, v) = ksu®v® — kgu'v9, (3.21)

avec k1 > Op,q,a, 8 > 1.

Alors, (M?) est vérifié si ki1ks < koky.
En effet, pour k € [k:lkjl, kagl]

On a :

(f + kg)(u,v) = (kiuPv? — kyu®v®) 4 k(ksu®v® — kquPv?)
= (kyuPv? — kyu®v®) + kksu®v® — kkqu' 01

k
< (kyuPv? — k:guo‘vﬁ) + k—Q.kguO‘vﬁ — kksuPv?
3

k
< kyuPo? — kgu®v®) + kputo® — k—lkwpvq
4

< kyuPv? — kyuv® + kyu®v? — kjuPv? <0
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Alors :

[klkg < k2k4] = [Vk’ S [klkzl, kgkgl} f + kg < 0} = (M’)

Supposons que cette derniére condition est vérifice. Alors I'existence globale d’une solution est

assuiee D’aprés le théoréme (3-1) Si: .

B>qet Bp—ag<pB—qlou[f=qetp<a

(3.22)
Oulp>actfp—ag<p—ajoulp=aetf <.
En effet, supposons par exemple que :
{ B> qetfp—aqg < f—q (3.23)

Dans ce cas on peut écrire :

k
fu,v) = kauPv? {k—l — uo‘pvﬂq] :

2

Sur ’ensemble :

{(u,v) € (0,00)%u* PV’ > ky /ko }

ona :

f<0

Sur le complément K de cet ensemble, on écrit :

V(u,v) € KuP"'v? = [ua—pvﬁ—q} Btq (- 1)— 15

q
k‘l B—a  Bp(-=B—pa+q)—ag+pq
< |— U B—q .

ks
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k E%E p—ag
< || ()
D’aprés 'hypothése(*) :
fp—aq
P—q

Alors la puissance de u est négative dans le dernier terme ci-dessus : il s’ensuit que :
V(u,v) € K avecu > 1 f(u,v) = kouPv? [kiky '] — u® Pof ™

k
f(u,v) = kg.k—lupvq — kquPyPa
2

< kyuPo?

puisque

B—a Bp—«
On obtient f(u,v) < kyu(ul~'v?) = f(u,v) < [k—ﬂ =
et comme u > 1 et sa puissance
Bp — aq <0
B—q

Bp—agq
alors,u 7=« <1
q

ce qui implique f(u,v) < kju [:—;] o Ccu< c(l14+u+0v)
et donc la condition du théoreme (3.1) est vérifie
Ainsi, (3.16) se satisfaie pour U = 1 et C' comme défini juste au-dessus. Supposons maintenant

B =q,p < «. Alors, on écrit
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)1

Il est évident que f < 0 pouru > U = [klk; 1] (©P)™" a deuxieme ligne de 3.22) est exactement

la méme condition que dans la premiére ligne lorsque nous échangeons les roles de u et v.

3.4 Extension aux systémes m X m

La démarche préceédent a été étendue pour des systémes m x m a structure ditetriangu-
laire,ce qui signifie essentiellement que fi,f; +f2, fi +fo +f3,...s0nt tous bornées Supperieure-

ment par une fonction linéaire des u; Nous pouvons ennoncer les résultat suivant :

Théoréme 3.2. -[7/-
Soit f € C avec au plus croissance polynomiale et satisfiant sont la quasi-positivité (P). Sup-
posons de plus qu’il existe C' > 0,b € IR et une matrice p triangulaire inférieure inversible m

x m avec des entrées non négatives telles que

Vr € [0.00)", pf(r) < [1+ Z ri|b

1<i<m

ot l'ordre habituel dans I R™ est utilisé. Ensuite, le systéme

Owu; — didu; = fi(uy..., Uy )ou(0.7)z€2.

Vi, 9% = 3 > 0(ouVi.u; = B; >)ou(0.T)zd9

u;(0,.) = u;y € L®(Q),u;, > 0.

admet une solution globale.
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