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Notations

R Ensemble de nombres réels.

Ω Un domain bornè dans l’espace eclidien R à frontière Γ(∂Ω)

suffisamment règulière

x Le vecteur (x1, x2, ....xn)de R

∂u
∂η

Dèsigne la dèriveè normale de u exterieure à ∂Ω

η Le vecteur unitaire normal exterieur à Γ

∇ u Grad u =( ∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, .......... ∂u

∂xn
)

∆ u Le Laplacien de u et dèfini par ∆u = (∂
2u

∂x2
1
+ ∂2u

∂x2
2
+..........+ ∂2u

∂x2
n
)
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Introduction

L’etude de l’exstence globale en temps des solutions des systèmes appelès de rèaction-

diffussion constitue l’une des questions fondamontales de la thèorie générale des èquations

aux dèrivèes partialles, devenues aujourd’hui l’un des thèmes important de la comprèhension

scientifique.

Les SRD (système de Rèaction-diffusion) sont des systèmes d’equations aux dèrivèes partielles

de type parabolique semi-linèaires qui s’ecrivent formellment :

∂u

∂t
−D∆u = f(u) sur Ω× ]0, T [

Avec des conditions aux limites et initiales donnèes. Ω est un ouvert de Rn le terme de dif-

fusion D∆u , u(x, t) est un vecteur à m composantes, D est une matrice diagonal d’order m.

f : Rm → Rm (terme de rèaction) est une application non linèaire.

Ces èquations modèlisent des phènomèns qui apparaissent dans des sècteurs variès, tels que : la

Chimie, la Biologie, la Neurophysiologie, la combustion, la Génétique, des population,......etc.

Depuis longtemps, du côté mathèmatique, l’existence d’une solution globale positive pour les

SRD en temps, était l’objet de plusieurs études.

Dans ce mémoire, On s’intèresse à l’etude de l’existence globale des solutions par deux me-

thodes :

La 1re mèthode dècrite au sein de notre deuxième chapitre pour des problèmes de rèaction

diffusion ètudiès dans K.Saoudi[6] et Kouachi-Youkana[9] de type :

∂u

∂t
− d1△u = f(u, v)

sur R+ × Ω

∂v

∂t
− d2△v = g(u, v)

(1)
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Avec des conditions aux bords

∂u

∂η
=
∂v

∂η
= 0 sur R+ × ∂Ω (2)

Et des données initiales : 
u(0, x) = u0(x)

sur Ω

v(0, x) = v0(x)

(3)

Ou Ω est un ouvert de Rn diffèrentiable. Le principe de cette mèthode se base sur l’obten-

tion des estimations à priori (bornitude dnas L∞(Ω) sur les fonctions u et v en utilisant la

fonctionnelle dite de lypunove qui est introduite par S.Kouachi-A.Youkana [9] cette fonction-

nelle aide à appliquer le thèorème de Hannery [2] qui assure la L∞-bournitude des soulution si

f ∈ L∞([0, T ], Lp(Ω) .

La 2eme mèthode sera le but de notre 3eme chapitre, elle a ètè proposèe par Michel-pierre [7]

pour des problèmes de Rèaction diffusion qui vèrifient deux propriètès principales telles que :

1- (P ) : la quasi positivitè de la non linèairitè (terme de rèaction ) ce qui donne la positivitè

des solution.

2- (M) : propriètè de contrôle de la masse [ie] ; les deux composantes u et v de la solution sont

bornèes dans L1(Ω) .

En Applique cette mèthode pour des problèmes de types :



∂tu− d1∆u = −uh(v) on (0,∞)× Ω

∂tv − d2∆v = uh(v) on (0,∞)× Ω

u(0, ·) = u0(·) ≥ 0, v(0, ·) = v0(·) ≥ 0

∂u
∂n

= ∂v
∂n

= 0 on (0,∞)× ∂Ω.

(4)

Avec d1, d2 > 0 , d1 ̸= d2, Ω et un ouvert de Rn et h est une fonction régulière donnée est plus

2



Préliminaires

gènèralement pou des systèmes de m èquations de type :

∀i = 1......,m

∂tui − di∆ui = fi(u1..., um) ou (0.T )Ω.

∀i, ∂ui

∂η
= βi ≥ 0 ou (∀i.ui = βi ≥) ou (0.T )∂Ω

ui(0, .) = ui0 ∈ L∞(Ω), ui0 ≥ 0.

Dans les deux cas on donne des thèorèmes d’existence dèmontrès par Michel-pierre et finalement

on termine par des applications et des exemples sur des modeles de R.D.vèrifiant les propriètès

(p) + (M).
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Les espace Lp

Soit Ω un ouvert de Rn On désigne par L1(Ω) l’espace des fonctions intégrables au sens de

Lebesgue sur Ω à valeur Dans R , on pose :

∥u∥L1 =

∫
Ω

|u(x)|dx. (1.1)

Définition 1.1. Soit p ∈ R 1 ≤ p < ∞ ; on pose

Lp(Ω)={u : Ω ⇒ R ; u mesurable et |u|p ∈ L1(Ω)}

Muni de la norme :

∥u∥Lp =

[∫
Ω

|u(x)|pdx

]1/p
. (1.2)

Définition 1.2. On pose . :

L∞(Ω) = {u : Ω ⇒ R ; u mesurable existe une constante C telle que |u(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

On note

∥u∥L∞ = inf{C; |f(x)| ≤ Cp.p.surΩ}. (1.3)

4



Préliminaires

Remarque 1.1. Les espaces Lp(Ω) munis de la norme (1.2) sont des espaces de Banach .

En particulier L2(Ω) (pour p = 2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Définition 1.3. Soit X un espace de Banach, on désigne par Lp(0, T ;X) l’espace des fonc-

tions mesurables u :]0, T [⇒ X tel que

Lp(0, T,X) = {u meusrable de [0, T ] ⇒ X :

∫ T

0

∥u∥pxdt <∞, 1 ≤ p <∞}.

Muni de la norme

∥u∥Lp(0,T,X) = (

∫ T

0

∥u∥pXdt)
1/p. (1.4)

Définition 1.4. On dit que M est le sup ess de f sur Ω si l’ensemble {x ∈ Ω; f(x) > M} est

de nulle.

On a :

L∞(0, T,X) = {u mesurable de [0, T ] → X sup esst∈[0,T ]∥u∥X <∞}

Muni de la norme :

∥u∥L∞(0, T,X) = sup esst∈[0,T ]∥u∥X . (1.5)

5



Préliminaires

1.2 Les espaces de Hilbert

Définition 1.5. -[5]- Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u, v) est une forme

bilinaire de H× H dans R, symtrique, dèfinie positive [i.e. (u, v) ⩾ 0 ∀u ∈ H et (u, u) > 0 si

u ̸= 0 ].

Rappelons qu’un produit scalaire vèrifie l’inègalitè de Cauchy-Schwarz :

|(u, v)| ⩽ (u, u)1/2(v, v)1/2 ∀u, v ∈ H.

Rappelons aussi que

|u| = (u, u)1/2 est une norme.

Définition 1.6. -[5]- Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u, u)1/2.

1.3 Les espaces de sobolev

Pour tous m ∈ N, on définit les espaces de Sobolev Hm(Ω) par :

pour m = 1

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω),

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ n

}

muni de la norme

∥u∥H1(Ω) =

(∫
Ω

|u|2dx+
∫
Ω

n∑
i=1

| ∂u
∂xi

|2dx

) 1
2

=

(∫
Ω

|u|2dx+
∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

6



Préliminaires

H1
0 est l’adhérence de D(Ω) dans H1 et on écrit

H1
0 =

{
u ∈ H1, u|Γ = 0

}

D’une façon générale pour m ∈ N et on définit :

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω),Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nn : |α| ≤ m

}

muni de la norme

∥u∥Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2dx

 1
2

=

∑
|α|≤m

∥Dαu∥2L2(Ω)

 1
2

H−m(Ω) = L (Hm
0 (Ω),R) est l’espace dual de Hm

0 (Ω).

Remarque 1.2. Si u est une fonction et α ∈ Nn, On note Dαu la dérivée d’ordre α de u

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 · .....∂xαn

n

1.4 Formule de Green

On se donne Ω un ouvert borné de frontière régulière Ω et η⃗ = (η⃗1, ..., η⃗n) la normale

extérieure au point x .

Soient u une fonction de H2(Ω) et v une fonction de H1(Ω).

Alors la formule de Green s’écrit

∫
Ω

(∆u)vdx =

∫
Γ

∂u

∂η
vdΩ−

∫
Ω

∇u∇vdx (1.6)
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Préliminaires

Remarque 1.3. La forme vectorielle de la formule de Green est :

∫
Ω

∇u.vdx =

∫
Γ

u.vdΩ−
∫
Ω

v.∇vdx. (1.7)

On a

∇(u.v) = ∇u.v + u∇v. (1.8)

Et

∇(∇u) = ∆u.

1.5 Inégalités fondamentales

Lemme 1.1. -[5]- (Inégalité de Cauchy)

ab ≤ a2

2
+
b2

2
.

Lemme 1.2. -[5]- (Inégalité de Young)

Pour 1 < p, q <∞, telle que 1
p
+ 1

q
= 1 et a, b > 0 on a l’inégalité

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

8



Préliminaires

Lemme 1.3. -[5]-

(Inégalité de Hölder)

Soient u ∈ Lp et v ∈ Lq avec 1 ≤ p ≤ ∞ alors u.v ∈ L1 et

∫
Ω

|uv| ≤ ∥u∥Lp∥v∥Lq .

Inègalitè de Gronwall

Lemme 1.4. (la forme différentielle de l’inégalité de Gronwall)

Soit η (.) une fonction absolument continue positive sur [0.T], qui satisfait pour p.p l’inégalité

différentielle

η′(t) ≤ ϕ(t)η(t) + ψ(t),

ou ϕ (t) et ψ (t) sont des fonctions sommables, positives sur [0,T].Aors

η(t) ≤ exp(

t∫
0

ϕds)

[
η(0) +

t∫
0

ψ(s)ds

]

pour tout 0 ≤ t ≤ T Notamment, si

η′ ≤ ϕη sur [0, T ]et η(0) = 0

Alors

η ≡ 0 sur[0, T ]

Lemme 1.5. ( la forme intégrale de l’inégalité de Gronwall)

Soit f(t) une fonction sommable , positive sur [0,T] qui satisfait pour p.p l’inégalité intégrale :

f(t) ≤ C1

t∫
0

f(s)ds+ C2,

9



Préliminaires

pour les constantes C1, C2 ≥ 0. Alors

f(t) ≤ C2(1 + C1te
−C1t)

pour p.p 0 ≤ t ≤ T

Notamment,si

f(t) ≤ C1

t∫
0

f(s)ds

pour p.p, 0 ≤ t ≤ T

f(t) = 0p.p.

1.6 Formes quadratiques

Définition 1.7. Soit A = (aij)1≤ij≤n une matrice sèymetrique, alors une forme quadratique

T (u1, u2, .....un), associè à la matrice A est un polynôme homogène du second degrèe relativement

aux n variables u1, u2, ...., un, qui se resprésente sous la forme :

T (u1, u2, ...., un) =
∑
i.j=1

aijuiuj Ou aij = aji Et i = 1....n (1.9)

Définition 1.8. Soit (u1, u2, ...., un)t une matrice colonne et la forme quadratique Au, u =
∑

i.j=1 aijuiuj

Alors ; ⟨Au, u⟩ = Au, u si A est symtrique rèelle, alors ⟨Au, u⟩ est dite forme quadratique rèelle.

Définition 1.9. Une forme quadratique est dit définie positive, i.e

A(u, u) > 0, u ̸= 0.

10



Préliminaires

þ Une forme quadratique est dèfini posituve.Si,et seulement si, tous les déterminant princi-

paux successifs de sa matrice des coefficients sont positifs,i.e.

dete1 > 0, dete2 > 0, ..., dete n > 0.

Définition 1.10. Une forme quadratique est dite définie non-négative si, pour des valeurs

réelles arbitraires, des variables non-tous nulles, On a

(u ̸= 0), A = (u, u) ≥ 0.

Théorème 1.1. -[3]-

Une forme quadratique est définie non négative si, est seulement si,tous les déterminants prin-

cipaux de sa matrice de coefficients sont non négative.

1.7 Semi-groupes

Définition 1.11. Soit H un espace de Hilbert. Une famille d’opérateurs linéaires bornés

S(t) : H ⇒ H dépendant du paramètre t ≥ 0 forment un semi-groupe si :


S(0) = IH

S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) ∀t1, t2 ≥ 0

(1.10)

Définition 1.12. Le semi-groupe (S(t))t≥0 est dit fortement continu à l’origine, ou de classeC0si

de plus ∀x ∈ H limt→0 S(t)x = x.

Définition 1.13. On appelle générateur infinitésimal d’un C0–semi-groupe (S(t))t≥0 , un opé-

rateur A défini sur l’ensemble :

11



Préliminaires

D(A) = {∀x ∈ H lim
t→0

s(t)x− x

t
existe}.

par :

Ax = lim
t→0

s(t)x− x

t
,∀x ∈ D(A).

Remarque 1.4.

1. - Il est clair, que le générateur infinitésimal d’un C0–semi-groupe est un opérateur li-

néaire.

2. - Si S(t)t≥0 est un C0–semi-groupe dans H, alors l’adjoint S∗ (t) et aussi un C0 –semi-

groupe dans H.

3. - Le générateur infinitésimal de (S∗(t))t≥0 est (A∗, D(A∗)).

Définition 1.14. On dit que (S(t))t≥0 est un C0 –semi-groupe de contraction sur H, si

∥S(t)∥ ≤ 1,∀t ≥ 0.

Théorème 1.2. (Hille Yosida) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur A

fermé de domaine D(A) dense dans X soit générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe

C0 est qu’il existe deux nombres réels M et ω tel que :

∀λ ∈ R : tel que Re(λ) > ω, λ

n’est pas dans le spectre de A .

et

∥(λI − An)∥ < M

(λ− ω)n
,∀n ∈ N

. On pose Aλx = λAR(λ,A)(x).

12



1.8 Région invariante

Définition 1.15. un sous ensemble fermé
∑

⊂ R2 est appelé une région invariante pour le

systeme de R.D,si tout solution (u(x,t),v(x,t)) ayant ses valeurs initiales et aux limites dans
∑

, reste dans
∑

pour tout x ∈ Ω et pour tout t ∈ [0, Tmax[

13



Chapitre 2
Existence globale pour un système de rèaction

diffusion par l’utlisation de la fonction de

lyaponov

Dans ce chapitre ona ètudie l’existence et l’unucitè des solution restant Uniformèment bornèe

pour une classe de systèmes de rèaction diffusion, En utilisant la fonctionnelle de lyapounov et

le thèorème de Henry.

2.1 Position du problème

On considère le système de réaction-diffusion suivant :



∂u

∂t
− d1△u = −f(u, v)

sur R+ × Ω

∂v

∂t
− d2△v = f(u, v)

(2.1)

14



Avec conditions aux bords (Neuman)

∂u

∂η
=
∂v

∂η
= 0 sur R+ × ∂Ω (2.2)

Et des données initiales :



u(0, x) = u0(x)

sur Ω

v(0, x) = v0(x)

(2.3)

Ω est un ouvert borné de classe C1 de Rn à frontière Γ(∂Ω) suffisamment régulière,
∂

∂η
désigne

la dérivée normale extérieur à ∂Ω, d1 et d2 sont deux constantes strictement positives .

Les données initiales sont supposées dans une région
∑

définie par :

∑
=
{
(u0, v0) ∈ R2 : u0 ≥ 0; v0 ≥ 0

}
,

f représente l’intéraction non linéaire, supposée continument différentiable dans R+ × R+, non

négative vérifiant : f(0,s)=0 ∀s ≥ 0 Et

lim
n→+∞

[
ln(1 + f(r, s))

s

]
< α < α∗ ∀r ≥ 0, (2.4)

α∗ =
8d1d2

n ∥ u0 ∥∞ (d1 − d2)2
, (2.5)

Notre but est d’établir l’existence globale en temps d’une solution du système (2.2)-(2.3) où on

utilise les techniques de la fonctionnelle de Lyapunov, voir [6] [9] .

En générale pour démontrer l’existence globale en temps des solutions d’un système de réaction-
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diffusion, il suffit de montrer que les termes de réaction sont dans L∞([0, Tmax[, L
p(Ω)) pour

certain p >
n

2
où n = dimΩ .

Cette méthode est justifiée par l’application du théorème de l’existence globale par effet ré-

gularisant.

Théorème 2.1. [6] Soit l’équation :



∂u

∂t
−△u = f(t, x, u) sur [0, T [×Ω

∂u

∂η
= 0 sur [0, T [×∂Ω

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(2.6)

Si f(t,x,u) est dans L∞([0, T [, Lp(Ω)) pour p >
n

2
où n = dimΩ , alors la solution de (2.6) est

globale.

Remarque 2.1.

f(t, x, u) ∈ L∞([0, T [, LP (Ω)), (2.7)

Alors

sup
0≤t<T

∥ f(t, x, u) ∥LP (Ω)< +∞, (2.8)

D’où ∫
Ω

|f(t, x, u)|pdx ≤ c ∀t ∈ [0, T ],

Ce qui montre que la solution est globale , voir ([2]).
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2.2 Existence locale et Positivité

2.2.1 Existence locale

On transforme le système (2.2)-(2.3) en une équation différentielle abstraite de premier ordre

dans l’espace de Banach X = C(Ω)× C(Ω) , muni de la norme :

∥ Z ∥X=∥ u ∥C(Ω) + ∥ v ∥C(Ω), (2.9)

Où Z = (u, v) et

∥ u ∥C(Ω)= sup
x∈Ω

|u(x)|, (2.10)

de la forme


dZ

dt
= TZ(t) + F (Z(t)) t > 0

Z(0) = Z0

(2.11)

Z0 = (u0, v0) ∈ X, Et

Z : R+ −→ X,

t −→ Z(t) = (u(t), v(t)),

Et

T : D(A)×D(A) −→ X,

Un opérateur linéaire définit par :

TZ(t) = (d1Au(t), d2Av(t)),

17



Avec

Au = △u sur D(A),

Où

D(A) =

{
u ∈ C(Ω) : △u ∈ C(Ω) et

∂u

∂η
= 0

}
, (2.12)

Et

F (Z(t)) = (−f(u, v), f(u, v)),

Il est clair que la fonction abstraite (vectorielle) F est localement lipschitzienne en Z , et

l’opérateur linéaire T engendre un semi-groupe analytique d’opérateurs linéaires sur X , voir

[6]

Théorème 2.2. [2] Pour toute donnée unitaire Z0 ∈ X le problème (2.11) admet une solution

locale unique forte définit sur [0, Tmax[

2.2.2 Positivité

Pour la positivité des solutions du système (2.2)-(2.3) , on va utiliser la technique des régions

invariantes et du principe du maximum.Toute fois on a besoin des résultats suivants.
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Théorème 2.3. [4]

Considèron le système de rèaction diffusion suivant



∂u

∂t
− d1△u = f(u, v)

sur R+ × Ω

∂v

∂t
− d2△v = g(u, v)

(2.13)

f(0, v) ≥ 0,∀v ≥ 0 et g(u, 0) ≥ 0,∀u ≥ 0,

Alors la région
∑

définie par (Déf 1.15) est invariante pour ce système

Application au système étudié :

Pour la première équation du système (2.2)-(2.3) , on a :

−f(0, v) = 0 ≥ 0,∀v ≥ 0.

Pour la deuxième :

f(u, 0) ≥ 0,∀u ≥ 0,

Puisque f est par définition positive.

Alors si u0(x) ≥ 0 et v0(x) ≥ 0 sur Ω, on déduit que u(t, x) ≥ 0 et v(t, x) ≥ 0 sur [0, Tmax[×Ω.

2.3 Existence globale

Il n’est pas évident de prouver l’existence globale des solutions de (2.2)-(2.3) quand on utilise

les méthodes classiques , telles que la méthode des régions invariantes vu la complexité et la

difficulté des termes de réaction de certains systèmes de réaction-diffusion.

Pour cela , nous nous consacrons fonctionnelle basèe sur la fonctionnelle de "Lyapunov " qui

a justifiée des résultats satisfaisants (voir kouachi [9]) .
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Pour l’existence globale des solutions du système (2.2)-(2.3) a l’alternative .

Théorème 2.4. -[6]-

Pour toute solution (u(t,x), v(t,x)) du problème (2.2)-(2.3)on a :

(i) Soit ∥ u(t, .)+v(t, .) ∥∞ est bornée sur [0, Tmax[ et la solution est globale (i.e Tmax = +∞)

.

(ii) Soit lim
t→Tmax

∥ u(t, .) + v(t, .) ∥∞= +∞ et la solution n’est pas globale ou on dit qu’elle

explose en temps fini Tmax ou bien qu’elle cesse d’exister .

Dans tout ce qui suit ou suppose que u0 ∈ L∞(Ω)

Pour la bornitude de u on va utiliser le principe du maximum dont l’une des formes les plus

simplifiées est la suivantes :

Théorème 2.5. Si u(t,x) vérifie

∂u

∂t
− d1△u ≤ 0 sur [0, Tmax[×Ω,

∂u

∂η
≤ 0 sur [0, Tmax[×Ω,

Alors

u(t, x) ≤ max
x∈Ω

u0(x),

Alors le problème (le plus dèficat ) qui reste à aboder est la bornitude de v pour laquelle

toutes les techniques citées plus haut (Région Invariante, Principe du Maximum,... etc)

ne marchent pas. Pour cela on va étudier ce problème par la technique basée sur la Fonctionnelle

de "Lyapunov ".
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Définition 2.1. On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée à un système de réaction-

diffusion formé de m équations, toute fonction :

L : R+ −→ R+,

t −→ L(t),

telle que

∂L(u1(t, .), u2(t, .), ......., um(t, .))

∂t
≤ 0. (2.14)

Pour toute solution (u1(t, .), u2(t, .), ......., um(t, .)). Selon [2] , il suffit d’estimer uniformé-

ment ∥ f(u, v) ∥p sur [0, Tmax[, pour p >
n

2
.

Le résultat principal suivant , répond dans quelques sens à cette préoccupation .

Théorème 2.6. Soit (u(t,.),v(t,.)) solution du problème (2.1)-(2.3) , alors :

La fonctionnelle : t −→ L(t) =

∫
Ω

(M − u(t, x))−γexp(β, v(t, x))dx (2.15)

est non croissante sur [0, Tmax[ , pour toutes constantes positives β et γ telles que :

βM < γ <
4d1d2

(d1 − d2)
, (2.16)

et tout M satisfaisant :

∥ u0 ∥∞< M. (2.17)

Démonstration. La continuité de la solution u(t,x) et la condition (2.16) argumentent le
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fait que la fonctionnelle de Lyapunov est bien définie pour tout t > 0 et pour des raisons

convenables, on peut supposer qu’elle est bien définie pour tout t ≥ 0

Pour que L soit décroissante, il faut et il suffit qu’elle admet une dérivée négative :

L
′
(t) =

∂L(t)

∂t
=

∂

∂t

∫
Ω

(M − u)−γeβvdx

=

∫
Ω

∂

∂t
[(M − u)−γeβv]dx

=

∫
Ω

[−γ(−ut)(M − u)−γ−1eβv + β(M − u)−γ(vt)e
βv]dx

=

∫
Ω

[γ(d1△u− f)(M − u)−γ−1eβv + β(d2△v + f)(M − u)−γeβv]dx

=

∫
Ω

[γd1(M − u)−γ−1eβv△u+ βd2(M − u)−γeβv△v]dx

+

∫
Ω

[β(M − u)−γ − γ(M − u)−γ−1].f.eβvdx

= I + J.

Montrons que I et J sont négatives

I =

∫
Ω

[γd1(M − u)−γ−1eβv△u+ βd2(M − u)−γeβv△v]dx.

= −
∫
Ω

[∇(γd1((M−u)−γ−1)eβv)∇udx+
∫
∂Ω

∂u

∂η
(γd1((M−u)−γ−1)eβv)dΓ−

∫
Ω

∇(βd2((M−u)−γ)eβv)∇v]dx

+

∫
∂Ω

∂u

∂η
(∇(βd2((M − u)−γ)eβv)dΓ.

On a : ∫
∂Ω

∂u

∂η
(γd1((M − u)−γ−1)eβv)dΓ = 0

Et ∫
∂Ω

∂u

∂η
(∇(βd2((M − u)−γ)eβv)dΓ = 0.
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Donc

(1.7)
= −

∫
Ω

[∇(γd1((M − u)−γ−1)eβv)∇u+∇(βd2((M − u)−γ)eβv)∇v]dx.

(1.8)
= −

∫
Ω

[γd1(∇(M − u)−γ−1eβv + (M − u)−γ−1∇(eβv)∇u]dx

−
∫
Ω

[βd2(∇((M − u)−γ)eβv + (M − u)−γ∇(eβv))∇v)]dx.

=−
∫
Ω

[γd1((−γ − 1)(−∇u))(M − u)−γ−2eβv + (M − u)−γ−1βeβv(∇v)∇u]dx

−
∫
Ω

[βd2((−γ)(−∇u)(M − u)−γ−1eβv + β(M − u)−γeβv(∇v))∇v]dx

=−
∫
Ω

[γd1((γ + 1)(M − u)−γ−2eβv|∇u|2 + β(M − u)−γ−1eβv.∇u.∇v)]dx

−
∫
Ω

[βd2(γ(M − u)−γ−1eβv.∇u.∇v + β(M − u)−γeβv|∇v|2)]dx

=−
∫
Ω

[γd1(γ + 1)|∇u2|+ β(M − u)∇u∇v + βyγ(M − u)∇u∇v + β2d2(M − u)2|∇v|2]

(M − u)−γ−2eβvdx.

I = −
∫
Ω

T (∇u,∇v)(M − u)−γ−1eβvdx,

Où

T (∇u,∇v) = γd1(γ + 1)|∇u|2 + βγ(d1 + d2)(M − u)∇u.∇v + β2d2(M − u)2|∇v|2,

T est une forme quadratique en∇u et ∇v , c-à-d :

[T (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2]

Pour confirmer que I est négative , nous devons assurer que la forme quadratique T est non

négative, ce qui entraine , compte tendu du théorème (1.1) que tous ces déterminants principaux

de sa matrice des coefficients doivent être non négative , c’est à dire :
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det1 ≥ 0 et det2 ≥ 0 en effet :

det1 = d1γ(γ + 1) ≥ 0

Et par suite , on a

det2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
d1γ(γ + 1)

βγ(d1 + d2)(M − u)

2
βγ(d1 + d2)(M − u)

2
β2d2(M − u)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= d1γ(γ + 1)β2d2(M − u)2 − β2γ2(d1 + d2)

2(M − u)2

4
,

=
4(d1γ(γ + 1)β2d2(M − u)2)

4
− β2γ2(d1 + d2)

2(M − u)2

4
,

=
β2(M − u)2(4γd1(γ + 1)d2 − γ2(d1 + d2)

2

4
,

D’où

det 2 ≥ 0 ⇒ β2(M − u)2(4γd1(γ + 1)d2 − γ2(d1 + d2)
2

Ce qui entraine ;

4d1d2γ(γ + 1)− γ2(d1 + d2)
2 ≥ 0,

⇒ 4d1d2γ
2 + 4d1d2γ − γ2(d21 + d22 + 2d1d2) ≥ 0

⇒ (4d1d2γ
2 + 4d1d2γ − γ2d21 − γ2d22 − 2γ2d1d2) ≥ 0

⇒ (2γ2d1d2 − γ2d21 − γ2d22 + 4d1d2γ) ≥ 0

⇒ −γ2(−2d1d2 + d21 + d22) + 4d1d2γ ≥ 0

il vient

4d1d2γ − γ2(d1 − d2)
2 ≥ 0,

Ce qui donne :

4d1d2γ ≥ γ2(d1 − d2)
2
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⇒ γ ≤ 4d1d2(γ + 1)

(d1 − d2)2
,

Et pour que

J =

∫
Ω

[β(M − u)−γ − γ(M − u)−γ−1].f.eβvdx,

Soit aussi négative , il faut et il suffit que :

β(M − u)−γ − γ(M − u)−γ−1 ≤ 0,

(M − u)−γ−1(β(M − u)− γ) ≤ 0

⇒ β(M − u)− γ ≤ 0

comme

∀u, 0 < u < M

Alors

(M − u)−γ−1 > 0

Si γ > βM

On a βM − βu− γ < γ − βu− γ = −βu < 0.

Ainsi , pour tout γ et β positives , telle que :

βM < γ <
4d1d2

(d1 − d2)2
,

On a I ≤ 0 et J ≤ 0. et donc sous les condition(2.15)et(2.16) L′(t) ≤ 0 .

Corollaire 2.1. Supposons que la fonction f(r,s) est différentiablement continue sur R+×R+

, non négative , avec f(0,s)=0 pour tout s ≥ 0 et vérifie la condition (2.4), alors :

Toutes solutions de (2.1)-(2.3) avec les données initiales dans la régions
∑

, sont globales en
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temps et uniformément bornées sur [0,+∞[×Ω.

Preuve

Il est visiblement clair que la région
∑

est invariante pour le système (2.1)-(2.3) (thèoreme(2.4)),

ce qui assure une couverture théorique permettant d’étudier l’évolution des solutions positives

quelque soit le temps.

Comme la réaction f est continue dans R+ × R+ et 0 < u ≤ M , alors on peut justifier que la

limite de (2.4) est uniforme pour tout r dans [0,M] et dans ce cas , on peut choisir une constante

α positive telle que :

lim
s→+∞

[
ln(1 + f(r, s))

s

]
< α < α∗

rèste uniforme pour r dans [0,M] , alors

∀ϵ > 0,∃β > 0 : ∀s > 0, pours > β,

On a :

| ln(1 + f(r, s))

s
− α| ≤ ϵ

D’où :

ln(1 + f(r, s)) ≤ α.s

L’inégalité reste vraie pour β > 0

ln(1 + f(r, s)) ≤ β + α.s⇔ ln(1 + f(r, s)) ≤ ln(c) + α.s.ln(e); ln(c) = β

⇔ ln(1 + f(r, s)) ≤ ln.c.eα.s

(1 + f(r, s)) ≤ ceα.s pour tout s ≥ 0 et tout r ∈ [0,M ]
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Conséquence du théorème 2.6

L’estimation utilisées dans ce théorème par le biais de la fonctionnelle de "Lyapunov " , nous

permet d’en déduire des résultats importants considéres comme le pierre angulaire de la théorie

d’existence globale des solutions des systèmes de réaction-diffusion, auquel on a montré que :

L
′
(t) ≤ 0

Ce qui signifie que cette fonctionnelle :

L(t) ≤ cte

Et par suite , en vertu de la définition de celle-ci , on déduit le résultat suivant :

∫
Ω

(M − u)−γeβvdx < +∞

⇔ ∥(M − u)−veβγ∥L1(Ω) < +∞ ∀0 ≤ t ≤ Tmax

⇔ sup ∥(M − u)−veβγ∥ < +∞

On aboutit au résultat suivant

(M − u)−γeβv ∈ L∞([0, Tmax[, L
1(Ω)) en(2.22)

Maintenant , par une démarche analogue à celle introduisant (2.22), tenant compte du fait

que :

(M − u)−γ ≥M−γ

On aboutit au résultat suivant :

(M − U)−γeβv ∈ L∞([0, Tmax[, L
1(Ω))
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⇒M−γeβv ∈ L∞([0, Tmax[, L
1(Ω))

⇒M−γ

∫
Ω

eβvdx < +∞, ∀0 ≤ t ≤ Tmax

⇒ eβv ∈ L∞([0, Tmax[, L
1(Ω))

qui entraine que

∫
Ω

eβvdx < +∞ (2.23)

Conséquence du corollaire 2.1

Ici , aussi , une autre estimation utilisée par le biais de la condition (2.4) qui découle immédia-

tement du fait que pour tout s ≥ 0 et pour tout r ∈ [0,M ] on a

(1 + f(r, s)) ≥ ceα.s

D’où

f(r, s) ≤ ceα.s

Par suite

f(u, v) ≤ ceα.v (2.24)

De plus

α <
8d1d2

n ∥ u0 ∥∞ (d1 − d2)2

D’où

n

2
α <

4d1d2
∥ u0 ∥∞ (d1 − d2)2
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On peut choisir pour p >
n

2
, tel que :

pα <
4d1d2

∥ u0 ∥∞ (d1 − d2)2

et posons β = pα , d’où

β ∥ u0 ∥∞<
4d1d2

(d1 − d2)2

Alors nous pouvons choisir γ et M tel que (2.2)-(2.3) soient satisfies et utilisons les

conséquences du théorème (2.2) et du corollaire (2.1) , nous déduisons que :

eβv = e(pα)v = e

eβv = e(pα)v = (eαv)p ∈ L∞([0, T ∗[, L1(Ω))

Par conséquent

eβv ∈ L∞([0, T ∗[, L1(Ω))

et de (2.24), nous obtenons :

f(u, v) ∈ L∞([0, T ∗[, LP (Ω)) p >
n

2

Par les remarques préliminaires , nous pouvons conclure que la solution de (2.1)-(2.3) est globale

en temps et uniformément bornée sur R+×Ω , et ainsi la démonstration du corollaire se trouve

achevée.
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Chapitre 3
Existence globale d’un système de

réaction-diffusion avec contrôle de masse

3.1 Dissipation ou contrôle de masse, structure (P ) + (M)

Considérons le système élémentaire d’équations différentielles ordinaires (ODE) où

h : [0,+∞) → [0,+∞) est une fonction régulière donnée et u, v : [0, T ) → R sont les fonctions

inconnues :

(E)


dtu = −uh(v)

dtv = uh(v)

u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0.

Il est classique qu’une solution locale existe et puisse être étendue sur un intervalle maximal

[0, Tmax ).

Si nous supposons, h(0) ≥ 0, cette solution est positive.

De plus, l’addition des deux équations et l’intégration sur [0, T ] donne :

∫ t

0

(dsu+ dsv)ds = 0.
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Existence globale pour des systèmes de réaction-diffusion avec contrôle de la masse

Alors :

∀t ≥ 0, u(t) + v(t) = u0 + v0.

Avec la non négativité, cela implique que u(t), v(t) restent uniformément bornées sur [0, Tmax).

Il s’ensuit que Tmax = +∞ et que la solution est globale en temps.

Maintenant, que se passe-t-il lorsque la diffusion spatiale se produit ?

Considérons par exemple le système d’équations de réaction-diffusion, suivant : u = u(t, x),

v = v(t, x), (t, x) ∈ [0,∞)× Ω Sont les fonctions inconnues :



∂tu− d1∆u = −uh(v) on (0,∞)× Ω

∂tv − d2∆v = uh(v) on (0,∞)× Ω

u(0, ·) = u0(·) ≥ 0, v(0, ·) = v0(·) ≥ 0

∂u
∂n

= ∂v
∂n

= 0 on (0,∞)× ∂Ω.

(3.1)

Ici, d1, d2 > 0,Ω ⊂ RN est un ouvert, borné et régulier et h est comme en avant.

Comme pour l’ODE, si u0, v0 ∈ L∞(Ω), l’existence locale d’une solution classique non né-

gative est vérifiée, et la solution peut être étendue sur un intervalle maximal [0, Tmax) (voir

chapiter 2). Si la solution (u(t),v(t)) est uniformément bornées sur [0,Tmax), alors Tmax = +∞.

Si d1 = d2 = d,en rassemblant les deux èquation de (3.1) on obtient :

∂t(u+ v)− d∆(u+ v) = 0. (3.2)
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Existence globale pour des systèmes de réaction-diffusion avec contrôle de la masse

En particulier, on en déduit par principe du maximum avec la condition au limite de Neweman

que :

∥u(t) + v(t)∥L∞(Ω) ≤ ∥u0 + v0∥L∞(Ω) . (3.3)

Avec la non négativité, cela implique que u(t) et v(t) restent uniformément bornées dans L∞(Ω)

et donc Tmax = +∞. Ainsi, la situation est la même que celle de l’O.D.E.

QUESTION : Que se passe-t-il lorsque d1 ̸= d2 ? Il est connu que différentes dif-

fusions peuvent entraîner la perte des propriétés de stabilité des solutions . Mais,

différentes diffusions peuvent détruire l’existence globale ?

Nous verrons plus loin que la situation est alors bien différente. Cependant, comme pour

l’O.D.E., on peut rassemblar les deux équations :

∂t(u+ v)−∆(d1u+ d2v) = 0.

En intégrant paraport à t et x . En tenant compte les conditions aux limites, on obtient :

∫ t

0

∫
Ω

∂(u+ v)

∂s
dxds−

∫ t

0

∫
Ω

∆(d1u+ d2v)1dxds = 0 (3.4)

D’aprés la formule de Green on a :

−
∫
Ω

(∆(d1u+ d2v)1dx =

∫
Ω

∇(d1u+ d2v)∇1−
∫
Γ

∂(u+ v)

∂n
.1dγ

−
∫
Ω

∆(d1u+ d2v)1dx =

∫
Ω

∇(d1u+ d2v).∇(1)dx
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Est comme :

∇(1) = 0

Alors :

−
∫
Ω

∆(d1u+ d2v)dx = 0

Alors (3.4) entrainne : ∫ t

0

∫
Ω

∂(d1u+ d2v)

∂s
dxds = 0

⇒
∫
Ω

[d1u+ d2v]
t
0dx = 0

⇒
∫
Ω

[(d1u+ d2v)(t, x)− (u0 + v0)(x)]dx = 0

⇒
∫
Ω

(d1u(t, x) + d2v(t, x))dx =

∫
Ω

(u0 + v0)dx.

Encore une fois, avec la non négativité de u, v, cela implique que

∀t ∈ [0, Tmax) , ∥u(t)∥L1(Ω), ∥v(t)∥L1(Ω) ≤ ∥u0∥L1(Ω) + ∥v0∥L1(Ω) .

En d’autres termes, la masse totale des deux composantes de la solution n’explose pas, et

u(t), v(t) restent bornées dans L1(Ω) uniformément paraport au temps. d’une autre façon on

pose la question de l’existence globale suivant :

QUESTION : comment les L1-estimations sur la solution, qui sont uniformes en

temps, contribuent-elles à prouver une existence globale ?

En revenant à la première équation du système (3.1), et en intégrant dans l’espace et dans
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le temps, on obtient, où QT = (0, T )× Ω :

∫
QT

uh(v) ≤
∫
Ω

u0

Ceci implique que la non-linéarité de (3.1) est a priori bornée dans L1 (QT ). D’où une autre

question naturelle et intéressante :

QUESTION : Que peut-on dire d’un système de réaction-diffusion dont les

termes réactions non linéaires sont bornés dans L1 (QT ) ?

Nous répondrons à toutes les questions ci-dessus dans ce chapiter. Plus généralement, nous

citons la plupart des principaux résultats sur l’existence globale dans le temps pour une famille

de m×m systèmes de réaction-diffusion vérifiant les deux principales propriétés suivantes :

— la non négativité des solutions .

— la masse totale des composantes est a priori bornée sur tout intervalle fini.

Plus précisément, introduisons le système général



∀i = 1, . . . ,m

∂tui − di∆ui = fi (u1, . . . , um) on (0, T )× Ω,

αi
∂ui

∂n
+ (1− αi)ui = βi on (0, T )× ∂Ω,

ui(0, ·) = ui0 ,

(3.4)

où les fi : Rm → R sont des fonctions C1 de u = (u1, . . . , um), et pour tout i = 1 . . .m, di ∈

(0,∞), αi ∈ [0, 1], βi ∈ C2([0, T ]× Ω̄), βi ≥ 0. On note ΣT = (0, T )× ∂Ω.
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On sugnifie par une solution classique de (3.4) sur [0, T ) l’existence de :


u ∈ C ([0, T );L1(Ω)m) ∩ L∞([0, T − τ ]× Ω)m,∀τ ∈ (0, T ),

∀k, l = 1 . . . N,∀p ∈ [1,∞), ∂tu, ∂xk
u, ∂xkxl

u ∈ Lp((τ, T − τ)× Ω)m,

et les équations de (3.4) sont satisfaites .

(3.5)

La plupart du temps, et à partir de la régularitè de f , les solutions seront suffisamment

régulières pour que les dérivées puissent être comprises dans le sens usual.

Rappelons d’abord le résultat d’existence locale classique sous les hypothèses ci-dessus :

Lemme 3.1.

Supposons que u0 ∈ (L∞(Ω)m). Alors, il existe T > 0 et une unique solution classique de

(3.4) sur [0, T ). Si Tmax désigne le maximum des T , alors

[
sup

t∈[0,Tmax),1≤i≤m

∥ui(t)∥L∞(Ω) < +∞

]
⇒ [Tmax = +∞] . (3.6)

Si, de plus, la non-linéarité (fi)1≤i≤m est quasi-positive (voir (3.7) ci-dessous), alors

[∀i = 1, . . . ,m, ui0 ≥ 0] ⇒ [∀i = 1, . . . ,m, ∀t ∈ [0, Tmax) , ui(t) ≥ 0] .

La non-négativité des solutions est préservée si et seulement si la non-linéarité

f = (f1, . . . , fm) est quasi-positive ce qui signifie que

(P) ∀r ∈ [0,+∞)m,∀i = 1 . . .m, fi (r1, . . . , ri−1, 0, ri+1, . . . , rm) ≥ 0, (3.7)

où nous notons r = (r1, · · · , rm). Cela sera supposé pour toutes les non-linéarités dans ce
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chapitre.

Remarque 3.1. D’après (3.6), une L∞ bornitide de la solution impliquent une existence

globale. Comme déjà remarquè en (3.2)„(3.3), c’est le cas si tous les di sont égaux, et l’existence

globale est alors vèrifèe pour des données initiales bornées. La situation est bien plus compliquée

si les coefficients de diffusion sont différents les uns des autres et cela sera analysé dans le suite

Sans hypothèse supplémentaire sur f , les explosions se produisent généralement en un temps

fini (Tmax < +∞). Ici, nous supposerons que f satisfait une "structure de contrôle de masse"

(M) ∀r ∈ [0,+∞)m,
∑

1≤i≤m

fi(r) ≤ C

[
1 +

∑
1≤i≤m

ri

]
. (3.8)

Notez que ceci était satisfait dans l’exemple (3.1) avec C = 0 et même avec l’égalité au lieu de

l’inégalité. Avec des conditions aux limites "correctes", (3.8) implique que la masse totale de la

solution est bornée sur chaque intervalle. En effet, posons W =
∑

1≤i≤m ui. L’intégration et la

somme de m équations de (3.4) donne :

∂t

∫
Ω

w(t)dx−
∫
Ω

∑
i

di∆uidx =

∫
Ω

∑
i

f(ui)dx

≤ C

[
1 +

∑
i

ui

]

≤ C [1 + w(t)]

En appliquant la formule de Green(1.6) sur la deuxieme terme du premier membre de l’intègalitè

ci-dessus on obtient :

−
∫
Ω

∑
i

di∆uidx = −di
∑
i

∫
Ω

∆ui.1

= di
∑
i

[∫
Ω

∇ui∇1−
∫
∂Ω

∇ui · n⃗ ∂Γ

]
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= −
∑
i

di

∫
∂Ω

∇ui. · n⃗ ∂Γ

= −
∫
∂Ω

∑
i

di∇ui. · n⃗ ∂Γ

Donc :

∂t

∫
Ω

W (t)−
∫
∂Ω

∑
i

di∇ui · n⃗ ∂Γ ≤ C

∫
Ω

[1 +W (t)].

Supposons par exemple que : ∀i, αi ∈ (0, 1]. Ensuite, en utilisant les conditions aux limites

D’aprés (3.4) ona :

−αi
∂ui
∂n

= (1− αi)ui − βi on (0, T )× ∂Ω,

−∂ui
∂n

=
(1− αi)ui − βi

αi

Alors :

−
∫
∂Ω

∑
i

di∇ui · n⃗∂Γ =

∫
∂Ω

∑
i

di
(1− αi)ui − βi

αi

∂Γ

et ∫
∂Ω

∑
i

di
(1− αi)ui − βi

αi

≥ −
∫
∂Ω

∑
i

diβi
αi

on pose :

−
∫
∂Ω

∑
i

diβi
αi

= −c

Alors

−
∫
∂Ω

∑
i

di∇ui. · n⃗∂Γ ≤ c

On a donc l’inégalité de Gronwall

∂t

∫
Ω

W (t, x)dx ≤
∫
∂Ω

∑
i

di∇ui. · n⃗∂Γ + C

∫
Ω

[1 + w(t, x)] dx.

≤ c+ C

∫
Ω

[1 + w(t, x)] dt.
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⇒ ∂t

∫
Ω

w(t, x)dx ≤ c+ C

∫
Ω

1dx+ c

∫
Ω

w(t, x)dx

≤ c+ Cλ(Ω) + C

∫
Ω

w(t, x)dx

On Appliqant le lemme de Grounelle(1.4), on pose ;

η(t) =
∫
Ω
w(t, x)dx, ψ(t) = c+ Cλ(Ω), ϕ(t) = C

alors ;

η′(t) ≤ ϕ(t)η(t) + ψ(t)

⇒ η(t) ≤ e

t∫
0

ϕ(s)ds

[
η(0) +

t∫
0

ψ(s)ds

]

∫
Ω

w(t, x)dx ≤ e

t∫
0

Cds

[∫
Ω

w(0)dx+

t∫
0

[c+ λΩ]ds

]

≤ eCt

[∫
Ω

w(0)dx+

t∫
0

[c+ λ(Ω)]ds

]

≤ eCt

∫
Ω

w(0)dx+ eCt.Ct.
c+ λ(Ω)

C

Ce qui implique que, pour chaque t dans l’intervalle d’existence

∫
Ω

W (t) ≤ etC
∫
Ω

W (0) + k
(
tcetC

)
, k =

(
c+

∫
Ω

C

)
/C. (3.9)

Il s’ensuit que la masse totale
∫
Ω
W (t) est bornée sur tout intervalle[0, T ).

D’où la question : comment cette L1 estimation aide à prouver une existence glo-

bale ?

Au lieu de (M), nous pourrions supposer que, pour certains a = (ai)1≤i≤m avec ∀i, ai > 0

(M′)∀r ∈ [0,+∞)m,
∑

1≤i≤m

aifi(r) ≤ C

[
1 +

∑
1≤i≤m

ri

]
. (3.10)
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Évidemment, (M’) peut être réduit à (M), après avoir multiplié chaque i-ième équation de

(3.4) par ai et après avoir remplacé ui par aiui. Pour simplifier, nous utiliserons principale-

ment (M) dans la suite, bien que des exemples puissent survenir avec (M’). Comme indiqué

ci-dessus lorsque αi > 0 pour tout i, les conditions (P)+(M) [i.e. (3.7) +(3.8) ] impliquent pour

la plupart des conditions aux limites que la masse totale est contrôlée. Cependant, il faut faire

attention : si αi = 0, βi ̸= 0 pour certains i et αi > 0 pour d’autres, alors, les L1 − estimations

peuvent échouer . Ceci explique pourquoi nous restreindrons généralement les valeurs de αi, βi.

Beaucoup de systèmes viennent naturellement avec les deux propriétés (P) et (M) (ou (M’))

dans les applications. L’objet de la section suivante est de donner quelques exemples de ce

genre. Il convient donc de se poser la question de l’existence globale dans le temps avec ces

deux seules propriétés. Nous considérerons également des systèmes, où non seulement la masse

totale est bornée dans LΩsur tout intervalle, mais aussi les non-linéarités sont bornées dans

L1 (QT ) pour tout T < +∞ .

3.2 Quelques exemples de systèmes de réaction-diffusion

avec des propriétés (P) + (M)

Nous donnons ici quelques exemples de systèmes de réaction-diffusion trouvés dans la litté-

rature comme modèles pour des applications très différentes et pour lesquels les deux propriétés

(P) +(M) sont vérifiées.

• Le Bruxellois. Commençons par le model classique dit "Bruxellois" apparaissant dans
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la modélisation des processus chimiques morphogénétiques :



∂tu− d1∆u = −uv2 + bv

∂tv − d2∆v = uv2 − (b+ 1)v + a

u |θΩ = b/a, v|σΩ = a

a, b, d1, d2 > 0.

(3.11)

Si nous dénotons

f(u, v) = −uv2 + bv, g(u, v) = uv2 − (b+ 1)v + a

alors pour tous u, v ≥ 0,

f(0, v) = bv ≥ 0, g(u, 0) = a ≥ 0, f(u, v) + g(u, v) ≤ a

de sorte que (P) +(M) soit vérifié. L’existence globale de solutions classiques peut être

prouvée en petite dimension en utilisant des arguments d’amorçage. [7]

Des systèmes très similaires sont également utilisés dans les modèles de glycolyse ou dans

les modèles dits de Gray-Scott .

• Un modèle quadratique. Un modèle pour la dynamique diffusive du calcium avec des

termes quadratique .
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

∂tu1 = d1∆u1 + λ (γ0 + γ1u4) (1− u1)− p1u4
1

p42+u4
1

∂tu2 − d2∆u2 = −k1u2 + k′1u3

∂tu3 − d3∆u3 = −k′1u3 − k2u1u3 + k1u2 + k′2u4

∂tu4 − d4∆u4 = k2u1u3 + k′3u5 − k′2u4 − k3u1u4

∂tu5 − d5∆u5 = k3u1u4 − k′3u5.

(3.12)

• Diffusion de polluants dans l’atmosphère. Un autre exemple intéressant provient de

la modélisation des transferts de polluants dans l’atmosphère (ici N = 3 ) ce système de

20 équations :


∂tϕi = di∂

2
zzϕi + ω · ∇ϕ+ fi(ϕ) + gi,∀i = 1 . . . 20

+ conditions aux bord et des conditions initiales
(3.13)
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Ici les non-linéarités fi sont données par



f1(ϕ) = −k1ϕ1 + k22ϕ19 + k25ϕ20 + k11ϕ13 + k9ϕ11ϕ2 + k3ϕ5ϕ2

+ k2ϕ2ϕ4 − k23ϕ1ϕ4 − k14ϕ1ϕ6 + k12ϕ10ϕ2 − k10ϕ11ϕ1 − k24ϕ19ϕ1

f2(ϕ) = k1ϕ1 + k21ϕ19 − k9ϕ11ϕ2 − k3ϕ5ϕ2 − k2ϕ2ϕ4 − k12ϕ10ϕ2

f3(ϕ) = k1ϕ1 + k17ϕ4 + k19ϕ16 + k22ϕ19 − k15ϕ3

f4(ϕ) = −k17ϕ4 + k15ϕ3 − k16ϕ4 − k2ϕ2ϕ4 − k23ϕ1ϕ4

f5(ϕ) = 2k4ϕ7 + k7ϕ9 + k13ϕ14 + k6ϕ7ϕ6 − k3ϕ5ϕ2 + k20ϕ17ϕ6

f6(ϕ) = 2k18ϕ16 − k8ϕ9ϕ6 − k6ϕ7ϕ6 + k3ϕ5ϕ2 − k20ϕ17ϕ6 − k14ϕ1ϕ6

f7(ϕ) = −k4ϕ7 − k5ϕ7 + k13ϕ14 − k6ϕ7ϕ6

f8(ϕ) = k4ϕ7 + k5ϕ7 + k7ϕ9 + k6ϕ7ϕ6

f9(ϕ) = −k7ϕ9 − k8ϕ9ϕ6

f10(ϕ) = k7ϕ9 + k9ϕ11ϕ2 − k12ϕ10ϕ2

f11(ϕ) = k11ϕ13 − k9ϕ11ϕ2 + k8ϕ9ϕ6 − k10ϕ11ϕ1

f12(ϕ) = k9ϕ11ϕ2

f13(ϕ) = −k11ϕ13 + k10ϕ11ϕ1

f14(ϕ) = −k13ϕ14 + k12ϕ10ϕ2

f15(ϕ) = k14ϕ1ϕ6

f16(ϕ) = −k19ϕ16 − k18ϕ16 + k16ϕ4

f17(ϕ) = −k20ϕ17ϕ6

f18(ϕ) = k20ϕ17ϕ6

f19(ϕ) = −k21ϕ19 − k22ϕ19 + k25ϕ20 + k23ϕ1ϕ4 − k24ϕ19ϕ1

f20(ϕ) = −k25ϕ20 + k24ϕ19ϕ1

(3.14)
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où les ki sont des nombres réels positifs. Ces non-linéarités peuvent sembler compliquées,

mais elles sont quadratiques et satisfont évidemment (P)+(M). La principale nouveauté

de ce système est que la diffusion ne se produite que dans le sens vertical. En conséquence,

de nombreux outils, qui reposent sur les effets régularisants de la diffusion, doivent être

revisités. Même le terme de transport peut poser de nouvelles difficultés dues à l’absence

de diffusion dans les deux sens.

3.3 Existence de solutions classiques globales

3.3.1 Un résultat typique sur les systèmes 2× 2

Considérons le système 2× 2 suivant :



∂tu− d1∆u = f(u, v)

∂tv − d2∆v = g(u, v)

u(0, ·) = u0(.) ≥ 0, v(0, ·) = v0(.) ≥ 0,

soit ∂v
∂n

= β1,
∂v
∂n

= β2 on (0,+∞)× θΩ,

ou : u = β1, v = β2 on (0,+∞)× ∂Ω,

(3.15)

où d1, d2 ∈ (0,+∞), β1, β2 ∈ [0,+∞) et f, g : [0,+∞)2 → R sont C1.

Pour u0, v0 ∈ L∞(Ω) avec u0, v0 ≥ 0, l’existence de solutions bornées non négatives classiques

est assurèe sur un intervalle maximal [0, Tmax ) (voir Lemme 3.1). Alors, nous avons le premier

résultat d’existence global suivant :

Théorème 3.1. [7]

Supposons que (P)+(M) soit vérifié pour (3.15) (voir (3.7), (3.8)). Supposons de plus que
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u0, v0 ∈ L∞(Ω), uD, v0 ≥ 0 et, pour certains U,C ≥ 0

∀u ≥ U,∀v ≥ 0, f(u, v) ≤ C[1 + u+ v], (3.16)

∃r ≥ 1; ∀u, v ≥ 0, |g(u, v)| ≤ C [1 + ur + vr] . (3.17)

Alors, Tmax = +∞.

Commentaires : La condition (3.17) signifie que la croissance de g(u, v) pour u, v →

+∞ est au plus polynomiale. La première condition (3.16) signifie que la première équation

est "bonnèe". Un cas typique est par exemple lorsque f ≤ 0 auquel cas u est uniformément

borné sur le temps d’existence par le principe du maximum. C’est plus généralement le cas

lorsque f ≤ C(1 + u). En fait, dans l’énoncé du théorème 3.1, on peut remplacer (3.16) par la

connaissance a priori que u est uniformément bornée, quelle que soit la raison de ce bornage

. Dans ce cas, la deuxième condition (3.17) peut être remplacée par la condition de wezker

g(u, v) ≤ φ(u) (1 + vr) où φ : [0,∞) → [0,∞) est non décroissante. L’idée générale de ce

théorème est que, pour les systèmes de structure (P) + (M), si de plus l’un de u ou v est

uniformément bornée sur [0, Tmax), alors, l’autre aussi ; d’où l’existence globale.

Avant de donner l’idée principale de la preuve de ce théorème, appliquons-la à certains des

exemples précédents.

peruve du thèorème (3.1)

La dèmonstration de ce thèorème (3.1), ce basse sur le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soient w, z des fonctions régulières (au sens de (1.5)), Satisfaisant

∂tω − d1∆ω = ∂tz − d2∆z ou QT. (3.18)
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avec les mêmes conditions aux limites constantes de Neumann ou de Dirichlet pour ω z et avec

des données initiales bornées. Ensuite, pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ Il existe C1C2 telle que, pour

tout t ∈ [0.T ]

C1∥ω∥LPQ(t) ≤ ∥z∥LpQ(t) + 1 ≤ C2[∥ω∥LPQ(t) + 1].

Plus généralement, si (3.22) est remplacé par

∂tω − d1∆ω +Θ1ω ≤ Θ2∂tz +Θ3∆z +Θ4z +HsurQT.

où Θi ∈ R et H ∈ Lp(QT ),H ≥ 0 alors il existe C1 tel que, pour tout t ∈ [0.T ]

C1∥w+∥LpQt ≤ ∥z∥LpQt + 1 +

t∫
0

∥H(s)∥ds (3.19)

Ce lemme est une conséquence du Lpthéorie de la régularité pour les opérateurs paraboliques .

En effet, très grossièrement, on peut réécrire (3.22) comme si ω = A−1
d1 Ad2 z Ou Adi=∂t-di∆.

Ainsi, la question est la continuité de l’opérateur A−1
d1 Ad2de Lp (QT) en soi.

En réduisant à la limite zero et aux données initiales, l’opérateur est linéaire et la question

équivaut à la continuité de l’opérateur dual de la doub leespace Lq(QT), q=p/(p-1)

En soi Cette continuité vaut pour P ∈]O.+∞[ selon le Lq théorie de la régularité.

3.3.2 Application

Application 1 : Commençons par le tout premier exemple donné en prècèdement :


∂tu− d1∆u = −uh(v)

∂tv − d2∆v = uh(v),

(3.20)
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avec h ≥ 0 et des conditions aux limites de Neumann homogènes. Alors, (3.16) est vèrifièe

Pour C = 0. Par principe du maximum on a

∀t ∈ [0, Tmax) , ∥u(t)∥L∞(Ω) ≤ ∥u0∥L∞(Ω) .

Maintenant, il n’est pas évident que v soit borné. Le théorème 3.1 affirme que c’est le cas si de

plus h croît au plus comme un polynôme tel que v → +∞.

Application 2 : Le système de Brusselator dans (3.11). D’après le théorème 3.1, il existe

une existence globale de solutions classiques pour ce système en toute dimension (cela a été

prouvé dans Michell pierr[7])

Application 3 : Considérons la famille de systèmes qui sont des modèles 2× 2 typiques pour

notre propos : nous choisissons les non-linéarités

f(u, v) = k1u
pvq − k2u

αvβ, g(u, v) = k3u
αvβ − k4u

Pvq, (3.21)

avec k1 > 0p, q, α, β ≥ 1.

Alors, (M’) est vérifié si k1k3 ≤ k2k4.

En effet, pour k ∈
[
k1k

−1
4 , k2k

−1
3

]
On a :

(f + kg)(u, v) = (k1u
pvq − k2u

αvβ) + k(k3u
αvβ − k4u

Pvq)

= (k1u
pvq − k2u

αvβ) + kk3u
αvβ − kk4u

Pvq

≤ (k1u
pvq − k2u

αvβ) +
k2
k3
.k3u

αvβ − kk4u
pvq

≤ k1u
pvq − k2u

αvβ) + k2u
αvβ − k1

k4
k4u

pvq

≤ k1u
pvq − k2u

αvβ + k2u
αvβ − k1u

pvq ≤ 0
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Alors :

[k1k3 ≤ k2k4] ⇒
[
∀k ∈

[
k1k

−1
4 , k2k

−1
3

]
f + kg ≤ 0

]
⇔ (M’)

Supposons que cette dernière condition est vèrifièe. Alors l’existence globale d’une solution est

assuiee D’après le thèorème (3-1) Si : .


[β > q et βp− αq ≤ β − q] ou [β = q et p < α]

Ou [p > α et βp− αq ≤ p− α] ou [p = α et β < q].
(3.22)

En effet, supposons par exemple que :

{
β > q,etβp− αq ≤ β − q (3.23)

Dans ce cas on peut écrire :

f(u, v) = k2u
pvq
[
k1
k2

− uα−pvβ−q

]
.

Sur l’ensemble : {
(u, v) ∈ (0,∞)2;uα−pvβ−q ≥ k1/k2

}
ona :

f ≤ 0

Sur le complément K de cet ensemble, on écrit :

∀(u, v) ∈ Kup−1vq =
[
uα−pvβ−q

] q
β−q u(p−1)− (a−p)q

β−q

≤
[
k1
k2

] q
β−q

u
βp(−β−pq+q)−αq+pq

β−q .
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≤
[
k1
k2

] q
β−q

u
βp−αq
β−q . (∗)

D’après l’hypothèse(*) :

βp− αq

β − q
≤ 1

Alors la puissance de u est nègative dans le dernier terme ci-dessus : il s’ensuit que :

∀(u, v) ∈ K avecu ≥ 1 f(u, v) = k2u
pvq
[
k1k

−1
2

]
− uα−pvβ−q

f(u, v) = k2.
k1
k2
upvq − k2u

α−pvβ−q

≤ k1u
pvq

puisque

k2u
α−pvβ−q ≥ 0.

On obtient f(u, v) ≤ k1u(u
p−1vq) ⇒ f(u, v) ≤

[
k1
k2

] q
β−q

u
βp−αq
β−q

et comme u ≥ 1 et sa puissance

βp− αq

β − q
≤ 0

alors,u
βp−αq
β−q ≤ 1

ce qui implique f(u, v) ≤ k1u
[
k1
k2

] q
β−q

= C.u ≤ c(1 + u+ v)

et donc la condition du thèoreme (3.1) est vèrifie

Ainsi, (3.16) se satisfaie pour U = 1 et C comme défini juste au-dessus. Supposons maintenant

β = q, p < α. Alors, on écrit

f(u, v) = k2u
pvq
[
k1
k2

− uα−p

]
,
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Il est évident que f ≤ 0 pour u ≥ U =
[
k1k

−1
2

](α−p)−1

. La deuxième ligne de 3.22) est exactement

la même condition que dans la première ligne lorsque nous échangeons les rôles de u et v.

3.4 Extension aux systèmes m × m

La démarche prècèdent a été étendue pour des systèmes m × m à structure ditetriangu-

laire,ce qui signifie essentiellement que f1,f1 +f2, f1 +f2 +f3,...sont tous bornées Supperieure-

ment par une fonction linéaire des ui Nous pouvons ennoncer les rèsultat suivant :

Théorème 3.2. -[7]-

Soit f ∈ C1 avec au plus croissance polynomiale et satisfiant sont la quasi-positivité (P). Sup-

posons de plus qu’il existe C ≥ 0, b ∈ IR et une matrice p triangulaire inférieure inversible m

× m avec des entrées non négatives telles que

∀r ∈ [0.∞)m, pf(r) ≤ [1 +
∑

1≤i≤m

ri]b

où l’ordre habituel dans IRm est utilisé. Ensuite, le système



∀i = 1......,m

∂tui − di∆ui = fi(u1..., um)ou(0.T )xΩ.

∀i, ∂ui

∂η
= βi ≥ 0(ou∀i.ui = βi ≥)ou(0.T )x∂Ω

ui(0, .) = ui0 ∈ L∞(Ω), ui0 ≥ 0.

admet une solution globale.
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