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NOMENCLATURE

E : énergie

� : longueur d�onde

� : fréquence spéci�que

k :le nombre d�ondes

~ = h
2� : Constante de Planck

p : pulsation

! :l�impulsion

V : L�énergie potentielle

m ou � : la masse

	 : fonction d�onde

Ĥ : l�hamiltonien

~r :opérateur nabla

� :Laplacien

t : temps

yml : harmoniques sphériques

T : Température

k� : constante de Boltzmann

	 :Une fonction d�onde qui décrit un système quantique
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Introduction genéral

L�article de Snyder de 1947 a été le premier à introduire le concept[71, ] d�espace-temps

non commutatif en physique des particules. La théorie quantique des champs était censée être

capable de se débarrasser des divergences ultraviolettes tout en conservant la covariance de

Lorentz. Cependant, à la suite des résultats impressionnants de la théorie de la renormalisation,

l�hypothèse de Snyder a été oubliée. Lors de l�examen des théories des supercordes, la notion de

coordonnées non commutatives est récemment revenue, car la longueur intrinsèque des cordes

fait que l�espace-temps est structuré di¤éremment à de très petites échelles.

Il est bien établi que la théorie quantique des champs est intrinsèquement non locale. Aux

hautes énergies, la non-localité des phénomènes devient tout à fait évidente. Par conséquent,

toute mé

thode d�uni�cation des interactions physiques devrait inclure les e¤ets de non-commutativité

de l�espace dans la caractérisation de la localisation des processus physiques. C�est l�une des

raisons pour lesquelles la théorie des cordes a récemment avancé dans une tentative d�uni�er

la physique. De plus, cette non-commutativité de l�espace pourrait théoriquement absorber les

in�nis associés aux théories conventionnelles des champs. Autrement dit, nous serions réduits à

une renormalisation planckienne dans laquelle, plutôt que des interactions rayonnement-matière

mesurées, nous aurions des corrélations spatiales quanti�ées.

La découverte de la mécanique quantique par Heisenberg en 1925 a transformé les états

spatiaux géométriques d�un système microscopique, comme un atome, en ajoutant de nou-

veaux attributs à ses coordonnées, comme le moment et la position, qui ne coïncident plus.

Nous utilisons une autre topologie, connue depuis peu sous le nom de géométrie non commu-

tative.L�objectif de cette géométrie non commutative est de généraliser la dualité entre espace
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géométrique et algèbre à un scénario plus général dans lequel l�algèbre n�est plus commuta-

tive. Cela nécessite la modi�cation de deux idées fondamentales des mathématiques, à savoir

l�espace et la symétrie, ainsi que l�adaptation de tous les instruments mathématiques perti-

nents.Lorsqu�on étudie l�e¤et de la géométrie non commutative sur les orbites classiques d�une

particule, par exemple, la relation de commutation sera implémentée par la modi�cation sui-

vante [x̂i; x̂j ] = i�ij , qui caractérise les espaces non commutatifs et exprime la comparaison entre

les observateurs de position qui générer des contraintes sévères sur la valeur du paramètre non

commutatif .À cette �n, des recherches importantes ont été menées sur la mécanique quantique

déformée par la géométrie spatiale non commutative, y compris l�extraction de la mécanique

quantique non commutative à partir de la théorie quantique des champs non commutative dans

le cas non relativiste[2].

Avec la découverte par Heisenberg de la mécanique quantique, la géométrie des états d�un

système microscopique, un atome s�est enrichi de nouvelles propriétés de ses coordonnées, telles

que le moment et les positions non commandées plus longues.

La première apparition du concept d�espace-temps physique non commutatif des particules

remonte aux travaux de Snyder dans Le but est de pouvoir éliminer la divergence de la théorie

quantique des champs tout en gardant la covariance de Lorentz.

Dans de nombreuses recherches, l�idée fondamentale dans les di¢ cultés physiques allant de

la mécanique quantique non commutative à la mécanique quantique commutative est avant tout

l�utilisation du produit star. En revanche, les potentiels dépendants de l�énergie sont apparus

pour la première fois dans la mécanique quantique relativiste , par exemple, dans l� équa-

tion de Pauli-Schrodinger [3] et le problème relativiste à plusieurs corps . Ainsi, les équations

d�onde avec des potentiels dépendant de l�énergie sont bien connues en physique, même lorsque

le potentiel n�est pas précisément proportionnel à l�énergie. De nombreux auteurs [4][5][6] se

sont récemment intéressés à l�équation d�onde à potentiel dépendant de l�énergie en mécanique

quantique commutative. En raison de la dépendance énergétique du potentiel dans les équations

d�onde, il est nécessaire de modi�er le produit scalaire a�n de maintenir la norme. Nous étu-

dions l�e¤et de la non-commutativité entre les coordonnées et le potentiel dépendant de l�énergie

de l�oscillateur harmonique sur les valeurs propres d�énergie et la normalisation des fonctions

d�onde à l�aide de la mécanique quantique non commutative.
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De la théorie quantique habituelle, qui a été écrite sur des espaces commutatifs qui répondent

aux relations de commutation suivantes.

[x̂i; x̂j ] = 0; [p̂i; p̂j ] = 0; [x̂i; p̂j ] = i~�ij ; (1)

il est facile de redé�nir cette théorie dans un autre espace non commutatif, en changeant

les relations de commutation sous cette forme

[x̂i; x̂j ] = i�ij ; [p̂i; p̂j ] = 0; [x̂i; p̂j ] = i~�ij ; (2)

où �ij est un tenseur antisymétrique.

Pour surmonter les problèmes d�unitarité et de causalité qui se posent dans la théorie non

commutative à ce stade (�0j = 0; �ij 6= 0) ;nous proposons que toutes les composantes du temps

�0jsoient égales à zéro.

Il est intéressant de noter que, dans le même cadre de la théorie quantique non commutative,

les modèles fournis par les relations de commutation discutées ci-dessus (2)peuvent être réalisés

en termes de produit étoile, c�est-à-dire remplacer directement l�algèbre commutative par le

produit usuel de fonctions par Algèbre de Moyal avec le produit étoile.

(f � g) (x) = exp
�
i

2
���@x�@y�

�
(3)

f(x) et g(x) sont deux fonctions arbitraires in�niment di¤érentiables.

dans la mécanique quantique, par exemple l�équation de Pauli�Schrodinger et la théorie

relativiste problème à plusieurs corps. Par conséquent, les équations d�onde avec des potentiels

dépendants de l�énergie connaissent la physique même si le potentiel ne dépend pas directement

de énergie. Potentiels dépendants de l�énergie appliqués à la description du quark lourd system

et la propagation des solitons. Récemment, l�équation d�onde avec un potentiel dépendant de

l�énergie en quantique commutatif la mécanique a reçu un grand intérêt de la part de nombreux

auteurs. La dépendance à l�égard l�énergie du potentiel dans les équations d�onde nécessite de

changer le produit scalaire en assurer la norme. Dans cet article, dans le cadre de la méca-

nique quantique non commutative, nous étudier l�in�uence de la non-commutativité entre les

coordonnées et l�énergie dépendante potentiel de l�oscillateur harmonique sur les valeurs pro

Dansce mémoire et dans le premier chapitre qui est consacré aux préliminaires, on à com-
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mencé par une introduction à la géométrie non-commutative et j�ai présenté son importance en

physique. Ensuite, j�ai donné les di¤érentes algèbres de commutateurs qui généralisent l�algèbre

de Heisenberg à un espace non-commutatif et le système quantique du sera étudié analytique-

ment dans le cadre de cette nouvelle version de la mécanique quantique. Avant cela on expose

les di¤érents Outils et techniques utilisés dans la reformulation des relations de commutation

ordinaires (produit de moyal, hamiltonien modi�é. . . )

Le deuxième chapitre qui est consacré des rappels sur le système de landau en mécanique

quantique ordinaire et en va présenter l�équation de Schrödinger en espace ordinaire à2 et 3

dimensions

Dans le troisième chapitre on à étudier l�oscillateur harmonique de Schrodinger bidimen-

sionnelle dans l�éspace non commutative avec une fréquence dépendante de l�énergie.Enin, nous

terminons notre mémoire par une conclusion.
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Chapitre 1

Non Commutativité en Physique

1.1 La Géométrie non commutative :

La géométrie non commutative a été conçue à la fois pour répondre à des besoins en ma-

thématiques et pour permettre d�aborder certains problèmes de physique théorique[5]

En mathématique, il s�agit de généraliser les outils de la géométrie ordinaire qui ont été

développés depuis plus d�un siècle : structures di¤érentiables, métriques, actions de groupes,

�brations, connexions. . . Ces constructions mathématiques sont désormais largement utilisées

en physique théorique, et l�essentiel des théories modernes (le modèle standard des particules

élémentaires, la relativité générale, la théorie quantique des champs) se fondent sur des pro-

priétés mathématiques �nes élaborées dans ce contexte. C�est à A. Connes que l�on doit, en

1985, d�avoir donné les premières voies concrètes de recherches dans le domaine de la géométrie

non commutative, en dé�nissant et en étudiant la cohomologie cyclique. Il montrait ainsi que la

notion de calcul di¤érentiel sur les variétés avait un équivalent non commutatif, au sens expliqué

plus ci-dessous.[5]

1.2 l�éspace non commutativité en physique quantique

En Physique, dans les années 60 et 70, les travaux sur les théories quantiques des champs ont

permis de faire émerger des notions devant faire cohabiter structures géométriques et structures

algébriques : d�un côté les algèbres d�opérateurs, de l�autre les théories de jauge, c�est à dire
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la théorie des connexions sur les �brés. . . Cependant, la plus forte motivation reste encore

aujourd�hui l�espoir d�écrire une théorique quantique de la gravitation avec cette mathématique,

puisque le principe fondateur de la géométrie non commutative est de fusionner dans un même

cadre conceptuel l�aspect opératoriel de la mécanique quantique et l�aspect géométrique de la

relativité générale[7]

L�idée maîtresse de la géométrie non commutative est d�abord de caractériser une classe

d�espaces « géométriques » bien particulière par un type d�algèbres de fonctions adapté, en

munissant ces algèbres d�outils algébriques appropriés. Par exemple, il est possible de carac-

tériser un espace topologique compact par son algèbre de fonctions continues bornées, et un

espace mesurable par son algèbre des classes de fonctions mesurables bornées. Dans les cas

favorables, ces outils algébriques n�utilisent pas explicitement la commutativité des algèbres de

fonctions, ou des outils plus algébriques équivalents existent, ce qui rend alors possible l�étude

des algèbres non commutatives du même type à l�aide de ces outils algébriques, sans avoir à

mentionner d�espace sous-jacent[7]

1.3 Un bref rappel historique sur son apparition en Physique :

Le besoin d�introduire les coordonnées non commutatives a son origine depuis la naissance

de la mécanique quantique et la théorie quantique des champs, malgré les prédictions extraordi-

naires de l�électrodynamique quantique (prédiction des interactions électromagnétiques électron

photon avec une précision de l�ordre de 10�8le moment magnétique de l�électron,...etc.), ces

théories malgré leurs grand succès à décrire le monde atomique et subatomique présentent des

di¢ cultés intrinsèques qui surviennent à très hautes énergies ou à très courtes distances.

En e¤et, dans sa première formulation, la mécanique quantique apparaît sous une forme

comparable à la mécanique Hamiltonienne où les coordonnées de l�espace des phases sont rem-

placées par des opérateurs qui ne commutent pas entre eux. Dirac lui-même sembla être fasciné

par cette idée et suggéra la possibilité d�interpréter la mécanique quantique dans un formalisme

géométrique non commutatif. En�n, les travaux de Von Neumann sur la mécanique quantique

furent à l�origine du domaine des mathématiques que nous appelons aujourd�hui les algèbres

d�opérateurs[8].
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L�idée que les coordonnées de l�espace-temps puissent ne pas commuter fut émise par Heisen-

berg en 1930. Pour se débarrasser des divergences qui apparaissent dans ces théories, Heisenberg

a proposé d�introduire la notion de coordonnées non commutatives compatibles aux relations

d�incertitudes pour fournir un cut-o¤ naturel, cela a pour conséquence la modi�cation de la

structure de l�espace-temps à très courtes distances.[8] .[9] [13]

Cette idée fut ensuite reprise et concrétisée dans un article de Snyder en 1947. Il a intro-

duit les coordonnées non-commutatives et par conséquent une incertitude sur les coordonnées

d�espace se manifeste directement et d�une manière naturelle. Le but était de pouvoir se dé-

barrasser des divergences ultraviolettes de la théorie quantique des champs tout en conservant

la covariance de Lorentz. Mais, comme parallèlement à cela, la théorie de la renormalisation

produisait des résultats remarquablesla théorie de Snyder tomba dans l�oubli.

Le terme de �géométrie non commutative�(GNC) fut introduit par Alain Connes dans les

années 1980 comme étant un programme visant à généraliser di¤érents concepts empruntés

à la géométrie ordinaire en des concepts équivalents pour des algèbres non commutatives et

en particulier les concepts venant de la géométrie di¤érentielle. Il montra qu�il est possible de

généraliser un certain nombre de notions.[8]

En 1999, une autre approche a été proposée par Seiberg et Witten et qui consiste à remplacer

l�espace-temps ordinaire par un espace non commutatif, cette notion de coordonnées non com-

mutatives a émergé de la théorie des cordes, et la théorie des D-brane, en présence d�un champ

magnétique antisymétrique. Aujourd�hui, les concepts de coordonnées non-commutatives sont

apourquoi on cherche à discrétiser l�espace-temps en petites cellules (et abandonner la notion

de point) .

1.4 Algèbre d�espace-temps non-commutative :

En mécanique quantique ordinaire, les relations de commutation canoniques dans l�espace

de phase prennent la forme[11]

[x̂i; x̂j ] = 0et ; [p̂x; p̂j ] = 0 ; et [x̂i; p̂j ] = i~�ij (1.1)
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La géométrie espace-temps non commutative est une géométrie où les coordonnées de l�espace-

temps ne commutent pas, dont la forme générale des commutateurs

[x̂i; x̂j ] 6= 0 et [p̂x; p̂j ] 6= 0 (1.2)

et Et l�algèbre non commutative dans la forme générale présente par les relations suivantes[12]

[13] [14] :

[x̂i; x̂j ] = i�ij (1.3)

[p̂i; p̂j ] = i�ij (1.4)

[x̂i; p̂j ] = i~�ij (1.5)

Les quantités �ij et �ij sont des paramètres antisymétriques réelles pouvant dépendre des opé-

rateurs x̂ et p̂ et satisfaisant à

�ij = "ij� (1.6)

�ij = "ij� (1.7)

Avec :

"ij = �"ij = �1 (1.8)

Lorsque on pose � ! 0 ou � ! 0nous trouvons les relations de la mécanique quantique ordinaire

(commutative)

.
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1.5 Non commutativité positionnelle :

Dans la littérature, on s�intéresse plus souvent à un cas particulier de l�algèbre non commu-

tative dans laquelle les coe¢ cients �ijsont nuls. Ainsi, la non commutativité n�est réalisée que sur

les opérateurs position par le biais des paramètres �ij(Non commutativité positionnelle)[13]L�algèbre

au-dessus se réécrit donc :

[x̂i; x̂j ] = i�ij (1.9)

[p̂i; p̂j ] = 0 (1.10)

[x̂i; p̂j ] = i~�ij (1.11)

Où �ijsont des paramètres réels antisymétriques et ont une dimension de [longueur]
2 et jouent

un rôle analogue àh dans la mécanique quantique ordinaire.

1.6 Conséquences pour la théorie quantique :

Les relations de commutation[x̂i; x̂j ] = i�ij impliquent les inégalités d�Heisenberg[13] :

�x̂i:�x̂j �
1

2
j�ij j (1.12)

C�est-à-dire que la particule ne peut plus être localisée de manière précise. L�espace prend alors

une structure de réseau.

Dans la suite, on se restreint au cas de non-commutativité positionnelle où les opérateurs

d�impulsion commutent entre eux, (C�est l�algèbre la plus fréquemment rencontrée dans la

littérature).

Au cas où la dimension d�espace est D = 2 on peut représenter les relations ci-dessus comme :

[x̂; ŷ] = i�; [ŷ; x̂] = �i� (1.13)

[x̂; p̂x] = [ŷ; p̂y] = i~ (1.14)
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[p̂x; x̂] = [p̂y; ŷ] = �i~ (1.15)

[x̂; p̂y] = [ŷ; p̂x] = 0 (1.16)

[p̂x; p̂y] = [p̂y; p̂x] = 0 (1.17)

1.7 Formule de Moyal-Weyl

En mathématiques, et plus précisément en algèbre générale, l�algèbre de Weyl est un anneau

d�opérateurs di¤érentiels dont les coe¢ cients sont des polynômes à une variable. Cette algèbre

(et d�autres la généralisant, appelées elles aussi algèbres de Weyl) a été introduite par Hermann

Weyl en 1928 comme outil d�étude du principe d�incertitude en mécanique quantique[15]

1.7.1 Le produit star

Le formalisme du star-produit introduit par Harman Weyl et Wigner pour permettre une

description de la mécanique quantique en termes d�espace de phases[16]

(f � g) (x; p) = (fg) (x; p)+ i
2
�mn

@

@xm
f (x; p)

@

@xn
+O

�
�2
�
+
i

2
h��

mn @

@pm
f (x; p)

@

@pn
g (x; p)+O

�
��
2
�

(1.18)

ou(f � g) (x:p)représente le produit star dans la mécanique quantique non-commutatif,(fg) (x; p)représente

le produit star dans la mécanique quantique et le deuxième terme représente l�e¤et de la posi-

tion, le troisième terme représente l�e¤et de la phase

1.7.2 Propriétés du de produit star :

Le produit star satisfait les déférentes propriétés suivantes non commutatif[16]

f (x; p) � g (x; p) 6= g (x; p) � f (x; p) (1.19)
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� Associatif :

(f (x; p) � g (x; p)) � h (x; p) = f (x; p) (g (x; p) � h (x; p)) (1.20)

� La relation du complexe conjugué :

(f (x; p) � g (x; p))� = f (x; p)� � g (x; p)� (1.21)

� La relation d�intégrale :

Z
dDx (f � g) (x; p) =

Z
dDx (g � f) (x; p) =

Z
dDxf (x; p) g (x; p) (1.22)

� Permutation cyclique :

Z
dDx (f � g � h) (x; p) =

Z
dDx (h � f � g) =

Z
dDx (f � h � g) (1.23)

� La règle de Leibniz :

@� (f � g) = @�f � g + f � @�g (1.24)

1.8 Le décalage "BOPP SHIFT" :

Sur un espace des phases non commutatif, l�alg�ebre non commutatif peut x̂iet p̂iecrite

comme suit :[23]

[x̂i; x̂j ] = i�ij (1.25)

[p̂i; p̂j ] = i��ij (1.26)

[x̂i; p̂j ] = i�ij (1.27)

ou i�ij est liée à la non commutativité des coordonnées de l�espace alors que i��ijre�éte la non
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commutativité des moments, et les deux sont des matrices antisymétriques avec des éléments

constants réels[23].

Le décalage de Bopp relie les variables non commutatives aux variables commutatives.A

partir des relations précédentes, on peut obtenir le décalage de Bopp généralisé comme

x̂i = xi �
1

2
�ijpj (1.28)

p̂i = pi +
1

2
��ijxj (1.29)

ou x̂i; p̂i sont les opérateurs des coordonnées et de moment sur l�espace des phases non commu-

tatif, etxi; pi sont les opérateurs des coordonnées et de moment sur l�espace des phases habituelle

(commutatif)

et le décalage de Bopp devient

x̂i = �
1

2
�ijpj (1.30)

p̂i = pi (1.31)

Des potentiels plus compliqués peuvent conduire (mener) à un hamiltonien non-local une

fois que le déclage de Bopp est e¤ectué.

Dans un espace non commutatif on peut utiliser l�équation de Schrodinger avec le produit

et les coordonnées de l�espace-temps ordinaires à condition de décaler l�argument de potentiel

d�une quantitéégale à ~p
2 (ce qu�on appelle décalage de Bopp)[23]

1.8.1 Application : Oscillateur harmonique à deux dimensions sur un espace

non commutatif

Dans cette section nous alons étudier le problème l�oscillateur harmonique à deux dimensions

dans le cadre de la mécanique quantique non commutative, le but de cette étude est de pratiquer

les outils que nos présentons dans le paragraphe précédent
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Hamiltonien non commutatif d�un oscillateur harmonique :

L�équation de Schrödinger s�écrit dans ce cas sous la forme

Ĥ �	(x̂; ŷ) = E	(x; y) (1.32)

où le hamiltonien a pour expression :

Ĥ = Ĥx + ĤY (1.33)

Ĥx =
p̂2x
2m

+
1

2
m!2x̂2 (1.34)

Ĥy =
p̂y
2m

+
1

2
m!2ŷ2 (1.35)

on remplace (1:34) (1:35) dans 1:33ou trove

Ĥ =
p̂2x
2m

+
1

2
m!2x̂2 +

p̂y
2m

+
1

2
m!2ŷ2 (1.36)

Avec les conditions de la non commutativité

[x̂; ŷ] = i�; [ŷ; x̂] = �i� (1.37)

[x̂; p̂x] = [ŷ; p̂y] = i~ (1.38)

[p̂x; x̂] = [p̂y; ŷ] = �i~ (1.39)

[x̂; p̂y] = [ŷ; p̂x] = 0 (1.40)

[p̂x; p̂y] = [p̂y; p̂x] = 0 (1.41)
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Nous utilisons maintenant le nouveau système des coordonnées

8>>><>>>:
x̂ = x� �ij

2 py

x̂ = x� �
2py

x = x̂+ �
2py

et

8>>>>>><>>>>>>:

ŷ = y � �ji
2 px

= y +
�ji
2 px

= y + �
2px

y = ŷ � �
2px

(1.42)

p̂x = px (1.43)

p̂y = py (1.44)

Nous avons montré que les nouvelles variables véri�ent les relations de commutation canoniques :

[x; y] = 0 (1.45)

[x; px] = [y; py] = i~ (1.46)

[px; py] = [x; py] = [y; px] = 0 (1.47)

Alors :

Ĥ �	(x̂; ŷ) = H�	(x; y) (1.48)

Avec :

x = x̂+
�

2
py (1.49)

y = ŷ � �

2
px (1.50)

p̂x = px (1.51)
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p̂y = py (1.52)

Alors :

Ĥ =
p2x
2m

+
1

2
m!2

�
x� �

2~
py

�2
+

p2y
2m

+
1

2
m!2

�
y +

�

2~
px

�2
(1.53)

on remplace1.49 1.50 1.51 1.52dans 1.53 ou trouve :

Ĥ =
1

2m

�
p2x + p

2
y

��
1 +

�2!2

4~2

�
+
1

2
m!2

�
x2 + y2

�
� �m!2

4~
Lz
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Chapitre 2

Solution exacte de l�équation de

Schrödinger

2.1 Introduction

L�équation de Schrödinger est l�équation fondamentale de la mécanique quantique non rela-

tiviste. Elle joue en mécanique quantique le même rôle fondateur que l�équation de Newton en

mécanique classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle décrit l�évolution

temporelle et spatiale de l�état d�un objet quantique représenté par une fonction d�onde[13].

Depuis la publication du travail de Schrödinger, les physiciens théoriciens se sont penchés

à trouver des solutions à l�équation de Schrödinger pour di¤érent systèmes physiques à partir

des plusieurs méthodes, soit analytique ou numérique, à partir de cette solution, on obtient une

fonction d�onde qui nous permet d�identi�er le système quantique étudié[13]

2.2 Contexte historique et développement de l�équation de Schrö-

dinger

d La découverte par Max Planck de la lumière quantique (voir rayonnement du corps noir)

et l�interprétation d�Einstein selon laquelle le nom "quantum" utilisé par Planck est un photon

ou une "particule" optique", et a suggéré que l�énergie d�un photon devrait être proportionnelle

à sa fréquence, et cette idée était l�une des premières hypothèses sur la dualité onde-particule.
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Étant donné que l�énergie et l�impulsion du mouvementp sont liées à la fréquence et au nombre

d�onde dans la théorie restreinte de la relativité, il en résulte que l�impulsion du photon est

directement proportionnelle à son nombre.

forme d�ondek

p =
h

�
= k~ (2.1)

Et Louis de Broglie a émis l�hypothèse que cela s�applique à toutes les particules, y compris

l�électron. Et il a montré que, en supposant que l�onde matérielle progresse parallèlement à sa

particule, alors l�électron forme une onde[18]

stagnant, ce qui signi�e qu�il ne contient que des fréquences angulaires discrètes autour

du noyau atomique qu�il est autorisé à prendre. Ces orbitales quantiques dans l�atome ap-

partiennent à des niveaux d�énergie distincts (c�est-à-dire qu�elles ont leurs propres valeurs

intrinsèques), et de Broglie a pu expliquer le modèle de Bohr de la structure atomique et les

niveaux qu�il contient. pour l�énergie. Le modèle de Bohr était basé sur la conception quantique

du moment cinétique (c�est-à-dire qu�il a ses propres valeurs propres).

L = n
~
2�
= n~ (2.2)

Selon de Broglie, l�électron est décrit comme une onde avec un nombre entier de longueur

d�onde, et que dans un atome le nombre d�onde doit correspondre à l�orbite de l�électron

n� = 2�r (2.3)

Mais cette hypothèse limite l�onde électronique à une dimension et tourne sur une orbite

circulaire. Partant de ces hypothèses, le physicien Peter Debye a fait remarquer que si les

particules se comportent dans les propriétés des ondes, elles doivent satisfaire un certain type

de fonction d�onde. Et de ce commentaire Présenté par "Debye", Schrödinger a tenté d�atteindre

une équation d�onde en trois dimensions qui s�applique à l�électron. Il a utilisé ce que Hamilton

avait fait pour montrer la symétrie entre la mécanique des corps et atteindre

Et les propriétés de la lumière, qui consiste à voir que la limite zéro de la longueur d�onde

(c�est-à-dire lorsque la longueur d�onde atteint 0) est équivalente au cas d�un système en méca-
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nique classique.[19]Schrödinger à l�équation

i~
@

@t
	(r; t) =

�~2
2m

r2	(r; t) + V (r; t)

2.3 le système de landau

En mécanique quantique ordinaire, les relations de commutation canoniques dans l�espace

de phase prennent la forme : [24] :

[xi; xj ] = 0 (2.4)

�
pi;;pj

�
= 0 (2.5)

[xi;pj ] = ih�ij1 (2.6)

Avec i; j = 1;...,d (d est la dimension de l�espace) .

considérons le cas d�une particule chargée électriquement (de charge e) se propageant dans

un espace tridimensionnel soumis à un champ magnétique constant

B décrit par un potientiel vecteur A tel que[?]

~B =
�!
rot ~A (2.7)

le Hamiltonien d�un tel systéme est donné par :

H =
1

2m

�
~p� e

c
~A
�2

(2.8)

c�est -à-dire que l�on modi�er l�impulsion canonique usuelle ~p en dé�nissant une impulsion

~� = ~p� e

c
~A (2.9)

Or , étant données les relations 2:9:les composantes de cette impulsion ~� ne commutent plus

entre elles
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[�i:�j ] = �i~
e

c
Bij1 (2.10)

avec

Bij = @iAj � @jAi; (i; j 2 f1; 2; 3g) (2.11)

Dans le cas ou le champ magnétique est constant suivant ~e3; ~B = B~e3. on peut utiliser les

jauge suivantes pour le potentiel vecteur ~A = (A1:A2:0) :

Jauge symétrique : ~A = �1
2~x�

~B jauge de landau : ~A = (0:Bx1:0)ou ~A = (�Bx2:0:0)

la Hamiltoinein de systéme prend la forme

H =
1

2m
(�21 +�

2
2) (2.12)

ou nous avant omis le terme 1
2P

2
3 décrivant le mouvement libre le long de diraction x3 . on la

relation de commutation

[�1; �2] = i~
e

c
B1 (2.13)

or, si l�on dé�nit un nouvel opérateur X = e
cB�1 la relation de commutation et la Hamiltonien

deviennent :

[X;�2] = i~1 (2.14)

H =
1

2m
�2
2 +

1

2
m!2BX

2 (2.15)

avec

!B =
jeBj
mc

(2.16)

Autrement dit, les opération X,�2 sont des variable canoniqument conjuguées pour lesquelles

le Hamiltonien prend la forme de l�oscillateur harmonique de pulsation !b

Grace à cette remarque ou en déduit directement le specter d�energie :
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En = ~
jeBj
mc

�
n+

1

2

�
(n = 0:1:2::) (2.17)
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Chapitre 3

L�Oscillateur harmonique dépendant

de l�énergie en Espace non

commutatif

3.1 oscillateur de Schrödinger dans l�espace non commutatif à

2 dim

Notre objectif est d�étudier le potentiel de l�oscillateur harmonique à fréquence dépendant

de l�énergie en mécanique quantique non-commutative à deux dimensions. Par conséquent, nous

souhaitons résoudre l�équation de Schrödinger[32],

Ĥ �	 = i~
@

@t
	 (3.1)

où l�hamiltonien du système prend la forme

Ĥ =
p̂2x
2m

+
p̂2y
2m

+
1

2
!2
Ê

�
x̂2 + ŷ2

�
(3.2)

avec la fréquence!Ê = !0 (1 + 
E)
qen fonction de l�énergieÊ = i~ @@test l�opérateur d�énergie

et q est un paramètre. Le produit en étoile dans l�équation de Schrödinger3.1 est le résultat

de la non-commutativité entre les opérateurs de coordonnées qui satisfont à la relation de
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commutation �
x̂2 + ŷ2

�
= i� (3.3)

où le paramètre de non-commutativité � est une constante réelle. Nous pouvons revenir au

produit habituel en utilisant le produit étoile de Moyal

(f � g) (x) = exp
�
i

2
���@x�@y�

�
f (x) f (y) jx=y (3.4)

ou le décalage de Bopp shift

x̂ = x̂� 1

2~
�p̂y (3.5)

ŷ = ŷ +
1

2~
�p̂x (3.6)

alors, l�hamiltonien dépendant de l�énergie du système (2) en deux dimensions prend la nouvelle

forme

Ĥ =
1

2m

 
1 +

m!2
Ê
�2

4~

!�
p2x + p

2
y

�
+

1

2m
m!2

Ê

�
x̂2 + ŷ2

�
�
m!2

Ê
�

2~
Lz (3.7)

oùLz = x̂p̂y � ŷp̂x"
1

2m

 
1 +

m!2
Ê
�2

4~

!�
p2x + p

2
y

�
+

1

2m
m!2

�
i~
@

@t

���
x̂2 + ŷ2

�
� m�

2~
L̂z

�#
	(x; y; t) = i~

@

@t
	(x; y; t)

(3.8)

Prenons les coordonnées polaires, x = � cos'; y = � sin', alors l�équation de Schr¨ odinger.3.8

prend la forme"
� ~2

2M
�
i~ @@t

� �1
�

@

@�
+

@2

@�2
+
1

�2
@2

@'2

�
1

2
m!2

�
i~
@

@t

�
�2 +

im�

2
!2
�
i~
@

@t

�
@

@t

#
	(�; '; t)

(3.9)

où la masse et la fréquence dépendantes de l�énergie sont respectivement

M

�
i~
@

@t

�
=

m

1 +
m2�2!2(i~ @

@t)
4~2

(3.10)

!

�
i~
@

@t

�
= !0

�
1 + 
i~

@

@t

�q
(3.11)
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avec q et 
 sont des paramètres.

Si on décompose 	 sur la base f�En;ml (�)g , on obtient

	(�; '; t) =
X
n;ml

a (En;ml
) e(En;ml t�~ml')�En;ml (�) (3.12)

alors nous avons

�
� ~2

2MEn;ml

�
1

�

@

@�
+

@2

@�2
+
1

�2
@2

@'2

�
1

2
m!2En;ml

�2 +
im�

2
!2En;ml

@

@t

�
�En;ml (�) = En;ml

�En;ml (�)

(3.13)

A ce stade, nous avons le problème de la masse et du potentiel dépendant de l�énergie. poten-

tiel dépendant de l�énergie. En multipliant 3.13 avec MEn,ml ce problème peut être transformé

en un potentiel dépendant de l�énergie avec une masse constante.

�
�~

2

2

�
1

�

@

@�
+

@2

@�2
+
1

�2
@2

@'2

�
+ V (�; �; En;ml

)

�
�En;ml (�) = En;ml

�En;ml (�) (3.14)

où

En;ml
=MEn;ml

�
En;ml

+
1

2
!2En;ml

mml�

�
(3.15)

V (�;En;ml
) =

1

2

2En;ml

�2 (3.16)

MEn;ml
=

m

1 +
m2�2!2(En;ml)

4~2

(3.17)

! (En;ml
) = !0 (1 + 
En;ml

)q (3.18)


2En;ml
= mMEn;ml

!2En;ml
(3.19)

En résolvant 3:14, on trouve les valeurs propres de l�énergie et les fonctions d�onde comme suit

En;ml
=

~
E
MEn;ml

(2n+ jmlj+ 1)�
mml�!

2
En;ml

2
(3.20)

�En;ml (�) = N�mlF

 
�n; jmlj+ 1;


2En;ml
~

�2

!
e

 
�

2En;ml

~ �2

!
eim1' (3.21)

26



oùN est la norme qui dépend de l�énergie. Ici !
En;ml

= !0 (1 + 
E)
q et F

�
�n; jmlj+ 1;


2En;ml
~ �2

�
est

la fonction hypergéométrique con�uente.

A�n de calculer la norme N , il est nécessaire de dériver la condition de normalisation liée

au potentiel et à la masse dépendant de l�énergie en coordonnées polaires.

condition liée au potentiel et à la masse dépendant de l�énergie en coordonnées polairesPour

ce faire, nous considérons deux

�En1;ml1
et �En2;ml2

avec des énergies En1;ml1
et En2;ml2

satisfaisant 3.13 Ensuite, en multi-

pliant la première équation par��En;ml
(�)et la seconde (conjuguée complexe) par�En;ml

(�)et

après soustraction, en intégrant sur tout l�espace et en prenant la limiteEn1;ml1
! En2;ml2

nous

obtenons

Z
�d��En;ml (�) �

�
En;ml

(�)
1

MEn2;ml2

@

@En;ml

[(En;ml
� V (�;En;ml

))] = 1 (3.22)

qui peut être mis sous la forme

Z
�d��En;ml (�) �

�
En;ml

(�)

264 1
MEn;ml

h
En;ml

+ 1
2m!

2
En;ml

�
ml� � �2

�i @MEn;ml
@En;ml

+
h
1 +m!En;ml

�
ml� � �2

�i @MEn;ml
@En;ml

375 = 1 (3.23)

où!En;ml et MEn;ml
satisfaisant à 3.14

3.1.1 Equation de Schrödinger :

A toute particule d�énergie E et de quantité de mouvement P est associée une onde pulsation

! = E
~ est de vecteur d�onde K = P

~

La longueur d�onde correspondante, dite longueur d�onde de Broglie, est donc[?]

� =
2�

k
(3.24)

A toute particule est associée une fonction d�onde  (~r; t) qui caractérise entièrement son état

(c�est-à-dire qu�elle contient toute l�information qu�il est possible de connaître sur la particule)

et qui représente physiquement son amplitude de probabilité de présence. Ainsi ,j (~r; t)j2 =

 �  d3~r est la probabilité de trouver la particule entre ~r et ~r + d~r à l�instant t. La Particule
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devant nécessairement se trouver quelque part, sa fonction d�onde doit être normalisée de telle

sorte que :

La particule devant nécessairement se trouver quelque part, sa fonction d�onde doit être nor-

malisée de telle sorte que :

Z
j (~r; t)j2 d3~r = h 

 
i = 1 (3.25)

Soit m la masse m de la particule ; la fonction d�onde est alors solution de l�équation de Schrö-

dinger :

H (~r; t) = E (~r; t) (3.26)

E = i~
@

@t
(3.27)

H est l�opérateur Hamiltonien du système dans le cas unidimensionnel donné par

H =
P 2

2m
+ V (x) avec P = i~, P 2 = �~2~r2 (3.28)

Donc :

H = � ~
2

2m
~r2 (x) + V (x) (x) (3.29)

i~
@

@t
 (x) = � ~

2

2m
~r2 (x) + V (x) (x) (3.30)

Où V (x) est le potentiel ressenti par la particule il s�agit en fait d�une énergie potentielle.

~r2est l�opérateur de laplace à une dimension

~r2 = � = @2

@2x
(3.31)
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3.1.2 Arguments conduisant �a l�́ equation de Schrodinger

Nous donnons ci-aprés des arguments conduisant �à l�équation de Schrodinger étant bien

entendu qu�ils ne constituent pas une d´emonstration.

� L�́ energie totale d�une particule mat´erielle est ´egale �a la somme de son ´energie-

cin´etique et de son ´energie potentielle :

E =
1

2
m�2 + V =

P

2m
+ V (3.32)

� � pour des particules non relativistes. Utilisons les équations de de Broglie pour une

particule de matiere E = ~! et p = ~k~! = ~2k2
2m + V

� En comparant à ce que nous avons trouvé pour une onde électromagnétique,nous

pouvons penser que l�́ equation d�onde doit relier la d´eriv´ee premi�ere de la fonc-

tion d�onde par rapport au temps �a la d´eriv´ee seconde de la fonction d�onde par

rapport �a l�espace (cf. remarque page pr´ec´edente). L�́ energie potentielle doit aussi

apparaitre dans l�equation.

� L´equation d�onde doit étre une ´equation linéaire en terme de la fonction d�onde (x; t) :

en e¤et, ceci assure que si  1 (x; t) et  2 (x; t) sont des solutions del�équation d�onde,

alors  (x; t) = a � 1 (x; t)+ b � 2 (x; t) est aussi une solution de l�́ equation d�onde.

� Nous devons retrouver une fonction d�onde harmonique, c.à.d. une combinaison li-

néaire de fonctions sinuso¬dales, dans le cas particulier de la fonction d�onded�une

particule libre, c.�à.d. une particule sur laquelle ne s�exerce aucune force.Nous pos-

tulons l�́ equation de Schrodinger pour une particule de masse m dans un probléme

à une dimension :

�~
2m

@2 (x; t)

@x2
+ V (x; t) (x; t) = i~

@ (x; t)

@t
(3.33)

L�́ energie potentielle peut varier en fonction du lieu et du temps et le facteur i

apparaissant devant la dérivée par rappot au temps est le nombre imaginaire pur tel

que i2 = �1Visiblement, l�équation satisfait à toutes les conditions demandées aux

points 1)

� préciedents. Examinons l�exigence 4) : sur une particule libre aucune force nàgit,par
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conséquent,

F = �@V
@x

= 0 =) V (x; t) = V0 = cst (3.34)

� Nous voyons tout de suite que

� Les fonction d�onde de la forme	(~r; t) = A sin (kx� !t) ou	(~r; t) = A cos (kx� !t)

ne satisfont pas à l�́ équation de Schrodinger postulée, puisque la dériévée p.r.au

temps change le sinus en cosinus et inversément, alors que la dérivée seconde p r à x

redonne sinus ou cosinus.

� La combinaison complexe des fonctions harmoniques est cependant solution de l�́ equation

de Schr¨ odinger :

 (x; t) = A expi(kx�!t) = A [cos (kx� !t) + i sin (kx� !t)] (3.35)

@ 
@t = �i!A expi(kx�!t) = �i! (x; t) et @2 (x;t)

@x2
= (ik)2A expi(kx�!t) = �k2 =)

�~
2m

�
�k2 

�
+ V0 = i~ (�i! (x; t)) =) ~2k2

2m + V0 = ~!

� Cette derniére ´egalité est bien celle que nous d´esirons pour l�́ energie totale d�une-

particule libre.

3.1.3 construction de l�équation de schrodinger :

le physique autrichien Erwin Schrodinger[?] utilisa les résultats de De Broglie pour établir

une équation régissant l�évoulution spatiale et tomporelle de la fonction d�onde d�un systeme

physique . pour obtenir l�équation de Schrodinger , en prenant la forme de l�onde plan de

Broglie :

	(~r; t) = Aei(~p~r�Et)=~ (3.36)

ou ! : la pulsation et k : le nombre d�onde

D�aprés les postilas de la mécanique quantique sont liés a la particule classique par la relation

de planck-Einstein :
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E = ~! (3.37)

et la relation de

L . De Beoglie :

~P = ~ ~K (3.38)

alors :

	(~r; t) = Aei(~p~r�Et)=~ (3.39)

on dérive l�onde par rapport au temps [?] :

@

@t
	(~r; t) = � i

~
EAei(~p~r�Et)=~ = � i

~
E	(~r; t) (3.40)

on

obtient

E	(~r; t) = i~
@

@t
	 (~r; t) (3.41)

donc

Ê = i~
@

@t
(3.42)

Ê : est l�opérateur d�énergie En dérivant l�onde par rapport à l�espace, il vient

~r	(~r; t) = i

~
pAei(~p~r�Et)=~ =

i

~
p	(~r; t) (3.43)

ou

~5 =
@

@x
~i+

@

@y
~j +

@

@z
~k (3.44)
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~r est l�opérateur gradient , alors[?]

p̂ = �i~~r (3.45)

est l�opérateur d�impulsion

on mécanique classique , l�énergie mécanique de particule libre est donnée par :

E = EC = T =
p2

2m
(3.46)

cette quantité apparait dans la formulation hamiltonienne pour une particule libre (V (~r) = 0)de

la mécanique classique

En appliquant le principe de correspondance entre les valeur classiques et quantique, pour

l�énergie, de equation(3:46) et equation (3:47) on obtient :

p2

2m
	(~r; t) = i~

@

@t
	(~r; t) (3.47)

ou l�impulsion

p̂ = �i~~r (3.48)

d�ou

p2

2m
	(~r; t) =

1

2m

�
�i~~r

�2
	(~r; t) = � ~

2m
~r2	(~r; t) (3.49)

ou

~r2 = r :est le Laplacien

� ~
2m
�	(~r; t) = i~

@

@t
	(~r; t) (3.50)

l�opérateur hamiltonien du systeme pour une particule libre s�écrit

Ĥ = � ~
2

2m
� (3.51)

on utilisant Ĥ on peut simpli�er l�écriture de l�équation de Schrödinger, on obtient :
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Ĥ	(~r; t) = i~
@

@t
	(~r; t) (3.52)

Lorsque

la particule est plongéeans un potentiel scalaireV (~r) (par exemple le potentiel d�un oscillateur

harmonique) d�aprés la mécanique classique ,l�énergie total de systéme s�écrit comme suit :

E = T + V (~r) =
p2

2m
+ V (~r) (3.53)

avec cette nouvelle valeur d�énergie est à partir de l�éqtion 3:53est l�opérateur s�impulsation p̂,

l�équation de Schroudinger devient :

�
� ~

2

2m
�+ V (~r)

�
	(~r; t) = i~

@

@t
	(~r; t) (3.54)

~ = h
2� = 1:05457:10

�34Js

m la masse de la particule

�2est le laplacien

V (r)l�énergie potentielle de la particule au point r.

L�énergie totale ce n�est que l�opérateur Hamiltonien du systeme :

Ĥ = � ~
2

2m
�+ V (~r) (3.55)

Ĥ 	(~r; t) = i~
@

@t
	(~r; t) (3.56)

3.2 propriétés de l�équation de Schrödinger

Cette équation est également linéaire et homogène. Ses solutions sont donc linéairement

superposables. Sij  1 (t) et j  2(t) �sont deux solution de l�équation et si : l�état initial du

système et dé�ni par [20]
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j 0(t0) >= �1j 1(t0) > +�2j 2(t0) > (3.57)

alore l�état du système au temps t est donné par :

j (t) >= �1j 1(t) > +�2j 2(t) > (3.58)

il existe donc une correspondance linéaire entre j (t0) >et j (t) >.

Les équations de Schrödinger dépendantes du temps sont des équations di¤érentielles du

premier ordre par rapport au temps par conséquent, si on connait  a un instant initial (x; t)on

peut déterminer son évolution, ceci montre que l�étal dynamique du système est entièrement

déterminé par la fonction  

Si l�hamiltonien du système ne dépend pas du temps, la solution de l�équation de Schrödinger

s�écrit sous la forme [20]

 (x; t) =  (t) e�
i
h
Et (3.59)

Avec  (x)véri�e l�équation de Schrödinger stationnaire :

Ĥ (x) = E (x) (3.60)

E : La valeur propre de l�hamiltonien

Donc l�équation de Schrödinger indépendante du temps permet de trouver des états sta-

tionnaires parmi tous les états possibles du système qui est en e¤et un cas particulier d�une

équation générale dépendante du temps qui donne l�évolution de la fonction d�onde quel que

soit l�état du système

3.2.1 La fonction d�onde

Les solutions de l�équation de Schrödinger d�un système quantique sont appelées les fonctions

d�onde, elles peuvent être considérées comme un postulat quantique qui décrit l�état quantique

d�une particule et contient toutes les informations qu�on veut connaitre du système. La fonction

d�onde  (x; t)doit satisfaire les conditions suivant :
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Elle doit être continue pour x . La dérivée @ 
@t doit être continue, ces contraints sont appli-

quées sous condition de la limite sur les solutions. Elle doit être normalisée. Cela implique que

la fonction d�onde en approche à zéro comme x approche à l�in�nité c�est-à-dire[20]

Z
 � d3r =

Z
j j2 d3r (3.61)

Avecj (�!r ; t)j2est la densité de probabilité.

Comme on a vu que l�équation de Schrödinger est une équation aux dérivées partielles du

premier ordre par rapport au temps et de deuxième ordre par rapport aux coordonnées spatiales.

C�est une équation di¢ cile à résoudre pour la plupart de systèmes quantiques.

Il existe deux types d�équations de Schrödinger : l�équation de Schrödinger indépendante du

temps (stationnaire) et l�équation de Schrödinger dépendante du temps (non stationnaire)

3.3 oscillateur de Schrödinger dans líespace non commutatif à

trois dimensions

Maintenant, dans le contexte de la mécanique quantique non commutative, nous suggérons

de développer l�article[79], où l�on résout explicitement l�équation de l�oscillateur du Schrödinger

dans l�espace non commutatif, ci-dessous

H �	 = E	: (3.62)

où l�hamiltonien du système prend la forme

H =
P 2x
2�
+
P 2y
2�
+
P 2z
2�
+
1

2
�!2E

�
X2 + Y 2 + Z2

�
(3.63)

Avec la fréquence !E = ! (1 + 
E)q dépendant de l�énergie et q 
 est un parametres

En d�autres part, il est bien connu que dans le cas où [pi; pj ] = 0; la mécanique quantique

non commutative peut être réduite à la mécanique quantique habituelle lorsque les opérateurs

de coordonnées non-commutatives sont exprimés en termes des opérateurs de coordonnées com-

mutatives et leurs opérateurs du moments sous la forme suivante[22]
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xi ! xi �
1

2~
�ijpj et pi ! pi; i = 1; 3 (3.64)

avec les paramètres du tenseur antisymétrique � sont choisis comme

�ij = �ijk�k et �3 = � (3.65)

et les autres composantes égales à zéro

Sur la base de ce fait, on peut réécrire la transformation 3:64 sous la forme condensée

suivante[17]

r! r+
� � p
2~

; avec �12 = ��21 = �3 = � (3.66)

avec � est le produit vectoriel.

Maintenant, si en tenant compte de la transformation ?? représentant le passage d�un éspace

non commutatif vers un autre éspace commutatif dans l�équation 3:66; la solution stationnaire

de l�équation de l�oscillateur du Schrödinger dans l�espace non commutatif s�écrira comme suit

��
1 +

�2!2E�
2

4~2

��
p2x + p

2
y

�
+ �2 !2E

�
x2 + y2

�
+ �2!2Ez

2 � �2!2E�

~
Lz + p

2
z

�
 =2�E (3.67)

où Lz = xpy � ypx est l�opérateur de moment cinétique

Maintenant, il est suitable d�exprimer les coordonnées cartésiennes (x; y; z) en fonction de

coordonnées cylindriques (r; '; z) dans la prédite équation 3:67, pour obtenir

�
~2
�
1 +

�2!2E�
2

4~2

��
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+
1

r2
@2

@'2

�
(3.68)

��2!2Er2 + ~2
@2

@z2
� �2!2Ez2 +

�2!2E�

~
~
i

@

@'

�
 (r; '; z)

= �2�E  (r; '; z) (3.69)

On sépare les variables radiales, ongulaires et axiales de la fonction d�onde  en posant
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 (r; '; z) = Ceijmj'
R (r)p
r
	osc (z) (3.70)

En remplaçant  (r; '; z) par son expression dans l�équation 3:68; on trouve

1

R (r)

"
@2

@r2
�
�
m2 � 1

4

�
r2

� �2!2E
M2

r2 +N

#
R (r) =

1

	osc (z)

�
� ~2

M2

@2

@z2
+
�2!2E
M2

z2
�
	osc (z) = b

(3.71)

avec

M2 = ~2
�
1 +

�2!2E�
2

4~2

�
(3.72)

N =
1

M2

�
2�E + �2!2E� jmj

�
(3.73)

Le terme radial est égal au terme axial si chaque équation est égale à la même constante de

séparation b, les deux équations s�écrivent

 
@2

@r2
�
�
m2 � 1

4

�
r2

� �2!2E
M2

r2 + �

!
R (r) = 0 (3.74)

�
@2

@z2
� �2!2E

~2
z2 � �

�
	osc (z) = 0 (3.75)

avec� = N � b; � = �M2

~2 b

Pour l�équation(3:75) on pose, z2 = ~
2�!�

2

�
@2

@�2
� 1
4
�2 + nz +

1

2

�
F (�) = 0 (3.76)

avec

� = �(2nz + 1)�!E
~

; b =
�!E~
M2

(2nz + 1) (3.77)

dont nz = 1; 2; 3; :est le nombre quantique principal[15].

Nous aurons une équation de type parabolique, possédant la même fonction que celle de
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Weber Dn (�)

Dnz (�) = N0exp

�
��

2

4

�
Hnz

�
2�

1
2 �
�

(3.78)

par déduction, nous obtenons

	oscnz (z) = Dnz

 r
2�!E
~

z

!
= N0exp

�
��!Ez

2

2~

�
Hnz

�r
�!E
~

z

�
(3.79)

avec N0;est la constante de normalisation, Hnz

�q
�!
~ z
�
est le polynôme d�hermite.

Pour l�équation (3:74) ; la fonction d�onde R (r) se transforme à

 
@2

@�2
� �2 �

�
m2 � 1

4

�
�2

+ "

!
R (�) = 0 (3.80)

avec 8>>>>><>>>>>:
a =

r
M

�!

� =
r

a

" =
M

�!E
�

(3.81)

Maintenant, lorsque nous introduisons une nouvelle variable � = �2 et une nouvelle fonction

W (�) par la relation

g (�) = e�
�
2 ��W (�) ; (3.82)

nous arrivons à �
�
d2

d�2
+

�
2�+

1

2
� �
�
d

d�
+ n

�
W (�) = 0; (3.83)

avec 8<: 4�
�
�� 1

2

�
=
�
�2 � 1

4

�
n = "

4 � ��
1
4

: (3.84)

d�où

� =
1

2

�
jmj+ 1

2

�
(3.85)

L�équation(3:83) est une équation de la fonction con�uente hyper-géométrique

W (�) = �normF (�n; jmj+ 1; �) : (3.86)
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Où la forme �nale de la fonction d�onde R (r) ; s�écrit

Rn;m (r) =
�nom

a(jmj+
1
2)
e�

r2

2a2 rjmjF

�
�n; jmj+ 1; r

2

a2

�
: (3.87)

avec

a2 =
~

�!E

�
1 +

�2!2E�
2

4~2

� 1
2

: (3.88)

Alors la forme générale de l�équation 3:79; est réécrite comme

'1n;�(r; '; z) =
Neijmj'

a(jmj+
1
2)
exp

�1
2

�
r2

a2
+
�!Ez

2

~

�
rmF

�
�n; jmj+ 1; r

2

a2

�
Hnz

�r
�!E
~

z

�
:

(3.89)

avec N = N0�nom est la constante de normalisation.

Injectant les expressions 3:84; (3:85) ; 3:86; 3:87; (3:88) dans l�équation(3:89) ; les valeurs propres

de l�énergie seront données par

En;nz ;jmj = ~!E
�
1 +

�2!2E�
2

4~2

� 1
2

(2n+ jmj+ 1) + ~!E (nz � 1)�
�
�2!2E�

~

�
~ jmj
2�

: (3.90)

Considérons les valeurs particulières suivantes de q (
 et � )

1eré cas :q = 1 (!E = !0 (1 + 
En;nz ;m))

L�équation 3:90 peut s�écrire sous la forme

aE4n;nz ;m + bE
3
n;nz ;m + cE

2
n;nz ;m + dEn;nz ;m + e = 0 (3.91)

où

a =
�2�2
4!4

4

h
jmj2 � (2n+ jmj+ 1)2

i
(3.92)

b =
1

a

hh
�2�2
4!4

h
jmj2 � (2n+ jmj+ 1)2

i
+ �� jmj 
2!2 [1� ~
! (nz � 1)]

ii
(3.93)
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c =
1

a

�
3�2�2
2!4

2

h
jmj2 � (2n+ jmj+ 1)2

i
+ �� jmj!2
 [2� 3~!
 (nz � 1)] (3.94)

�~2!2
2 (2n+ jmj+ 1)2 + [1� ~!
 (nz � 1)]2]

d =
1

a

h
�2�2
!4

h
jmj2 � (2n+ jmj+ 1)2

i
� 2~2!2
 (2n+ jmj+ 1)2 (3.95)

+�� jmj!2 + ~ (nz � 1) [2! [~!
 (nz � 1)� 1]� �� jmj]]

e =
1

a

��
�2�2!4

4

h
jmj2 � (2n+ jmj+ 1)2

i
� ~2!2 (2n+ jmj+ 1)2 + ~2!2 (nz � 1)2 � ~��!3 (nz � 1)

��
(3.96)

l�équation peut etre résolue via l�équation suivante du deuxiéme ordre [27]

E2n;nz ;m + (b+A)
En;nz ;m
2

+ yn;nz ;m +
byn;nz ;m � d

A
= 0 (3.97)

où A = �
p
8yn;nz ;m + b

2 � 4c :Ainsi, il existe quatre solutions

E(n;nz ;m)1;2;3;4 =
1

4

"
� (b+A)�

s
(b+A)2 � 16

�
yn;nz ;m +

byn;nz ;m � d
A

�#
(3.98)

, et yn;nz ;m est l�une des racines réelles de l�équation cubique

8y3n;nz ;m � 4cy
2
n;nz ;m + (2bd� 8e) yn;nz ;m + e

�
4c� b2

�
� d2 = 0 (3.99)

où yn =
3

qp
D � Q

2 �
3

qp
D + Q

2 �
R
3

avec D =
�
P
3

�3
+
�
Q
2

�2
; P = S � R2

3 ; Q = 2
�
R
3

�3 � RS
3 +

e(4c�b2)�d2
8 ; R = � c

2 ;et S = b d
4 � e

A partir des quatre solutions données par l�Eq.3:98 , une seule racine positive satisfaisant la

conditions

j1 + 
En;nz ;mj � 0 et
�
4aE3n;nz ;m + 3bE

2
n;nz ;m + 2cEn;nz ;m + d

�
� 0 pistes aux fonctions
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d�onde normalisables

 En;nz;m(r; '; z) =

s
2��n;nz ;m (2n+ jmj+ nz)n!

�Mn;nz;m

�
4aE3n;nz ;m + 3bE

2
n;nz ;m + 2cEn;nz ;m + d

�
� (n+ jmj+ 1)

(3.100)

�eijmj' 1
r

��n;nz ;m
~

r2
� jmj+nz

2
e�

�n;nz;m
2~ r2Lmn

h�n;nz ;m
~

r2
i

où Lmn
��n;nz;m

~ r2
�
sont des fonctions de Laguerre,�n;nz ;m = �!0

1+
E+n;nz;ms
1+

�2�2!20(1+
E
+
n;nz;m)

2

4~2

;Mn;nz;m
=

�

1+
�2�2!20(1+
E

+
n;nz;m)

2

4~2

et E+n;nz ;m satisfaisant l�éq. 3:98

3.4 Aplication

Dans le cas où 
 6= 0 (potentiel dépendant de l�énergie), � = 0 (espace commutatif ),

Mn;nz;m
! �; et �n;nz ;m ! �!0

�
1 + 
E+n;nz ;m

�
et les valeurs propres d�énergie et les les fonctions

d�onde sont respectivement

En;nz ;jmj =
~!0 [2n+ jmj+ nz]

1� 
~!0 [2n+ jmj+ nz]
(3.101)

 En;nz;m(r; '; z) =

s
n!

�� [1� ~!0
 [2n+ jmj+ nz]] � (n+ jmj+ nz)
(3.102)

�eijmj' 1
r

��!n;nz ;jmj
~

r2
� jmj+nz

2
e�

!n;nz;m
2~ r2Ljmjn

h!n;nz ;m
~

r2
i

dans le premier et le second cas où 
 = 0 (le potentiel ne dépendant pas de l�énergie) et

� 6= 0 (espace non commutatif),Mn;nz;m
!M� ; !n;jmj;nz ! !0 et

�n;nz ;m ! ��, alors l�énergie et les fonctions d�onde sont données, respectivement, par

En;nz ;jmj = ~!0
�
1 +

�2!20�
2

4~2

� 1
2

(2n+ jmj+ 1) + ~!0 (nz � 1)�
�
�2!20�

~

�
~ jmj
2�

(3.103)
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 En;nz;m(r; '; z) =

s
n!

�� (n+ jmj+ nz)
(3.104)

�eijmj' 1
r

���
~
r2
� jmj+nz

2
e�

��
2~ r

2
Ljmjn

h��
~
r2
i

Dans le premier et le second cas où 
 = 0 (le potentiel ne dépendant pas de énergie) et � = 0

(espace commutatif),!n;nz ;m ! !0, Mn;nz;m
! � et �� ! �!0

alors l�énergie et les fonctions d�onde sont données par

En;nz ;jmj = ~!0 [2n+ jmj+ nz] (3.105)

 En;nz;m(r; '; z) =

s
n!

�� (n+ jmj+ nz)
(3.106)

�eijmj' 1
r

��!0
~
r2
� jmj+nz

2
e�

�!0
2~ r2Ljmjn

h�!0
~
r2
i

De même que le cas précédent, le comportement énergétique dans le cas q = 1 peut être

étudié graphiquement

Nous voyons sur la Fig:1 que la dépendance de l�énergie sur le paramètre � est insigni�catif

pour des valeurs de 
 négatives comme dans le cas précédent. Encore une fois, di¤érentes valeurs

de 
 entraîner des écarts par rapport aux valeurs d�énergie normales (c�est-à-dire � = 
 = 0 ).

Ici, seul les valeurs 
 négatives sont considérées comme des valeurs 
 positives ne satisfont pas

la normalisation état en général.
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Figure1 : 
 � = 0 ; 
 variable

Figure2 : 
 = 0 ; � variable

La Figure 2 montre la dépendance 
 de l�énergie. Un e¤et de type Zeeman est à nouveau

observé. Nous voyons aussi que les di¤érences dans le paramètre de non-commutativité � font

n�a¤ecte pas les valeurs énergétiques de manière signi�cative
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Chapitre 4

conclution génerale

Dans ce mémoire, n, nous avons donné une solution exacte pour l�équation de Schrödin-

ger pour l�oscillateur harmonique avec une fréquence dépendante de l�énergie en mécanique

quantique tridimensionnelle dans l�espace non commutative.

Nous avons déterminé la correction relative à la condition de normalisation. La présence

d�un oscillateur harmonique dépendant de l�énergie dans l�équation de Schrodinger avec non-

commutativité entre les coordonnées conduit au problème du potentiel dépendant de l�énergie,

ce qui nécessite une modi�cation de la condition de normalisation habituelle pour maintenir la

conservation de la norme.

Les valeurs propres d�énergie et les fonctions d�onde sont étudiées pour deux scénarios dis-

tincts ( q = 1), ainsi que certaines limites (
 = 0 , c�est-à-dire le potentiel indépendant de

l�énergie, et � = 0 , c�est-à-dire l�espace commutatif). En physique quantique non relativiste, la

non-commutativité entre les coordonnées a¤ectait la condition de normalisation dans laquelle

la fréquence de l�oscillateur harmonique dépendait directement de l�énergie. Les e¤ets des para-

mètres sur les valeurs propres de l�énergie ont été examinés plus en détail par analyse graphique.

Nous avons remarqué que les écarts par rapport à la valeur standard 
 = 0 produisent un e¤et

Zeeman.
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Résumé: 

 

    Dans la mécanique quantique non commutative, le problème de l'oscillateur harmonique 

dépendant de l'énergie est étudié en résolvant l'équation de Schrödinger en coordonnées 

sphérique. La présence de la non-commutativité dans les coordonnées spatiales et la 

dépendance à l'énergie pour la masse et le potentiel de rendement potentiel dépendant de 

l'énergie. La correction de la condition de normalisation est calculée et les dépendances des 

paramètres des résultats sont étudiées graphiquement. 

    Les mots clés : l'équation de Schrödinger, mécanique quantique ,espace non- non 

commutatif, coordonnées sphérique 

    Abstract:  

    In noncommutative quantum mechanics, the energy-dependent harmonic oscillator problem 

is studied by solving the Schrödinger equation in spherical coordinates. The presence of non-

commutativity in spatial coordinates and the energy dependence for mass and energy-

dependent potential yield potential. The correction of the normalization condition is 

calculated and the dependencies of the parameters of the results are studied graphically 

    Key words: Schrödinger equation, quantum mechanics, non-commutative space, spherical 

coordinates 

  ملخص

 في ميكانيك الكم اللاتبادلية يتم دراسة مشكلة الهزّاز التوافقي المعتمد على الطاقة من خلال حل معادلة شرودنغر في 

والطاقة التي تعتمد على  طاقة الكتلةوالاعتماد على الهندسة اللاتبادلية الاحداثيات في فضاء . وجود الاحداثيات الكروية 

ويتم التأكد من صحة الحسابات والنتائج بيانيا  الكمون  

 الكلمات المفتاحية 

;معادلة شرودنغر     الاحداثيات الكروية.ميكانيك الكم .الهندسة اللاتبادية .  

 


