
    MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR  

ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE 

   UNIVERSITE «Abbes LAGHROUR» DE KHENCHELA 

  FACULTE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIE 
 

Département des Sciences de la Matière 

 

 

N° de série :…… 

 

 

Mémoire de fin d’études 
Pour l’obtention du diplôme de Master (L.M.D) 

 

 Filière       :  Physique 

 Spécialité  :  Physique des Matériaux 

Intitulé : 

 

 

 

 

 
 
 

 

Réalisé par : - DRAHAM Meriem  

                      - RAHMANI Dalel  

                     

Membres de jury : 

- Dr. SAADANE Abderraouf 

- Dr. BOUBAA Dris 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Dirigé par : Dr. Kh. BOUDJAMAA  

                           

 

 

 

 

 

 

                 Présenté le  …………… 

  

Résolution variationnelle du problème 

des états liés d’un système quantique 
non relativiste à quatre corps 



Table des matières

Introduction 1

1 Notions de base de mécanique quantique 3

1.1 L�équation de Schrödinger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 La fonction d�onde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 L�équation de Schrödinger stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3.1 Cas d�une force centrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4 Le problème à deux corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4.1 Séparation des variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 L�Oscillateur harmonique 13

2.1 Approximation harmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 L�oscillateur harmonique à une dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 L�Oscillateur harmonique à trois dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4 L�Oscillateur Harmonique à deux corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 L�Oscillateur Harmonique à quatre corps 26

3.1 Coordonnées de Jacobi et problème à N corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Système ayant toutes les masses égale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3 Système ayant deux masses di¤érentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.3.1 Con�guration (m;m;m;M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.3.2 Con�guration (m;m;M;M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.3.3 Con�guration (m;m;M;M) : Autre choix de coordonnées de Jacobi . . . 36

i



3.4 Système ayant trois masses di¤érentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4 Développement sur des gaussiennes corrélées 41

4.1 Théorème variationnel de Ritz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2 La méthode variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.3 Choix de la fonction d�onde d�essai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.3.1 L�hamiltonien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.4 Application aux problèmes à quatre corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.4.1 Choix standard des coordonnées de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.4.2 Choix modi�é des coordonnées de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.4.3 Une seule génération de gaussiennes corrélées . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.4.4 Deux générations de gaussiennes corrélées . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5 Application 63

5.1 La molécule dihydrogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Conclusion 67

5.1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Annexe A 69

Annexe B 70

Annexe C 72

ii



Liste des �gures

Figure 1 : Coordonnées de Jacobi pour le système à quatre corps (m;m;m;m) :

Figure 2 : Coordonnées de Jacobi pour le système à quatre corps (m;m;m;M) :

Figure 3 : Coordonnées de Jacobi pour le système à quatre corps "haltères" (m;m;M;M) :

Figure 4 : Coordonnées de Jacobi pour le système à quatre corps standard (m;m;M;M) :

Figure 5 : Coordonnées de Jacobi pour le système à quatre corps (m;m;m3;M) :

Figure 6 : Coordonnées de Jacobi pourde la molécule de dihydrogène (H2)

iii



Liste des tableaux

Tableau 1 Valeur exacte Eexacte et borne supérieure E
(1)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;M;M) en interaction : Vij = r2ij .

Tableau 2 Valeur exacte Eexacte et borne supérieure E
(1)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m;M) en interaction : Vij = r2ij .

Tableau 3 Valeur exacte Eexacte et borne supérieure E
(1)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m3;M) en interaction : Vij = r2ij .

Tableau 4 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;M;M) en interaction : Vij = rij .

Tableau 5 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m;M) en interaction : Vij = rij .

Tableau 6 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m3;M) en interaction : Vij = rij .

Tableau 7 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;M;M) en interaction : Vij = r0:1ij .

Tableau 8 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m;M) en interaction : Vij = r0:1ij .

Tableau 9 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m3;M) en interaction : Vij = r0:1ij .

Tableau 10 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;M;M) en interaction : Vij = �1=rij .

Tableau 11 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m;M) en interaction : Vij = �1=rij .

Tableau 12 Borne inférieure Einf et bornes supérieures E
(1)
var , E

(2)
var pour l�énergie du fondamental

pour le système à quatre corps (m;m;m3;M) en interaction : Vij = �1=rij .

Tableau 13 Approximation variationnelle le l�énergie du niveau fondamental
et de distance interatomique de la molécule dihydrogène (H2) :

iv



Liste des symboles

V Energie potentiel

~ri Coordonnée de la i ème particules

~pi Quantité de mouvement de la i ème particules

E Energie
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Introduction

Dans l�état actuel des connaissances scienti�ques, la mécanique quantique joue un rôle fon-

damental pour la description et la compréhension des phénomènes naturels. En e¤et, dès que

ces derniers se produisent à une échelle très �ne (échelle atomique ou subatomique), ils ne sont

explicables que dans le cadre de la physique quantique, par exemple, l�existence et les propriétés

des atomes, la liaison chimique, la propagation d�un électron dans un cristal, etc., ne peuvent

être comprises dans le cadre de la mécanique classique [1] :

Parmi les études qui ont développé la physique quantique �gure l�étude théorique de l�équa-

tion de Schrödinger qui a été formulée par Erwin Schrödinger en 1925. C�est l�équation fonda-

mentale de la physique quantique non relativiste. Elle décrit l�évolution dans le temps d�une

particule massive, et remplit ainsi le même rôle que la relation fondamentale de la dynamique

en mécanique classique.

Alors l�étude d�un système quantique consiste essentiellement à résoudre cette équation de

Schrödinger. Lorsqu�il s�agit d�un problème à N corps (particules), la résolution analytique

est très compliquée voire même impossible pour la plupart des problèmes réels. Même pour

les problèmes à une dimension ou par exemple à une particule dans potentiel invariant par

rotation, ne sont solubles que pour des cas très particuliers de potentiels. Dans les autres cas on

est obligé à recourir à des méthodes et des techniques de résolution numérique ou approximative

de l�équation de Schrödinger. Parmi ces méthodes, citons le développement systématique sur

des gaussiennes corrélées [2], les équations de Fadeev [3], le développement sur les harmoniques

hyper-sphériques [4], ...

Dans le travail présenté dans ce mémoire, on s�intéresse à la résolution approximative de

l�équation de Schrödinger stationnaire pour des problèmes à quatre corps sans spin. Nous al-
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lons utiliser la méthode de développement sur des gaussiennes corrélées basée sur la méthode

variationnelle pour obtenir une approximation pour l�énergie et la fonction d�onde associées à

l�état fondamental du système et qui consiste en une extension d�une étude antérieure similaire

menée pour le cas à trois corps [6].

Ce document s�articule autour de cinq chapitres :

Le premier chapitre constitue une revue sur les notions de base de la mécanique quantique

où nous présentons l�équation de Schrödinger stationnaire qui décrit les états indépendants du

temps d�une particule. Une attention particulière a été portée aux problèmes de forces centrales

où on montre que le problème de deux particules en interaction mutuelle se réduit au problème

d�une particule à une dimension.

Le deuxième chapitre sera consacré à l�étude d�oscillateur harmonique à une et à trois

dimensions dans un cadre quantique. La résolution du problème de l�oscillateur harmonique à

deux corps sera également présentée en détail.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéresserons au problème à N corps interagissant

via des forces à deux corps qui dérivent de potentiels harmoniques. Ce type de systèmes est

souvent appelé "Oscillateur harmonique à N corps". On s�intéresse en particulier au problème à

quatre corps. La méthode adoptée pour résoudre ce problème est basée sur des changements de

variables permettant ainsi de réduire le problème l�oscillateur harmonique à quatre corps à un

ensemble de trois oscillateurs harmoniques découplés dont l�énergie du système sera la somme

des énergies de ces oscillateurs.

Le principal objectif de notre travail sera abordé dans le quatrième chapitre. Nous allons

présenter en détail la méthode du développement sur des gaussiennes corrélées appliquée à des

systèmes à quatre corps, qui est une méthode basée sur le principe variationnel. Cette méthode

nous permettra de trouver une approximation de l�énergie et de la fonction d�onde d�un système

à quatre particules en interaction à deux corps.

Nous appliquerons ensuit nos résultats à un système physique concret, la molécule dihy-

drogène en l�occurrence qui peut être assimilée à un système à quatre corps en interaction à

deux corps de type coulombienne. Nous pouvons ainsi trouver une approximation de la fonction

d�onde, de l�énergie et de la distance interatomique de la molécule.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Notions de base de mécanique

quantique

Dans ce chapitre, nous allons présenter en détail l�équation de Schrödinger pour les pro-

blèmes indépendants du temps (stationnaire). Nous allons considérer en particulier le cas de

forces centrales et le problème à deux corps.

1.1 L�équation de Schrödinger

En physique classique, l�état d�un système est parfaitement dé�ni par la position et la vitesse

de l�ensemble de ses composants. Il ne peut être alors que dans un seul état à un moment et

à un endroit donné, il n�en va pas de même en physique quantique. Un système quantique

tel qu�une simple onde-corpuscule, peut se trouver dans une superposition cohérente d�états,

qui traduit la potentialité de tous ses états possibles. Sa présence en un endroit donné et son

énergie deviennent alors probabilistes. Alors la seule explication de cette dualité est décrite par

une fonction d�onde  (r; t), solution de l�équation de Schrödinger qui est considérée comme la

base de la physique quantique non relativiste. On peut dire que cette formule est une équation

di¤érentielle linéaire permettant de déterminer de manière générale la fonction d�onde associée

à une particule [6].
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Dans la représentation en coordonnées, l�équation de Schrödinger prend la forme suivante :

Ĥ (~r; t) = i~
@

@t
 (~r; t) ; (1.1)

où Ĥ est un opérateur appelé hamiltonien composé de l�énergie cinétique T = ~p2= (2m) et de

l�énergie potentielle V̂ (~r) ;

Ĥ = T̂ + V̂ =
1

2m
~p2 + V̂ (~r) : (1.2)

m représente la masse de la particule.

Dans la représentation en coordonnées, les règles de correspondance [7], pour l�énergie E et

les composantes px; py ; pz de ~p;

E ! Ĥ = i~ @@t ; px ! p̂x =
~
i
@
@x ; py ! p̂y =

~
i
@
@y ; pz ! p̂z =

~
i
@
@z ; (1.3)

donnent pour l�équation de Schrödinger la forme :

�
� ~

2

2m
�+ V (~r)

�
 (~r; t) = i~

@

@t
 (~r; t) : (1.4)

où � est l�opérateur de Laplace

� =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2
: (1.5)

1.2 La fonction d�onde

Les solutions de l�équation de Schrödinger d�un système quantique sont appelées fonctions

d�onde, elles peuvent être considérées comme postulat quantique qui décrit l�état quantique

d�une particule et contient toutes les informations qu�on veut connaitre du système [8]. Cette

onde a une interprétation probabiliste ; le carré de la fonction d�onde dé�nit la probabilité d}

de trouver l�objet quantique au temps voulu en un endroit donné caractérisé par un volume

élémentaire d3~r :

d} = j (~r; t)j2 d3~r: (1.6)

Comme on a vu que l�équation de Schrödinger est une équation aux dérivées partielles du
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premier ordre par rapport au temps et de deuxième ordre par rapport aux coordonnées spatiales,

c�est donc une équation di¢ cile à résoudre pour la plupart des systèmes quantiques.

1.3 L�équation de Schrödinger stationnaire

Selon la théorie classique des ondes, une corde vibrante dont les extrémités sont �xes possé-

der des modes propres de vibrations. Dans un tel mode, l�amplitude des oscillations j j en un

point donné de la corde reste indépendante du temps.

En mécanique quantique, il existe également des états dont l�amplitude est indépendante du

temps, et par conséquent, il en est de même pour la densité de probabilité de présence. Ainsi,

pour un système à une particule, de fonction d�onde  (~r; t), on a alors :

(j (~r; t)j2 = j (~r)j2): (1.7)

Dans un tel état, la particule doit avoir une valeur déterminée de l�énergie E, associée à une

(fréquence propre) ! = E=~, au même titre que les fréquences propres d�une corde vibrante. De

tels états sont appelés états stationnaires. Ainsi qu�on le verra par la suite, les états stationnaires

jouent un rôle capital en mécanique quantique.

La fonction satisfaisant (1:7) est nécessairement de la forme :

 (r; t) =  (r) exp i� (t) (1.8)

où  (~r; t) désigne la fonction d�onde décrivant l�état stationnaire d�énergie E.

En reportant  (r; t) =  (r) exp i� (t) dans l�équation de Schrödinger, il vient :

i~
@ (r; t)

@t
= �~� (r; t) = H (r; t) : (1.9)

Puisque la valeur de l�énergie est bien déterminée et que l�hamiltonien classique est égale à

l�énergie E on doit, par analogie, avoir en mécanique quantique :

H (r; t) = E (r; t)
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d�ou � = �E=~. Les fonctions d�ondes des états stationnaires en fonction du temps sont donc

de la forme :

 (r; t) =  (r) exp (�iEt=~) : (1.10)

~ = h=(2�) est appelée constante de plank réduite.

Les fonctions ne dépendant que des coordonnées seront notés généralement par  . Ces

fonctions, ainsi que les valeurs E de l�énergie sont déterminées par l�équation :

H (r) = E (r) : (1.11)

C�est l�équation de Schrödinger des états stationnaires. Les valeurs de E peuvent former un

ensemble discret �auquel cas elles sont généralement notées En ou continu, appelé spectre de

l�énergie [9].

Dans ce qui suit, on s�intéresse à l�équation de Schrödinger stationnaire.

1.3.1 Cas d�une force centrale

On considéré une particule de masse m et de vecteur de position ~r plongée dans un potentiel

central V (r). En mécanique quantique, il s�agit de résoudre l�équation aux valeurs propres de

l�Hamiltonien H associé à l�énergie E de la particule :

H = � ~
2

2m
�+ V (r) : (1.12)

Comme le potentiel est central, les coordonnées sphériques sont mieux adaptées :

une coordonnée radiale

r 2 [0;+1[

et deux coordonnées angulaires

� 2 [0; �] et � 2 [0; 2�]:
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Le Laplacien � s�écrit dans ce système de coordonnées sphériques :

� =

�
1

r2
@

@r
(r2

@

@r
)� L2

~2r2

�
; (1.13)

avec

L2 = ~2
�
1

sin �

@

@�
(sin �

@

@�
) +

1

sin2 �

@2

@'2

�
; (1.14)

où L représente l�opérateur du moment cinétique.

L�hamiltonien s�écrit :

H = � ~
2

2m

1

r2
@

@r
r2
@

@r
+

L2

2mr2
+ V (r): (1.15)

L�équation de Schrödinger (1.11) peut donc s�écrire sous forme d�équation aux valeurs propres :

�
� ~

2

2m

1

r2
@

@r
r2
@

@r
+

L2

2mr2
+ V (r)

�
 (r; �; �) = E (r; �; �): (1.16)

 (r; �; �) est la fonction propre de l�hamiltonien et E son énergie propre.

Séparation des variables

L�expression (1.14) montre que toute la dépendance en � et � est contenue dans l�opérateur

L2 et on a �
H;L2

�
= 0 et [H;Lz] = 0:

Les observables H; L2 et Lz admettent un système complet de fonctions propres [10], de sorte

que l�on a :

H (r; �; �) = E (r; �; �) ;

L2 (r; �; �) = l(l + 1)~2 (r; �; �) ;

Lz (r; �; �) = m~ (r; �; �) :

(1.17)

Les fonctions propres communes à L2 et Lz correspondants aux valeurs de l et m �xées sont les

harmoniques sphériques Y l
m (�; �). Les fonctions  (r; �; �) sont donc forcément le produit d�une
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fonction R(r) radiale par les harmoniques sphériques Y l
m (�; �). Soit :

 (r; �; �) = R(r)Y l
m (�; �) : (1.18)

En utilisant le fait que :

L2 (r; �; �) = L2R(r)Y l
m (r; �; �)

= R(r)L2Y l
m (r; �; �)

= l(l + 1)~2R(r)Y l
m (�; �) ;

(1.19)

on aboutit à l�équation radiale suivante :

�
� ~

2

2m

1

r2
@

@r
r2
@

@r
+
l(l + 1)~2

2mr2
+ V (r)

�
R(r) = ER(r): (1.20)

ou encore : �
d2

dr2
+
2

r

d

dr
+
2m

~2
(E � V (r)� ~

2l(l + 1)

2mr2

�
R(r) = 0: (1.21)

Dans la littérature, la solution de l�équation de Schrödinger stationnaire a été trouvée seule-

ment pour quelques systèmes physiques comme l�atome d�Hydrogène (potentiel coulombien),

l�oscillateur harmonique simple, ... alors que la plupart des cas de di¤érents types de potentiels

ont été résolus soit par des méthodes numériques (la méthode d�Euler, la méthode de Hann...)

ou par des méthodes approximatives (la méthode de perturbation et la méthode variationnelle)

[9].

1.4 Le problème à deux corps

Le problème à deux corps est l�un des modèles les plus importants de la physique car il

est intimement relié à la conservation de l�énergie et surtout parce qu�on sait résoudre de façon

analytique exacte les équations de mouvement de deux objets en rotation l�un autour de l�autre.

Soit deux particules non relativistes, de masses respectivement m1 et m2 dont les positions

sont désignées par les rayons vecteurs des particules individuelles ~r1 et ~r2 de composants x1;

8



y1; z1 et x2; y2; z2 respectivement. On dé�nit la position relative ~r :

~r = ~r1 � ~r2 (1.22)

dont les composantes sont :

x = x1 � x2;

y = y1 � y2;

z = z1 � z2:

(1.23)

On suppose que les deux particules interagissent via un potentiel V (r) qui ne dépend que de

la distance entre les deux particules r = k~rk, (V (~r) = V (r)), sur lesquelles n�agit aucune autre

force. L�énergie cinétique T̂ s�écrit :

T̂ = � ~2

2m1
�1 �

~2

2m2
�2 ; (1.24)

où �1 et �2 sont les Laplaciens relatifs aux coordonnées respectives de chaque particule. L�opé-

rateur hamiltonien de ce système s�écrit donc :

Ĥ = � ~2

2m1
�1 �

~2

2m2
�2 + V̂ (r): (1.25)

Introduisons le rayon vecteur du centre de masse ~R dé�ni par :

(m1 +m2)~R = (m1~r1 +m2~r2): (1.26)

Les composantes de ~R sont :

X = m1
m1+m2

x1+
m2

m1+m2
x2;

Y = m1
m1+m2

y1+
m2

m1+m2
y2;

Z = m1
m1+m2

z1+
m2

m1+m2
z2:

(1.27)

Essayons maintenant d�exprimer les Laplaciens qui �gurent dans l�hamiltonien (1:25) en

fonction des nouvelles variables x; y; z (1:23) et X;Y; Z (1:27).

Soit une fonction f des deux variables ~r1 et ~r2 (en vérité c�est une fonction de six variables,
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une variable pour chaque composante des vecteurs) et soit une deuxième fonction g des variables

~r et ~R décrivant la même grandeur A :

A = f(r1; r2) = g(r;R): (1.28)

La di¤érentielle de A s�écrit :

dA = df(r1; r2) =
df

dx1
dx1 +

df

dy1
dy1 +

df

dz1
dz1 +

df

dx2
dx2 +

df

dy2
dy2 +

df

dz2
dz2

si on adopte comme variables les vecteurs ~r1 et ~r2; et

dA = dg(r1; r2) =
dg

dx
dx+

dg

dy
dy +

dg

dz
dz +

dg

dX
dX +

dg

dY
dY +

dg

dZ
dZ: (1.29)

avec les variables ~r et ~R.

En utilisant le fait que

dx = dx1 �dx2;

dy = dy1 �dy2;

dz = dz1 �dz2;

(1.30)

et

dX = m1
m1+m2

dx1+
m2

m1+m2
dx2

dY = m1
m1+m2

dy1+
m2

m1+m2
dy2

dZ = m1
m1+m2

dz1+
m2

m1+m2
dz2;

(1.31)

on peut tirer les composantes de laplacien �1 et �2 en fonction des dérivées partielles par

rapport aux composantes du vecteur relatif ~r et celles du vecteur du centre de masse ~R :

@
@x1

= m1
m1+m2

@
@X + @

@x ;
@
@x2

= m2
m1+m2

@
@X � @

@x

@
@y1

= m1
m1+m2

@
@Y + @

@y ;
@
@y2

= m2
m1+m2

@
@Y � @

@y

@
@z1

= m1
m1+m2

@
@Z + @

@z ;
@
@z2

= m2
m1+m2

@
@Z � @

@z :

10



Les dérivées secondes se déduisent facilement :

@2

@x21
=

�
m1

m1+m2

�2
@2

@X2 + @2

@x2
2m1

m1+m2

@
@x

@
@X ; @2

@x22
=

�
m2

m1+m2

�2
@2

@X2 + @2

@x2
� 2m2
m1+m2

@
@x

@
@X

@2

@y21
=

�
m1

m1+m2

�2
@2

@Y 2
+ @2

@y2
2m1

m1+m2

@
@y

@
@Y ; @2

@y22
=

�
m2

m1+m2

�2
@2

@Y 2
+ @2

@y2
� 2m2
m1+m2

@
@y

@
@Y

@2

@z21
=

�
m1

m1+m2

�2
@2

@Z2
+ @2

@z2
2m1

m1+m2

@
@z

@
@Z ; @2

@z22
=

�
m2

m1+m2

�2
@2

@Z2
+ @2

@z2
� 2m2
m1+m2

@
@z

@
@Z :

où on a utilisé le fait que @
@�

@
@� .

Les expressions des Laplaciens �1 et �2 se simpli�ent en :

�1 =
@2

@x21
+ @2

@y21
+ @2

@z21
;

= @2

@x2
+ @2

@y2
+ @2

@z2
+
�

m1
m1+m2

�2 �
@2

@X2 +
@2

@Y 2
+ @2

@Z2

�
+ 2m1
m1+m2

�
@
@x

@
@X +

@
@y

@
@Y +

@
@z

@
@Z

�
;

�2 =
@2

@x22
+ @2

@y22
+ @2

@z22
;

= @2

@x2
+ @2

@y2
+ @2

@z2
+
�

m2
m1+m2

�2 �
@2

@X2 +
@2

@Y 2
+ @2

@Z2

�
� 2m2
m1+m2

�
@
@x

@
@X +

@
@y

@
@Y +

@
@z

@
@Z

�
:

(1.32)

En �n, la partie cinétique T̂ de l�hamiltonien du système se réduit à :

T̂ =
�~2
2�

�
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

�
�~2
2M

�
@2

@X2
+

@2

@Y 2
+

@2

@Z2

�
: (1.33)

où � = m1m2=(m1 +m2) et M = m1 +m2 sont respectivement la masse réduite et la masse

totale du système.

Si on adopte la notation suivante :

�r =
@2

@x2
+ @2

@y2
+ @2

@z2
;

�R =
@2

@X2 +
@2

@Y 2
+ @2

@Z2
;

(1.34)

L�hamiltonien s�écrit en fonction des nouvelles variables ~r et ~R :

H =
�~2
2�

�r
�~2
2M

�R + V (r): (1.35)
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L�équation de Schrödinger avec la nouvelle forme (1:35) de l�hamiltonien s�écrit alors comme :

H (~r; ~R) = E (~r; ~R): (1.36)

où  dépend maintenant des nouvelles variables (~r; ~R) :  (~r; ~R) =  (x; y; z;X; Y; Z).

1.4.1 Séparation des variables

Comme l�énergie potentielle V (~r) ne dépend que des variables x; y; z par l�intermédiaire de

la variable r, l�équation (1:36) peut être simpli�er par la méthode de séparation de variables.

Cherchons de solutions sous la forme :

 (~r; ~R) = '(~r)�(~R): (1.37)

En substituant l�expression (1:37) dans l�équation (1:36), on obtient par séparation des va-

riables : �
�~2
2� �r + V (~r)

�
'(~r) = Er'(~r);

�~2
2M �R = ER�(~R):

(1.38)

avec :

E = Er + ER . (1.39)

L�opérateur :

Hr =
�~2
2�

�r + V (~r) (1.40)

est souvent appelé hamiltonien relatif.
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Chapitre 2

L�Oscillateur harmonique

Nous nous sommes concentrés dans ce chapitre sur l�étude détaillé d�un problème quantique

exactement soluble. Il s�agit de l�oscillateur harmonique.

Le concept de l�oscillateur harmonique quantique joue un rôle majeur dans de nombreuses

applications de la physique quantique. Un oscillateur harmonique correspond, dans sa forme la

plus simple, au mouvement d�une particule de masse m soumise à un potentiel quadratique.

Cependant, l�importance de ce système est bien plus grande que cela puisqu�on peut s�en servir

pour décrire le comportement d�un système physique autour d�une position d�équilibre stable.

Le traitement de ce modèle dans un formalisme quantique paraît donc naturellement important.

De plus, il s�agit d�un système pour lequel de nombreuses réalisations expérimentales existent,

telles que des particules piégées dans des puits ou les excitations du champ électromagnétique.

Le but de ce chapitre va donc être de mener l�étude d�un oscillateur harmonique dans un

cadre quantique, a�n de déterminer le spectre d�énergie et les états quantiques correspondants.

Le hamiltonien classique de l�oscillateur harmonique est donné par :

Ĥ =
P 2x
2m

+
1

2
m!2x2; (2.1)

où m est la masse de l�oscillateur et ! sa pulsation [9].
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2.1 Approximation harmonique

De manière générale, considérons un potentiel V (x) qui présente un minimum en un point

qu�on prend pour origine des déplacements. Le développement de V (x) en série de Taylor au

voisinage de x = 0 se réduit, au second ordre, à :

V (x) = V (0) + dV (x)
dx

���
x=0

x+ 1
2
d2V (x)
dx2

���
x=0

x2 + :::

= V (0) + 1
2kx

2 + ::: :
(2.2)

Comme V (x) possède un minimum en x = 0, ce qui correspond à une position d�équilibre stable,

le coe¢ cient k = d2V (x) =dx2
��
x=0

est positif et la quantité dV (x) =dxjx=0 est nulle. Lorsque les

déplacements autour du point d�équilibre sont su¢ samment petits, on peut négliger les termes

d�ordre supérieur à deux dans le développement. Le potentiel V (x) peut être considéré comme

nul au point d�équilibre. On obtient alors un potentiel correspondant à celui d�un oscillateur

harmonique donné par l�équation (2:1) [10] :

2.2 L�oscillateur harmonique à une dimension

L�importance de l�oscillateur harmonique en physique quantique est double. Le premier

aspect concerne la possibilité de décrire en première approximation un système lié par un

oscillateur harmonique, cela donne des informations précieuses sur les niveaux d�énergies, leur

espacement et leur dégénérescence. C�est l�idée utilisée dans la description du modèle on couche

des noyaux atomiques. Le second aspect concerne le formalisme utilisé basé sur la dé�nition des

opérateurs de création et d�annihilation.

On considérer une particule de masse m plongée dans un puits de potentiel harmonique,

c�est-à-dire que le mouvement de cette particule sera dé�ni par l�hamiltonien :

Ĥ =
p̂2x
2m

+ V (x) = � ~
2

2m

@2

@x2
+
1

2
m!2x2; (2.3)

où ! est la pulsation propre de l�oscillateur.
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L�équation de Schr½odinger prend dans ce cas la forme suivante :

 00 +
2m

~2

�
E � 1

2
m!2x2

�
 = 0; (2.4)

où E est l�énergie de l�oscillateur.

Comme indiqué plus haut, puisque le potentiel tend vers l�in�nie pour jxj ! 1; il n�y a pas

d�états de di¤usion dans ce problème. Seules nous intéressent les valeurs de l�énergie E pour

lesquelles les solutions sont de carré sommable, c�est-à-dire, relatives aux états stationnaires. Il

est plus commode de travailler avec des quantités sans dimensions. Soit :

" = 2E
~! ;

y =
p

m!
~ x;

(2.5)

L�énergie E se mesure donc en unité (~!) :

L�équation (2:4) se réduit à :

 00 +
�
"� y2

�
 = 0, (2.6)

Pour une valeur donnée de l�énergie E ou de "; cette dernière peut être négligé devant y

lorsque ceci tend vers l�in�ni. Ceci nous permet d�écrire :

 00 � y2 = 0 lorsque "� y2; (2.7)

Cette dernière l�équation admet des solutions de la forme :

 (y) � A exp
�
�y2=2

�
; (2.8)

Il faut noter que cette solution ne décrit que le comportement asymptotique à l�in�ni de la

solution générale qui reste toujours inconnue. Pour déterminer la solution générale de (2:6) on

peut procéder par la méthode de variation de la constante A : A = h(y): La solution générale

de l�équation (2:6) sera donc de la forme :

 (y) = h(y) exp
�
�y2=2

�
; (2.9)

15



En substituant l�expression (2:9) de  dans l�équation (2:6) nous obtenons une équation

di¤érentielle pour la fonction h(y) :

h00 � 2yh0 + ("� 1)h = 0; (2.10)

Cette dernière équation peut être résolue par la méthode de développement en série de puissance.

En écrivant :

h(y) =

1X
m=0

amy
m = a0 + a1y + a2y

2 + a3y
3:::; (2.11)

les dérivées premières et secondes de h(y) seront données respectivement par :

h0(y) = a1 + 2a2y
1 + 3a3y

2::: =

1X
m=0

mamy
m�1;

h00(y) = (2� 1)� a2 + (3� 2)� a3y1::: =
1X
n=0

(n+ 2) (n+ 1) an+2y
n;

(2.12)

En substituant (2:11) et (2:12) dans (2:10) on obtient :

" 1X
m=0

(n+ 2) (n+ 1) an+2y
n

#
� 2y

" 1X
m=0

mamy
m�1

#
+ ("� 1)

" 1X
m=0

amy
m

#
= 0;

1X
n=0

[(n+ 2) (n+ 1) an+2 + ("� 1� 2n)an] yn = 0;

(2.13)

Cette dernière équation ne peut être satisfaite que lorsque les coe¢ cients de toutes les

puissances de y sont nuls, c�est-à-dire :

(n+ 2) (n+ 1) an+2 + ("� 1� 2n)an = 0; (2.14)

On obtient donc une relation de récurrence entre les coe¢ cients an du développement :

an+2 =
�("� 1� 2n)
(n+ 2) (n+ 1)

an; (2.15)

Deux types de solutions sont à distinguer : Les séries paires et les séries impaires. En e¤et,

en connaissant a0 on peut déterminer a2; a4; :::; a2i; ::: c�est-à-dire tous les coe¢ cient pairs. De

même, si on donne a1 on peut déterminer a3; a5; :::; a2i+1; ::: c�est-à-dire les coe¢ cient impairs.
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Nous obtenons donc deux séries séparées l�une pour les solutions correspondant aux coe¢ cients

pairs a2i et l�autre pour les coe¢ cients impairs a2i+1:

D�autre part, on peut sans di¢ culté montrer que la série (2:11) est convergente. En e¤et,

pour les termes d�ordres m >> 1; l�équation (2:15) se réduit à :

am+2 �
2

m
am pour m >> 1; (2.16)

où encore
am+2
am

� 2

m
< 1 pour m >> 1; (2.17)

donc, selon le critère de d�Alembert, la série de terme générale an est convergente.

On cherche maintenant à déterminer l�expression de la fonction h(y): Le rapport entre deux

termes successifs du développement (2:11) se réduit à :

am+2y
m+2

amym
=

2m+ 1� "
(m+ 2) (m+ 1)

y2 � 2y2

m
; (2.18)

pour les valeurs de m >> 1:

Maintenant, si on examine le développement en série de la fonction exp (x) :

exp (x) =
1X
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ :::; (2.19)

se qui donne pour la fonction exp
�
x2
�

exp
�
x2
�
=

1X
m=0

�
x2
�n

n!
=

1X
m=0;2;4:::

xm

(m=2)!
; (2.20)

Le rapport entre deux termes successifs se simpli�e en :

xm+2

(m=2+1)!
xm

(m=2)!

= (m=2)!
(m=2+1)!x

2 � 2x2

m ; (2.21)

qui est équivalent à celui obtenu pour la fonction h(y) (2.18): Donc, pour de grande valeur de
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m, la fonction h(y) a le même comportement que la fonction exp
�
y2
�
:

h(y) =

1X
m=0

amy
m � ey

2
pour m >> 1; (2.22)

par conséquent, la fonction d�onde (2:9) se réduit à :

 (y) = h(y) exp
�
�y2=2

�
� exp

�
�y2=2

� 1X
m=0

amy
m;

' exp
�
�y2=2

�
exp

�
y2
�
= exp

�
y2=2

�
pour m >> 1;

(2.23)

qui diverge lorsque y ! 1 et est donc physiquement inacceptable. Ce problème ne peut

être résolu que si on considère des séries limitées à un ordre n bien déterminé. Autrement-

dit, à partir d�un certain ordre n tous les coe¢ cients am s�annulent : am = 0 pour m >

n (an n�est pas forcement nul : c�est le dernier coe¢ cient non nul) :A partir de l�équation (2:15)

nous devons avoir :

2n+ 1� " = 0; n = 0; 1; 2:::; (2.24)

en remplaçant " par son expression en fonction de l�énergie on obtient :

" = 2n+ 1 =
2E

~!
n = 0; 1; 2::: ; (2.25)

ou encore :

En =

�
n+

1

2

�
~! n = 0; 1; 2:::; (2.26)

qui représente la quanti�cation de l�énergie pour l�oscillateur harmonique à une dimension.

Intéressons-nous maintenant à la fonction d�onde. Pour chaque valeur de n nous avons une

énergie En bien déterminée, donnée par la relation (2:26) et également une série particulière

hn(y) de h(y);

hn(y) =

nX
m=0

amy
m ; (2.27)

et par conséquent des fonctions d�onde di¤érentes pour des valeurs di¤érentes de n :

 n (y) = hn(y) exp
�
�y2=2

�
= exp

�
�y2=2

� nX
m=0

amy
m; (2.28)
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La relation de récurrence (2:15) devient :

a
(n)
m+2 =

�2(m� n)
(m+ 2) (m+ 1)

a(n)m ; (2.29)

où on a remplacé " par sa valeur (2:25).

Deux di¤érentes relations de récurrence sont à distinguer, une pour les valeurs paires de m

ou n et l�autre pour les valeurs impaires.

Pour n = 0; qui correspond au niveau fondamental, nous avons :

h0(y) = a0; (2.30)

et donc

 0 (y) = a0 exp
�
�y2=2

�
; (2.31)

C�est la fonction d�onde de l�état fondamental. Le paramètre a0 est un paramètre de nor-

malisation.

Pour n = 1, qui correspond au premier état excité, nous avons a0 = 0 (se qui mène à des

valeurs nulles pour tous les coe¢ cients pairs) et :

h1(y) = a1y; (2.32)

ainsi, la fonction d�onde associée au premier état excité sera donnée par :

 1 (y) = a1y exp
�
�y2=2

�
; (2.33)

Là aussi, le premier a1 est un paramètre de normalisation.

Pour n = 2; , tous les coe¢ cients impairs son nuls et :

h2(y) = a0 + a2y
2; (2.34)
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où le paramètre a2 sera déterminer par la relation de récurrence (2:29) :

a2 =
�2(0� 2)

(0 + 2) (0 + 1)
a0 = �2a0; (2.35)

ainsi,

h2(y) = a0
�
1� 2y2

�
; (2.36)

et donc

 2 (y) = a0
�
1� 2y2

�
exp

�
�y2=2

�
; (2.37)

Les fonctions d�onde pour les di¤érentes valeurs de n peuvent être déterminées en suivant

la même démarche. On obtient pour n = 3 et n = 4 :

h3(y) = a1y + a3y
3;

h4(y) = a0 + a2y
2 + a4y

4;
(2.38)

On peut véri�er que les fonctions hn(y) sont liés aux polynômes bien connus d�Hermite

Hn(y) :

H0 = 1;

H1 = 2y;

H2 = 4y2 � 2;

H3 = 8y3 � 12y;

H4 = 16y4 � 48y2 + 12;
... =

... :

En termes des polynômes d�Hermite, nous pouvons exprimer les fonctions d�onde des états

stationnaires de l�oscillateur harmonique à une dimension :

 n (x) = AnHn

�p
m!=~x

�
exp

�
�m!
2~

x2
�
; (2.39)

où An des constantes de normalisation ayant pour valeur :

An =
�m!
�~

�1=4
; (2.40)
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2.3 L�Oscillateur harmonique à trois dimensions

Considérons une particule soumise à un potentiel harmonique à trois dimensions V (x; y; z) de

pulsations !x; !y et !z pour les di¤érentes direction Ox; Oy et Oz respectivement :

V (x; y; z) =
1

2
m!2xx

2 +
1

2
m!2yy

2 +
1

2
m!2zz

2; (2.41)

Si cet oscillateur est isotrope, se qui implique des pulsations égales (!x = !y = !z = !) ; le

potentiel (2:41) se réduit à une fonction de la seule variable radiale r; (r =
p
x2 + y2 + z2) :

V (x; y; z) =
1

2
m!2

�
x2 + y2 + z2

�
=
1

2
m!2r; (2.42)

Nous avons dans ce cas un problème à champ central, appelé souvent l�oscillateur harmo-

nique sphérique.

L�équation de Schrödinger radiale pour l�oscillateur harmonique sphérique (2:42) s�écrit sous

la forme : �
� ~

2

2m

d2

dr2
+
~2l (l + 1)
2mr2

+
1

2
m!2r2 � E

�
U (r) = 0; (2.43)

On va résoudre cette équation en examinant le comportement asymptotique des solutions.

Lorsque r ! 0; les deux termes
�
m!2r2=2

�
et E serons négligés devant le terme centrifuge

~2l (l + 1) =
�
2mr2

�
: L�équation (2:43) devient :

� ~
2

2m

d2

dr2
U (r) +

~2l (l + 1)
2mr2

U (r) = 0; (2.44)

qui admet des solutions de la forme U (r) � r(l+1):

Lorsque r !1; les deux termes ~2l (l + 1) =
�
2mr2

�
et E serons négligés devant

�
m!2r2=2

�
:

L�équation (2:43) devient dans ce cas :

�
� ~

2

2m

d2

dr2
+
1

2
m!2r2

�
U (r) = 0; (2.45)

qui admet des solutions de type U (r) � exp
�
�m!2r2= (2~)

�
:

En combinant les deux équations (2:44) et (2:45) on peut écrire la solution de l�équation
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(2:43) sous la forme :

U (r) = f(r)r(l+1) exp
�
�m!2r2= (2~)

�
; (2.46)

où f(r) est une fonction de r: Substituant cette expression dans (2:43) on obtient une équation

pour la fonction f(r) :

d2

dr2
f(r) + 2

�
l + 1

r
� m!

~
r

�
d

dr
f(r) +

�
2mE

~2
� (2l + 3) m!

~

�
f(r) = 0; (2.47)

On cherche maintenant des solutions pour (2:47) sous forme de série de puissance :

f(r) =
1X
n=0

anr
n = a0 + a1r + a2r

2 + :::+ anr
n + ::: (2.48)

Substituant cette fonction dans l�équation (2:47), nous obtenons :

1X
n=0

�
n (n� 1) anrn�2 + 2

�
l + 1

r
� m!

~
r

�
nanr

n�1 +

�
2mE

~2
� (2l + 3) m!

~

�
anr

n

�
= 0;

(2.49)

qui se réduit à :

1X
n=0

�
n (n� 1 + 2l) anrn�2 +

�
2mE

~2
� 2m!

~
n� (2l + 3) m!

~

�
anr

n

�
= 0; (2.50)

Pour que cette équation soit satisfaite quel que soit r; il faut que tous les coe¢ cients des

di¤érentes puissances de r s�annulent séparément. Nous aboutissons à la relation de récurrence

suivante :

an+2 =
m

~2
~! (2n+ 2l + 3)� 2E
(n+ 2) (n+ 2l + 3)

an; (2.51)

pour n � 2:

Pour n = 0 et n = 1; l�équation (2:50) mène à :

0� (2l + 1) a0 = 0;

1� (2l + 2) a1 = 0;
(2.52)

Ce qui implique que a0 n�est pas forcément nul et que a1 est nécessairement nul puisque l est

un entier positif (ou nul). Par conséquent, la fonction f(r) ne doit contenir que des puissances
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paires :

f(r) =

1X
i=0;2;4:::

air
i =

1X
n=0

a2nr
2n; (2.53)

où tous les coe¢ cients a2n sont proportionnel à a0:

Notons que lorsque n ! 1 la fonction f(r) diverge avec un comportement asymptotique

comme exp(r2): La série doit être stoppé à une certaine puissance maximum rn
0
; c�est un

polynôme de degré n0: le coe¢ cient an0+2 doit donc s�annuler. L�équation (2:51) donne :

~!
�
2n0 + 2l + 3

�
� 2E = 0; (2.54)

où n0 est un nombre pair. Si on introduit le nombre entier N = n0=2 (N = 1; 2; 3; :::) on aboutit

à la formule de quanti�cation de l�énergie :

EN;l = ~! (2N + l + 3=2) = ~! (n+ 3=2) ; (2.55)

avec n = 2N + l:

Le niveau fondamentale correspond à n = 0; (N = 0 et l = 0) ; et a comme énergie la valeur

E0;0 = 3~!=2: La fonction d�onde radiale associée sera donc :

U0;0 (r) = a0r exp
�
�m!
2~

~r2
�
; (2.56)

où

R0;0 (r) = a0 exp
�
�m!
2~

~r2
�
; (2.57)

qui est de type gaussienne. Le paramètre a0 sera déterminer et imposant la condition de nor-

malisation. La fonction d�onde  prend la forme :

 0 (r) =  0;0 (r; �; ') = a0r exp
�
�m!
2~ ~r

2
�
Y 00 (�; ') ;

/ exp
�
�m!
2~ ~r

2
�
:

(2.58)

Puisque Y 00 (�; ') est une constante,

Y 00 (�; ') = (4�)
�1=2 ; (2.59)
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Pour un hamiltonien de forme :

Ĥ = ap̂2x + kx̂
2; (2.60)

le spectre d�énergie s�exprime sous la forme :

En = ~
p
ak (2n+ 3) ; (2.61)

et l�énergie de l�état fondamental vaut :

E0 = 3~
p
ak; (2.62)

qui n�est d�autre que 3~!=2 et la fonction d�onde :

 0 (~r) / exp
�
�m!
2~ ~r

2
�
;

/ exp

�
� 1
2~

q
k
a~r
2

�
:

(2.63)

Le premier état excité correspond à n = 1; (N = 0 et l = 1) ; a pour énergie la valeur

E0;1 = 5~!=2: La fonction d�onde associée sera de la forme :

U0;1 (~r) = a0r
3 exp

�
�m!
2~

~r2
�
; (2.64)

Le deuxième état excité correspond à n = 2; (N = 1 et l = 0) ou (N = 0 et l = 2) a pour

énergie la valeur E1;0 = 7~!=2: La fonction d�onde associée sera de la forme :

U (~r) =
�
a0 + a2r

2
�
r exp

�
�m!
2~

~r2
�
= a0

�
1� 2

3

m!

~
r2
�
r exp

�
�m!
2~

~r2
�
; (2.65)

Cet état peut être considéré comme étant le premier état excité des états s; c�est-à-dire de

moment orbital nul (l = 0) [11] :
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2.4 L�Oscillateur Harmonique à deux corps

Le potentiel de deux particules en interaction harmonique est de la forme :

V (2) = k (~r1 � ~r2)2 = k~r2; (2.66)

et l�hamiltonien du mouvement relatif est :

Ĥ(2)
r =

1

2�r
~p2r + k~r

2; (2.67)

Le problème se réduit donc à un problème d�une particule dans un espace à trois dimensions

plongées dans potentiel central de type harmonique. Le spectre d�énergie s�obtient donc par

l�équation (2.62) qui devient dans un système d�unité où ~ = 1 :

E(2)n = (2n+ 3)

s
k

2�
; (2.68)

et l�énergie du niveau fondamental se réduit à :

E
(2)
0 = 3

s
k

2�
: (2.69)
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Chapitre 3

L�Oscillateur Harmonique à quatre

corps

Nous nous intéresserons dans ce chapitre au problème à N corps interagissant via des forces

à deux corps qui dérivent de potentiels harmoniques. Ce type de systèmes est souvent appelé

"Oscillateur harmonique à N corps".

Considérons un système à quatre corps en interaction harmonique à deux corps ne dépendant

que de la distance relative entre eux :

V (~ri; ~rj) = V (j~ri � ~rj j) = kij (~ri � ~rj)2 : (3.1)

Supposons que les particules ne se distinguent que par leur masse, la constante de couplage kij

de l�interaction harmonique entre deux particules ne dépend que des masses des deux particules

impliquées. Autrement-dit,

k�� = k�
 si m� = m
 : (3.2)

L�hamiltonien du système s�écrit donc :

Ĥ(4) =
~p21
2m1

+
~p22
2m2

+
~p23
2m3

+
~p24
2m4

+ k12(~r1 � ~r2)2 + k13(~r1 � ~r3)2+

k14(~r1 � ~r4)2 + k23(~r2 � ~r3)2 + k24(~r2 � ~r4)2 + k34(~r3 � ~r4)2
(3.3)

Nous allons considérer à tour de rôle quelques con�gurations de masse, à savoir :
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- toutes les masse égale : con�guration qu�on notera (m;m;m;m) :

- con�gurations avec deux masses di¤érentes qu�on notera (m;m;m;M) et (m;m;M;M) :

- la con�guration avec trois masses di¤érentes qu�on notera (m;m;m3;M) :

3.1 Coordonnées de Jacobi et problème à N corps

Pour étudier un système à petit nombre de corps, on peut introduire des coordonnées dites

de Jacobi pour éliminer le mouvement du centre de masse. Pour un système à deux corps, il est

familier de remplacer les coordonnées individuelles ~r1 et ~r2 par la coordonnée relative ~r :

~r = ~r1 � ~r2;

et la coordonnée du centre de masse ~R :

~R =
1

m1 +m2
(m1~r1 +m2~r2) :

Considérons maintenant un système de N particules de masses mi et de positions ~ri (i =

1; :::; N). Soit M =m1 + :::+mN la masse totale du système et ~R la coordonnée du centre de

masse :

~R =
1

M

NX
i=1

mi~ri :

Nous dé�nissons la j-ème coordonnée de Jacobi comme la coordonnée relative entre la (j+1)ème

particule et le centre de masse des j premières :

~�j = �~rj+1 +
1Pj

i=1mi

jX
i=1

mi~ri ; j = 1; :::; N � 1: (3.4)

On obtient ainsi N � 1 coordonnées de Jacobi. Donc, au lieu de travailler avec le système de

coordonnées des particules individuelles f~r1; :::; ~rNg; on utilise un autre système de coordonnées

formé par les coordonnées de Jacobi avec la coordonnée du centre de masse f~�1; :::;~�N�1; ~Rg:

Le recours à l�utilisation de ces coordonnées a pour but de séparer le mouvement du centre

de masse du système de particule du mouvement relatif, comme nous le verrons dans ce qui

suit.

27



3.2 Système ayant toutes les masses égale

Con�guration (m;m;m;m)

Nous devons choisir trois (3 = 4� 1) coordonnées de Jacobi. La coordonnée relative des

deux premières particules que nous noterons ~�1 et le vecteur ~�2 liant la troisième particule et le

centre de masse des deux premières particules (G12), et ~�3 vecteur liant la quatrième particule

et le centre de masse des trois premières particules (G123) :

~�1 = �~r2 + ~r1;

~�2 = �~r3 + 1
2(~r1 + ~r2);

~�3 = �~r4 + 1
3(~r1 + ~r2 + ~r3):

(3.5)

Figure 1 : Coordonnées de Jacobi pour les ystème à quatrecorps (m;m;m;m) .

La coordonnée du centre de masse est dé�nie par :

~R =
1

4
(~r1 + ~r2 + ~r3 + ~r4): (3.6)

Nous avons un système de 4 équations (3.5) et (3.6). On peut inverser ce système pour

obtenir les expressions des coordonnées individuelles ~r1; ~r2; ~r3 et ~r4 en termes des coordonnées

de Jacobi ~�1; ~�2; ~�3 et de la coordonnée du centre de masse ~R les relations. On obtient :

~r1 = ~R+ 1
2~�1 +

1
3~�2 +

1
4~�3;

~r2 = ~R� 1
2~�1 +

1
3~�2 +

1
4~�3;

~r3 = ~R� 2
3~�2 +

1
4~�3;

~r4 = ~R� 3
4~�3:

(3.7)

En termes des vitesses,

�
~r1 = d~r1=dt;

�
~r2 = d~r2=dt;

�
~r3 = d~r3=dt et

�
~r4 = d~r4=dt ,
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l�expression de l�énergie cinétique dans l�hamiltonien,

T (4) =
~p21
2m

+
~p22
2m

+
~p23
2m

+
~p24
2m

=
1

2
m
�
~r
2

1 +
1

2
m
�
~r
2

2 +
1

2
m
�
~r
2

3 +
1

2
m
�
~r
2

4; (3.8)

se réduit en fonction des vitesses relatives aux coordonnées de Jacobi,

�
~�2 = d~�1=dt;

�
~�2 = d~�2=dt; et

�
~�3 = d~�3=dt ,

à :

T (4) =
1

2
(4m)

�
~R

2

+
1

2
(
m

2
)
�
~�
2

1 +
1

2
(
2m

3
)
�
~�
2

2 +
1

2
(
3m

4
)
�
~�
2

3 (3.9)

où
�
~R = d~R=dt est la vitesse du centre de masse.

Les masses

��1 =
m
2 ; ��2 =

2m
3 et ��3 =

3m
4 , �R = 4m , (3.10)

sont considérées comme des masses �ctives ou réduites liées respectivement aux coordonnées

~�1; ~�2; ~�3 et ~R. Il est clair que la masse �ctive liée à la coordonnée du centre de masse ne peut

être que la masse totale du système M = 4m:

En termes des moments conjugués ~PR; ~p�1 ; ~p�2 et ~p�3 l�énergie cinétique s�écrit :

T (4) =
1

2M
~P 2R +

1

2 (m=2)
~p2�1 +

1

2 (2m=3)
~p2�2 +

1

2 (3m=4)
~p2�3 : (3.11)

A son tour, l�expression de l�énergie potentielle V (4),

V (4) = k(~r1 � ~r2)2 + k(~r1 � ~r3)2 + k(~r1 � ~r4)2

+k(~r2 � ~r3)2 + k(~r2 � ~r4)2 + k(~r3 � ~r4)2;

dans les condition (3.2), c�est-à-dire que les constantes de couplage sont toutes égales : kij = k;

(i < j = 1; 2; 3; 4), se réduit en termes de coordonnées de Jacobi à :

V (4) = 2k~�21 +
8

3
k~�22 + 3k~�

2
3; (3.12)
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L�hamiltonien (3.3) se simpli�e en :

Ĥ(4) =
1

2M
~P 2R +

"
1

2��1
~p2�1 + 2k~�

2
1

#
+

"
1

2��2
~p2�2 +

8

3
k~�22

#
+

"
1

2��3
~p2�3 + 3k~�

2
3

#
; (3.13)

En retranchant l�énergie cinétique du centre de masse de l�hamiltonien, on obtient :

Ĥ(4)
r =

"
1

2��1
~p2�1 + 2k~�

2
1

#
+

"
1

2��2
~p2�2 +

8

3
k~�22

#
+

"
1

2��3
~p2�3 + 3k~�

2
3

#
; (3.14)

l�hamiltonien décrivant le mouvement relatif du système de particules. Il est clair que Ĥ(4)
r n�est

d�autre que l�hamiltonien d�un système composé de trois oscillateurs harmoniques découplés.

L�énergie du système est alors la somme des énergies des trois oscillateurs. En utilisant le résultat

(2.61), nous obtenons :

E
(4)
n1;n2;n3 = ~

q
1

2��1
2k (2n1 + 3) + ~

q
1

2��2

8
3k (2n2 + 3) + ~

q
1

2��3
3k (2n3 + 3) ;

= ~
q

2
mk [(2n1 + 3) + (2n2 + 3) + (2n3 + 3)] ;

= ~
q

2
mk [2n+ 9]

(3.15)

où n1; n2; n3 et n des entiers positifs ou nuls.

L�état fondamentale

L�énergie du niveau fondamental E(4)0 du système à quatre corps avec toutes les masses

égales correspond donc à n1 = n2 = n3 = n = 0: Nous avons :

E
(4)
0 = 9~

r
2

m
k: (3.16)
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La fonction d�onde associée est le produit des trois fonctions d�onde. Elle apparaît donc sous la

forme d�une gaussienne simple :

 0 (~�1;~�2;~�3) / exp
 
�1
2

r
2k

1=(2��1)
~�21

!
� exp

�
�1
2

r
(8=3)k

1=(2��2)
~�22

�
� exp

 
�1
2

r
3k

1=(2��3)
~�23

!
;

/ exp
�
�1
2

q
4k��1~�

2
1

�
� exp

�
�1
2

q
16
3 k��2~�

2
2

�
� exp

�
�1
2

q
6k��3~�

2
3

�
;

/ exp
�
��~�21 � �~�22 � 
~�23

�
(3.17)

avec :
� =

q
k��1 =

p
2
2

p
km;

� = 2
q

1
3k��2 = 2

p
2
3

p
km;


 = 1
2

q
6k��3 = 3

p
2
4

p
km:

3.3 Système ayant deux masses di¤érentes

3.3.1 Con�guration (m;m;m;M)

Le système considéré ici est formé de quatre particules dont les trois premières particules

comme ayant des masses égales m1 = m2 = m3 = m et la quatrième particule avec une masse

di¤érente m4 =M .

Comme m1 = m2 = m3, les conditions (3.2) impliquent :

k12 = k13 = k23 = k;

k14 = k24 = k34 = K:
(3.18)

Pour cette con�guration de masses, la coordonnée du centre de masse à comme expression :

~R = m
3m+M ~r1 +

m
3m+M ~r2 +

m
3m+M ~r3 +

M
3m+M ~r4: (3.19)

On fera le même choix de coordonnés de Jacobi, équation (3.5), que pour la con�guration de

masses (m;m;m;m) :

Figure 2 : Coordonnées de Jacobi pour les ystème à quatre corps (m;m;m;M) .
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On peut tirer les expressions des coordonnées individuelles ~r1; ~r2; ~r3 et ~r4 en termes des

coordonnées de Jacobi ~�1; ~�2; ~�3 et de la coordonnée du centre de masse ~R en inversant le

système d�équations (3.5) et (3.19). Nous obtenons :

~r1 = ~R+ 1
2~�1 +

1
3~�2 +M

~�3
M+3m ;

~r2 = ~R� 1
2~�1 +

1
3~�2 +M

~�3
M+3m ;

~r3 = ~R� 2
3~�2 +M

~�3
M+3m ;

~r4 = ~R� 3m ~�3
M+3m :

(3.20)

On en déduit alors l�expression de l�énergie cinétique dans l�hamiltonien exprimée en termes

des vitesses relatives aux coordonnées de Jacobi
�
~�ià :

T (4) =
~p21
2m +

~p22
2m +

~p23
2m +

~p24
2M

= 1
2 (M + 3m)

�
~R

2

+ 1
2

�
m
2

� �
~�
2

1 +
1
2

�
2m
3

� �
~�
2

2 +
1
2

�
3Mm
M+3m

� �
~�
2

3:
(3.21)

Les masses

�R =M + 3m ; ��1 =
m
2 ; ��2 =

2m
3 et ��3 =

3Mm
M+3m , (3.22)

seront considérées comme des masses �ctives ou réduites liées respectivement aux coordonnées

~R; ~�1; ~�2 et ~�3: La masse totale du système M = �R:

En termes des moments conjugués ~PR; ~p�1 ; ~p�2 et ~p�3 la partie cinétique dans l�hamiltonien

(3.3) s�écrit donc :

T (4) =
1

2 (3m+M)
~P 2R +

1

2 (m=2)
~p2�1 +

1

2 (2m=3)
~p2�2 +

1

2
�
3Mm
M+3m

�~p2�3 : (3.23)

Et en termes des coordonnées ~R; ~�1; ~�2 et ~�3 la partie potentielle V
(4) dans l�hamiltonien (3.3)

se réduit à :

V (4) = k(~r1 � ~r2)2 + k(~r1 � ~r3)2 +K(~r1 � ~r4)2 + k(~r2 � ~r3)2 +K(~r2 � ~r4)2 +K(~r3 � ~r4)2

= 1
2 (K + 3k) �21 +

2
3 (K + 3k) �22 + 3K�

2
3 :

(3.24)
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L�hamiltonien du système se simpli�e en :

Ĥ(4) = 1
2M

~P 2R +
h

1
2��1

~p2�1 +
1
2~�
2
1 (K + 3k)

i
+
h

1
2��2

~p2�2 +
2
3~�
2
2 (K + 3k)

i
+
h

1
2��3

~p2�3 + 3k~�
2
3

i
:

(3.25)

Et l�hamiltonien relatif se réduit donc en une somme de trois oscillateurs harmoniques :

Ĥ(4)
r =

"
1

2��1
~p2�1 +

1

2
~�21 (K + 3k)

#
+

"
1

2��2
~p2�2 +

2

3
~�22 (K + 3k)

#
+

"
1

2��3
~p2�3 + 3k~�

2
3

#
: (3.26)

Le spectre d�énergie sera donné par la somme des énergies des trois oscillateurs :

E
(4)
n1;n2;n3 = ~

q
1

4��1
(K + 3k) (2n1 + 3) + ~

q
1

2��2
(2K + k) (2n2 + 3) + ~

q
1

2��3
3k (2n3 + 3)

= ~
q

1
2m (K + 3k) [2 (n1 + n2) + 6] + ~

q
M+3m
2Mm k (2n3 + 3) ;

(3.27)

où n1; n2 et n3 des entiers positifs ou nuls.

L�état fondamental

L�énergie du niveau fondamental E(4)0 du système dans la con�guration (m;m;m;M) cor-

respond donc à n1 = n2 = n3 = 0: Nous avons :

E
(4)
0 = 6~

r
1

2m
(K + 3k) + 3~

r
M + 3m

2Mm
k (3.28)

La fonction d�onde associée est le produit des trois fonctions d�onde. Elle apparaît dans ce

cas aussi sous forme d�une gaussienne simple :

 0 (~�1;~�2;~�3) / exp
�
�1
2

r
1
2
(K+3k)

1=(2��1)
~�21

�
� exp

�
�1
2

r
2
3
(K+3k)

1=(2��2)
~�22

�
� exp

 
�1
2

r
3k

1=(2��3)
~�23

!
;

/ exp
�
�1
2

q
(K + 3k)��1~�

2
1

�
� exp

�
�1
2

q
4
3 (K + 3k)��2~�

2
2

�
� exp

�
�1
2

q
6k��3~�

2
3

�
;

/ exp
�
��~�21 � �~�22 � 
~�23

�
:

(3.29)
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3.3.2 Con�guration (m;m;M;M)

Le système considéré ici est formé de deux particules de masses égales m1 = m2 = m et les

deux particules restantes de masses égales m3 = m4 =M , (m et M sont en général di¤érentes,

mais pas forcément).

Les coordonnées de Jacobi ~�1;~�2 et ~�3 sont dé�nies de la même manière que dans le cas de

masses toutes égales,

Figure 4 :Coordonnées de Jacobi pour les sytème à quatre corps standard (m;m;M;M) .

Les expressions des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du centre de masse sont,

dans ce cas :
~�1 = �~r2 + ~r1;

~�2 = �~r3 + 1
2(~r1 + ~r2);

~�3 = �~r4 + 1
2m+M (m~r1 +m~r2 +M~r3)

(3.30)

et

~R =
1

2M + 2m
(m~r1 +m~r2 +M~r3 +M~r4): (3.31)

Nous allons procéder de la même manière que pour les con�gurations précédentes. En in-

versant le système d�équations (3.30) et (3.31), on obtient les expressions des coordonnées in-

dividuelles ~r1; ~r2; ~r3 et ~r4 en termes des coordonnées de Jacobi ~�1, ~�2 et ~�3 et de la coordonnée

du centre de masse ~R avec le résultat :

~r1 = ~R+ 1
2~�1 +

M
M+2m~�2 +

M
2M+2m~�3;

~r2 = ~R� 1
2~�1 +

M
M+2m~�2 +

M
2M+2m~�3;

~r3 = ~R� 2m
M+2m~�2 +

M
2M+2m~�3;

~r4 = ~R� M+2m
2M+2m~�3:

(3.32)

On en déduit alors l�expression de l�énergie cinétique dans l�hamiltonien exprimé en termes des

vitesses,

T (4) =
~p21
2m1

+
~p22
2m2

+
~p23
2m3

+
~p24
2m4

=
1

2
m
�
~r
2

1 +
1

2
m
�
~r
2

2 +
1

2
M

�
~r
2

3 +
1

2
M

�
~r
2

4; (3.33)
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qui se réduit en termes des vitesses relatives aux coordonnées de Jacobi à :

T (4) =
1

2
(2M + 2m)

�
~R

2

+
1

2

m

2

�
~�
2

1 +
1

2

2Mm

M + 2m

�
~�
2

2 +
1

2

M (M + 2m)

2 (M +m)

�
~�
2

3: (3.34)

avec les masses réduites liées aux coordonnées de Jacobi

��1 =
m
2 ; ��2 =

2mM
2m+M ; ��3 =M M+2m

2(M+m) : (3.35)

La masse totale du système est M = 2M + 2m:

En termes des moments conjugués ~PR; ~p�1 ; ~p�2 et ~p�3 l�énergie cinétique s�écrit :

T (4) =
1

2M
~P 2R +

1

2
�
m
2

�~p2�1 + 1

2
�
2Mm
M+2m

�~p2�2 + 1

2
�
M(M+2m)
2(M+m)

�~p2�3 : (3.36)

Pour cette con�guration (m;m;M;M) ; m1 = m2 = m etm3 = m4 =M , les conditions (3:2)

impliquent :

k = k13 = k14 = k23 = k24: (3.37)

L�expression de l�énergie potentielle V (4) se réduit à :

V (4) = k12(~r1 � ~r2)2 + k(~r1 � ~r3)2 + k(~r1 � ~r4)2 + k(~r2 � ~r3)2 + k(~r2 � ~r4)2 + k34(~r3 � ~r4)2;

= (k + k12)~�
2
1 +

4(M2k+2km2+m2k34+2Mkm)
(M+2m)2

~�22 + (2k + k34)~�
2
3 � 4mk34�Mk

M+2m ~�2:~�3 :

(3.38)

C�est une forme quadratique en les variables ~�1; ~�2 et ~�3 qui n�est pas diagonale, justi�ée par la

présence du dernier terme en (~�2 � ~�3). L�hamiltonien relatif du système s�écrit donc sous forme

de la somme de trois oscillateurs harmoniques couplés. On dit aussi que l�hamiltonien a une

forme quadratique non diagonale :

Ĥ
(4)
r =

h
1

2��1
~p2�1 + (k + k12)~�

2
1

i
+
h

1
2��2

~p2�2 + 4
M2k+2km2+m2k34+2Mkm

(M+2m)2
~�22

i
+
h

1
2��3

~p2�3 + (2k + k34)~�
2
3

i
� 4mk34�Mk

M+2m ~�2 � ~�3 :
(3.39)

Par conséquent, le spectre d�énergie du système ne peut pas être déduit directement. Il faut

éliminer le terme non diagonal en (~�2 � ~�3). En général, nous pouvons atteindre cet objectif
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en e¤ectuant des changements de variables (~�i ! ~�0i). Attention, en essayant d�éliminer le

terme croisé dans l�expression de l�énergie potentielle, on risque de fair apparaitre un autre

terme croisé en (~p�i � ~p�j ) dans l�expression de l�énergie cinétique. La méthode adoptée pour

diagonaliser l�hamiltonien est bien détaillée dans la référence [11].

Ce qui est important pour nous, est la forme de la fonction d�onde associée à l�état fonda-

mental qui ne sera plus une gaussienne simple, mais plutôt une gaussienne corrélée :

 0 (~�1;~�2;~�3) / exp
�
��~�21 � �~�22 � 
~�23 + �~�2:~�3

�
: (3.40)

3.3.3 Con�guration (m;m;M;M) : Autre choix de coordonnées de Jacobi

Comme expliqué ci-dessus, la diagonalisation de l�hamiltonien peut être réalisé en e¤ectuant

des changements de variables (~�i ! ~�0i). En d�autres termes, en adoptant des expressions des

coordonnées de Jacobi di¤érentes que (3.32) dites standard nous pouvons atteindre le résultat

souhaité. Le choix approprié des coordonnées de Jacobi peut se faire depuis le début. Soit le

choix suivant :
~�1 = �~r2 + ~r1;

~�2 = �~r3 + ~r4;

~�3 =
1
2(~r1 + ~r2)�

1
2(~r3 + ~r4);

(3.41)

où la première coordonnée de Jacobi ~�1 est dé�nie comme la coordonnée relative entre la 1ere et

la 2eme particule. La deuxième coordonnée de Jacobi ~�2 est dé�nie comme la coordonnée relative

entre la 3eme et la 4eme particule. La troisième ~�3 coordonnée de Jacobi sera la coordonnée

relative entre le centre de masse des deux premières particules (1 et 2) et le centre de masse

des deux dernières particules (3 et 4). La coordonnée du centre de masse est dé�nie toujours

par l�équation (3.31).

Figure 3 : Coordonnées de Jacobi pour le système à quatre corps "haltères" (m;m;M;M) .

Nous allons procéder de la même façon que pour les con�gurations précédentes. En inversant

le système d�équations (3.41) et (3.31), on obtient de nouvelles expressions des coordonnées

individuelles ~r1; ~r2; ~r3 et ~r4 en termes des nouvelles coordonnées de Jacobi ~�1, ~�2 et ~�3 et de la
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coordonnée du centre de masse ~R avec comme résultat :

~r1 = ~R+ 1
2~�1 +

M
M+m~�3;

~r2 = ~R� 1
2~�1 +

M
M+m~�3;

~r3 = ~R� 1
2~�2 �

m
M+m~�3;

~r4 = ~R+ 1
2~�2 �

m
M+m~�3:

(3.42)

Avec ce choix des coordonnées de Jacobi, l�expression de l�énergie cinétique dans l�hamiltonien

(3.3) se réduit à :

T (4) =
~p21
2m

+
~p22
2m

+
~p23
2M

+
~p24
2M

=
1

2
(2M + 2m)

�
~R

2

+
1

2
(
m

2
)
�
~�
2

1 +
1

2
(
M

2
)
�
~�
2

2 +
1

2
(
2mM

m+M
)
�
~�
2

3: (3.43)

Nous obtenons ainsi d�autres expressions pour les masses réduites relatives aux coordonnées ~�1;

~�2 et ~�3 :

��1 =
m
2 ; ��2 =

M
2 ; ��3 =

2mM
m+M : (3.44)

Avec ces nouvelles coordonnées de Jacobi, nous avons abouti à la fois à une forme diagonale

pour l�énergie cinétique et pour l�énergie potentielle :

T (4) =
1

2M
~P 2R +

1

2
�
m
2

�~p2�1 + 1

2
�
M
2

�~p2�2 + 1

2
�
2mM
m+M

�~p2�3 (3.45)

et

V (4) = k12(~r1 � ~r2)2 + k(~r1 � ~r3)2 + k(~r1 � ~r4)2 + k(~r2 � ~r3)2 + k(~r2 � ~r4)2 + k34(~r3 � ~r4)2;

= ~�21 (k + k12) + ~�
2
2 (k + k34) + 4k~�

2
3;

(3.46)

toujours dans les conditions (3.2).

L�hamiltonien relatif se réduit donc à :

H(4)
r =

"
1

2��1
~p2�1 + (k + k12)~�

2
1

#
+

"
1

2��2
~p2�2 + (k + k34)~�

2
2

#
+

"
1

2��3
~p2�3 + 4k~�

2
3

#
; (3.47)
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qui n�est d�autre que l�hamiltonien d�un système composé de trois oscillateurs harmoniques

découplés. L�énergie du système s�obtient en sommant les énergies des deux oscillateurs. Nous

avons :

E
(4)
n1;n2;n3 = ~

q
1

2��1
(k + k13) (2n1 + 3) + ~

q
1

2��2
(k + k34) (2n2 + 3) + ~

q
1

2��3
4k (2n3 + 3) ;

(3.48)

où n1; n2; n3 et n des entiers positifs ou nuls.

L�état fondamental

L�énergie du niveau fondamental E(4)0 du système dans la con�guration (m;m;M;M) est :

E
(4)
0 = 3~

"r
1

m
(k + k13) +

r
1

M
(k + k34) +

r
(M +m)

mM
k

#
: (3.49)

Avec le nouveau choix des coordonnées de Jacobi, l�état fondamental sera décrit par une

fonction d�onde de type gaussienne simple :

 0 (~�1;~�2;~�3) / exp
�
��~�21 � �~�22 � 
~�23

�
: (3.50)

3.4 Système ayant trois masses di¤érentes

Nous avons ici un système composé de quatre particules dont deux ont des masses égales à

m, une troisième particule de masse m3 et la quatrième particule de masse M .

Nous allons adopter ici le choix standard des coordonnées de Jacobi. Soit :

~�1 = �~r2 + ~r1;

~�2 = �~r3 + 1
2 (~r1 + ~r2) ;

~�3 = �~r4 + 1
2m+m3

(m~r1 +m~r2 +m3~r3) :

(3.51)

Le centre de masse du système sera repéré par la coordonnée

~R =
1

2m+m3+M
(m~r1 +m~r2 +m3~r3 +M~r4) : (3.52)
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Figure 5 : Coordonnées de Jacobi pour les ystème à quatre corps (m;m;m3;M) .

Les expressions des coordonnées des particules individuelles ~r1; ~r2; ~r3 et ~r4 peuvent être

obtenu en inversant le système d�équations (3.52) et (3.51). Nous obtenons :

~r1 = ~R+ 1
2~�1 +

m3
2m+m3

~�2 +
M

2m+m3+M
~�3;

~r2 = ~R� 1
2~�1 +

m3
2m+m3

~�2 +
M

2m+m3+M
~�3;

~r3 = ~R� 2m
2m+m3

~�2 +
M

2m+m3+M
~�3;

~r4 = ~R� (2m+m3)
2m+m3+M

~�3:

(3.53)

La partie cinétique et la partie potentielle dans l�hamiltonien se réduisent en termes des

coordonnées de Jacobi en :

T (4) = 1
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�
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2

1 +
1
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�
~r
2

2 +
1
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�
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2
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1
2M
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2

+ 1
2

�
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2

� �
~�
2
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1
2

�
2mm3
2m+m3

� �
~�
2

2 +
1
2

�
M(2m+m3)
2m+m3+M

� �
~�:

(3.54)

et

V (4) = k12 (~r1 � ~r2)2 + k (~r1 � ~r3)2 + k14 (~r1 � ~r4)2 + k (~r2 � ~r3)2 + k14 (~r2 � ~r4)2 + k (~r3 � ~r4)2 :

=
�
1
2k + k12 +

1
2k14

�
~�21 +

2k(2m+m3)
2+4km2+2k14m3

(2m+m3)
2 ~�22 + (k + 2k14)~�

2
3 +

�
4m3k14�km

2m+m3

�
~�2 � ~�3:

L�hamiltonien relatif devient :

H
(4)
r =

h
1

2��1
~p2�1 +

�
1
2k + k12 +

1
2k14

�
~�21

i
+
h

1
2��2

~p2�2 +
2k(2m+m3)

2+4km2+2k14m3

(2m+m3)
2 ~�22

i
+
h

1
2��3

~p2�3 + (k + 2k14)~�
2
3

i
+ 4m3k14�km

2m+m3
~�2 � ~�3 ;

(3.55)

avec

��1 =
m
2 ; ��2 =

2mm3
2m+m3

; ��3 =
M(2m+m3)
2m+m3+M

; (3.56)

les masses réduites associées aux coordonnées de Jacobi ~�1;~�2 et ~�3:

L�hamiltonien apparait donc sous forme non diagonale. Pour déduire le spectre d�énergie,

nous devons ramener l�hamiltonien à une forme diagonale en suivant les étapes indiquées dans

la référence [11]. Cela dépasse le cadre de notre étude.
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Ce qui nous intéresse ici, est la fonction d�onde. D�après ce qui apparaît dans l�expression

(3.55), l�hamiltonien relatif est formé par trois oscillateurs, deux oscillateurs couplés (corres-

pondent aux coordonnées ~�2 et ~�3) et un oscillateur indépendent (correspondent aux coordonnée

~�1).

La fonction d�onde associée au niveau fondamental sera donc une gaussienne corrélée dont

le terme de corrélation se présente dans le produit ~�2 � ~�3, (3.40).
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Chapitre 4

Développement sur des gaussiennes

corrélées

Dans ce chapitre nous allons présenter en détail la méthode du développement sur des gaus-

siennes corrélées appliquée à des systèmes à quatre corps. Nous appliquons ensuite la méthode

pour résoudre approximativement l�équation de Schrödinger en déterminant de manière appro-

chée l�énergie et la fonction d�onde.

4.1 Théorème variationnel de Ritz

La méthode des variations (ou la méthode variationnelle de Rayleigh-Ritz) est une méthode

d�approximation utilisée le plus souvent pour calculer de façon approchée, l�énergie du niveau

fondamental d�un système stationnaire [13].

Considérons un système décrit par un Hamiltonien H indépendant du temps dont les so-

lutions ne sont pas connues à priori. Nous savons toutefois que cet hamiltonien possède des

vecteurs propres qui forment une base complète de l�espace des états. Pour simpli�er l�écriture

nous admettrons que le spectre de H est discret (seules certaines fréquences apparaissent) et

non dégénéré. Il vient :

H juni = E juni ; (4.1)

41



avec n = 0; 1; 2; :::: et :

E0 � E1 � :::: � En � ::::: (4.2)

Tout vecteur j i de l�espace des états peut être développé sur la base des vecteurs propres

de H.

j i =
P
n
cn juni ; (4.3)

où les Cn sont les coe¢ cients, complexes, du développement. La valeur moyenne de l�énergie

du système dans l�état j i est :

hEi =
h jH j i
h j i =

P
m
(c�mhumj)

P
n
H(cnjuni)P

m
humjc�m

P
n
cnjuni

;

=
P
m;n c

�
mcnEnhumjuniP

m;n c
�
mcnEnhumjuni

:

Sachant que humjuni = �m;n , il vient que :

hEi =
P

n
jcnj2EnP
njcnj

2 : (4.4)

En vertu de l�hypothèse (4:2) nous pouvons déduire que

hEi = h jH j i
h j i � E0: (4.5)

La formule (4:5) est l�équation maitresse de la théorie des variations. Elle stipule que la

valeur moyenne de H pour tout état j i constitue une valeur approchée par excès de l�énergie

du niveau fondamental. Il y�a égalité stricte lorsque l�état j i est vecteur propre de H associé

à l�énergie E0: Autrement dit, la valeur moyenne de l�Hamiltonien dans un état quelconque j i

est toujours supérieure à l�énergie du niveau fondamental.

4.2 La méthode variationnelle

La méthode variationnelle est une technique d�approximation très utile. Elle est basée sur

le principe variationnel de Ritz [14]. Le résultat (4:5) est à la base de la méthode variationnelle.

Une utilisation possible de ce résultat consiste à prendre une fonction d�onde, dépendant d�un

certain nombre n de paramètres �1; �2; :::; �n, appelée fonction d�onde d�essai, à évaluer la valeur
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moyenne de l�hamiltonien pour cette fonction d�onde d�essai. On obtient alors une famille de

bornes supérieures pour l�énergie de l�état fondamental E0, une borne, notée E(�1; :::; �n), pour

chaque jeu de paramétres �1; :::; �n. Le jeu de paramètres �01; :::; �
0
n tel que :

E(�01; :::; �
0
n) = min

�1;::::;�n

h jH j i
h j i ; (4.6)

conduit à la valeur la plus proche de E0, c�est-à-dire, la meilleure approximation pour l�énergie

du niveau fondamental. E(�01; :::; �
0
n) est appelée approximation variationnelle de E0: Bien sûr

E(�01; :::; �
0
n) reste toujours au-dessus de E0 [15] :

E0 �


 
�
�01; :::; �

0
n

���H �� ��01; :::; �0n��

 
�
�01; :::; �

0
n

�
j 
�
�01; :::; �

0
n

�� : (4.7)

4.3 Choix de la fonction d�onde d�essai

Soit un système de N particules de masses m1; :::;mN interagissant par des forces ne dé-

pendant que la distance entre ces corps, l�hamiltonien du système s�écrit :

H =

NX
i=1

~p2i
2mi

+

NX
i<j=1

V (ij) (rij) : (4.8)

En faisant un choix de coordonnées de Jacobi f~�kg, l�hamiltonien relatif peut se mettre sous

la forme :

Hr =
N�1X
i=1

~p2�i
2�i

+
NX

i<j=1

V (ij) (rij f~�kg) : (4.9)

où ~p�i noté le moment conjugué de la i�eme coordonnée de Jacobi ~�i et �i est une masse �réduite�

relative à la coordonnée de Jacobi ~�i. Le potentiel V
(ij)(rij f~�kg) doit être bien entendu considéré

comme une fonction des coordonnées de Jacobi ~�k :

�!r ij =
N�1P
k=1

dkij
�!� k. (4.10)

Les dkij qui sont donc les coe¢ cients du développement de
�!r ij sur les �!x k peuvent être éven-

tuellement considérés comme les éléments d�une matrice colonne (N � 1)� 1, notée dij .
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Sur la base des résultats obtenus dans le chapitre précédent, il est clair que la fonction

d�onde associée à l�état fondamental de l�oscillateur harmonique à N corps doit être en générale

une gaussienne corrélée. Par conséquent, choisir une gaussienne comme fonction d�onde d�essai

parait un choix convenable pour couvrir le résultat exact du cas de l�oscillateur harmonique à

N corps (On parle toujours de l�état fondamental).

La méthode de développement systématique sur des gaussiennes corrélées, qui est l�une des

méthodes les plus utilisées pour la résolution approximative de l�équation de Schrödinger pour

des systèmes à petit nombre de corps, consiste à adopter

 
�
~�1:::~�N�1

�
=

gX
n=1

cn exp(
�1
2

N�1X
i;j=1

A
(n)
ij ~�i:~�j); (4.11)

comme fonction d�onde d�essai. A(n) est une matrice carrée d�ordre (N � 1) réelle, symétrique

et dé�nie positive. g est appelé le nombre de générations de gaussiennes. Les paramètres de

poids cn et les paramètres de portée A
(n)
ij seront déterminés par une procédure variationnelle.

Si on adopte la notation suivante :



~�1:::~�N�1jm

�
� exp(�1

2

N�1X
i;j=1

A
(n)
ij ~�i:~�j); (4.12)

le vecteur d�état peut être mis sous la forme :

j i =
gX

m=1

cm jmi : (4.13)

La valeur moyenne d�une observable quelconque � évaluée dans l�état j i, (4:13), sera donnée

par l�expression :

h�i =

Xg

m;n=1
c�ncm hnj� jmiXg

m;n=1
c�ncm hnjmi

: (4.14)

Donc, le calcul de la valeur moyenne d�une observable se ramène à celui des éléments de

matrice de l�observable en question entre deux gaussiennes corrélées hnj� jmi et à l�évolution

des recouvrements de gaussiennes hnjmi.
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4.3.1 L�hamiltonien

Le calcul des éléments de matrice de l�hamiltonien du système entre deux gaussiennes cor-

rélées hnjH jmi, se ramène au calcul des éléments de matrice des termes d�énergie cinétique et

d�énergie potentielle entre deux gaussiennes corrélées :

hnj
�!p 2�i
2�i

jmi i=1; 2; :::; N � 1 et hnjVij (rijf�!� kg) jmi i<j=1; 2; :::; N .

Considérons successivement les termes d�énergie potentielle et d�énergie cinétique.

L�énergie potentielle

Notre problème se ramène au calcul de l�élément de matrice d�une fonction quelconque

f (�!r ij) de la variable �!r ij i<j=1,2,...,N entre deux gaussiennes corrélées hnj f (�!r ij) jmi.

Nous avons :

hnj f (�!r ij) jmi =
R
���
R
d3�!� 1:::d3�!� N�1f (�!r ij) exp

�
�1
2

PN�1
k;l=1

�
A
(n)
kl +A

(m)
kl

��!� k:�!� l� :
En posant

Akl =
1

2
(Ankl +A

m
kl) , (4.15)

l�expression précédente peut être mise sous la forme :

hnj f (�!r ij) jmi =
Z
� � �
Z
d3�!� 1:::d3�!� N�1f (�!r ij) exp

 
�

N�1P
k;l=1

Akl
�!� k:�!� l

!
. (4.16)

E¤ectuons une transformation orthogonale R :

RTR = RRT = I, (4.17)

sur A et choisissons la de telle manière à ramener A à sa forme diagonale, qu�on désignera pareA
RART = eA. (4.18)
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On peut aussi inversement exprimer A en fonction de eA,
A = RT eAR. (4.19)

L�argument de l�exponentiel intervenant dans l�expression de hnj f (�!r ij) jmi peut alors se mettre

sous la forme

N�1P
k;l=1

Akl
�!� k:�!� l =

N�1P
k;l;n;m=1

RTkm
eAmnRnl�!� k:�!� l = N�1P

n;m=1

eAmn�!y m:�!y n = N�1P
n=1

eAnn�!y 2n, (4.20)

où on a introduit de nouvelles coordonnées de Jacobi {�!y k} liées aux anciennes coordonnées de

Jacobi {�!� k} par les relations
�!y k =

N�1P
l=1

Rkl
�!� l, (4.21)

c�est-à-dire, que les {�!� k} et les {�!y k} sont liées par une transformation orthogonale, celle qui

a ramené A à sa forme diagonale eA. Pour obtenir (4.20), on a également utilisé le fait que eA
est une matrice diagonale.

On peut d�autre part remarquer que l�élément d�intégration d3�!� 1:::d3�!� N�1 est invariant

sous une transformation orthogonale. Donc

d3�!� 1:::d3�!� N�1 = d3�!y 1:::d3�!y N�1

et hnj f (�!r ij) jmi peut alors se mettre sous la forme

hnj f (�!r ij) jmi =
Z
� � �
Z
d3�!y 1:::d3�!y N�1f(�!r ij) exp

�
�
N�1P
k=1

eAkk�!y 2k� , (4.22)

où �!r ij doit être maintenant considéré comme fonction des �!y k.

En inversant (4.21), on obtient les �!� k en termes des �!y l

�!� k =
N�1P
l=1

RTkl
�!y l. (4.23)
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En reportant alors dans (4.10), on arrive à :

�!r ij =
N�1P
l=1

�
N�1P
k=1

dkij R
T
kl

�
�!y l . (4.24)

Faisons maintenant une transformation d�échelle sur les {�!y l} :

�!
Z l = ( eAll)1=2�!y l . (4.25)

Nous avons

exp(�
N�1P
k=1

eAkk�!y 2k) = exp(�N�1P
k=1

�!
Z 2
k)

et

d3�!y 1:::d3�!y N�1 =
� eA11��3=2 d3�!Z 1:::

� eAN�1;N�1��3=2 d3�!Z N�1

= (�)�3=2 d3
�!
Z 1:::d

3�!Z N�1 .

L�élément de matrice hnj f (�!r ij) jmi se met alors sous la forme :

hnj f (�!r ij) jmi = (�)�3=2
Z
� � �
Z
d3
�!
Z 1:::d

3�!Z N�1f(
�!r ij) exp

�
�
N�1P
k=1

�!
Z 2
k

�
, (4.26)

où � désigne le déterminant de la matrice A. Il est à noter que �!r ij dans l�expression précédente

doit être maintenant considéré comme fonction des
�!
Z k

�!r ij =
N�1P
l=1

�
N�1P
k=1

dkijR
T
kl

�
( eAll)�1=2�!Z l . (4.27)

Il est toujours possible de faire une transformation orthogonale sur les
�!
Z k ({

�!
Z k}!{

�!
W k}) de

telle manière que �!r ij soit proportionnel à
�!
W 1. Il est clair qu�en tenant compte du fait que

RT eA�1R = A�1,

47



le facteur de proportionnalité est

"
N�1P
k;n=1

N�1P
l;m=1

(dkijR
T
kl(
eAll)�12 )(dnijRTnm( eAmm)�12 )�l;m

# 1
2

=

"
N�1P
k;n=1

N�1P
l=1

dkijR
T
kl(
eAll)�1Rlndnij

# 1
2

=
h
dTijA

�1dij
i 1
2
.

Comme d3
�!
Z 1:::d

3�!Z N�1 et
PN�1

k=1

�!
Z 2
k sont invariants sous toute transformation orthogonale,

hnj f (�!r ij) jmi = (�)�3=2
Z
...
Z
d3
�!
W 1...d3

�!
WN�1f

�q
dTijA

�1dij
�!
W 1

�
exp

�
�
N�1P
k=1

�!
W 2

k

�
.

Si on utilise le résultat Z
exp

�
��!r 2

�
d3�!r = �3=2.

L�intégration sur
�!
W 2,

�!
W 3,...,

�!
WN�1 est immédiate. Il s�ensuit que

hnj f (�!r ij) jmi = (�)�3=2 (�)3(N�2)=2
Z
d3
�!
W 1f

��
dTijA

�1dij
�1=2�!

W 1

�
exp

�
��!W 2

1

�
. (4.28)

Si on fait le changement de variables

�!
W 0
1 =

�
dTijA

�1dij
�1=2�!

W 1, (4.29)

hnj f (�!r ij) jmi peut aussi être réécrit sous la forme

hnj f (�!r ij) jmi = (�)�3=2 (�)3(N�2)=2
�
dTijA

�1dij
��3=2

�
Z
d3
�!
W 0
1 f (

�!
W 0
1) exp

�
�
�
dTijA

�1dij
��1�!

W 02
1

�
. (4.30)

A partir de (4.28), on peut déduire le recouvrement de deux gaussiennes en posant f (�!r ij)=1.

On obtient :

hnjmi =
�
�N�1=�

�3=2
. (4.31)

On peut utiliser cette expression de hnjmi pour réécrire hnj f (�!r ij) jmi sous la forme suivante :

hnj f (�!r ij) jmi = hnjmi��3=2
Z
d3
�!
W 1f

��
dTijA

�1dij
�1=2�!

W 1

�
exp

�
��!W 2

1

�
. (4.32)
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Supposons maintenant que les interactions entres les particules du systèmes sont décrites par

des potentiels en loi de puissance :

Vij(
�!r ij) = �ijr

�ij
ij . (4.33)

L�expression (4.32) se réduit à

hnj�ijr
�ij
ij jmi = hnjmi�

�3=2�ij
�
dTijA

�1dij
��ij=2 Z

d3
�!
W 1W

�ij
1 exp

�
��!W 2

1

�
. (4.34)

En utilisant le résultat

Z
d3
�!
W 1W

�ij
1 e�

�!
W 2

1 = 4�

Z 1

0
dW1W

�ij+2
1 e�W

2
1 = 2��

�
�ij + 3

2

�
pour �ij > �3, (4.35)

on obtient �nalement

hnj�ijr
�ij
ij jmi = hnjmi

2�ijp
�

�
dTijA

�1dij
��ij=2

�

�
�ij + 3

2

�
, (4.36)

qui peut être réécrit comme

hnj�ijr
�ij
ij jmi = hnjmi

2�ijp
�
�

�
�ij + 3

2

�


�ij=2
ij;ij (4.37)

si on introduit la notation


ij;kl = dTijA
�1dkl. (4.38)

Le terme cinétique

Calculons l�élément de matrice hnj �!p 2k= (2�k) jmi. Nous avons

hnj
�!p 2k
2�k

jmi = 1

2�k
(hnj �!p k) (�!p k jmi) . (4.39)

En utilisant la relation de dé�nition des gaussiennes corrélées (4.12), on obtient

�!p k jmi = i~
N�1P
p=1

Amkp
�!� p jmi . (4.40)
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Il s�ensuit que

hnj
�!p 2k
2�k

jmi = ~2

2�k

N�1P
q;p=1

AnkqA
m
kp hnj �!� q:�!� p jmi . (4.41)

Donc on est ramené au calcul des éléments de matrice de �!� q:�!� p. Nous avons

hnj �!� q:�!� p jmi =
Z
� � �
Z
d3�!x 1:::d3�!x N�1 (�!� q:�!� p) exp

 
�

N�1P
i;j=1

Aij
�!� i:�!� j

!
. (4.42)

En termes des �!y k, (4.21) prend la forme suivante :

hnj �!� q:�!� p jmi =
N�1P
i;j=1

R�1qi R
�1
pj

Z
� � �
Z
d3�!y 1:::d3�!y N�1 (�!y i:�!y j) exp

�
�
N�1P
k=1

eAkk�!y 2k� . (4.43)
L�intégrale �gurant dans le membre de droite de l�expression précédente est nulle pour i 6= j,

car on a alors à intégrer une fonction impaire en �!y i (et en �!y j). Donc

hnj �!� q:�!� p jmi =
N�1P
j=1

RTqjRjp

Z
� � �
Z
d3�!y 1:::d3�!y N�1�!y 2j exp

�
�
N�1P
k=1

eAkk�!y 2k� . (4.44)

En faisant usage du résultat

Z +1

�1

�!r 2 exp
�
�a�!r 2

�
d3�!r = 3

2a

��
a

�3=2
, (4.45)

Valable pour a > 0, on aboutit à

hnj �!� q:�!� p jmi =
3

2

� �
�

�3=2
�
3(N�2)

2

N�1P
j=1

RTqj eA�1jj Rjp
=

3

2

� �
�

�3=2
�
3(N�2)

2 A�1qp

=
3

2
hnjmiA�1qp . (4.46)

Finalement, en reportant dans l�expression (4.41), on obtient

hnj
�!p 2k
2�k

jmi =
3

2
hnjmi ~

2

2�k

N�1P
q;p=1

AnkqA
�1
qp A

m
kp,

=
3

2
hnjmi ~

2

2�k

�
AnA�1Am

�
kk
. (4.47)
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D�où l�expression de l�élément de matrice de l�énergie cinétique entre deux gaussiennes corrélées

hnjT jmi = 3

2
hnjmi

N�1P
k=1

~2

2�k

�
AnA�1Am

�
kk
. (4.48)

L�élément de matrice de l�hamiltonien entre deux gaussiennes corrélées dans le cas de potentiels

en loi de puissance (4.33) se réduit donc à :

hnjH jmi = hnjmi
�
3

2

N�1P
k=1

~2

2�k

�
AnA�1Am

�
kk
+
2�ijp
�
�
�
�ij+3
2

�


�ij=2
ij;ij

�

Donnons à titre d�exemple la valeur moyenne de l�énergie pour une seule génération de

gaussiennes dans le cas d�un potentiel en loi de puissance (4.33). Nous obtenons

E =
3

2

N�1P
k=1

~2

2�k
Akk +

2p
�

NP
i<j=1

�
�
�ij+3
2

�
�ij


�ij=2
ij;ij . (4.49)

4.4 Application aux problèmes à quatre corps

Sachant que le traitement du problème à N corps nécessite l�introduction d�un ensemble

de N � 1 coordonnées de Jacobi, trois coordonnées de Jacobi sont requises pour traiter les

problèmes à quatre corps. Soit : ~�1, ~�2 et ~�3: La fonction d�onde d�essai est donc choisie sous

forme d�une série de gaussiennes corrélées (4.11) avec N = 4 :

h~�1;~�2;~�3j i �
gX

n=1

cn exp(
�1
2

N�1X
i;j=1

A
(n)
ij ~�i:~�j);

=

gX
n=1

cn exp
�1
2 (A

(n)
11 ~�

2
1 +A

(n)
22 ~�

2
2 +A

(n)
33 ~�

2
3

+2A
(n)
12 ~�1:~�2 + 2A

(n)
13 ~�1:~�3 + 2A

(n)
23 ~�2:~�3);

(4.50)

où les paramètres de poids cn et les paramètres de portée A
(n)
11 ; A

(n)
22 ; A

(n)
33 ; A

[n]
12 ; A

(n)
23 et A(n)13

sont considérés comme des paramètres variationnels.

Les paramètres de portée pour chaque gaussienne corrélée peuvent être considérés comme
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des éléments d�une matrice symétrique d�ordre 3 :

A(n) =

0BBB@
A
(n)
11 A

(n)
12 A

(n)
13

A
(n)
12 A

(n)
22 A

(n)
23

A
(n)
13 A

(n)
23 A

(n)
33

1CCCA : (4.51)

L�élément de matrice de l�hamiltonien entre deux gaussiennes se réduit à :

hnjH jmi = hnjmih
3
4
1
�1

�
A(n)A�1A(m)

�
11
+ 3

4
1
�2

�
A(n)A�1A(m)

�
22
+ 3

4
1
�3

�
A(n)A�1A(m)

�
33

+ 2p
�
�(�+32 )

h
�12


�=2
12;12 + �13


�=2
13;13 + �14


�=2
14;14

ii
+ 2p

�
�(�+32 )

h
�23


�=2
23;23 + �24


�=2
24;24 + �34


�=2
34;34

ii (4.52)

où A�1 est l�inverse de la matrice :

A =

0BBBB@
1
2

�
A
(n)
11 +A

(m)
11

�
1
2

�
A
(n)
12 +A

(m)
12

�
1
2

�
A
(n)
13 +A

(m)
13

�
1
2

�
A
(n)
12 +A

(m)
12

�
1
2

�
A
(n)
22 +A

(m)
22

�
1
2

�
A
(n)
23 +A

(m)
23

�
1
2

�
A
(n)
13 +A

(m)
13

�
1
2

�
A
(n)
23 +A

(m)
23

�
1
2

�
A
(n)
33 +A

(m)
33

�
1CCCCA : (4.53)

Les masses réduites �1 := ��1 ; �2 := ��2 et �3 := ��3 relatives aux coordonnées de Jacobi sont

données respectivement par l�équations (3.56) et où on a supposé que l�interaction est de même

loi pour toutes les paires de particules, c-à-d ; �ij = �:

Les paramètres 
12;12; 
13;13; 
14;14; 
23;23; 
24;24 et 
34;34 sont les éléments diagonaux de la

matrice 
 = dTA�1d (4.38). Il faut donc trouver l�expression de la matrice d; eq.(3.51), qui lie

les vecteurs relatifs ~rij pour chaque paire de particules aux coordonnées de Jacobi.

4.4.1 Choix standard des coordonnées de Jacobi

Dans notre étude, nous nous limiterons à des systèmes à quatre corps dont la diversité

allant jusqu�à trois masses di¤érentes. Il su¢ t donc de considérer le choix standard des coor-

données de Jacobi (3.51) de la con�guration (m;m;m3;M). Toutes les autres con�gurations

qu�on traité, à savoir, (m;m;m;m) ; (m;m;M;M) et (m;m;m;M), serons des cas particulier

de la con�guration (m;m;m3;M) :
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Commençons par la dérivation de l�expression de la matrice d (4:38) : Il faut tout d�abord

exprimer les vecteurs relatifs ~rij , (~rij = ~r1 � ~r2), en termes des coordonnées de Jacobi (3.51).

Nous avons
~r1 � ~r2 = ~�1

~r1 � ~r3 = 1
2~�1 + ~�2

~r1 � ~r4 = 1
2~�1 +

m3
2m+m3

~�2 + ~�3

~r2 � ~r3 = �1
2~�1 + ~�2

~r2 � ~r4 = �1
2~�1 +

m3
2m+m3

~�2 + ~�3

~r3 � ~r4 = � 2m
2m+m3

~�2 + ~�3 ,

que l�on peut réécrire sous forme matricielle comme

0BBBBBBBBBBBB@

~r1 � ~r2
~r1 � ~r3
~r1 � ~r4
~r2 � ~r3
~r2 � ~r4
~r3 � ~r4

1CCCCCCCCCCCCA
= dT :

0BBB@
~�1

~�2

~�3

1CCCA ; (4.54)

avec

d =

0BBB@
1 1

2
1
2 �1

2 �1
2 0

0 1 m3
2m+m3

1 m3
2m+m3

�2 m
2m+m3

0 0 1 0 1 1

1CCCA : (4.55)

La matrice 
 se calcule directement à partir de cette dernière expression de la matrice d et de

sa transposée dT .

D�après les résultats du chapitre précédent, le choix standard des coordonnées de Jacobi per-

met de déduire directement l�énergie et la fonction d�onde exactes associés à l�état fondamental

des con�gurations (m;m;m;m) ; et (m;m;m;M) de l�oscillateur harmonique à 4 corps ; les

fonctions d�onde exactes sont des gaussiennes non corrélées. Par contre, pour les con�gurations

(m;m;M;M) et (m;m;m3;M) l�état fondamental est une gaussienne corrélée. Par conséquent,

pour atteindre le résultat exact de ces deux con�gurations, la fonction d�onde doit inclure le

terme ~�2:~�3: Il vaut la peine de noter que, plus le nombre de paramètres variationnels est grand,
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plus le calcul numérique est di¢ cile. De ce fait, nous allons adopter le choix modi�é des coor-

données de Jacobi pour la con�guration (m;m;M;M) où nous nous contenterons du plus petit

nombre de paramètres variationnels impliqués dans la fonction d�onde. C�est-à-dire,

exp(�a1~�21 � b1~�22 � w1~�23)

au lieu de

exp(�a1~�21 � b1~�22 � w1~�23 � u1~�2:~�3):

4.4.2 Choix modi�é des coordonnées de Jacobi

Nous avons vu dans la section 3.3.3 que le choix standard des coordonnées de Jacobi ne per-

met pas de déduire directement l�énergie et la fonction d�onde de la con�guration (m;m;M;M)

de l�oscillateur harmonique. Nous avons montré qu�un choix modi�é des coordonnées de Ja-

cobi mène directement à une forme diagonale de l�hamiltonien et donc une fonction de type

gaussienne non corrélée pour la fonction d�onde.

Il faut tout d�abord exprimer le vecteur relatif ~rij pour chaque paire de particules en termes

des nouvelles coordonnées de Jacobi (3.41). Le calcul mène à :

~r1 � ~r2 = ~�1

~r1 � ~r3 = 1
2~�1 +

1
2~�2 + ~�3

~r1 � ~r4 = 1
2~�1 �

1
2~�2 + ~�3

~r2 � ~r3 = �1
2~�1 +

1
2~�2 + ~�3

~r2 � ~r4 = �1
2~�1 �

1
2~�2 + ~�3

~r3 � ~r4 = �~�2 .

(4.56)

où, sous forme matricielle, avec une nouvelle expression pour la matrice d :

d =

0BBB@
1 1

2
1
2 �1

2 �1
2 0

0 1
2 �1

2
1
2 �1

2 �1

0 1 1 1 1 0

1CCCA :

La matrice 
 se calcule directement à partir de cette dernière expression de la matrice d et de
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sa transposée dT .

Nous allons appliquer nos résultats pour obtenir une approximation de l�énergie de l�état

fondamental d�un système à quatre corps. Vu la complexité du calcul numérique, nous allons

procéder de manière progressive en commençant par choisir comme fonction d�onde d�essai une

génération de gaussiennes puis deux générations de gaussiennes. Nous limiterons nos calculs

aux cas des potentiels en lois de puissance (4.33).

4.4.3 Une seule génération de gaussiennes corrélées

Nous allons adopter une seule gaussienne corrélée (g = 1) pour être la fonction d�onde

d�essai :

 (~�1;~�2;~�3) = c1 exp(
�1
2

3X
i;j=1

A
(n)
ij ~�i:~�j);

j1i � c1 exp(�a1~�21 � b1~�22 � w1~�23 � s1~�1:~�2 � u1~�1:~�3 � t1~�2:~�3)
(4.57)

où sont impliqués six paramétres variationnels :

a1 = A
(1)
11 =2; b1 = A

(1)
22 =2; w1 = A

(1)
33 =2;

s1 = A
(1)
12 ; u1 = A

(1)
13 ; t1 = A

(1)
23 :

(4.58)

Nous n�avons à calculer qu�un seul élément de matrice. La valeur moyenne de l�hamiltonien

se simpli�e dans ce cas en :

hHi =
h1jH j1i
h1j1i

=
3

4

1

�1

h
A(1)A�1A(1)

i
11
+
3

4

1

�2

h
A(1)A�1A(1)

i
22
+
3

4

1

�3

h
A(1)A�1A(1)

i
33

+
2p
�
�(�+32 )h

�12

�=2
12;12 + �13


�=2
13;13 + �14


�=2
14;14 + �23


�=2
23;23 + �24


�=2
24;24 + �34


�=2
34;34

i
: (4.59)

Et comme la matrice A n�est d�autre que la matrice A(1) elle-même, alors : A(1)A�1A(1) = A(1)
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. Donc l�expression (4.59) se réduit à :

hHi =
3

4

�
1

�1
A
(1)
11 +

1

�2
A
(1)
22 +

1

�3
A
(1)
33

�
+
2p
�
�(�+32 )h

�12

�=2
12;12 + �13


�=2
13;13 + �14


�=2
14;14 + �23


�=2
23;23 + �24


�=2
24;24 + �34


�=2
34;34

i
: (4.60)

Cette dernière expression de la valeur moyenne de l�hamiltonien est fonction de six para-

mètres libres, a1; b1; w1; s1; u1 et t1: D�après le principe variationnel, on a, pour chaque jeu

de ces paramètres une borne supérieure pour l�énergie de l�état fondamental du système. La

borne la plus proche de l�énergie du fondamental est sans doute celle qui a la plus petite valeur.

Donc la meilleur approximation de l�énergie du fondamental, notée par E(1)0 var; sera obtenu par

la minimisation de hHi par rapport à six paramètres

E
(1)
0 var := min

a1;b1;w1;s1;u1;t1
hHi . (4.61)

Notons que le paramètre c1 disparait de cette formule (ce paramètres de normalisation ne joue

aucun rôle lorsqu�on travail avec une seule gaussienne).

4.4.4 Deux générations de gaussiennes corrélées

Si on utilise deux générations de gaussiennes j1i et j2i comme fonction d�onde d�essai :

j i = c1 j1i+ c2 j2i ; (4.62)

avec

j1i � c1 exp(
�1
2 (A

1
11~�

2
1 +A

1
22~�

2
2 +A

1
33~�

2
3 + 2A

1
12~�1:~�2 + 2A

1
23~�2:~�3 + 2A

1
13~�1:~�3))+

� c1 exp(�a1~�21 � b1~�22 � w1~�23 � s1~�1:~�2 � u1~�2:~�3 � t1~�1:~�3)

et

j2i � c2 exp(
�1
2 (A

2
11~�

2
1 +A

2
22~�

2
2 +A

2
33~�

2
3 + 2A

2
12~�1:~�2 + 2A

2
23~�2:~�3 + 2A

2
13~�1:~�3));

� c2 exp(�a2~�21 � b2~�22 � w2~�23 � s2~�1:~�2 � u2~�2:~�3 � t2~�1:~�3)
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On a alors quatorze paramètres variationnels c1; c2; a1; a2; b1; b2; w1; w2; s1; s2; u1; u2; t1

et t2. Notons que les exposants "1"ou "2" dans les éléments de la matrice A1ij ou A
2
ij n�indique

pas une puissance de la matrice. Ils font référence à la gaussienne à laquelleils appartiennent:

La meilleur approximation de l�énergie du fondamental en utilisant deux générations de

gaussiennes (4:62), notée par E(2)0 var;sera obtenu par la minimisation de hHi par rapport à 14

paramètres :

E
(2)
0 var := min

c1;c2;a1;a2;:::;t1;t2
hHi (4.63)

avec

hHi =
c21 h1jH j1i+ 2c1c2 h1jH j2i+ c22 h2jH j2i

c21 h1j1i+ 2c1c2 h1j2i+ c22 h2j2i
; (4.64)

où h1jH j1i, h1jH j2i, h2jH j2i sont donnés par l�équation (4.52).

Les recouvrements des gaussiennes h1j1i, h1j2i et h2j2i seront calculés par l�équation (4.31)

qui se réduit dans notre cas à :

h1j1i = �3











A111 A112 A113

A112 A122 A123

A113 A123 A133











�3=2

;

h2j2i = �3











A211 A212 A213

A212 A222 A223

A213 A223 A233











�3=2

et

h1j2i = �3











1
2

�
A111 +A

2
11

�
1
2

�
A112 +A

2
12

�
1
2

�
A113 +A

2
13

�
1
2

�
A112 +A

2
12

�
1
2

�
A122 +A

2
22

�
1
2

�
A123 +A

2
23

�
1
2

�
A113 +A

2
13

�
1
2

�
A123 +A

2
23

�
1
2

�
A133 +A

2
33

�










�3=2

:

Résultats numériques

Dans les tableaux suivants, nous avons reporté les valeurs approximatives des énergies des

états fondamentaux E(g)0 var (g = 1; 2) de système à quatre corps en interaction et ce en utilisant

g gaussiennes corrélées comme fonction d�onde d�essai. Nous avons considéré di¤érentes con�-

gurations de masse (m1;m2;m3;m4). Nous nous somme limité aux interactions à deux corps

dérivant de potentiels en loi puissance de même type (même exposant et même intensité) pour
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toutes les paires de particules :

V (ij) (rij) = �r�ij : (4.65)

avec � = signe(�): Autrement-dit, � et � sont de même signe:

On a considéré toutes les con�gurations possibles jusqu�à la limite de 3 masses distinctes

et quatre formes représentatives du potentiel en loi de puissance ont été choisis, à savoir le

potentiel harmonique � = 2 (Tableau 1, 2 et 3), le potentiel linéaire � = 1 (Tableaux 4, 5 et 6)

le potentiel de Martin � = 0:1 "trés utilisé dans la spectroscopie des mésons lourds" (Tableaux

7, 8 et 9) et le potentiel coulombien � = �1 (Tableaux 10, 11 et 12,).

Tous les calculs numériques de minimisation, toujours dans un système d�unités ou ~ = 1;

ont été faits avec un logiciel dédié, le logiciel Mathcad.

Un exemple de calcul numérique surMathcad et illustré ci-dessous par une capture d�écran

de la page Mathcad (�gure 6) que nous avons créé pour calculer les approximations varia-

tionnelles de l�énergie de l�état fondamental du système à quatre corps en utilisant une seule

gaussienne avec le choix standard des coordonnées de Jacobi. Nous avons considéré la con�gu-

ration (m;m;m3;M) et ce pour le potentiel linéaire �ij = 1 et �ij = 1:

Figure 6 : Page Mathcad pour le calcul de E(1)0 var

�ij = 1; �ij = 1: (m1;m2;m3;m4) = (1; 1; 2; 1)

Nous allons présenter dans ce qui suit quelques résultats numériques pour des systèmes à 4

corps. Il s�agit des bornes supérieurs E(1)0 var (4.61) et E
(2)
0 var (4.63) obtenues par approximation

variationnelle en utilisant une et deux générations de gaussiennes respectivement.

Notons que, en combinant notre borne supérieure E0 var à une borne inférieure E0 inf (voir

référence [17]), nous pouvons obtenir un encadrement de l�énergie du niveau fondamental du

système à 4 corps. Nous avons reporté dans les tableaux suivants les résultats numériques de

E
(g)
0 var et E0 inf . Les valeurs de E0 inf sont extraites de la référence [17]. Nous avons également

reporté les valeurs exactes de l�énergie du fondamental lorsque ceci est disponible (seulement

pour l�OH).
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Tableau 1 : Eexacte et E
(1)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel harmonique (v = 2), pour cette

con�guration m1 = m2; m3 = m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1,1,0.01,0.01) (1,1,0.1,0.1) (1,1,0.2,0.2) (1,1,0.5,0.5) (1,1,1,1)

Eexacte 76:8187 27:6089 21:07794 15:4388 12:7279

E
(1)
0 var 76:8187 27:6089 21:07794 15:4388 12:7279

Tableau 2 : Eexacte et E
(1)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel harmonique (v = 2), pour cette

con�guration m1 = m2 = m3 = 1; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1; 1; 1; 0:01) (1; 1; 1; 0:1) (1; 1; 1; 1) (1; 1; 1; 3) (1; 1; 1; 100)

Eexacte 45:2888 20:2963 12:7279 11:4853 10:6382

E
(1)
0 var 45:2888 20:2963 12:7279 11:4853 10:6382

Tableau 3 : Eexacte et E
(1)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel harmonique (v = 2), pour cette

con�guration m1 = m2 = 1; m3 = 2; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1; 1; 2; 0:01) (1; 1; 2; 0:2) (1; 1; 2; 1) (1; 1; 2; 3) (1; 1; 2; 100)

Eexacte 44:4997 16:1412 11:8394 10:5428 9:61525

E
(1)
0 var 44:4997 16:1412 11:8394 10:5428 9:61525
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Tableau 4 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel linéaire (v = 1), pour cette

con�guration m1 = m2 = 1; m3 = m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1,1,0.01,0.01) (1,1,0.1,0.1) (1,1,0.2,0.2) (1,1,0.5,0.5) (1,1,1,1)

Einf 35:9018 18:4851 15:5103 12:6522 11:1346

E
(1)
0 var 36:0042 18:5378 15:5545 12:6883 11:1663

E
(2)
0 var 35:9516 18:5145 15:5357 12:6734 11:1533

Tableau 5 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel linéaire (v = 1), pour cette

con�guration m1 = m2 = m3 = 1; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1; 1; 1; 0:01) (1; 1; 1; 0:1) (1; 1; 1; 1) (1; 1; 1; 3) (1; 1; 1; 100)

Einf 24:2865 14:9773 11:1346 10:3861 9:84436

E
(1)
0 var 24:3558 15:0200 11:1663 10:4157 9:87243

E
(2)
0 var 24:3101 15:0005 11:1533 10:4035 9:86061

Tableau 6 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel linéaire (v = 1), pour cette

con�guration m1 = m2 = 1; m3 = 2; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1; 1; 2; 0:01) (1; 1; 2; 0:2) (1; 1; 2; 1) (1; 1; 2; 3) (1; 1; 2; 100)

Einf 23:8736 12:9355 10:6045 9:80518 9:19100

E
(1)
0 var 23:9502 12:9857 10:6467 9:84296 9:22439

E
(2)
0 var 23:94165 12:9724 10:6347 9:83314 9:21721
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Tableau 7 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel de Martin (v = 0:1), pour cette

con�guration m1 = m2 = 1; m3 = m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1,1,0.01,0.01) (1,1,0.1,0.1) (1,1,0.2,0.2) (1,1,0.5,0.5) (1,1,1,1)

Einf 8:41083 7:69779 7:51473 7:30462 7:17365

E
(1)
0 var 8:42703 7:71262 7:52920 7:31869 7:18747

E
(2)
0 var 8:41985 7:70677 7:52365 7:31340 7:18230

Tableau 8 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel de Martin (v = 0:1), pour cette

con�guration m1 = m2 = m3 = 1; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1; 1; 1; 0:01) (1; 1; 1; 0:1) (1; 1; 1; 1) (1; 1; 1; 3) (1; 1; 1; 100)

Einf 7:87869 7:46170 7:17365 7:10144 7:04462

E
(1)
0 var 7:89386 7:47608 7:18747 7:11511 7:05819

E
(2)
0 var 7:88659 7:47036 7:18230 7:10997 7:05301

Tableau 9 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel de Martin (v = 0:1), pour cette

con�guration m1 = m2 = 1; m3 = 2; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1; 1; 2; 0:01) (1; 1; 2; 0:2) (1; 1; 2; 1) (1; 1; 2; 3) (1; 1; 2; 100)

Einf 7:84436 7:31692 7:12322 7:04262 6:97397

E
(1)
0 var 7:85948 7:33101 7:13722 7:05618 6:98740

E
(2)
0 var 7:85225 7:32622 7:13253 7:05160 6:98249

61



Tableau 10 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel Coulombien (v = �1), pour cette

con�guration m1 = m2 = 1; m3 = m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1,1,0.01,0.01) (1,1,0.1,0.1) (1,1,0.2,0.2) (1,1,0.5,0.5) (1,1,1,1)

Einf �0:30547 �0:76439 �1:17922 �2:06427 �3:00000

E
(1)
0 var �0:25929 �0:64884 �1:00095 �1:75221 �2:54648

E
(2)
0 var �0:25929 �0:68198 �1:05168 �1:84092 �2:67524

Tableau 11 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel Coulombien (v = �1), pour cette

con�guration m1 = m2 = m3 = 1; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1,1,1,0.01) (1,1,1,0.1) (1,1,1,1) (1,1,1,3) (1,1,1,100)

Einf �1:16983 �1:54167 �3:00000 �3:73167 �4:46730

E
(1)
0 var �0:99298 �1:30861 �2:54648 �3:16754 �3:79196

E
(2)
0 var �1:06458 �1:38005 �2:65779 �3:32812 �3:98598

Tableau 12 : Einf et E
(1)
0 var et E

(2)
0 var pour l�énergie de l�état fondamental d�un systéme

à quatre corps dans un potentiel Coulombien(v = �1), pour cette

con�guration m1 = m2 = 1; m3 = 2; m4 variable

(m1;m2;m3;m4) (1; 1; 2; 0:01) (1; 1; 2; 0:2) (1; 1; 2; 1) (1; 1; 2; 3) (1; 1; 2; 100)

Einf �1:41634 �2:14635 �3:48917 �4:46423 �5:60219

E
(1)
0 var �1:19485 �1:82091 �2:95901 �3:78906 �4:75115

E
(2)
0 var �1:28948 �1:91351 �3:10868 �3:98098 �4:99404
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Chapitre 5

Application

Dans ce chapitre nous allons essayer d�appliquer la méthode du développement sur des gaus-

siennes corrélées à un système physique à quatre corps concret qui est en l�occurrence la molécule

dihydrogène.

5.1 La molécule dihydrogène

La molécule H2 (Dihydrog�ene) est la forme moléculaire de l�élément hydrogène (l�hydrogène

est l�élément chimique le plus simple, est constitué seulement d�un proton et d�un électron). La

molécule comporte deux atomes d�hydrogène. Cette molécule peut être assimilé à un système à

quatre corps dans la con�guration (m;m;M;M) : deux électrons de massem et de charge �qe et

deux noyaux de masse M et de charge +qe. Il est clair que ce système peur être traité comme

un cas particulier de la con�guration (m;m;M;M) en utilisant le système de coordonnées de

Jacobi modi�é (section 3.3.3).

Figure 6 : Coordonnées de Jacobi pourde la molécule de dihydrogène (H2) :

Notons que, dans la limite non relativiste et en négligeant toutes interactions autres que l�in-

teraction coulombienne entre les particules constituant la molécule, l�hamiltonien de la molécule
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dihydrogène s�écrit :

Ĥ = T̂ + V̂ (5.1)

où l�énergie cinétique,

T̂ =
~p21
2me

+
~p22
2me

+
~p23
2mp

+
~p24
2mp

, (5.2)

me et mp désignent respectivement la masse le l�électron et celle du proton (noyau de l�atome

d�hydrogène). L�énergie potentielle est dans ce cas :

V̂ =
�12

j~r1 � ~r2j
+

�13
j~r1 � ~r3j

+
�14

j~r1 � ~r4j
+

�23
j~r2 � ~r3j

+
�24

j~r2 � ~r4j
+

�34
j~r3 � ~r4j

; (5.3)

où on a numéroté par 1 et 2 le premier et le deuxième électrons et par 3 et 4 le premier et le

deuxième noyau. On doit donc attribuer à l�exposant du potentiel en loi de puissance la même

valeur (� = �1) pour toutes les interactions coulombiennes :

�12 = �13 = �14 = �23 = �24 = �34 = �1; (5.4)

Sachant que l�interaction et répulsive entre les particules de mêmes charges électrique et at-

tractive entre les particules de charges électrique opposées en signes. Ceci se traduit par des

constantes de couplage �ij positives dans le premier cas et négative pour le deuxième. Autre-

ment dit, on attribue des constantes de couplage positive pour les paires, �electron � noyau

et des constantes de couplage positive pour les paires, �electron � �electron et noyau � noyau:

C�est-à-dire :
�12 = �34 = 1;

�13 = �14 = �23 = �24 = �1;
(5.5)

où on a utilisé le fait que dans le système d�unité naturel (SUN), q2e=(4�"0) = 1:

Nous allons chercher une approximation de la fonction d�onde associée à l�état fondamental

de la molécule dihydrogène sous forme d�une série de gaussiennes corrélées (4.52).

On peut faire usage des résultats obtenus dans le chapitre précédent pour déterminer une

approximativement de l�énergie et la fonction d�onde associées à l�état de cette molécule. On

doit donc procéder à la minimisation de la valeur moyenne de l�hamiltonien de la molécule. Les
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éléments de matrice de l�hamiltonien se réduisent dans ce cas à :

hnjH jmi = hnjmi�
3

4

1

�1

h
A(n)A�1A(m)

i
11
+
3

4

1

�2

h
A(n)A�1A(m)

i
22
+
3

4

1

�3

h
A(n)A�1A(m)

i
33

+
2p
�h



�1=2
12;12 � 


�1=2
13;13 � 


�1=2
14;14 � 


�1=2
23;23 � 


�1=2
24;24 + 


�1=2
34;34

ii
; (5.6)

Puisque �((� + 3) =2) = �(1) = 1 pour � = �1:

Rappelons que la minimisation de la valeur moyenne de la molécule se fait par rapport aux

paramètres variationnels A(n)ij et cn:

Après avoir terminé cette tâche d�optimisation, nous obtenons une valeur approximative

pour l�énergie du fondamental de la molécule et des valeurs des paramètres variationnels A(n)ij

et cn qui dé�nissent ainsi l�expression de la fonction d�onde approximative. Une fois la fonction

d�onde déterminée, toutes les informations concernant la molécule peuvent être déduites. On

peut notamment estimer les valeurs de certains paramètres de la molécule, comme la distance

interatomique �d�. La quantité qui exprime cette distance n�est d�autre que la valeur moyenne

du module du vecteur liant les deux noyaux jj~r34jj = r34: Pour calculer cette valeur moyenne, on

pourrait s�inspirer des résultats obtenus pour l�élément de matrice hnj�ijr
�ij
ij jmi : Sans refaire

de calculs, il su¢ t de remplacer ij par 34 et �ij par 1 et également �ij par 1: Nous obtenons

hnj r34 jmi = hnjmi
2p
�


1=2
34;34 ; (5.7)

puisque � ((�ij + 3) =2) � (2) = 1;

Dans le tableau 13 nous avons regrouper les résultats numériques concernant la valeur ap-

proximative de l�énergie du fondamental et celle de la distance interatomique �d�de la molécules

dihydrogène et contentons-nous d�utiliser jusqu�à trois gaussiennes (g = 1; 2 et 3). Les valeurs

exactes on été également reportées. Notons que, dans le système SUN les masses sont mesurées

en unité de la masse de l�électron me = 1, l�énergie en unité hartree (1 hartree ' 27.2 eV) et

les distance en unité du rayon de Bohr (a0 = 0:5292Å). La masse du noyau de l�hydrogène doit
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être prise égale à mp=me � 1836, où mp est la masse du proton. 0:74=0:5292 = 1: 3983

Tableau 13 : Approximation variationnelle le l�énergie du niveau fondamental
et de distance interatomique de la molécule dihydrogène (H2) :

g = 1 g = 2 g = 3 exacte

E0 �0:779 �0:822 �0:940 �1:166

d 1:829 1:773 1:520 1:398

Nos résultats sont proches des valeurs exactes concernant l�énergie et la distance interato-

mique de la molécule dihydrogène dans son état fondamental, au point qu�elles constituent

de bonnes approximations. On constate que la méthode converge vers les valeurs exactes en

augmentant le nombre de gaussiennes.
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Conclusion

Nous nous sommons intéresser dans ce mémoire à la résolution approximative de l�équation

de Schrödinger stationnaire pour des systèmes à quatre corps.

Nous avons commencé par une brève présentation de la physique quantique de Schrödinger.

Nous avons mis l�accent sur les modi�cations à apporter pour généraliser l�étude d�un problème

unidimensionnel lorsque cette étude s�étend à un espace à trois dimensions et en particulier pour

des forces centrales à symétrie sphérique. La généralisation à trois dimensions sera immédiate

dans le cas de forces centrales à symétrie sphérique. Pour ce dernier cas il su¢ t de considérer

une fonction d�onde sphérique au lieu d�une fonction d�onde plane.

Nous avons ensuite présenté une étude analytique détaillée d�un cas exactement soluble.

Il s�agit du problème de l�oscillateur harmonique. Nous avons adopté une méthode purement

analytique où les opérateurs de création et d�annihilation ne sont pas exigés. Nous avons, d�une

part, traité en détail l�oscillateur harmonique à une dimension. Le spectre d�énergie et les fonc-

tions d�onde exactes sont dérivés. Pour l�oscillateur harmonique isotrope à trois dimensions il

est préférable de travailler en coordonnées sphériques et d�appliquer les résultats déjà dérivés

pour les problèmes de forces centrales. Nous avons suivi la même démarche pour déterminé

analytiquement les expressions des fonctions d�ondes des états liés et les énergies propres cor-

respondantes.

Nous avons repris le problème de l�oscillateur harmonique mais pour un système à quatre

corps. Au lieu d�utiliser comme variables les vecteurs position des particules individuelles, nous

avons employé la coordonnée du centre de masse du système avec trois autres coordonnées

dites de Jacobi. Nous avons pu exprimer l�hamiltonien du système dans ce nouveau système

de coordonnées ce qui nous a permis de déterminer le spectre d�énergie et les fonctions d�onde
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associées. Nous avons montré que, de manière générale, la fonction d�onde exacte associée à

l�état fondamental de l�oscillateur harmonique à quatre corps n�est plus une gaussienne simple

mais une gaussienne corrélée en les coordonnées de Jacobi.

D�autre part, nous nous somme focaliser sur la résolution aprochée des problèmes à quatre

corps en interaction no hamonique où généralement la résolution exacte est impossible. Pour

cela nous avons utilisés la méthode de développement sur des gaussiennes corrélées qui une

méthode de nature variationnelle basée sur le principe variationnel de Ritz. Cette méthode

consiste à minimiser la valeur moyenne de l�hamiltonien sur un certain nombre de paramètres

libres impliqués dans une fonction d�onde appelée fonction d�onde d�essai. Nous nous sommons

restreint aux problèmes à quatre corps interagissant par des forces à deux corps dérivant de

potentiels en loi de puissance. La fonction d�onde d�essai est choisie sous forme d�une série de

fonctions gaussiennes corrélées dont les variables sont les coordonnées de Jacobi. Nous avons

calculé de manière analytique les éléments de matrice utiles pour le calcul de la valeur moyenne

de l�hamiltonien du système. La méthode a été ensuite appliqué pour des problèmes à quatre

corps et ce pour di¤érentes con�gurations des masses. Il s�avère que la méthode converge vers les

énergies exactes en augmentant le nombre de gaussiennes, mais ceci à un traitement variationnel

de plus en plus compliqué. Il faut tenir compte du fait qu�on a un problème d�optimisation

non linéaire avec contraintes et avec un nombre de paramètres variationnels qui augmente

rapidement avec le nombre de gaussiennes utilisées et requière donc des moyens de calculs

numériques considérables.

Un système physique concret a été proposé pour tester la qualité de la méthode. Nous avons

pour cela examiné le problème de l�état fondamental de la molécule dihydrogène où nous avons

pu trouver des valeurs approximatives pour l�énergie et la distance interatomique de la molécule.

5.1.1
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Annexe A

La Fonction gamma

Dé�nition

Au cours des années 1729 et 1730, Euler introduit une fonction analytique (notée par la

lettre grecque � ) qui a la propriété d�interpoler la factorielle chaque fois que l�argument de la

fonction est un entier :

�(n) = (n� 1)! = 1� 2� :::� (n� 1) pour n > 0

Dans une lettre du 8 janvier 1730 à Christian Goldbach il a proposé la dé�nition suivante :

�(x) =

Z +1

0
(� log(t))x�1dt pour tout x > 0

Par changements élémentaires de variables, cette dé�nition historique prend le plus formes

habituelles :

Pour x > 0 :

�(x) =

Z +1

0
tx�1 exp(�t)dt:

La fonction gamma est entièrement caractérisée parmi les fonctions holomorphes du demi-

plan complexe Re(s) > 0 par les propriétés suivantes (théorème de Wielandt) :

� �(1) = 1

� �(s + 1) = s�(s) , pour tout s tel que Re(s) > 0: Cette équation s�appelle relation

fonctionnelle.

� � (n+ 1) = n! ; pour n 2 N:
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Annexe B

Relations de commutation canoniques

En mécanique quantique, la relation de commutation canonique est la relation fondamentale

entre les grandeurs conjuguées canoniques (grandeurs qui sont liées par dé�nition telles que l�une

est la transformée de Fourier d�une autre). Par exemple :

[x̂; p̂x] = i~

Entre l�opérateur de position x et l�opérateur d�impulsion px dans la direction x d�une

particule ponctuelle dans une dimension, où

[x; px] = xpx � pxx

est le commutateur de x et px , i est l�unité imaginaire, et ~ est la constante de Planck réduite

h=2�.

En général, la position et l�impulsion sont des vecteurs d�opérateurs et leur relation de com-

mutation entre les di¤érentes composantes de la position et de l�impulsion peut être exprimée

comme :

[r̂i; p̂j ] = r̂ip̂j � p̂j r̂i = i~�ij ; (5.8)

où

�ij =

8<: 1 si i = j

0 si i 6= j
(5.9)

où �ij est le delta de Kronecker.

Cette relation est attribuée à Max Born (1925), qui l�appelait une « condition quantique »
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servant de postulat à la théorie, il a été noté par E. Kennard (1927) pour impliquer le principe

d�incertitude de Heisenberg.

Le théorème de Stone-von Neumann donne un résultat d�unicité pour les opérateurs satis-

faisant (une forme exponentielle de) la relation de commutation canonique.

Propriété :

Lors d�une transformation d�échelle e¤ectuée sur l�opérateur position x̂; son moment conju-

gué p̂x se transforme inversement. En e¤et, si on considère le nouveau opérateur position

x̂0 = �x̂; son moment conjugué p̂0x doit être p̂
0
x =

1
� p̂x

pour véri�er la relation de commutation canonique(5:8) :

�
�x̂;

1

�
p̂x

�
=
�
x̂0; p̂0x

�
= i~: (5.10)
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Annexe C

Système d�Unités naturelles

Un système d�unités naturelles, noté SUN, est un système d�unités basé uniquement sur des

constantes physiques universelles. Par exemple, la charge élémentaire e est une unité naturelle

de charge électrique, et la vitesse de la lumière c est une unité naturelle de vitesse. Un système

d�unités purement naturel à toutes ses unités dé�nies de cette façon, ce qui implique que la valeur

numérique des constantes physiques sélectionnées, exprimées dans ces unités, vaut exactement 1.

Ces constantes sont par conséquent omises des expressions mathématiques des lois physiques, et

si cela semble simpli�er les choses, cela entraîne une perte de clarté due à la perte d�information

nécessaire à l�analyse dimensionnelle. Il y a apparition de grandeurs sans dimension (nombre

de Reynolds par exemple en hydrodynamique).

Les trois unités de base d�un système naturel sont : la vitesse de la lumière, pour la valeur

de la vitesse ; la constante de Planck réduite, pour l�action ; et la masse de l�électron, pour la

masse.

Système d�unités atomiques

Les unités atomiques (ua) forment un système d�unités très utilisé pour simpli�er les cal-

culs formels ou numériques en physique quantique, notamment en physique atomique. Elles

consistent à poser égales à 1 la constante de Planck réduite ~, la masse de l�électron au repos

me, et la constante de la loi de Coulomb multipliée par e2 (où e� est la charge de l�électron).

Dans un système d�unités atomiques, on a donc :

~ = me =
e2

4�"0
= 1:

où e� est la charge de l�électron. Avec cette dé�nition, on construit des quantités dont la
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valeur est également 1 et qui possèdent la dimension physique de grandeurs fondamentales : on

obtient ainsi une unité atomique de distance (incidemment égale au rayon de Bohr a0) et une

unité atomique d�énergie (unité aussi appelée Hartree) :

a0 =
~

me�c
;

EH = �2mec
2:

en faisant apparaître la constante de structure �ne �, sans dimension et donc de valeur

indépendante du système d�unités dans lequel on l�exprime :

� =
e2

4�"0~c
� 1

137
:

On constate que �c = 1ua, c�est-à-dire que la vitesse de la lumière dans le vide c vaut

environ 137ua (de vitesse, puisqu�on sait à l�avance qu�il s�agit d�une vitesse). De la même

façon, toute grandeur calculée à partir de la dé�nition des unités atomiques est naturellement

et implicitement exprimée en unités atomiques.

Une expression formelle, donnant une grandeur physique en fonction de ces quantités, peut

donc être réécrite en remplaçant celles-ci par une même quantité valant arbitrairement 1. Le

résultat �nal des calculs, dont on doit connaître au préalable la dimension physique, est converti

en utilisant les expressions ou valeurs numériques déjà établies pour l�unité SI correspondant

à cette dimension. Par exemple lors d�une application numérique où l�on calcule une énergie -

qu�on obtient dans un premier temps en unités atomiques - on utilise le fait que 1ua d�énergie

vaut environ 27; 2eV , pour convertir le résultat en unités atomiques vers les eV.

L�homogénéité, du point de vue des dimensions physiques, n�est pas respectée. Cette mé-

thode ne tolère donc pas les erreurs de calcul, puisque le critère d�homogénéité n�est plus

utilisable simplement pour véri�er les résultats.

Le tableau suivant résume les unités atomiques de base, dont seulement trois sont indépen-

dantes. Le choix des trois grandeurs données en guise de dé�nition est traditionnel. Toutes ces

quantités valent 1 en unités atomiques.
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Unités atomiques fondamentales

Quantité Nom Symbole

Masse masse de l�électron au repos me

Longueur rayon de Bohr a0 = (~=me�c)

Énergie Hartree EH = �2mec
2

Temps - ~=EH

Vitesse - (a0EH=~) = �c
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Résolution variationnelle du problème des états liés d�un système
quantique non relativiste à quatre corps

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la méthode de développement sur des gaussiennes

corrélées qui est une méthode d�essence variationnelle basée sur le théorème de Ritz pour trouver

une solution approximative de l�équation de Schrödinger stationnaire pour un système non

relativiste à quatre corps sans spin et interagissant via des forces à deux corps.

Dans le but de tester la qualité de nos calculs, il aurait été préférable que nous fassions une

étude de quelques problèmes à quatre corps qui nous donnerait des résultats exactes. Il s�agit

d�une méthode basée sur des changements de coordonnées permettant de résoudre de manière

exacte le problème à quatre corps en interaction de type harmonique.

En �n on a appliqué notre méthode à un systèmes physique concret ; la molécule dihydro-

gène, pour con�rmer nos résultats.

Mots clés : � Equation de Schrödinger � Hamiltonien � Coordonnées de Jacobi � Oscillateur

harmonique � Fonction d�onde d�essai � Minimisation � Energie de l�état fondamental � Principe

variationel � Développement sur des gaussiennes corrélées.
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Variational resolution to the quantum non relativistic four body bound
state problem

Abstract

In this thesis, we applied the correlated Gaussians expansion method which is a method of

variational nature based on the variational Ritz theorem to �nd an approximate solution of the

stationary Schrödinger equation for a non-relativistic spinless four-body system and interacting

via two-body forces.

In order to test the quality of our calculations, it would have been preferable that we made

a study of some four-body problems which would give us exact results. It is about a method

based on changes of coordinates allowing to solve in an exact way the four-body with harmonic

interaction.

Finally we applied our method to concrete physical system ; the dihydrogen molecule, to

con�rm our results.

Keywords � Schrödinger equation � Hamiltonian � Jacobi coordinates � Harmonic oscillator

� Trial wave function � Minimization � Ground state energy � Variational principle � Correlated

Gaussians Expansion
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