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 قديركر وتَ شُ 
                          :قال تعالى

نَاآ وَلَقَدْ  (   اَ وَمَنْ  للهَِِّ  اشْكُرْ  أَنِ  الحِْكْمَةَ  لقُْمَانَ  تَـيـْ  ) لنِـَفْسِهِ  يَشْكُرُ  يَشْكُرْ فإَِنمَّ

 ]12سورة لقمان [ 

 

رض على ما ا ملئ السموات و الأا مباركً ا طيبً ا كثيرً أحمد الله تعالى حمدً 
 ه،التي أرجو أن تنال رضا أكرمني به من إتمام هذه الرسالة

 توجه بجزيل الشكر و عظيم الامتنان الى كل من :أثم 
 ا.ا �فعً إلى كل من علمني علمً  ،�رة دربيمد يد العون لإ

فادني أالذي بوسعدة مراد  :ستاذلى جمال الروح وصدق العطاء الأإ
 .لك منا كل معاني التقدير والعرفان ،وجيههبنصحه وت

 لى أعضاء لجنة المناقشة :إ

 مشراوي رشيدأ. الأستاذ : 

 مفتاح �سينالأستاذ : 
 لقبولهم مناقشة و إثراء هذه المذكرة.

 .و من بعيدأنجاز هذا العمل من قريب إلى كل من ساهم في إ



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إهداء
 بسم الله الرحمن الرحيم
و على آله و صحبه الميامين ومن ˛وصلى الله على صاحب الشفاعة سيد� محمد النبي الكريم 

 تبعهم بإحسان إلى يوم الدين و بعد :
قرة عيني و اهدي تخرجي إلى والدي عزيز حفظه الله و إلى التي جعل الله الجنة تحت أقدامه إلى 

 فؤادي  أمي الغالية أطال الله في عمرها إلى
 من قاسموني أفراحي و أحزاني إخوتي (فوزي، صهيب، صبرينة).

 إلى من جمعني به القدر خطيبي خليل.
 إلى زوجات إخوتي و أبنائهم ( أروى ،روان،إ�د).

 إلى جميع عائلتي (أعمامي وعماتي وأخوالي و خالتي )
 (وهيبة، بيشة، منار، إكرام ، كوثر،أميرة، هديل، أسيا ، حياة ،هدى..)إلى جميع صديقات 

 إلى كل من علمني و كان أستاذا لي من صغر حتى تخرج.
 إلى الاستاذ  الكريم: بوسعدة مراد حفظه الله .

 البحث .هذا إلى كل من ساهم في إتمام 
 2021/2022إلى جميع طلبة التخرج قسم ر�ضيات 

 بالولي ر�ن
 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إهداء
 بسم الله الرحمن الرحيم

و على آله و صحبه الميامين ˛وصلى الله على صاحب الشفاعة سيد� محمد النبي الكريم 
 ومن تبعهم بإحسان إلى يوم الدين و بعد :

اهدي تخرجي إلى والدي عزيز حفظه الله و إلى التي جعل الله الجنة تحت أقدامه إلى قرة 
 عيني و فؤادي  أمي الغالية أطال الله في عمرها إلى

 من قاسموني أفراحي و أحزاني إخوتي
 زوجي الغاليإلى من جمعني به النصيب 

 إلى أبنائي قرة عيني (مريم نور ، أحمد كنان)
 إلى إحوتي و أخواتي وأزواج أخواتي و أبنائهم

 إلى جميع عائلتي (أعمامي وعماتي وأخوالي و خالتي )
 ،..) سارة، سامية،  دلالجميع صديقات (إلى 

 إلى كل من علمني و كان أستاذا لي من صغر حتى تخرج.
 إلى الأستاذ  الكريم: بوسعدة مراد حفظه الله .

 إلى كل من ساهم في إتمام البحث .
 2021/2022إلى جميع طلبة التخرج قسم ر�ضيات 

  بن عشي حياة
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 قائمة الرموز
 

 الرموز المعنى
 ℝnعنصر من  𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1‚𝑥𝑥2‚ … … ‚𝑥𝑥𝑁𝑁) 

X طويلة 𝑟𝑟 = |𝑥𝑥| = �(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑁𝑁2 ) 

    كرة مفتوحة منℝn مركزها 𝐱𝐱𝟎𝟎 نصف

r قطرها 
𝐵𝐵(𝑥𝑥0‚𝑟𝑟) 

 كرة مغلقة من ℝn مركزها𝐱𝐱𝟎𝟎 نصف
r قطرها 

𝐵𝐵�(𝑥𝑥0‚𝑟𝑟) 

 Ω ∂Ωحافة 
Ω′� ⊂⊂𝛀𝛀 بحيث   ℝn مفتوح من Ω Ω′⊂⊂Ω 

𝝋𝝋 حامل 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜑𝜑) 
A قياس |𝐴𝐴| 

𝒙𝒙𝒊𝒊و 𝒙𝒙𝐣𝐣الاشتقاق بالنسبة 
 

Dij𝑢𝑢 = 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

 

𝒖𝒖 تدرج   ∇𝑢𝑢 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕1

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ ⋯+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁

� 

𝒖𝒖لابلاس ل ∆𝑢𝑢 =
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕1

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ ⋯+
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁

 

𝑿𝑿 ـل  Banach نظيم في فضاء ‖. ‖𝑋𝑋 
 → 𝑿𝑿لـ  Banach تقارب بقوة في فضاء

 𝑿𝑿لـ  Banach تقارب ضعيف في فضاء
𝑋⃑𝑋  

 ′𝑿𝑿 𝑋𝑋 ثنوي

…〉 جداء سلمي 〉 
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 S.C.I نصف مستمرة من الاسفل 

 F.S.C.I نصف مستمرة بضعف من الاسفل 

fالجزء الموجب  ل    ƒ + 

f الجزء السالب ل ƒ − 

u :Ω→ℝ التوابع القيوسة المعرفة من   

𝑃𝑃 ∈ � حيث]∞‚1] |𝑢𝑢|𝑝𝑝
𝛺𝛺

<  بحيث ∞
𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺) 

U :Ω→ℝ  التوابع القيوسة المعرفة من 

𝛺𝛺 شك  على � |𝑢𝑢|𝑝𝑝

𝛺𝛺

 ≤ 𝐶𝐶 بحيث  𝐿𝐿∞(𝛺𝛺) 

 𝐿𝐿𝑘𝑘.𝑝𝑝(𝛺𝛺) فضاء 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  المعمم

 فضاء جزئي من𝑤𝑤𝑘𝑘.𝑝𝑝(𝛺𝛺) معدوم على
 الحافة 

𝑤𝑤0
𝑘𝑘.𝑝𝑝(𝛺𝛺) 

𝑤𝑤0
𝑘𝑘.𝑝𝑝(𝛺𝛺)ثنوي  𝑤𝑤−𝑘𝑘.𝑝𝑝(𝛺𝛺) 

 ↪ انغامس مستمر 

 ↪↪ انغماس متراص

ƒ ≠ ƒ و 0 ≥  f موجب  0
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 مقدمة
 

إلى  مازالت المعادلات التفاضلية منذ عهد نيوتن تستخدم في فهم العلوم الفز�ئية و الهندسية  بالاضافة
مساهمتها في دراسة التحليل الر�ضي و من ثم يمكن القول دون تجاوز أو مبالغة أن المعادلات  التفاضلية يمتد تاثيرها 
ليشمل العديد من العلوم الاجتماعية مثل علم النفس و الاقتصاد و الاجتماع حيث أن أغلب العلاقات و القوانين 

 .ئية تظهر على صورة معادلات تفاضليةالحاكمة بين متغيرات أي مسالة هندسية أو فيز�

هذا   لفهم هذه المسائل كان لابد من حل هذه المعادلات التفاضلية أو على الاقل معرفة كثير من خصائص
ذات  بعض المعادلات التفاضليةل دراسة ر�ضيةالحل .و نظرا لاهميتها وقع إختيار� عليها كموضوع لمذكرتنا " 

  .حيث قمنا بتقسيمها إلى ثلاث فصولالناقصية" المشتقات الجزئية 

بفضاء    المتعلقة طار العام لحلول المعادلات التفاضلية الجزئية وبعض التعاريفحيث تناولنا في الفصل الاول الإ
𝐿𝐿𝑝𝑝 و الفضاءات الشعاعية والبناخية و فضاء Sobolev  ،بعض نتائج التصغير التي تعد وسائل مهمة وخصائصها

 . ةيحلول للمعادلات التفاضلية ذات المشتقات الجزئية الناقصفي إيجاد 

التفاضلية أما في الفصل الثاني تناولنا بعض التعاريف حول الطرق التغايرية المستعملة بكثرة في حلول المعادلات 
 التفاضلية ذات المشتقاتالتي تضمن لنا وجود ووحدانية الحل للمعادلة  Lax-Milgram   نظريةكما قدمنا 

 .الجزئية الناقصية

خطوات الاربعة لايجاد الحلول للمعادلات التفاضلية ذات المشتقات للوفي الاخير تطرقنا في الفصل الثالث 
الجزئية الناقصية المتعلقة بالتدرج .



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بعض نتائج التحليل 2.1

2.2 wm.p(x)  Sobolev فضاءات

الأول: مفاهيم أولية و�عار�فالفصل   
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التابعي التي  الهدف من هذا الفصل هو إعطاء تذكيرات مختصرة على  بعض الملاحظات وأدوات التحليل

 علاقة بالمسائل المدروسة. هي على

للمسائل  كذلك  بعض نتائج المقاربات  ،سوبولاف المدمجة في خصائص فضاءاتوسوف نعطي بعض النتائج 

 .المرادفة

 :بعض نتائج التحليل .1

 :التطبيق المتراص 1.1

 :تعريف
𝑓𝑓:𝐸𝐸فضائين لبناخ. نقول عن التطبيق  𝐸𝐸و  𝐹𝐹ليكن  → 𝐹𝐹 :أنه متراص إذا كان 

محدود   ∀𝐴𝐴 ⊂ 𝐸𝐸 ⇒  𝑓𝑓 (𝐴𝐴)   متراص  

  : ملاحظة
 مستمر.كل تطبيق خطي متراص هو 

 :قضية

𝑢𝑢𝑛𝑛 بضعف  → 𝑢𝑢 𝐸𝐸 بحيث  𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)  متتالية من    لتكن 

𝑓𝑓:𝐸𝐸 ليكن → 𝐹𝐹  متراصتطبيق خطي 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛) → 𝑓𝑓(𝑢𝑢)  بقوة ⇐ 

  :الفضاء الانعكاسي 2.1

  :تعريف
 .𝐸𝐸" نحو 𝐸𝐸 التباين القانوني من 𝐽𝐽 وليكن ،فضاء لبناخ 𝐸𝐸  ليكن

𝐽𝐽(𝐸𝐸) = 𝐸𝐸") انعكاسي إذا كان 𝐸𝐸نقول  عن ∶ ،(𝐸𝐸  ثنوي الثنوي لـ 𝐸𝐸") 

 : 1قضية 
 انعكاسي . ′𝐸𝐸ذا كان إذا و فقط إانعكاسي  𝐸𝐸 ،فضاء لبناخ  𝐸𝐸ليكن 
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 2: قضية
𝐴𝐴لیكن   ⊂ 𝐸𝐸 مغلق و محدب و غیر خالي و التابع  ،فضاء لبناخ و انعكاسي :  

𝜑𝜑:𝐴𝐴 →] −∞; +∞] 

𝜑𝜑 محدب و نصف مستمر من الاسفل و ≢  :بحیث ∞+

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥∈𝐴𝐴

�|𝑋𝑋|�→+∞

𝜑𝜑(𝑥𝑥) = +∞ 

φیدرك حده الادني على   اذاA  

𝑥𝑥0  یوجد :اي ∈ 𝐴𝐴 حیث ب: 

𝜑𝜑(𝑥𝑥0) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐴𝐴

𝜑𝜑 

 : نظرية
𝑛𝑛{𝑥𝑥𝑛𝑛} و لتكن ،فضاء بناخ انعكاسي Eلیكن  ⊂ 𝐸𝐸 في  ةمحدود متتالیةE ، اذا توجد( )

knx مستخرجة 

)من  )nx� الطبولوجیا ضعیفة�  σ(E, E′)متقاربة في طبولوجیا. 

 الفضاء القابل للفصل 3.1

 :تعريف
 نقول عن فضاء متري E انھ  قابل للفصل اذا وجد جزء A⊂Eقابل للعد و كثیف .         

 :قضية
 قابل للفصل . 𝐹𝐹جزء منه إذا  𝐹𝐹فضاء متري قابل للفصل و  𝐸𝐸ليكن 

 :1نظرية 
 قابل للفصل . 𝐹𝐹قابل للفصل اذا  ′𝐸𝐸فضاء لبناخ بحيث  𝐸𝐸ليكن 

 : 2 نظرية
إذا: فضاء لبناخ Eلیكن   

⇔ ('Eانعكاسي و قابل للفصل )  .       (E   انعكاسي و قابل للفصل )
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 : 1 قضية
فضاء لبناخ قابل للفصل ذو بعد غیر منتھي اذا توجد عائلة حرة غیر قابلة للعد   v  لیكن 

. Vكثیف في {vi}بحیث المزج الخطي المنتھي ل vi ∈ Vو {vi}i∈N 

.) ]2[نظر المرجع أ ) 

 التقارب بضعف 4.1

  :تعريف
.Eثنوي  E'فضاء لبناخ و لیكن Eلیكن   

𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛) نقول عن متتالیة ∈ 𝐸𝐸 انھا متقاربة بضعف نحو 𝑢𝑢 ∈ 𝐸𝐸اذا كان: 

f E∀ ∈ ’ :  𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑛𝑛) = 〈𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑛𝑛〉𝐸𝐸′,𝐸𝐸 → 〈𝑓𝑓,𝑢𝑢〉𝐸𝐸′,𝐸𝐸 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢) 

 .قوس ثنوي 𝐸𝐸′,𝐸𝐸〈𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑛𝑛〉: مع

 : التابع المحدب 5.1

  :تعريف
𝑓𝑓   :𝑓𝑓:𝐸𝐸 نقول عن التابع →  ]−∞,  .شعاعي فضاء 𝐸𝐸: حیث [∞+

 :انھ محدب اذا كان 

𝜑𝜑(𝑡𝑡𝑡𝑡 + (1 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦) ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥) + (1 − 𝑡𝑡)𝜑𝜑(𝑦𝑦)  ∶   ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐸𝐸∧∀𝑡𝑡 ∈ [0,1] 

  :1ملاحظة 
φ] محدبة ≤ β [ لیدنا المجموعة   β ∈ ℝ محدب اذا من اجل كل   ƒاذا كان   

 صحیح. لكن العكس غیر

 2: ملاحظة
,𝑓𝑓1  اذا كان  𝑓𝑓2 تابعین محدبین فان𝑓𝑓1 +  𝑓𝑓2 تابع محدب. 

 الفضاءات البناخية 6.1

( ), .
E

E فضاء شعاعي نظیمي 
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  :1 تعريف
)نقول أنّ  ), .

E
E تام اذا كانت كل متتالیة كوشیة ھي متقاربة.   

  :2 تعريف
:انھا  كوشیة اذا و فقط اذا كان   (𝑥𝑥)𝑛𝑛=1𝑛𝑛=∞ تتالیةم   نقول أنّ  

∀𝜀𝜀 > 0,∃𝑛𝑛0(𝜀𝜀)𝜖𝜖𝜖𝜖(∀𝑛𝑛,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚),𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ ‖𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑚𝑚‖𝐸𝐸 ≤ 𝜀𝜀 

 : 3 تعريف
.Eمن  xانھا متقاربة نحوEمن   (𝑥𝑥)𝑛𝑛=1𝑛𝑛=∞نقول عن متتالیة 

xn) اذا كان لدینا : → x و نكتب)            

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

‖𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥‖𝐸𝐸 = 0 

  )الفضاء البناخي( :4تعريف
,𝐸𝐸) فضاء شعاعي نظیمیا. ‖. ‖𝐸𝐸) لیكن 

بناخي اذا كان فضاء نظیمیا تاما . ) انھ فضاء 𝐸𝐸, ‖. ‖𝐸𝐸)   نقول عن

 اي مفھوم الكوشیة و مفھوم التقارب نفس الشئ.

 :ملاحظة
 كل فضاء  ھلبرتي ھو فضاء بناخي .

 : مثلةأ
• . ,a) ھو ھلبرتي و منھ بناخي b) = ∑ aibi مرفقة بنظیم ℝni=n

i=1 
• H0

m(Ω ), L2(Ω ), Hm(Ω ولا ننسى ان  ھي فضاءات ھلبرتیة ومنھ ھي بناخیة .  الفضاءات(
 . النظیم  المستعمل في ھذه الحالة ھو نظیم ناتج من الجداء السلمي

 : الدالة نصف مستمرة و نصف المستمرة بضعف من الاسفل 7.1

 :تعريف
 :فضاء لبناخ  Xلیكن

→ 𝐽𝐽:𝑋𝑋لتكن الدالة  • ℝ  نقول انھا نصف مستمرة من الادنى اذا و فقط اذا تحقق 
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:ما یلي   

• 𝑢𝑢𝑛𝑛 → 𝑢𝑢 ⇒     𝐽𝐽(𝑢𝑢) ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢𝑛𝑛) 

 انھا دالة نصف مستمرة بضعف من الاسفل من اجل كل متتالیة  Jنقول عن  •
• 𝐽𝐽(𝑥𝑥) ) ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑛𝑛→∞
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢𝑛𝑛) ∶ x أيّ  أن ∈ X تتقارب نحو (𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑋𝑋 

   :الدالة الناقصية 8.1

  :تعريف
:تكون ناقصیة اذا و فقط اذا كان  Xالدالة المعرفة على الفضاء البناخي   

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝐽𝐽(𝑥𝑥) = +∞ 

 :1 نظرية
→:𝐼𝐼 اذا كان I متقارب و نصف مستمر ℝ  لیكنX والتطبیق  ،انعكاسي  

.  من الاسفل فان I  نصف مستمر بضعف من الاسفل

 :2 نظرية

(X′)′=   X انعكاسي X فضاء بناخ اذا كان X حیث I: X → ℝ لیكن 

:   و I مستمر بضعف من السفل و I تابع ناقصي اذا

�
infxI > −∞

∃u ∈ X:    I(u�) = infxI(u)و 

 :1 توطئة

تابع محدب و نصف مستمر من الادنى  Iفضاء لبناخ و انعكاسي و  Xلیكن   

:و ناقصي اذن   

α = infxI < +∞          ∃u0 ∈ X ∶  I(u0) = α 

∞) الفضاءات 9.1 > 𝑝𝑝 ≥ 1)𝐿𝐿𝑝𝑝 

.(ℝ , Bℝ)في (X, A)فضاء التوابع القیوسة من M فضاء مقیسا و لیكن (X, A, μ)لیكن  

 : 1 تعريف
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: ,𝐿𝐿𝑃𝑃(𝑋𝑋,𝐴𝐴 الفضاء الجزئي من M المعرف بان 𝜇𝜇)نسمي الفضاء ∞ > 𝑃𝑃 ≥   لیكن1

𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿𝑃𝑃(𝑋𝑋,𝐴𝐴, 𝜇𝜇) ⇔ 𝑓𝑓 ∈ 𝑀𝑀كمولة و |𝑓𝑓|𝜇𝜇 

�|𝑓𝑓|𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞ 𝑓𝑓ھي توابع قیوسة و بحیث 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑋𝑋,𝐴𝐴, 𝜇𝜇)اذن توابع 

: نصف النظیم بالعبارة التالیة pL   و من اجل ƒ من 

𝑁𝑁𝑝𝑝(𝑓𝑓) = �
x

f∫
𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑑𝑑�

1
𝑃𝑃 

 )𝐿𝐿𝑃𝑃 التقارب في: ( 2تعريف 

  :اذا تحقق 𝐿𝐿𝑝𝑝 من 𝑓𝑓انھا متقاربة نحو  ∞=𝑛𝑛=0𝑛𝑛{𝑓𝑓𝑛𝑛}نقول عن متتالیة

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

𝑁𝑁𝑝𝑝 (𝑓𝑓𝑛𝑛 − 𝑓𝑓) = 0 

:   انھ لدینا و ھذا یعني

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→∞

(∫|𝑓𝑓𝑛𝑛 − 𝑓𝑓|𝑝𝑝)
1
𝑝𝑝 = 0  

 :∞𝐿𝐿 الفضاءات 10.1

 )∞𝑁𝑁 النظيم( : 1 تعريف

𝑁𝑁∞(𝑓𝑓) = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼{𝛼𝛼 ∈ ℝ+/(𝑓𝑓−1(]𝛼𝛼,∞])) = 0} ∶ 𝑓𝑓 و نعرف∞𝑁𝑁 بـ ∈ 𝑀𝑀+لیكن 

𝑓𝑓 او الحد الاعلى الاساسي لتابع 𝑓𝑓 بالحد الاعلى بالقیاس لتابع 𝑁𝑁∞(𝑓𝑓) و یدعي  

𝑁𝑁∞(𝑓𝑓): 𝑓𝑓 نعتبر𝑁𝑁∞(|𝑓𝑓|) الذي نشیر الیھ ایضا بـ ∈ 𝑀𝑀 من اجل  

𝐋𝐋∞الفضاء ∶  تعريف𝟐𝟐  

: ,𝐿𝐿∞(𝑋𝑋,𝐴𝐴 ھو تعریفا الفضاء الجزئي من M المعرف ب 𝜇𝜇) 

L∞(f) < ∞, ƒ ∈ 𝑀𝑀 ⇔ ƒ ∈ L∞ 

 :متباينة هولدر 11.1

 :تعريف
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:عددین حقیقیین موجبین و مترافقین اي ان  qو  pمن اجل   

1
𝑞𝑞

+
1
𝑝𝑝

= 1 

𝑁𝑁1(𝑓𝑓𝑓𝑓) ≤ 𝑁𝑁𝑝𝑝(𝑓𝑓)𝑁𝑁𝑞𝑞(𝑔𝑔)                  ∶   كانت لدینا متباینة ھولدر القائلة

 

𝑓𝑓,𝑔𝑔 ∈ 𝑀𝑀+ھذاو من اجل كل 

 :مبرهنة لوبيغ ( التقارب بالهيمنة ) 12.1

 :مبرهنة

: ƒ و نفرض ان ∈ Mو لیكن Lpمتتالیة من الفضاء {ƒn}n=1n=∞لتكن  

. μ  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 شك
𝑛𝑛→∞

ƒ𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)      (1 

. n ∈ N شك مھما كان μ |ƒn(x)| ≤ g(x)بحیث g ∈ Lp2)       یوجد تابع 

:عندئذ   

. ƒ نحو Lpمتقاربة في الفضاء {ƒn}n=1n=∞و تكون المتتالیة ƒ ∈ Lp 

 :فضاء التوابع الاختبارية 13.1
ℝ𝐧𝐧جزء مفتوح من Ω لیكن  

∞C و متراصة الحوامل بفضاء التوابع (Ω   نسمي فضاء التوابع المنتمیة الى الفضاء(

 𝐷𝐷(𝛺𝛺) الاختباریة التي نرمز لھا بالرمز

ƒ ∈ D(Ω) ⇔ ƒ ∈ C∞(Ω)متراص و supp ƒ 

 :دستور غرين 14.1

 :تعريف

C2�Ω��تابع من الصنف u و لیكن ,ℝ𝑛𝑛 من 𝐶𝐶1جزء مفتوح منتظم من الصنف Ωلیكن  

. Ωحیث كل التابعین ذات سند محدود على , C1�Ω��تابع من الصنف v 
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:اذن لدینا العلاقة التالیة    

� 𝛻𝛻𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 = −� 𝛻𝛻𝑢𝑢𝛻𝛻𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 + �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝛺𝛺𝛺𝛺

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 

للمشتق وفق ناظم الواحد الخارجي علىΩ. یرمزوΩ∂ لحافة Ω  یرمز حیث ∂
∂η 

∂u
∂η

= ∇u. η = �
∂u
∂xi

i=n

i=1

η
i
 

 : نحتاج الىلوبیغ جل اثبات كثافة أمن 

 𝑳𝑳𝒑𝒑(𝑿𝑿)تساوي قابلية المكاملة في  15.1

 :تعريف

1 ≤ p <  لتكن X مجموعة قیوسة منℝn و ∞

:  المتتالیة{ƒn} للدوال منLP(X) كمولة اذا و فقط اذا كان

∀ε > 0.∃𝛿𝛿 > 0:∀𝐸𝐸∁𝑋𝑋 𝑒𝑒𝑒𝑒 |E| < 𝛿𝛿,∀𝑛𝑛: p
nƒ

E
∫ < 𝜀𝜀 

:كنتیجة نطبق التوطئة التالیة   

 توطئة:

ƒ متقاربة بانتظام نحو {ƒn}حیث L1(x)متتالیة محدودة في {ƒn}لتكن 

ƒ ∈ 𝐋𝐋𝐩𝐩(𝐗𝐗)⇒  {ƒ𝐧𝐧} كمولة

|γ| < |X| یستلزم انھ من كلاجل ε یوجد γ  قیوس بحیث ∞ =  و اذا كان ∞
p

nƒ
c

dx
γ
∫ <ε   :   ∀n 

. L1(X)في ƒ    بقوة نحو تتقارب ƒn.   بقوةƒn → ƒ     اذن  
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حلول المعادلة  وبصفة عامة التقنيات التغايرية  في المعادلات التفاضلية ذات المشتقات الجزئية هي كتابة
_ نستخدمها  معرفة على الفضاء التوابع الملائمة 𝐽𝐽التفاضلية ذات المشتقات الجزئية على شكل نقطة حرجة لتابع 

 فيما يلي _ بحيث الحلول تكون ضعيفة او بمعنى اخر ثنوي بمفهوم الثنوي .

 Sobolev 𝐖𝐖𝐦𝐦‚𝐩𝐩(𝛀𝛀)   فضاءات .2

 :تعريف

𝐖𝐖𝟏𝟏‚𝐩𝐩(𝛀𝛀) •الفضاءات  

𝟏𝟏 ≤ 𝐩𝐩 ≤ +∞ ∶ 𝐩𝐩 حیث ∈ ℝ لیكن .   لیكن  Ω⊂ℝ𝒏𝒏 مفتوح

:  لدینا فضاء W1‚p(X) Sobolev معرف

 

𝑾𝑾𝟏𝟏‚𝒑𝒑(𝛺𝛺) = �
𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺):∃𝑔𝑔1‚𝑔𝑔2‚ … . ‚𝑔𝑔𝑁𝑁 ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺) ∶                              

u
Ω
∫

𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿𝑥𝑥𝑖𝑖

= −
ig

Ω
∫ ‚𝜑𝜑  .∀𝜑𝜑 ∈ 𝐶𝐶𝑐𝑐∞(𝛺𝛺):∀𝑖𝑖 = 1‚2‚ … ‚𝑁𝑁. � 

∂u
∂xi

= gi ∶  كملاحظة    

:    •    الفضاء𝐖𝐖𝟏𝟏‚𝐩𝐩(𝛀𝛀) مزود بالنظیم

‖𝑢𝑢‖𝛺𝛺 = �‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺) + ��
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺)

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

�

1
𝑝𝑝

 

:و ھذا یكافى احیانا   

‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) = �‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺)
𝑝𝑝 + ��

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�
𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺)

𝑝𝑝𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

�

1
𝑝𝑝

   ∶ 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞ 

 

• : 𝑝𝑝 نستخلص𝑤𝑤1‚∞(𝛺𝛺) من النظیم =   اذا كان ∞

‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿1‚∞(𝛺𝛺) = (SUPPΩ|𝑢𝑢| + SUPPΩ|𝛻𝛻𝛻𝛻|) 
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𝑝𝑝اذا كان  • = 2: 

 نلاحظ ان  

𝐻𝐻1(𝛺𝛺) = 𝑊𝑊1‚2(𝛺𝛺) 

∶   الفضاء𝐻𝐻1(𝛺𝛺) مزود بالجداء السلمي التالي   

(𝑢𝑢‚𝑣𝑣)𝐻𝐻1(𝛺𝛺) = (𝑢𝑢‚𝑣𝑣)𝐿𝐿2(𝛺𝛺) +  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

‚
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖

�
𝐿𝐿2(𝛺𝛺)

𝑁𝑁

𝑖𝑖=0

 

. ‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻1(𝛺𝛺) = �‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿2(𝛺𝛺)
2 + ��

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

�
𝐿𝐿2(𝛺𝛺)

2𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

�

1
2

  النظیم المشترك  :

.𝑊𝑊1‚2(𝑝𝑝)و ھي تكافؤ النظیم في  

 :خواص

:   الفضاء𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) ھو فضاء

• 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ ∞ ∶   بناخي من اجل 
• 1 < 𝑝𝑝 < ∞ ∶   انعكاسي من اجل
• 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞ ∶   انفصالي من اجل
• . 𝑝𝑝 الفضاء𝐻𝐻1(𝛺𝛺) فضاءھو ھلبرت انفصالي =    اذا كان 2

𝑾𝑾𝒎𝒎‚𝒑𝒑(𝜴𝜴)الفضاءات  

∀𝑚𝑚 ∈ 𝑍𝑍 − {0‚1}∧    𝑝𝑝 ∈ ℝ ∶ 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ ∞ ∶   لیكن

 : 1تعریف

𝑤𝑤𝑚𝑚‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) = �
𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺):    ∀𝛼𝛼  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 – 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  ∧ |𝛼𝛼| ≤ 𝑚𝑚

∃𝑔𝑔𝛼𝛼  ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺): uDα

Ω
∫ 𝜑𝜑 = (−1)|𝛼𝛼| g

α
Ω
∫ 𝜑𝜑:    ∀𝜑𝜑 ∈ 𝐶𝐶𝑐𝑐∞(𝛺𝛺)� 

𝛼𝛼𝑖𝑖 ≥ 𝛼𝛼𝑖𝑖 مع 0 ∈ 𝑁𝑁 و 𝛼𝛼 = (𝛼𝛼1‚𝛼𝛼2‚ … ‚𝛼𝛼𝑁𝑁):  𝛼𝛼 متعدد الادلة و حیث

|𝛼𝛼| = �𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

∧𝐷𝐷𝛼𝛼𝜑𝜑 =
𝜕𝜕𝛼𝛼1+⋯𝛼𝛼𝑁𝑁𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝛼𝛼𝑖𝑖 …𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁
𝛼𝛼𝑁𝑁   و كذلك
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𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢 = 𝑔𝑔𝛼𝛼:   ملاحظة

:نرمز بالتراجع الى   

𝑊𝑊𝑚𝑚‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) = �𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊𝑚𝑚−1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺):
𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖

∈ 𝑊𝑊𝑚𝑚−1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)‚∀𝑖𝑖 ∈ 1‚2‚ … . ‚𝑁𝑁� 

:  الفضاء𝑊𝑊𝑚𝑚‚2(𝛺𝛺) ھو مزود بالنظیم

‖𝑢𝑢‖𝑤𝑤𝑚𝑚‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) = � ‖𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺)
0≤|𝛼𝛼|≤𝑚𝑚

 

: 𝑊𝑊𝑚𝑚‚2(𝛺𝛺) بحیث𝐻𝐻𝑚𝑚(𝛺𝛺) مزود بالجداء السلمي = 𝐻𝐻𝑚𝑚(𝛺𝛺)ناخذ  

(𝑢𝑢‚𝑣𝑣)𝐻𝐻𝑚𝑚(𝛺𝛺)=∑ (𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢‚𝐷𝐷𝛼𝛼𝑣𝑣)𝐿𝐿2(𝛺𝛺)0≤|𝛼𝛼|≤𝑚𝑚  

 و منھ ھو فضاء لھلبرت 

𝒘𝒘𝟎𝟎
𝟏𝟏‚𝒑𝒑(𝜴𝜴)الفضاءات •  

𝐻𝐻01(𝛺𝛺) = 𝑊𝑊0
1‚2(𝛺𝛺): 1 المعرف ب ≤ 𝑝𝑝 ≤   لیكن ∞

.𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)في 𝐷𝐷(𝛺𝛺)ھو ملاصقة 𝑤𝑤0
1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)الفضاء  

.𝑤𝑤𝑐𝑐
1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) = 𝐷𝐷(𝛺𝛺)������‖.‖𝑊𝑊1‚𝑝𝑝                ∶   و نكتب

:حیث ان   

.𝑢𝑢 ∈ 𝑤𝑤1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) ↔ ∃{𝜑𝜑𝑛𝑛}∁𝐷𝐷(𝛺𝛺):𝜑𝜑𝑛𝑛
𝑤𝑤1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)
����� 𝑢𝑢 بقوة  

 : نظریة

𝐼𝐼 = 𝜕𝜕𝛺𝛺على 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 و فقط اذا كان 0 ∈ 𝑊𝑊0
1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)اذن ‚𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)لیكن  

 : 2تعریف

: 𝟏𝟏 نعرف∗𝒓𝒓 مرافق حرج ل  𝒓𝒓ب ≤ 𝒓𝒓 ≤   من اجل كل ∞+

�

1
𝑟𝑟∗

=
1
𝑟𝑟
−

1
𝑑𝑑

                ∶ 𝑟𝑟 > 𝑑𝑑

𝑟𝑟∗  /  1 ≤ 𝑟𝑟∗ < ∞    ∶ 𝑟𝑟 = 𝑑𝑑
𝑟𝑟∗ = +∞                   ∶ 𝑟𝑟 > 𝑑𝑑
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ھو بعد الفضاء الذي نعمل فیھ . dحیث   

 Sobolev الخصائص الطبولوجية لفضاءات 1.2
 : الكثافة •

.𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)تبقى محققة من اجل الدوال من 𝐶𝐶1بعض خصائص الدوال من  

 تكون ملائمة جدا لدراسة خصائص الكثافة .

التقریب العام  :   1نظریة   

: 𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) بحیث ∩ 𝐶𝐶∞(𝛺𝛺)من {𝑢𝑢𝑛𝑛}اذن توجد متتالیة 𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)محدود و 𝛺𝛺لیكن  

              .𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)في {𝑢𝑢𝑛𝑛} →   𝑢𝑢   

  قي الحالةΩ  محدود و بدقة لدینا نتیجة الكثافة التالیة:

 العامالتقریب  :2نظریة 

: 𝑢𝑢 اذن ∈ 𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺)  ∶   لیكن

. ‖𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢‖𝑊𝑊1‚𝑝𝑝(𝛺𝛺) 𝜀𝜀→0
�⎯� 0:     ∀𝛺𝛺’⊂⊂𝛺𝛺∨𝛺𝛺’ ⊂𝐾𝐾 ∶ 𝛺𝛺كثیف في 𝐾𝐾حیث  

  Sobolev الانغماس في الفضاءات  2.2
مھم جدا في دراسة المعادلات التفاضلیة ذات   sobolevالانغماس في فضاءات   

 𝐿𝐿𝑝𝑝في و النظیم    sobolevالمشتقات الجزئیة .بحیث یعطي  لنا متباینات بین النظیم في الفضاءات  

 • و الانغماس المتراص الانغماس المستمر
فضائین لبناخ  Fو  Eلیكن     

 1: تعریف

:اذا كان التباین القانوني مستمر اي  Fانھ منغمس باستمرار في   Eنقول عن    

. ↪ 𝐸𝐸 و𝐸𝐸⊆𝐹𝐹و  𝐹𝐹 ∶ 𝑖𝑖:𝐸𝐸( التباین القانوني) مستمر و نرمز لھ ب → 𝐹𝐹 و  

 : 2تعریف

:اذا كان التباین القانوني متراص اي   Fانھ منغمس بالتراص في   Eنقول عن   
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.E⊆𝐹𝐹و𝐸𝐸 ↪↪ 𝐹𝐹     التباین القانوني� متراص و نرمز لھ بالرمز �𝑖𝑖 ∶  𝐸𝐸 → 𝐹𝐹 

 

"poincaréمتباینة " . 1نظریة   

: 𝟏𝟏 اذن یوجد ثابت 𝒄𝒄 بحیث ≤ 𝒑𝒑 < المباشر الاتجاه"محدود باتجاه معین مجال ∞  "𝛺𝛺لیكن  

‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺) ≤ 𝑐𝑐‖𝛻𝛻𝛻𝛻‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺)     ∶ ∀𝑢𝑢 ∈ 𝑤𝑤0
1,𝑝𝑝(𝛺𝛺), 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞   ∶ 𝑐𝑐 ≔ 𝑐𝑐(𝛺𝛺, 𝑝𝑝) 

.𝑤𝑤1,𝑝𝑝(𝛺𝛺)المستخلصة من 𝑤𝑤0
1,𝑝𝑝(𝛺𝛺)تمثل نظیم للفضاء ‖𝛻𝛻𝛻𝛻‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺)بالاخص الكمیة  

𝑢𝑢 على 𝛺𝛺�𝜕� المتباینةالتالیةنستعمل ≠   حالة في0

 :"Poincaré-Wirtingerمتباینة  " : 2 نظریة

, اذن یوجد ثابت 𝑐𝑐  ومستقیل 1 و 𝛺𝛺⊂ℝ𝐧𝐧 مجال محدود مجاور لیبشینزي ≤ 𝑝𝑝 <   لیكن ∞

: ∀ 𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊1,𝑝𝑝(𝛺𝛺)  ∶  وحید ل 𝛺𝛺و 𝑝𝑝 بحیث

‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢𝛺𝛺‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺) ≤ 𝑐𝑐‖𝛻𝛻𝛻𝛻‖𝐿𝐿𝑝𝑝(𝛺𝛺) 

 : وأ

𝑢𝑢𝛺𝛺 =
1

|𝛺𝛺| u
Ω
∫ (𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

𝛺𝛺 للمجال 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 و تمثل مقدار |𝛺𝛺|العدد𝛺𝛺 على 𝑢𝑢 تكون القیمة المتوسطة ل  

: 𝛺𝛺 اذن متباینة Poincaré غیر محققة و بالعكس المتباینة تكون كالتالي ≡ ℝ𝐧𝐧اذ كان 

:"Sobolev–Gagllardo-Neremberg"  نظریة 3    متباینة 

𝒄𝒄 ≔ 𝒄𝒄(𝛺𝛺, 𝑝𝑝): 𝟏𝟏 یوجد ثابت 𝒄𝒄 حیث ≤ 𝒑𝒑 ≤   لیكن  ∞

‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿𝑝𝑝∗(ℝ𝐧𝐧) ≤ 𝑐𝑐‖𝛻𝛻𝛻𝛻‖𝐿𝐿𝑝𝑝(ℝ𝐧𝐧)       ∀𝑢𝑢 ∈ 𝑤𝑤1,𝑝𝑝(ℝ𝐧𝐧): حیث  

𝑝𝑝∗ =
𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑁𝑁 − 𝑝𝑝

    ∶   مع

 : 1نتیجة 

∀𝑞𝑞 ∈ ⟦𝑝𝑝, 𝑝𝑝∗⟧و ھذا 𝐿𝐿𝑞𝑞(RN)منغمس باستمرار في 𝑊𝑊1,𝑝𝑝(RN)الفضاء 
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 : 1ملاحظة

𝑞𝑞 الحالة في • ∈ [𝑁𝑁, +∞[: 𝐿𝐿𝑞𝑞(ℝ𝐧𝐧)منغمس بالستمرار في𝑤𝑤1,𝑝𝑝(ℝ𝐧𝐧),𝑝𝑝 = 𝑁𝑁 
𝑞𝑞 في الحالة • ∈ [𝑁𝑁, +∞]: 𝐿𝐿𝑞𝑞(ℝ𝐧𝐧)منغمس بالستمرار في𝑤𝑤1,𝑝𝑝(ℝ𝐧𝐧),𝑝𝑝 > 𝑁𝑁  
.:  خاصة حالة •  كل عناصر𝑤𝑤1,𝑝𝑝(ℝ𝐧𝐧) تقبل تمثیل مستمر
• �𝛺𝛺بـ ℝ𝐧𝐧محدود تكون كل الانغماسات المزكورة� نعوض 𝛺𝛺 عندما یكون 

: 𝑞𝑞 في ھذه الحالة متباینة 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 تصبح ∈ [1, 𝑝𝑝∗]تبقي صالحة من اجل كل 

‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿𝑝𝑝∗ ≤ 𝑐𝑐‖𝑢𝑢‖𝑤𝑤1,𝑝𝑝 

𝑤𝑤0
1,𝑝𝑝�(𝛺𝛺)�نلاحظ ان المتباینة تبقى نفسھا في 

 في الحالة العامة الانغماسات المذكورة تعطى بالنظریة التالیة :

 : 4نظریة

𝑝𝑝 ∈ [1, 𝑚𝑚 و]∞+ ≤ 𝛺𝛺  مفتوح و منتظم منℝ𝐧𝐧 لیكن 1 كنتل   

.𝑤𝑤𝑚𝑚,𝑝𝑝(  𝛺𝛺)  ↪   𝐿𝐿𝑞𝑞(  𝛺𝛺): اذن
1
𝑝𝑝
−
𝑚𝑚
𝑁𝑁

>  • اذا كان 0

.𝑤𝑤𝑚𝑚,𝑝𝑝(  𝛺𝛺)    ↪    𝐿𝐿𝑞𝑞(  𝛺𝛺)   ∶  اذن
1
𝑝𝑝
−
𝑚𝑚
𝑁𝑁

=  • اذا كان 0

. p > q و لكن لیس في∞L اذا كان 1 ∈ [p,   من اجل]∞+

. wm,p(  Ω)      ↪   L∞(  Ω) ∶  اذن
1
𝑝𝑝
−
𝑚𝑚
𝑁𝑁

<  • اذا كان 0

: 𝑚𝑚 لیس صحیح اذن −
𝑁𝑁
𝑝𝑝

>   في ھذه الحالة اذا كان  0

𝐾𝐾 ≔ �𝑚𝑚 −
𝑁𝑁
𝑝𝑝
�  𝑤𝑤𝑚𝑚,𝑝𝑝(  𝛺𝛺)⊂𝐶𝐶𝐾𝐾(  𝛺𝛺) بدون فرضیة الناظمیة ل Ω  مع

 بدون فرضیة الانتظام الانغماسات سابقة صحیحة محلیا , تبقى بصفة عامة صحیحة من 

w0
m,p(  Ω)اجل  

 النتیجة المجزئة الضروریة  ھي نظریة  kondrachov_Rellich التي تعني ان 

. Lq(  Ω)متراصة في بعض فضاءات w1‚p(  Ω)sobolev  الانغماس في فضاءات  
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 : ”Kondrachov_Rellich_” 5نظریة 

:   لیكن Ω   محدود من الصنفC1 نجد

: p  اذن < 𝑁𝑁 اذا كان • 

 

w1‚p(  Ω) ↪↪ Lq(  Ω)   ∶ ∀q ∈ [1‚p∗[ 

1
p∗

=
1
p
−

1
N

          ∶   مع

: p  اذن = N    اذا كان • 

w1‚p(  Ω) ↪↪ Lq(  Ω) ‚∀q ∈ [1‚ + ∞[ 

: p  اذن > 𝑁𝑁  اذا كان • 

w1‚p(  Ω)   ↪↪   C(  Ω����) 

 : 2 ملاحظة

 .Ω بدون شروط على المجال محدود w0
1.p(Ω)الانغماسات السابقة صحیحة من اجل− 

 یجب اذن استرجاع الخیار التالي :

:  −من اجل كل متتالیة{un} اذا كانت{un} متتالیة محدودة فيw1‚p(Ω) مع

�𝑢𝑢𝑛𝑛𝑘𝑘� ∶ جااستخر متتالیة جزئیة �𝑢𝑢𝑛𝑛𝑘𝑘� من {𝑢𝑢𝑛𝑛} حیث 1) اذن نستطیع  ≤ p < 𝑁𝑁) 

.    ∀q ∈ [1‚p∗[و ھذا Lq(  Ω)متقاربة بقوة في  

 

  : نظریة

من   �𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)� توجد متتالیة مستخرجةا ذً إ 𝐻𝐻متتالیة محدودة من  (𝑢𝑢𝑛𝑛) فضاء ھیلبرت اذا كانت 𝐻𝐻لیكن 

(𝑢𝑢𝑛𝑛)  وتابع𝑢𝑢  من𝐻𝐻 بحیث: 

𝑢𝑢𝑛𝑛تقارب بضعف ����������������������⃑ 𝑢𝑢 

  : مبرھنة النقطة الصامدة لشودار

 مبرھنة شودار ھي تعمیم لمبرھنة براور في الفضاءات الشعاعیة الطبولوجیا ذات البعد غیر المنتھ.
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 : یضا صیاغتھا في صغتین أویمكن 

 : متراص )-الصیغة الاولى ( محدب

Kنحو  Kتطبیق من  Tو  Eجزء غیر خال محدب و متراص من  Kفضاء بناخیا و  Eلیكن   

. Kنقطة صامدة على الاقل في  Tفان ل  ˛مستمرا  Tذا كان إ  

 : مغلق ) -الصیغة الثانیة ( محدب

 .𝐶𝐶نحو  𝐶𝐶تطبیق من  𝑇𝑇و  𝐸𝐸جزء غیر خال محدب و مغلق من  𝐶𝐶فضاء بناخیا و  𝐸𝐸لیكن 

 .𝐶𝐶نقطة صامدة على الاقل في  𝑇𝑇فان لـ   متراص نسبیا، 𝑇𝑇(𝐶𝐶) مستمرا و 𝑇𝑇ذا كان إ 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الناقصية والطرق التغايريةالمسائل  1.2

 بعض الاستعمالات التطبيقية 2.2

المسائل الناقصية و الطرق : ثا�يالفصل ال

 التغاير�ة
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                               : المسائل الناقصیة و الطرق التغایریة

 ان اصل الطرق التغایریة تتمثل في البحث عن حل المعادلات التفاضلیة ذات المشتقات 

المعرفة على فضاءات الدوال المختارة بعنایة . Jالجزئیة كنقطة حرجة لدالة   

 اذا الحلول الناتجة بھذا المعنى الضعیف او بمعني الثنوي .

Lax-Miligrame نطریة ‚النتیجة الاولى في ھذا الاتجاه و بدون ارتیاب (شك) • 

.الخطیة الظاھرة او التطبیقات داخل المعادلات التفاضلیة ذات المشتقات الجزئیة   

 : تعریف

 نقول عن شكل ثنائي الخطیة 

a ∶  H ×  H →     R 

(u‚v)    →    a (u‚v) 

:انھ   

:ثابت بحیث  cیوجد  :مستمر  •  

∀u‚v  ∈ H     مع ‖a(u‚v)‖ ≤ c‖u‖‖v‖ 

:a< 0یوجد ثابت  :ناقصي  •  

a(u‚v) ≥  a ‖u‖2   ∀u ∈ H 

:كنتیجة لدینا النظریة التالیة   

 Lax-Millgram نظریة

φ یوجد ∈ H′الثنائیة الحطیة و مستمر و ناقصي ‚ اذن من اجل كل a(u‚v)لیكن  

: 𝐮𝐮بحیث ∈ H 
a(u‚v) = 〈φ‚v〉                 ∀v ∈ H … … … . . (∗) 

〈φ‚v〉حیث:  = L(v) 

 :یمتاز بالخصائص التالیة  uمتناظر اذن  aو زیادة على ذلك اذا كانت 

1
2

a(u‚u) − 〈φ‚u〉 = min
v∈H

�
1
2

a(v‚v) − 〈φ‚v〉�… … . u و(∗∗) ∈ H 
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     : ملاحظة

(**) وو المعادلة (*)من المھم الربط بین   

  : مثال تطبیقي

:نعتبرالمسالة التالیة   

�
−∆𝑢𝑢 = ƒ  𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷  Ω  (1.2)

𝑢𝑢|𝜕𝜕 Ω = 0  

: ƒ من اجل ∈ Lq(Ω) و 𝑅𝑅Nھي جزء محدود Ω حیث ان  

𝑞𝑞 >
2𝑁𝑁
𝑁𝑁 + 1

 

: X ھو فضاء ھلبرتي نضع = H0
1(Ω)لیكن  

𝑎𝑎(𝑢𝑢‚𝑣𝑣) = �∇𝑢𝑢∇𝑣𝑣  𝑑𝑑𝑑𝑑 

:   واضح ان𝑎𝑎 ھي ثنائي الخطیة و مستمر و ناقصي علىX نضع

𝜑𝜑(𝑣𝑣) = �𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓
𝛺𝛺

 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 یوجد u ینتمي −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 حسب نظریة X صیغة خطیة مستمرة على φ و منھ 

. 𝑎𝑎(𝑢𝑢‚𝑣𝑣) = 𝜑𝜑(𝑣𝑣)    ∀ 𝑣𝑣 ∈ X ھو حل المشكل X 

  بالإضافة الى ذلك u یحقق القیمة الدنیا لدالة الطاقة التالیة:

21( )
2

J v v dx fvdx
Ω Ω

= ∇ −∫ ∫   

 1:نتیجة

𝑢𝑢 2.1للمسألة (ضعیف  ھو حل(. 
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�
−∆𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑞𝑞       𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 Ω                                            
𝑢𝑢 ≥ 0                 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 Ω                                  (2.2)

𝑢𝑢|𝜕𝜕Ω

 

0 وΩجزء محدود  𝑅𝑅𝑁𝑁من  الواضح ان الحلول الضعیفة ل(2.2) < 𝑞𝑞 <  من اجل  1

: 𝑋𝑋 ب = 𝐻𝐻01(𝛺𝛺)معرفة على الفضاء 𝐽𝐽 نقاط حرجة للدالة  

J(v) =
1
2

2 11
1

qv dx dx
q v +

+Ω
Ω

∇
+∫ ∫  

:حیث   

. vالجزء الموجب من v+ = max{0‚v} 

:لدینا  poincaréو Holderاذن باستخدام متباینة  q<1اذا كان    

1q dxv +

+Ω∫ ≤ C�Ω�� 2dxv+
Ω
∫ �

q+1
2

 ≤ C ‖v‖q+12x
 

: اذن   

‖v‖ → J(v) اذا كان ∞+ ≥
1
2
‖v‖x2 − C‖v‖x

q+1
2 → +∞ 

 : 2نتیجة 

 نستنتج ان  J    ناقصي و محدود من الاسفل نضع 

𝑚𝑚 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑣𝑣∈𝑋𝑋 𝐽𝐽(𝑣𝑣) > ∞ 

. Xعلى C1من الصنف J نستنتج ان * 

.  ∗ من اجل انھاء البرھان یجب اثبات ان J یدرك حده الادنى

J(vn)
n→+∞
�����   mاي  m متتالیة تصغریة ل {un}nلتكن  ∗ 

X  متتالیة محدودة في الفضاء الإنعكاسي {un}nنستنتج ان ,  بما ان J ناقصي

,باستخدام X في (vn → v)حیث {vn}اذن یمكن استخراج متتالیة نرمز لھا ب 

:نستنتج ان  ,sobolevضاءات فالانغماس المتراص في   

.∀s < vn بقوة فيLs(Ω) و ھذا∗2 → v 
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p = 2∧w1‚p(Ω) ↪↪ Ls(Ω) 

. Lq+1بقوة في vn → v ∶  نستنتج ان

:و ایضا  

J(v) =
1
2

2
dxv

Ω

∇∫ −
1

q + 1
1q dxv +

+
Ω
∫ ≤ lim

n→∞
inf�

1
2

2
dxnv

Ω

∇∫ −
1

q + 1 ( ) 1q
dxnv

+

+
Ω
∫ � = m 

𝐽𝐽′(𝑣𝑣) = 𝑚𝑚 و  𝐽𝐽(𝑣𝑣) = 𝑚𝑚 ∶  إذن

) .2.2حل ضعیف ل ( vاذن     

 2: ملاحظة

: ـل J على المجموعة K ھي المتتالیةn{un} حیث  نقول عن متتالیة تصغیریة 

∀n    un ∈ K  ∧ lim
n→∞

J(un) = infv∈KJ(v) 

 : بصفة عامة

 لدینا مسالة الوجود التالیة التي نبرھنھا بنفس الطریقة السابقة.

  : نظریة

:  اذن لدینا المسالة التالیة
ƒ(u)

u
↓   لتكن ƒ دالة وموجبة مستمرة بحیث  

�
−∆u = ƒ(u)‚u > 0   𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 Ω

u|∂Ω = 0 (3.2) 

 

:المعرف ب  Jتقبل حل وحید و موجب وھو عبارة عن نقطة حرجة ل   

J(v) =
1
2

2
dxv

Ω

∇∫ − ( )F v dx
Ω
∫

 

𝐹𝐹(𝑠𝑠) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)
𝑠𝑠

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 : 3ملاحظة

) تعتمد على توطئة المقارنة التالیة و البرھان بالتفصیل موجود 3.2وحدانیة الحل للمسالة (  
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.   في المرجع[1]

 

 : توطئة

.
ƒ(u)

u
↓   لتكن ƒ  تابع موجب و مستمر و یحقق

: u‚v بحیث ∈ H0
1(Ω) ∩ C1(Ω)   ∶  نفرض ان

�
−∆𝑝𝑝𝑢𝑢 ≥ ƒ(𝑢𝑢)‚  𝑢𝑢 > 0     𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 Ω
−∆𝑝𝑝𝑣𝑣 ≤ 𝑓𝑓(𝑣𝑣)  ‚  𝑣𝑣 > 0     𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 Ω                                  (4.2)  

.Ω  على u ≥ v عندئذ 

 : )Palais-Smaleشرط   ( 2تعریف 

. C1تابع من الصنف  J: X →  R  فضاء لبناخ و  X لیكن  

palais عند المنقطع c‚ اذا كان من − Smale یحقق شرط J  نقول عن ‚ c ∈ Rاذا كان 

: ⊃n(un) بحیث  X اجل كل متتالیة  

J(un)
R
→ c  

𝐽𝐽′(𝑢𝑢𝑛𝑛)
𝑋𝑋′
و                                                                   0��                  

.  عندئذ یمكن استخراج متتالیة جزئیةunk�nk� متقاربة

:Ambrosetti-Rabinowitz نظریة 

PALAIS − SMALE و تحقق  شرط J ∈ C1(X‚R)فضاء بناخ و X لیكن  

𝑱𝑱(𝟎𝟎) و انھ: =   نفرض ان 𝟎𝟎

. 𝐉𝐉(u) ≥ α ∶ ‖u‖ اذا = R ∶ α بحیث > R و 0 >  −یوجد 0

. 𝐉𝐉(𝐮𝐮) < 𝛼𝛼 ∶ ‖𝐮𝐮‖ اذا > 𝑅𝑅 ∶ 𝐮𝐮𝟎𝟎 بحیث ∈ 𝐗𝐗 یوجد− 

. 𝐜𝐜 ≥ 𝛂𝛂 بحیث 𝐜𝐜 یملك قیمة حرجة 𝐉𝐉 اذن  

:و بالاخص اذا كان   
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. 𝑝𝑝 = {𝑝𝑝 ∈ 𝐶𝐶([0‚1]‚𝑋𝑋)‚𝑝𝑝(0) = 0‚𝑝𝑝(1) = 𝑢𝑢0} 

:و   

𝑐𝑐 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑃𝑃∈𝑃𝑃𝑃𝑃∈[0‚1]𝐽𝐽�𝑝𝑝(𝑡𝑡)� 

. 𝑐𝑐 ≥ 𝛼𝛼 و  J  قیمة حرجة ل   C اذن 

:( Stampacchia ) نظریة   

C1   لیكن Ω جزء مفتوح ومحدود منRN: بحیث Ω من الصنف

2/
2

PNp f L L∈ ∩   و لتكن          

مصفوفة تحقق الفرضیات  Aو لتكن   

1-1 ≤ 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁من اجل كل  𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝐿𝐿∞(Ω) 
𝑥𝑥من اجل كل تقریب شبھ كلي -2 ∈ Ω    و كلξ ∈ 𝑅𝑅𝑁𝑁 

 𝐴𝐴(𝑥𝑥)𝜉𝜉𝜉𝜉 = � 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜉𝜉𝑖𝑖𝜉𝜉𝑗𝑗 ≥ 𝜆𝜆|𝜉𝜉|2  
𝑁𝑁

𝑖𝑖,𝑗𝑗=1

 

1
0H  إذا كان u الحل الوحید الضعیف في 

 

�−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴∇𝑢𝑢) = 𝑓𝑓           𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑Ω
𝑢𝑢 = 0                           𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜕𝜕Ω

 

1
0 ( )w Ω ↪↪ *. 2qL q∀   

.𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿∞(Ω)                                                  اذن 

بعض الاستعمالات التطبیقیة  2.2  

    الاعظمیة  أنظریة مبد
: 𝑢𝑢 بحیث ∈ 𝑤𝑤01.2(Ω)لیكن 

� −∆𝑢𝑢 ≥ 0      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 Ω
𝑢𝑢 ≥ 0               𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜕𝜕Ω 

ذنإ :  
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� 𝑢𝑢 > 0      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 Ω
𝑢𝑢 = 0      𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜕𝜕Ω 

: خذنا معادلات تفاضلیة ذات مشتقات جزئیة ناقصیة في الشكل أذاإ  

�
−∆𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,∇𝑢𝑢)     𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  Ω

𝑢𝑢|∂Ω = 0            (5.2) 

.یجاد الحلإجل أمتعلق بالتدرج یمكن تطبیق مباشرة الطرق التغایریة من  ƒن أبما   

leray lions−  النسخة الاولى في ھذا الصدد ھي نظریة النتیجة الاولى في ھذه الدراسة ھي نظریة 

[4] المذكورة في المرجع   

:𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳 − 𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳𝑳 نظریة 3  

یحقق الشرط التالي  ƒ) حیث 5.2نعتبر المسالة (  

( ), ,f x s Mζ ≤ ( ), , Nx s ζ∀ ∈Ω× ×   

( )1
0H Ω  عندئذ المسالة (5.2) تقبل حل توزیعي محدود و معرف في.

)  تقبل حل بمفھوم التوزیعات في )1
0H Ω  (اي :.)

 : مثال

ℝ𝑛𝑛 جزء محدود و منظم من Ω لتكن    

1 < 𝑝𝑝 < 2∗ − 1و    1 < 𝑞𝑞 < 2            و  لیكن              

�
−∆𝑢𝑢 + |∇𝑢𝑢|𝑞𝑞 = 𝛾𝛾𝛾𝛾 − 𝑢𝑢𝑝𝑝

u|∂Ω = 0 (6.2) 

  

 ولنعتبر مسالة المقاربة التالیة:

⎩
⎨

⎧−∆𝑢𝑢𝑛𝑛 + |∇𝑢𝑢𝑛𝑛|𝑞𝑞

1+1𝑛𝑛|∇𝑢𝑢|𝑞𝑞
= 𝛾𝛾𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑝𝑝

𝑢𝑢𝑛𝑛 ≥ 0
(𝑢𝑢𝑛𝑛)|𝜕𝜕Ω = 0

(7.2) 

. ( )1.2

0w Ω  الھدف ھو اثبات ان المسالة (7.2) تقبل حل وحید في 

) . بالمرور الى النھایة .6.2) تتقارب نحو المسالة (7.2ثم اثبات ان المسالة (  

×R×RN 



 المسائل الناقصية و الطرق التغايرية  الفصل الثاني:             
 

32 
 

  –    Loray Lions  المسالة (7.2)    تقبل حل وحید حسب  مبرھنة  

  و باعتبار التابع   :

( ), ,f x u ζ =𝛾𝛾𝛾𝛾 − 𝑢𝑢𝑝𝑝 −
�ζ �

𝑞𝑞

1+1𝑛𝑛�ζ �
𝑞𝑞 

  او :

( ), ,n nf x u u∇ =𝛾𝛾𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑝𝑝 − |∇𝑢𝑢𝑛𝑛|𝑞𝑞

1+1𝑛𝑛|∇𝑢𝑢𝑛𝑛|𝑞𝑞
 

 نلاحظ ان :

( ), ,f x u ζ ≤𝑀𝑀𝛾𝛾  ∶       ∀ ( ), ,x u ζ ∈ × N × N  

    : محدودین ξ,𝑢𝑢و ھذا لان 

. ( )1.

0

p

nu w∈ Ω اذن حسب leray lions−  تقبل حل وحید

النھایة المرور الى : • 

θلیكن :  حل موجب ووحید للمسالة 

�
−∆𝜃𝜃 = 𝛾𝛾θ − θ 𝑝𝑝

θ |𝜕𝜕Ω = 0             (8.2) 

 ملاحظة   : 

) بسیط مبدا التصغیر المذكور سابقا .8.2للمسالة ( θان وجود الحل   

  

 من الواضح ان :  

11

q
p

q
nu

n

θ
θ γθ θ

∇
−∆ + ≥ −

+ ∇
 

: Alaa Pierre−  اذن بتطبیق مبدأ مقارنة الناتج من مبرھنة نستنتج ان 

∀𝑛𝑛 ∈ ℕ.𝑢𝑢𝑛𝑛 ≤ 𝜃𝜃 

 • نضع الان:

R×RN×RN 
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( ). 11

q
n

n
q

n

u
H u

u
n

∇
∇ =

+ ∇
 

 ) .7.2اري في (بكتابع اخت𝑢𝑢𝑛𝑛ثم نعتبر 

نضرب طرفي المسالة (7.2) في:
nu  و نكامل الطرفین فنجد

( ) 2 1p
n n n n n nu u u H u u uγ +

Ω Ω Ω Ω

− ∆ + ∆ = −∫ ∫ ∫ ∫  

 و باستعمال 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 نجد:

( )2 2 1p
n n n n nu u H u u uγ +

Ω Ω Ω Ω

∇ + ∆ = −∫ ∫ ∫ ∫  

 اذن:

( )2 2 2
n n n nu u H u uγ γ θ

Ω Ω Ω Ω

∇ + ∆ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫  

 نستنتج ان:

. ( )n nu H u C∇ ≤∫ 2. nu∇∫ <C 

. ( )n nu H u C∇ ≤∫     و                                                      

: 1.2

0u w∈     اذن   یوجد   

.𝑤𝑤01.2(Ω)فیبضعف𝑢𝑢𝑛𝑛 → 𝑢𝑢� 

 

 : و بما ان

1,2
0 ( ) W Ω ↪↪ *, 2qL q∀   

. :اذن  

. ( )1L Ω
pp

n nu u u uγ γ− → −  بقوة في 

:   من اجل انھاء البرھان

  یكفي اثبات ان    :
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. ( )1L Ω فیبقوة
2

11

q
n

q
n

u
u

u
n

∇
→ ∇

+ ∇
 

( ). 0 0 ψو0 ψ≥ =  لذلك نعتبر التابع المنتظم𝜓𝜓 و الذي یحقق :

( ). nu uψ −  ثم نعتبر الاختیاري

) و نستخدم Green نجد :  )n uuψ −  ونضرب طرفي (6.2) في 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )p
n n n n n nu u u H u u u u u u uψ ψ γ ψ

Ω Ω Ω

∇ ∇ − + ∇ ∇ − = − −∫ ∫ ∫  

 : لدینا

( ) 0 :nu uψ − →  شبھ كلي 

)1لأنّ: التقارب القوي  في (  )L Ω ستلزم التقارب الشبه �لي� .( 
  اذا :

. ( ) ( ) ( ) ( )0 0p p
n n nu u u u u uγ ψ γ ψ− − → − =   شبھ كلي 

:   و بما ان 

( ) ( ) ( ) ( )p p
n n nu u u uγ ψ γθ θ ψ θ θ− − ≤ + − ( )n nu u u u∇ −∇ = ∇ −  

. nu θ≤  لان :𝜓𝜓متزایدة و

:   اذن یمكننا استخدام نظریة الھیمنة لان 

( ) ( ) ( ) ( )0 0p p
n n nu u u u u uγ ψ γ ψ− − → − =  شبھ  كلي .

( ) ( ) ( ) ( )p p
n n nu u u u u u uγ ψ γ ψ θ− − ≤ − −   و

) ھو  تابع مھیمن  ) ( )pu u uγ ψ θ− −  مع 

:   و  منھ

( ) ( ) ( ) ( )lim lim 0p p
n n n n nn n

u u u u u u u uγ ψ γ ψ
→+∞ →+∞

Ω Ω

− − = − − =∫ ∫          …………………………..(1) 

 و من جھة اخرى لدینا :
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( )( ) ( ) ( )n n n n nu u u u u u u uψ ψ
Ω Ω

∇ ∇ − = ∇ ∇ − −∫ ∫  

( )( ) ( ) ( )n n n n nu u u u u u u uψ ψ∇ ∇ − = ∇ ∇ − −   لان :                                    

 ومنھ: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )'n n n n nu u u u u u u u u uψ ψ
Ω Ω

∇ ∇ − = ∇ −∇ +∇ ∇ − −∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )2 ' 'n n n nu u u u u u u u uψ ψ
Ω Ω

∇ − − + ∇ ∇ − −∫ ∫  

𝛻𝛻𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝛻𝛻𝑢𝑢 = 𝛻𝛻(𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑢𝑢) :   لان

 :نّ أ نجد 𝑢𝑢𝑛𝑛 ـل الضعیفوباستخدام التقارب 

( ) ( )' 0n nu u u u uψ
Ω

∇ ∇ − − →∫  

 

( ) ( )
( )
( )

'
' ' 0

0
n

n
n

u u C
u u و

u u u

ψ
ψ ψ

 − ≤− → ⇒ 
∇ ∇ − →

 لان:                            

 :نّ أنستنتج  اإذً 

( )( ) ( ) ( ) ( )2
' 1n n n nu u u u u u u oψ ψ

Ω Ω

∇ ∇ − = ∇ − − +∫ ∫ ……..(2) 

  :بقي لنا تقدير الحد

( )11

q
n

n
q

n

u
u u

u
n

ψ
Ω

∇
−

+ ∇
∫   

 :لدينا

( ) ( )1 11 1

( )

q q
n n

n n
q q

n n

q
n n

u u
u u u u

u u
n n

u u u

ψ ψ

ψ

Ω Ω

Ω

∇ ∇
− ≥ − −

+ ∇ + ∇

≥ − ∇ −

∫ ∫

∫
 

 :لأنّ 
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11

q
qn

n
q

n

u
u

u
n

∇
≤ ∇

+ ∇
 

 :ومنه

 ( )
2

2 222 2( ) ( ) 2

qq

q q
n n n n

Holder

u u u u u u qψ ψ

−

−

Ω Ω Ω

  
∇ − ≤ ∇ − <       

∫ ∫ ∫  

. عددین مترافقین
2

2 q−
و

2
q

 : بحیث

 ا:إذً 

2
2 222 2( )11

qq
q

n q
n n

q
n

u
u u u

u
n

ψ

−

−

Ω Ω Ω

  ∇
≥ − ∇ −       + ∇

∫ ∫ ∫  

                  :نلاحظ أنّ 

�

2
2( ) 0q

nu uψ −− →  شبه كلیا   
2

2( ) q
nu u Cψ −− ≤

 و  

  أنّ:باستخدام نظرية الهيمنة نستنتج  اذً اِ 

2
2( ) 0q

nu uψ −− →   1في( )L Ω. 
 أيّ:

( )
2

2( ) 0 : 2q
nu u qψ −

Ω

− → <∫  

نستنتج ان : ( )1.2

0w Ω )محدودة في  )
nnu   بما أنّ  

( ) ( ) ( )1 .................. 311

q
n

n
q

n

u
u u o

u
n

ψ
Ω

∇
− =

+ ∇
∫  
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:  من(1),(2),(3)  یكون لدینا

( ) ( ) ( )2( ) ' 1 1n nu u u u o oψ
Ω

∇ − − + ≤∫  

( ) 1:ss eψ = −  نضع الان 

 :حيث

�𝜓𝜓(0) = و0
𝜓𝜓′(𝑠𝑠) ≥ 0

 

 ا:ذً إ 

( ) ( )2. ( ) 1 1nu u
nu u o oe −

Ω

∇ − ≤∫  

𝑢𝑢𝑛𝑛 بما أنّ  ≤ 𝜃𝜃 ≤ 𝑀𝑀  نّ أنستنتج:  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→∞

|𝛻𝛻(𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑢𝑢)|2 = 0 

 

 :خلاصة

 

  

 

 

 

 

  

 .)6.2: ( ـهو الحل الوحيد ل 𝑢𝑢إذن 

( )1,2

0w Ω
n uu →     في  

1L 11

q

q

q
n

nn

u u
u

→
+

∇
∇

∇
 في
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 وجود حل محدود

  : نبحث عن وجود حل للمعادلة التالية

−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)∇𝑢𝑢) + 𝑎𝑎0(𝑥𝑥)𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,∇𝑢𝑢) 

 ℝ𝑛𝑛 جزء مفتوح و محدود من Ω لتكن

  : لدينا الفرضيات التالية

    : ا من دوال كراتودوري أيمصفوفة معرفة ابتداءً  𝐴𝐴         :1ف

∀𝑢𝑢 ثابت  𝑥𝑥 → 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)   قابل للمكاملةو 

𝑢𝑢 → 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)     مستمر شبه كليا 

𝛽𝛽∃ :يّ أمحدودة  𝐴𝐴  مع ≻ 0: |𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)| ≤ 𝛽𝛽 

𝛼𝛼∃        :2ف > 0:∀𝜉𝜉 ∈ ℝ𝑛𝑛:𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝜉𝜉)𝜉𝜉𝜉𝜉 > 𝛼𝛼|𝜉𝜉| 

𝛼𝛼0(𝑥𝑥) تابع محدود أي 𝑎𝑎0          :3ف ∈ 𝐿𝐿∞(ℝ𝑛𝑛)  یوجد𝛼𝛼0 ≻ 0 

𝑎𝑎0(𝑥𝑥) بحيث ≻ 𝛼𝛼0 ≻ 0 

 :تابع كراتودوري ويحقق  𝑓𝑓      :  4ف

∃𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1 ≻ 0 ∶   |𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑆𝑆, 𝜉𝜉)| ≤ 𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝜉𝜉|2  ∀𝜉𝜉 ∈ ℝ𝑛𝑛 

 : 1.3نظریة  

   : يوجد حل للمعادلة 4و ،3،2،1الفرضيات  تحت شروط
−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)∇𝑢𝑢) + 𝑎𝑎0(𝑥𝑥)𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,∇𝑢𝑢) . . . (1.3) 

𝑢𝑢  تقبل حل ∈ 𝐻𝐻0
1(𝛺𝛺) ∩ 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺)  في𝐷𝐷′(Ω). 

 
 موجود له معنى. كل مصطلحول :ملاحظة
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 النظرية: برهان
 :نتبع الخطوات التالية

Approximation 1 الخطوة الاولى  :التقارب 

Estimation 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) : في تقديراتال    الخطوة الثانية 2

Convergence forte dans 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) التقارب القوي في   :   الخطوة الثالثة 3

Passage à la limite : النها�تلى إالمرور     الخطوة الرابعة 4

 Estimation 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺) : في التقديرات    الخطوة الخامسة 5

:Approximation التقارب  الخطوة الأولى -    1  
( , , )( , , )

1 ( , , )
f x ux u

f x uf ε ζζ
ε ζ

=
+

𝜀𝜀  من اجل  ≻      نعرف0

|𝑓𝑓𝜀𝜀| لدينا: ≤ |𝑓𝑓| , |𝑓𝑓𝜀𝜀| ≤ 1
𝜀𝜀
   

 :ا يمكننا تعريف المسالة التقاربية التاليةاذً 

−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀) + 𝑎𝑎0𝑢𝑢𝜀𝜀 = 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜀𝜀 ,𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀) ...(2.3) 

𝑢𝑢𝜀𝜀  :) تقبل على الاقل حل2.3لة (أالمس رية:ظن ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺)       

 Point fixe de Schoulder نطبق نظرية النقطة الصامدة لشودر: برهان النظرية

𝜀𝜀 جلأمن  ≻           :نعرف التطبيق  ،ثابت 0

𝑇𝑇:𝐻𝐻01(𝛺𝛺) → 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) 
𝑣𝑣 → 𝑇𝑇(𝑣𝑣) = 𝑣𝑣 

𝑣𝑣  :لةأحل للمس    بحيث 

)3.3( −𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑣𝑣)𝛻𝛻𝑣𝑣) + 𝑎𝑎0(𝑥𝑥)𝑣𝑣 = 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑣𝑣,𝛻𝛻𝑣𝑣)  

⇔ ∀𝑤𝑤 ∈ 𝐻𝐻01:∫ 𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑣𝑣𝛺𝛺 )𝛻𝛻𝑣𝑣𝛻𝛻𝑤𝑤 + ∫ 𝑎𝑎0𝛺𝛺 𝑣𝑣𝑣𝑣 = ∫ 𝑓𝑓𝜀𝜀𝑤𝑤𝛺𝛺          ....(1)                         
 (المسالة التغایریة) 
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: T معرف جیدا لان  التطبیق    أ-

H0
1(Ω)من 𝑣𝑣 المسالة(1) تفبل حل بحیث H0

1(Ω)من 𝑣̅𝑣 من اجل كل 

 :خذأبو Lax-Millgram باستعمال نظریة

𝑎𝑎(𝑣𝑣,𝐶𝐶) = � 𝐴𝐴𝐴𝐴𝛻𝛻𝐶𝐶 + �𝑎𝑎0
𝛺𝛺𝛺𝛺

𝑣𝑣𝑣𝑣 

𝑙𝑙(𝐶𝐶) = �𝑓𝑓𝜀𝜀
𝛺𝛺

𝐶𝐶 

𝑇𝑇:𝐶𝐶-ب → 𝐶𝐶 مستمر تطبیق  

𝑣𝑣 → 𝑇𝑇(𝑣𝑣) = 𝑣𝑣 

 معرف كمایلي: Cبحیث 

C = { v | v ∈ H0
1(Ω) | ‖v‖H01(Ω) ≤ C2 =

1
2a0

1
ε2

|Ω|} 

 .ومحدب  مغلق C من الواضح أن 

𝐻𝐻01(𝛺𝛺) لان  : مستمر على    T 

𝑢𝑢𝑛𝑛 بحیث 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) متتالیة من𝑛𝑛∈𝑁𝑁(𝑢𝑢𝑛𝑛)لتكن  → 𝑢𝑢  في𝐻𝐻01(𝛺𝛺) 

𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑛𝑛):   ـونرمز ل 

𝐻𝐻01(𝛺𝛺) (𝑇𝑇:𝐶𝐶 محدودة في 𝑣𝑣𝑛𝑛متتالیة ال → 𝐶𝐶) 

بحیث  𝑣𝑣 ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) و ایجاد   𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛) اذن یمكن استخراج متتالیة    

ν
𝛿𝛿(𝑛𝑛)تقارب بضعف���������������������⃑ 𝜈𝜈 

𝐿𝐿2(Ω)من  GوH وایجاد (𝑢𝑢𝑛𝑛)𝑛𝑛∈𝑁𝑁من 𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛) ةمتتالی   یمكن  استخراج 

 

 بحیث
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛) → 𝑢𝑢
𝛻𝛻𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛) → 𝛻𝛻𝑢𝑢
�𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)� ≤ 𝐺𝐺
�𝛻𝛻𝛿𝛿(𝑛𝑛)� ≤ 𝐻𝐻
𝐴𝐴�𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)� → 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)

      Ωفي شك 

 
:𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶ℎé𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜، باستخدام التعریف نستنتج ان ـل  و بما ان 𝑓𝑓 تابع 

  Ω      شك في  
𝑓𝑓𝑛𝑛𝜀𝜀�𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛),𝛻𝛻𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)� → 𝑓𝑓𝑛𝑛𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝑢𝑢)   

 

  :نّ أوباستخدام الفرضية نستنتج 

|𝑓𝑓𝑛𝑛𝜀𝜀| ≤ �𝑓𝑓�𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛),𝛻𝛻𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)�� ≤ �𝐶𝐶0 + 𝐶𝐶1�𝛻𝛻𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)�
2� 

≤ (𝐶𝐶0 + 𝐶𝐶1|𝐻𝐻|2) ∈ 𝐿𝐿2(𝛺𝛺) 

 : لوبيغ -ـباستخدام نظرية الهيمنة لو 
 :نّ أنستنتج 

𝐿𝐿2(𝛺𝛺) في𝑓𝑓𝜀𝜀�𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛),𝛻𝛻𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)� → 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝑢𝑢) 

 

 :وباستخدام المرور الى النهاية في المسالة التغايرية نجد

�𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)
𝛺𝛺

)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)𝛻𝛻𝑤𝑤 + �𝑎𝑎0 + 𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)
𝛺𝛺

𝑤𝑤 = �𝑓𝑓𝜀𝜀
𝛺𝛺

(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛),𝛻𝛻𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛))𝑤𝑤, 

∀𝑤𝑤 ∈ 𝐻𝐻01 

�𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢
𝛺𝛺

)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛻𝛻𝑤𝑤 + �𝑎𝑎0 + 𝑣𝑣
𝛺𝛺

𝑤𝑤 = �𝑓𝑓𝜀𝜀
𝛺𝛺

(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝑢𝑢)𝑤𝑤,∀𝑤𝑤 ∈ 𝐻𝐻01 

 

𝑇𝑇(𝑢𝑢) = 𝑣𝑣 ن أو ھذا یبرھن   

𝐻𝐻01(𝛺𝛺)في𝑇𝑇(𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)) → 𝑇𝑇(𝑢𝑢):   أن ومنھ نستنتج 

𝐿𝐿2(𝛺𝛺)في𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑛𝑛) → 𝑇𝑇(𝑢𝑢): ن الحل وحید فانا أو بم  

 .𝛺𝛺مستمر على  𝑇𝑇إذن 
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:ن أمتراص نسبیا اي نبرھن  T-ج 

𝑇𝑇(𝑐𝑐) متراص 

𝑣𝑣𝑛𝑛 بحیث 𝐶𝐶  متتالیة من𝑛𝑛∈ℕ(𝑢𝑢𝑛𝑛)لتكن  = 𝑇𝑇(𝑢𝑢𝑛𝑛) ∈ 𝐶𝐶   

 إذن: 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) محدودتان في (𝑢𝑢𝑛𝑛)و (𝑣𝑣𝑛𝑛)فإن  محدود  𝐶𝐶و بما ان

 :على التوالي (𝑢𝑢𝑛𝑛)و  (𝑣𝑣𝑛𝑛) من 𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛) من 𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛) يمكن استخراج متتاليتينا ذً إ

 بحيث:

�
𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛) 𝐻𝐻01(𝛺𝛺)تقارب بضعف������������������������������������⃑ 𝑢𝑢

𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛) 𝐻𝐻01(𝛺𝛺)تقارب بضعف������������������������������������⃑ 𝑣𝑣
 

 نجد أنّ: Relliche باستخدام نظرية

𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)
 𝐿𝐿2 (𝛺𝛺)  تقارب في 
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯� 𝑣𝑣 

نأباستخدام الفرضية نجد و   : 𝑔𝑔𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑛𝑛,𝛻𝛻𝑢𝑢𝑛𝑛):   ـو نرمز ل 

|𝑔𝑔𝑛𝑛| ≤ (𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2|𝛻𝛻𝑢𝑢𝑛𝑛|) 

 𝐿𝐿2(𝛺𝛺) محدودة في (𝑔𝑔𝑛𝑛) أنّ  أيّ 

 :بحيث 𝑔𝑔𝑛𝑛 من 𝑔𝑔𝛿𝛿(𝑛𝑛)ذن يمكن استخراج متتاليةإ

𝑔𝑔𝛿𝛿(𝑛𝑛)
 𝐿𝐿2(𝛺𝛺)تقارب  بضعف  في
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯� 𝑔𝑔 

 : نّ ألى النهاية نجد إباستخدام المرور 

�𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)
𝛺𝛺

)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)𝛻𝛻𝐶𝐶 + �𝑎𝑎0 + 𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)
𝛺𝛺

𝐶𝐶 = �𝑓𝑓𝜀𝜀
𝛺𝛺

(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛),𝛻𝛻𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛))𝐶𝐶 

= �𝑔𝑔𝑛𝑛
𝛺𝛺

𝐶𝐶,∀𝐶𝐶 ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) 

 :يعطي لنا
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� 𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛻𝛻𝐶𝐶 + �𝑎𝑎0
𝛺𝛺𝛺𝛺

𝑣𝑣𝑣𝑣 = �𝑔𝑔𝑛𝑛𝐶𝐶
𝛺𝛺

,∀𝐶𝐶 ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) 

≤ �𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝛿𝛿𝑛𝑛
𝛺𝛺

)|𝛻𝛻(𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝑣𝑣)|2 − (𝛻𝛻(𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝑣𝑣) 

= � (𝑔𝑔𝛿𝛿𝑛𝑛 − 𝑔𝑔)(𝑣𝑣𝛿𝛿𝑛𝑛 − 𝑣𝑣)
𝛺𝛺

− � (𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑛𝑛)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛻𝛻(𝑣𝑣𝛿𝛿𝑛𝑛 − 𝑣𝑣)
𝛺𝛺

− �𝑎𝑎0
𝛺𝛺

(𝑣𝑣𝛿𝛿𝑛𝑛 − 𝑣𝑣)2 

  :نّ أوبما 

𝑣𝑣𝛿𝛿𝑛𝑛
 𝐿𝐿2 
�⎯⎯⎯�𝑣𝑣 

𝑔𝑔𝛿𝛿(𝑛𝑛)

 𝐿𝐿2 
�⎯⎯⎯�𝑔𝑔 

(𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑛𝑛)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛻𝛻(𝑣𝑣𝛿𝛿𝑛𝑛 − 𝑣𝑣)
 Ω شك في   
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯� 0 

 و

�
𝐴𝐴𝑛𝑛 → 𝐴𝐴
𝛻𝛻𝑣𝑣𝛿𝛿𝑛𝑛 → 𝛻𝛻𝑣𝑣
�(𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑛𝑛)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛻𝛻(𝑣𝑣𝛿𝛿𝑛𝑛 − 𝑣𝑣)� ≤ 𝛼𝛼,𝛻𝛻𝑣𝑣 ∈ 𝐿𝐿2

 Ω شك في    

 

  :أنّ من مبرهنة الهيمنة نستنتج 

� (𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝑛𝑛
𝛺𝛺

)𝛻𝛻𝑣𝑣𝛻𝛻(𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛) − 𝑣𝑣)
 𝐿𝐿2 
�⎯⎯⎯� 0 

�𝛻𝛻(𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛) − 𝑣𝑣)�
𝐿𝐿2
→ 0: ذاإ  

𝛻𝛻𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)
 𝐿𝐿2 
�⎯⎯⎯�𝛻𝛻𝑣𝑣:  اي

𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)
 𝐻𝐻01 
�⎯⎯⎯�𝑣𝑣:  ومنھ

𝐻𝐻01(𝛺𝛺)في𝑇𝑇(𝑢𝑢𝛿𝛿(𝑛𝑛)) → 𝑇𝑇(𝑢𝑢) 

𝑣𝑣𝛿𝛿(𝑛𝑛)أنه توجد متتالية   يّ أ ∈ 𝑇𝑇(𝑐𝑐)   متقاربة 

 متراص نسبيا  𝑇𝑇(𝑐𝑐)ي   إمتراص   𝑇𝑇(𝑐𝑐)  :ذاإ
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. (𝑢𝑢𝜀𝜀 ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) (لة أحل تقريبي للمسيوجد  :   الخلاصة

 

Estimation dans 𝑯𝑯𝟎𝟎
𝟏𝟏(𝜴𝜴) في  تقدیراتال :   الثانیة خطوىال -2 

𝑢𝑢𝜀𝜀 في هذه المرحلة نبينّ أنّ: ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) :ّأيّ نبرهن أن  

∃𝑐𝑐 > 0 ∶ ‖𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀‖𝐿𝐿∞ < 𝑐𝑐 

 .𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀)  ) في تابع اِختياري3.1( طرفي المعادلةنضرب  من أجل ذلك

𝑣𝑣 نلاحظ أنهّ إذا كان ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) ∩ 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺)  َو 𝜑𝜑 ∈ 𝐶𝐶1(ℝ)   َو 𝜑𝜑(0) = 0 

𝜑𝜑(𝑣𝑣) فإنّ: ∈ 𝐻𝐻01 ∩ 𝐿𝐿∞  َو ∇𝜑𝜑(𝑣𝑣) = 𝜑𝜑ˊ(𝑣𝑣).∇𝑣𝑣 

 إذًا:

� 𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀𝜑𝜑ˊ(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛼𝛼0 �𝑢𝑢𝜀𝜀𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺𝛺𝛺

≤ � (𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2)|𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀)|𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

 

𝑢𝑢𝜑𝜑(𝑢𝑢) أيّ:متزايد  𝜑𝜑 اريبالتابع الاِخت خذبأ ≥  بحيث:  0

𝛼𝛼𝜑𝜑′(𝑢𝑢) − 𝑐𝑐1|𝜑𝜑(𝑢𝑢)| ≥ 𝛼𝛼
2

, ∀𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻01 ∩ 𝐿𝐿∞  

 التابع الذي يحقق الشروط السابقة موجود. ملاحظة:

  مثال:

𝜆𝜆 جدًا كبير 𝜑𝜑(𝑡𝑡) = t 𝑒𝑒  𝜆𝜆𝑡𝑡2  |  

 لدينا:

𝑇𝑇 ʹ(𝑢𝑢) = (1 + 2𝜆𝜆|𝑢𝑢|2) 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑢𝑢2  

 ومنه من أجل:
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𝛼𝛼𝑇𝑇 ʹ(𝑢𝑢) − 𝑐𝑐1|𝑇𝑇(𝑢𝑢)| ≥
𝛼𝛼
2

 

 معناه:

𝑒𝑒  𝜆𝜆𝑢𝑢2(𝛼𝛼 + 2𝜆𝜆𝛼𝛼|𝑢𝑢|2 − 𝑐𝑐1|𝑢𝑢|) ≥
𝛼𝛼
2

 

  جدًا نجد: 𝜆𝜆 كبير  ا من أجلذً إ

𝛼𝛼 + 2𝜆𝜆𝜆𝜆|𝑢𝑢|2 − 𝑐𝑐1|𝑢𝑢| ≥ 0 

 أيّ:

𝛼𝛼
2

+ 2𝜆𝜆𝜆𝜆|𝑢𝑢|2 − 𝑐𝑐1|𝑢𝑢| ≥ 0 

 إذًا:

𝛼𝛼� |𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2𝜑𝜑′(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

≤ �𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀𝜑𝜑′(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

 

≤ � (𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2)|𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀)|𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

 

 معناه:

𝛼𝛼
2
� |𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2
𝛺𝛺

≤ � |𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2(𝛼𝛼𝜑𝜑′(𝑢𝑢𝜀𝜀) − 𝑐𝑐1𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀))𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

 

≤ �𝑐𝑐0𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

 

 وبما أنّ:

‖𝑢𝑢𝜀𝜀‖𝐿𝐿∞ ≤
𝑐𝑐0
𝛼𝛼0

 

 )5المرحلة (يبرهن في 

 يعني أنّ:
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𝛼𝛼
2
� |𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2
𝛺𝛺

≤ 𝑐𝑐0 �𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 𝑐𝑐
𝛺𝛺

 

 أيّ:

‖𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀‖𝐿𝐿2 ≤ 𝑐𝑐 

 معناه:

‖𝑢𝑢𝜀𝜀‖𝐻𝐻01 ≤ 𝑐𝑐 

 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) Convergence forte dansالتقارب القوي في  : الخطوة الثالثة 
 في هذه المرحلة أنّ : نبرهن 

𝑢𝑢𝜀𝜀
 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) في 
�⎯⎯⎯⎯⎯� 𝑢𝑢 

 لدينا:

�−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢) + 𝑎𝑎0(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢) = 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜀𝜀 ,𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀)
+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻𝑢𝑢 − 𝑎𝑎0𝑢𝑢

 (4.3) …  

𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀 اريبالتابع الاِخت في) 3.4(نضرب طرفي المعادلة   − 𝑢𝑢) : 

𝑢𝑢𝜀𝜀  :ملاحظة − 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) ∩ 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺) 

 فنجد:

� 𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝛻𝛻(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝜑𝜑′(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑 + �𝑎𝑎0(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺𝛺𝛺

 

= � 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜀𝜀 ,𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀)𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑 − �𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻𝑢𝑢𝛻𝛻(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝜑𝜑′(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺𝛺𝛺

 

−�𝑎𝑎0𝑢𝑢𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

 

 وبما أنّ:
|𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜀𝜀 ,𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀)| ≤ 𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2 ≤ 𝑐𝑐0 + 2𝑐𝑐1|𝛻𝛻(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)|2 + 2𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢|2 

 :ذا كانومنه إ
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𝛼𝛼𝜑𝜑′ − 2𝑐𝑐1𝜑𝜑 ≥
𝛼𝛼
2

 

 سابقة:المرحلة ال لدينا من

𝛼𝛼
2
� |𝛻𝛻(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)|2

𝛺𝛺

≤ �(𝑐𝑐0 + 2𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢|2)𝜑𝜑(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

 

−� 𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻𝛻𝛻(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

− � 𝑎𝑎0(𝑢𝑢𝜀𝜀 − 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺

𝜀𝜀→0
�⎯� 0 

 إذًا:

∇𝑢𝑢𝜀𝜀
 𝐿𝐿2(𝛺𝛺) 
�⎯⎯⎯⎯⎯�∇𝑢𝑢 

 معناه:

𝑢𝑢𝜀𝜀
 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) 
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯�𝑢𝑢 

 Passage à la limite : المرور الى النهاية المرحلة الرابعة

 ، لدينا:البرهان بسيط
−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑢𝑢𝜀𝜀)𝛻𝛻𝑢𝑢𝜖𝜖) + 𝑎𝑎0𝑢𝑢𝜀𝜀 = 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜀𝜀 ,𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀) 

 وَ 
 |𝑓𝑓𝜀𝜀| ≤ 𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2  

 إذًا:

𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2
𝐿𝐿1(𝛺𝛺)
�⎯⎯�𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2 (حسب المرحلة السابقة) 

 ومنه:

𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2
𝛺𝛺 شك في
�⎯⎯⎯�𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1|𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀|2 

 حسب مبرهنة الهيمنة لـ لوبيغ: إذًا

 𝑓𝑓𝜀𝜀(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜀𝜀 ,𝛻𝛻𝑢𝑢𝜀𝜀)
𝐿𝐿1(𝛺𝛺) بقوة في
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯�𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝛻𝛻) 
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𝑢𝑢 إذًا: يوجد ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) ∩ 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺) :حل للمعادلة 

−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻𝛻𝛻) + 𝛼𝛼0𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝛻𝛻) 

  𝐿𝐿∞(𝛺𝛺)  ansd Estimation في ديراتالتق :المرحلة الخامسة

 .𝐿𝐿∞(𝛺𝛺) ) محدود في3.1المعادلة (ن حل أثبات إالهدف من هذه المرحلة هو 

𝑢𝑢إذا كان  :1.3قضية  ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) ∩ 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺) :يحقق 

(4.3)    − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻𝛻𝛻) + 𝑎𝑎0𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝛻𝛻) 

𝑢𝑢‖𝐿𝐿∞(𝛺𝛺)‖                                          إذًا: ≤
𝑐𝑐0
𝛼𝛼0

 

𝑢𝑢 توجد حالات :ملاحظة ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺) مع 𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺)   َوu ) إذًا  )،3.1حل للمعادلة𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿∞  شرط
 أساسي لإثبات القضية.

  :برهان الفرضية

−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻𝛻𝛻) + 𝑎𝑎0𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝛻𝛻) … (5.3) 

(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+ ∈ 𝐻𝐻01(𝛺𝛺)نحن نعلم ان 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅+لتكن 𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿∞(𝛺𝛺) نأ   نفرض 

�𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻𝛻𝛻.𝛻𝛻(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 + �𝑎𝑎0𝑢𝑢(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝛻𝛻) (𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 

  وأ

�𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻𝛻𝛻.𝛻𝛻(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘).𝛻𝛻(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑 𝑥𝑥 

= �𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑢𝑢)𝛻𝛻(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+.𝛻𝛻(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 ≥ 0 

𝛻𝛻(𝑢𝑢   في الواقع − 𝑘𝑘)+ = 1𝑢𝑢>𝑘𝑘𝛻𝛻(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)      َ1 و𝑢𝑢>𝑘𝑘 = 1𝑢𝑢>𝑘𝑘2        

 :استبدال هذه المتباينة بالمساواة التي تسبقها  

�𝑎𝑎0𝑢𝑢(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ �𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢,𝛻𝛻𝛻𝛻)(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 
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𝑘𝑘𝑎𝑎0(𝑢𝑢∫طرح  يمكنناكما محدودة   Ωبما أنّ و  − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 لكلا طرفين المتباينة المعطاة: 

�𝑎𝑎0(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ �(𝑓𝑓 − 𝑎𝑎0𝑘𝑘)(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+ 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 وأَ 

�𝑎𝑎0(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑎𝑎0[𝜓𝜓 − 𝑘𝑘]+ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≥ 

𝛺𝛺‖𝑢𝑢 − 𝑘𝑘‖+ 

𝑘𝑘 لكن إذا كان = ‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿∞(𝛺𝛺)
𝛺𝛺�

𝑐𝑐𝑐𝑐− إذًا:  ≤ 𝜃𝜃 )   شكp.p.( 

𝑢𝑢) إذا كان: − 𝑘𝑘)+ ≥  نستنتج أنّ: )شك( 0

�(𝑓𝑓 − 𝑎𝑎0𝑘𝑘) (𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)+ ≤ 0 

𝑢𝑢)   �خذ − 𝑘𝑘)+ ≡ 0 

𝑢𝑢  أنّ  يعني ≤ 𝑘𝑘 (شك) 

𝑣𝑣 نتبع نفس الخطوات (المنطق) مع = (𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)−  َو 𝑘𝑘 = ‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿∞(𝛺𝛺)
𝛺𝛺�

. 
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 الملخص:

حاولنا في هذه المذكرة تسليط الضوء على موضوع  دراسة ر�ضية لبعض المعادلات التفاضلية ذات مشتقات 

 :الدراسة تطرقنا إلى ثلاثة فصول و هي كالآتيجزئية �قصية إهتممنا بوجود الحل ووحدانيته وفي طريقنا لإنجاز هذه 

 . الفصل الاول  قدمنا بعض المفاهيم الاولية و تعاريف الضرورية لدراستنا

 .الفصل الثاني تطرقنا إلى المسائل الناقصية و الطرق التغايرية وبعض الاستعمالات التطبيقية

 بالتدرج .أما في الفصل الاخير �تم بحل المسالة التناقصية المتعلقة 
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