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Introduction

Les qualités d’une approximation numérique d’une probléme & deux points
(pour fixer les idées) :

y(0) =y(1) =0

Dépendent,comme il est bien connu du type de méthode utilisé et de la
régularité de la solution y du probléme.

(P) { —(a(z)y) +y = f dans I =]0.1]

La méthode d’élément finis standard donne en général,des résultat satis-
faisants des que les donné de probléme,c’est a dire a(x) et f sont réguliers,avec
a borné par des constant strictement positives .

Cependant lorsque a(x) n’est pas réguliére (par exemple discontinu ou a
trés forte variation) ou s’annule en certains points de I il s’avére nécessaire
de mettre au point des méthodes d’approximation adaptées.

Mais il peut arriver par certains types de probléme qu’une modification de
la formulation au l'introduction d’une probléme annexe méme & de bons ré-
sultats numérique en utilisant seulement une méthode standard.Ceci présente
a priori un avantage en ce sens que les méthodes d’élément finis standard sont
simple, disponibles et peu conteuse.

Ainsi pour le probléme (p) ci dessus ,si a(x) présent des discontinuités,la
solution y est peu réguliére méme f I’est on introduit alors comme inconnue
auxiliaire la fonction z(x) = a(z)y'(x) . Elle est solution du probléme a deux
points :




Si par ailleurs f est réguliére,z est plus réguliére que y.une méthode d’élé-
ments finis standard donne alors une bonne approximation z, de z,c'est a
dire de 7/'.

Le passage de z; a une approximation de y est alors une question d’inté-
gration numérique.

Le but de ce papier est d’analyser cette méthode appliqué a des équation
a coefficients discontinus,et a des equation dégénérées.

Nous l'appliquerons par la suite a certaines équation aux dérivées par-
tielle et a des équation de type raide.

Cette méthode rejoint sur certains point celles proposées par [1] et [2].



Chapitre 1

Notion de base

Dans ce chapitre , nous rappelant quelque notion générale sur la méthode
des élément finis .

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définition

LP(Q) est de classe d’équivalence des fonction de L£P(2) pour la relation
d’équivalance "égalité presque partout". Autrement dit , on confondra deux
fonction dés lors qu’elles sont égales presque partout , c’est a dire qu’elles ne
différent que sur un ensemble de mesure nulle .

1.1.2 Théoréme

La forme L? est une norme sur LP(Q)) , et LP(2) muni de la norme L?
est un espace de Banach (c-a-d est complet).

Un cas particulier trés important est p = 2 .On obtient alors I'espace
fonctionnel L*(Q), c’est & dire I'espace des fonctions de carré sommable sur
Q2 (a la relation d’équivalence "égalité presque partout" prés ). A la norme
L? ullrz = (f, u?)z ,on peut associer la forme bilinéaire (u,v)2 = Jouv .
Il s’agit d'un produit scalaire ,dont dérive la norme L? . D’ou :

1.1.3 Théoréme
L*(92) est un espace de Hilbert.



1.2 Espaces de Sobolev
1.2.1 Les espaces H"
Définition

HY Q) ={ue L*(Q)/0u € L*(2) , 1 <i < n} ou Ju est définie au sens
de la dérivée généralisée .

H'(Q) est appelé espace de Sobolev d’ordre 1.
Définition

pour tout entier m > 1:
H™Q) = {u € L?*/0°u € L*(Q),Ya = (a1;.co.... ,an) € N™ telle que
lal =1 +as+ ... a, < m}.

H™ est appelé espace de Sobolev d’ordre m .

Par extension , on doit aussi que H°(Q) = L*(Q) .
Dans le cas de la dimension 1,on écrit plus simplement pour I ouvert de R :

Théoréme

H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(w00 = fyuv+ 3 / dudw = (u,v)o + 3 (D, 0.
i=1 /9 i=1
En notant (.,.)y le produit scalaire L? . On notera ||.||; la norme associé
CL(., .)1.

On définit de méme un produit scalaire et une norme sur H™(2) par :

(V) = Y (0%u,070)g et [[uflm = (u,u)d.

la|<m

Théoréme

H™(£2) muni de produit scalaire (.,.),, est un espace de Hilbert .



1.2.2 Espace H;(Q)
Définition

Soit 2 ouvert de R™ . L’éspace HJ(f2) est définit comme Padhérence de
D(Q) pour la norme ||.||, de H'(Q2). (on rappelle que D(f2) est Pespace des
fonction C'*° sur ) a support compact , encore appelé espace des fonctions
tests).
Théoréme

Par construction H}(Q) est un espace complet . C’est un espace de Hilbert
pour la norme |.|;.
Définition

pour toute fonction u de H'(€2) on peut définir :
- 1 - 1
= (3 10wl = (| Yo(0w?de)?
i=1 i=1

1.2.3 L’espace W™?

Soit © un ouvert quelconque de R™, P € [1,+oo[ et m € N.

On définit 'espace de Sobolev W™P(2) par :
wWme(Q) = {u € LP(Q),Va tel que |a| < m, D% € LP(Q)}

ou « est un multi-indice et D%u est une dérivée partielle de v au sens
faible (au sens des distributions).

1.3 Introduction a la méthode des éléments fi-
nis

Les éléments finis est basé sur la formulation variationnelle ou faible du
probléme de valeur aux limites considéré , la solution approximative est ob-
tenue par restriction de la formulation variationnelle aux espaces d’essai et
de test de dimensions fini ,la précision de la solution approchée est obtenue
par le choix d’un espace d’essai .

Nous utilisons des approximations variationnelles habituelles de I’espace
L? et les espaces de Sobolev H' et H} .

3



1.3.1 Formulation variationnelle
Exemple

Soit €2 un ouvert borné de R™ .On veut résoudre le probléme :

(P){ —Au+u= f dans € (1.1)

Ou =0 sur 0f)

une solution classique de ce probléme est une fonction de C?(€) vérifiant
(1,1) en tout point de €2 .Au passage ,on voit que ceci impose que f soit
C°(2). Toute solution classique vérifie donc :

Vo € CHQ), [, —Auwv + [yuww = [, f.
Soit par intégration par partie : [, VuVo+ [, uv = [, fv puisque d,u = 0

sur 9 ,or C1(Q2) = H'(Q). On peut donc définir le nouveaux probléme :

Trouver wue HY () tel que
(@) Jo VuVu + [quv = [, fv Yve H(Q)

C’est la formulation variationnelle de (P) .On voit aussi que ce probléme
est définit des lors que f € L?(9Q).

1.3.2 Formulation générale

L’exemple précédant montre ,d'une fagon générale , la formulation varia-
tionnelle sera obtenue en faisant le produit scalaire L?(2) de I’équation avec
une fonction v appartenant a un espace V' a préciser (c’est -a-dire en mul-
tipliant par v et en intégrant sur 2 ) ,et en intégrant par parties les termes
d’ordre le plus élevés en tenant compte des conditions aux limites du pro-
bléme .On arrive alors a une formulation du type :

Trouver u € V tel que a(u,v) = {(v),Yv € V

ou af(.,.) est une forme sur V x V ( bilinéaire si 'EDP de départ est
linéaire ) et £(.) est une forme sur V' ( linéaire si les conditions aux limites
de 'EDP de départ le sont).

1.3.3 Existence et unicité de la solution
Continuité

Soient V' et W des espaces de Hilbert .



Définition

une forme linéaire ¢(u) sur V' est continue ssi il existe une constante K
telle que : [{(u)| < K|lully Yu € V.
Définition

Une forme bilinéaire a(u,w) sur V' x W est continue ssi il existe une
constante M telle que :

|a(u, w)| < Mljullv[[wlw, Y(u,w) € V x W.

Théoréme de Lax-Milgram

Soit V' un espace de Hilbert . Soit a une forme bilinéaire continue coercive
sur V' ,alors il existe une unique u € V' tel que :

a(u,v) = L(v),Yv € V.

Théoréme

On prend les mémes hypothéses que pour le théoréme de Lax-Milgram
,et on suppose de plus que a est symétrique c’est a dire que :

a(u,v) = a(v,u), Yu, v.

On définit alors la fonctionnelle :

J(v) = sa(v,v) — L(v)
et on consideére le probléme de minimisation :

Trouver u € V tel que J(u) = mi‘I/l J(v).
vE

Alors ce probléme admet une solution unique ,qui est également la solution
de probléme variationnelle précédent.



1.4 EDP elliptiques d’ordre 2

Soit §2 un ouvert borné de R", de frontiere 0f) assez réguliére. Soient des
fonctions a;; (1 < 4,5 < n) dans C'(Q) et ag dans C°(Q) on considére le
probléme :

( n
— Z &;(ozijaju) + aouw = f dans Q
i,j=1

(P) u=0sur I (1.2)
Z a;j0jun; = g sur 1"

\ 4,j=1

Ou Ty et Iy forment une partition de 9Q (Ty NIy = ¢ et Ty UT; = 09Q).

Une solution classique de (P) ,sous ’hypothése que f € Co(Q) et
g € C°(T'y),sera une fonction de C?(f2) vérifiant 1'équation en chaque point
de Q.

La formulation variationnelle de (P) est obtenue par Intégration par par-
tie. Elle s’écrit :

Trouvez uw €V tel que :

(@) fg(Z a;;0;u0;v + apuv) = /ny _|_/F g Ywev (1.3)

i,7=1

avec V = {v € H'(Q),v = 0 sur ['y}. Cette formulation est en fait définie
des lors que ag et les aij sont dans L>(Q), f dans L*(2) et g dans L*(T).

n
Posons a(u,v) = fQ(Z a;;0udiv + aguv). et L(v) = [ fv+ [ gv. 11
ij=1
est immédiat que a est une forme bilinéaire continue et ¢ une forme linéaire
continue sur V.

1.5 Interprétation de uy

On a a(u,v) =4(v),Yv € V , donc on particulier :



a(u,vy) = L(vy), Yo, €V,
car Vj C V. Par ailleurs,
a(up,vp) = l(vg), Yo, € V.

Par déférence, on en déduit que :

a(u — up,vy) = 0 Yo, € V. (1.4)

1.6 Estimation d’erreur

On a:
a(u — up,u —up) = a(u — up, u — vy + vy — up), Yo, € V.

= a(u — up,u — vy) + alu — up, vy, — up).

Or v, — up, € V3. Donc a(u — up, vy, — up) = 0, d’aprés (1.4) on a donc :

a(u —up,u —up) = alu — up,u — vp), Yo, € Vj,. (1.5)

a étant coercive il existe o > 0 tel que :a(u—up, u—up) > aljlu—u|?, ou |||
est une norme sur V par ailleurs ,a étant continue , il existe M > 0 tel que;
a(u — up,u — vy) < Mlju — upl|||lu — vp||. En réinjectant ces deux intégrales
de part et d’autre de (1.1) et en simplifiant par |[u — uy| on obtient :

Ju—un| < 2w — vy], You € V.
C’est-a-dire
o= | < Ml V)

ou d est la distance induite par |[.||. Cette majoration est appelée lemme
de Céa .Elle raméne I’étude de 'erreur d’approximation u — uy a I’étude de
I'erreur d’interpolation d(u, V3).



1.7 Principe générale de la méthode des élé-
ments finis

La démarche générale de la méthode des éléments finis est la suivante :
(Q) Trouvez u € V. tel que : a(u,v) = {(v),Yv € V.

On va chercher une approximation de u par 'approximation interne pour
cela , on définit un maillage du domaine €2 grace au quel on va définir un
espace d’approximation V} s-e-v de V de dimension fini N,. Le probléme
approchée est alors :

(Qn) Trouvez uy € Vi, tel que : a(up, vy) = £(vp), Yo, € Vi,

Soit (1, ..e... ,©n,) une base de Vj. En décomposant uj, sur cette base sous
la forme :

Np
Un = ZM%* (1.6)
i=1

Le probléme (Q},) devient :

Np
Trouvez iy, ...., iy, tel que Z wia(p;, v) = L(vg), Yo, € V.
i=1
ou encore par linéarité de a et £ :
Np,

Trouvez fiy, ....., i, tels que Z,uia(goi,gpj) =l(p;) Vj=1,...,Np.
i=1

C’est-a-dire résoudre le systéme linéaire :

a(p1, 1) e a(en,, P1) i U(p1)

a(@la @N}) """ a(SONha @Nh) Ny, g(SONh)

1.8 Convergence de la méthode des éléments
finis
1.8.1 Calcul de majoration d’erreur

Majoration par ’erreur d’interpolation

= uplm < 2w = v4|lm, Yoi € V.

10



On peut 'appliquer dans le cas particulier ou v, = II,u ,ce qui donne :

e = wnllm < 5 llw = Tyl

1.9 Meéthode d’approximation variationnelle

Dans cette section ,nous discutions des méthodes d’approximation varia-
tionnelle et énoncons une estimation d’erreur de base :

Soit Hi, ||.||m, et Ha, ||.||m, deux espaces de Hilbert et soit :
Hyp, |15, 0 < h < 1et Hop, |- |lo.n

étre deux familles a un paramétre d’espace de Hilbert satisfaisant :

H, C Hl,h; ||U||H17h = ||u||H1Vh,Vu € Hy (17)

et

Hy C Hap, ||ullm,, = |u||m,Yh, et Yu € Hy (1.8)

Soit Bp,(u,v) étre une forme bilinéaire dans H; j, x Hy ), satisfaisant :

| Bp(u,v)| < MHUHHMHUHHM Vh,Yu € Hyp, Vv € Hyy, (1.9)

Soit f une fonctionnelle linéaire bornée sur H, correspondant & f on suppose
qu’il existe un unique ug € H; satisfaisant :

By (ug,v) = f(v),Yug, Vv € Hy,Vh (1.10)

Peut étre considéré U, comme la solution exacte a un probléme de valeur aux
limites considéré et que I'on sait que, nous nous intéressons a I’approximation
Uy et a cette fin, nous supposons que nous avons choisir des espaces finies
Sl,h C Hl,h et SQJL C Hg}h avec : dimSLh = dimSQ,h et :

11



inf sup |Bu(u,p)| >~ >0,Vh (1.11)

u€SL,h uESQ’h

lulls, o = 1 [[ulls,, =1

alors on définit w;, par :

{ Un € St (1.12)

By (up,v) = By(ug,v),Vv € Sy,

et considére uy, étre une approximation de ug. (1.12) est résolution de maniére
unique ,nous désignons souvent ug étre u notez que wuy, est définit pour tout
u € Hyj bases donnée pour Sy et S

(1.12) se réduit a un systéme d’équation linéaire mais (1.12) ne définit pas
I’algorithme pour trouver u; puisque cela dépend de I'inconnu ug , on note
cependant a partir de (1.10) que :

By (ug,v) = f(v),Yv € Sy, (1.13)

a condition de Sy;, C H,, Vh.,nous supposons maintenant que (1.13) tient
(1.12) peut étre écrit :

up € Si,n
’ 1.14
{ Ba(un,v) = f(0),¥ € S (1.14)

(1.14) est appelée une méthode d’approximation variationnelle aprés avoir
défini nous sommes intéressés par un devis pour ||ug —up||m, ,, ceci est fourni
par la norme .

1.9.1 Théoréme

L’erreur ug — uy, satisfaites :

o — unllm,,, < (U~ M)_inf Jluo = o], (1.15)
x 1,h

ou M et 7 sont les constantes en (1,9) et (1,11) respectivement pour une
discutions compléte des méthode d’approximation variationnelle ,les espaces
Si. sont appelés espace d’essai et les fonctions dans S;, sont appelés fonc-
tions d’essai ou d’approximation.

Les espace Sy 5 sont appelés espaces d’essai et les fonctions dans S, sont
appelés fonctions de test.

12



1.9.2 Remarque

1) Dans nous applications ,il youra une forme bilinéaire B(u,v) définit
sur H; x H, et satisfaisant :

By (u,v) = B(u,v),Yu € Hy,Yv € H.

A partir de (1,10) nous voyons que :

B(ug,v) = f(v),Yv € Hy (1.16)

est la formulation variationnelle de notre frontiére et Hy, Hy sont les espaces
et B la forme bilinéaire dans cette formulation .

2) (1.15) suggére de choisir S}, de telle sort que :

iréf lluo — || i, ,, soit petit (i,e) de sorte que les fonctions d’essai de bonne
TESL,h ’

propriété d’approximation et avec S;, ainsi choisir Sy peut étre sélection-
née de sorte que (1.11) soit avec une constante vy aussi grand possible.

3) Dans de nombreuses applications nous pouvons choisir Sy, C Hi,
mais des autre 'exigence igf |luo — x|\ g, , ,que étre petit conduit a choisir
TESTh ’

S1n ¢ Hy, espace d’essai est alors non conforme dans I’espace variationnelle
,de base ce fait conduit a une utilisation de la famille des espace Hj, et la
forme By,

Dans certain situation on a :H; = Hj et on suite choisir Sy, = S5, alors
. S1,, est non conforme le sera aussi , et nous somme conduits a I'utilisation
de la famille H, ) ,notons que dans ce circonstance :

By (ug,v) = f(v),Yv € Sy, (1.17)

N’est pas valide ,une approximation u; peut encore étre définie comme dans
(1,14) ,l’analyse d’erreur pour tels problémes ne découle pas directement de
(1,15) et les complications supplémentaire de I’analyse sont du fait que (1,17)
ne tient pas.

Dans la méthode aura toujours Sy, C Hs (i e ) les espaces de text seront
conformes .
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1.10 Le lemme de Aubin-Nitsche [4]

On suppose que V = W et qu’il existe deux espaces de Hilbert Z et L
tels que :

Zcvcl (1.18)

avec injection continue. On considére une forme bilinéaire ¢ sur L x L que
'on suppose continue, symétrique et positive. On désigne par |.|;, = +/£(.,.)
la semi-norme |.|f.

Pour simplifier, on se restreint au carder d’une approximation consistante et
conforme par la méthode de Galerkin standard (V}, = W), et V}, C V), pour
un cas plus général. On suppose que :

i) il existe une constante de stabilité Cy tell que pour tout g € L, la
solution s(g) du probléme adjoint :

chercher s(g) € V tel que (1.19)
a(v,s(g)) = (g,v),Yv eV '
satisfait I’estimation a priori :
Is(9)lle < Clgle (1.20)
ii) Il existe une constant C; telle que :
Vh,Yo € Z, inf ||v —wvplly < Ci|jv]|L (1.21)
v EVR

Le résultat ci-dessous est connu sous le nom de lemme de Aubin-Nitsche.

1.11 lemme : (Aubin-Nitsche [4])

Avec les hypothéses ci-dessus, on a :

Vh, |[u — up|p < Chllu — uplly (1.22)

avec :

C = CiCsHaHV,V (123)
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X.=0 ¥,
FIGURE 1.1 — Interpolation P; d’une fonction de H*(0,1)

1.12 L’opérateur d’interpolation [5]

1.12.1 Définition[5]

On appelle opérateur d’interpolation IT;, Papplication linéaire o5, de H'(0,1) dans V},
définir , pour tout v € H'(0,1),par :

n+1

(pno)(x) =) vl;)¢;(x).

J=0

Cette définition a bien un sens ,les fonctions de H'(0,1) sont continues
et leurs valeurs ponctuelles sont donc bien définies .

L’interpolai ¢nv d’une fonction v est simplement la fonction affine par
morceaux qui coincide avec v sur les sommets du z; (voir la Figure 1.1).Re-
marquons qu’en une dimension d’espace l'interpolai est définie pour toute
fonction de H'(0,1),et non pas seulement pour les fonctions réguliéres de
H'(0,1) (ce qui sera le cas en dimension supérieure) (voir la figure 1.1 page
15).

La convergence de la méthode des éléments finis Pj.repose sur le lemme
suivant.
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1.12.2 Lemme (d’interpolation)[5]
Soit ¢y, 'opérateur d’interpolation ITj.pour tout v € H'(0,1) ,il vérifier :
}Lii% v —onvllai1) = 0.

De plus, si v € H*(0,1) , alors il existe une constante C' indpendante de h
telle que :

||U — SDhUHHl(O,l) S Ch||U”||L2(O71).

Nous repoussons momentanément la démonstration de ce lemme pour
énoncer tout de suite le résultat principal de cette sous-section qui établit la
convergence de la méthode des élément finis P; pour le probléme de Dirichlet.

1.12.3 lemme [5]

Il existe une constante C' indépendante de h telle que ,pour tout
v e H?*0,1).

||U — ¢hv||L2(O,1) S Ch2||U//||L2(0’1) (124)

Et

1V = (env)'llz201) < Chl[v"|[L20,0) (1.25)

Démonstration

(voir [5])

1.12.4 lemme [5]

Il existe une constante C' indépendante de h telle que ,pour tout
ve HY(0,1).

lonvll a0y < Cllollao,n (1.26)

Et :
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HU — (PhUHLQ(O,l) S CthlHLQ(O,l) (1.27)

De plus ,pour tout v € H'(0,1), on a :

}g(l) |v" = (@nv) [l L2(0,1) = 0 (1.28)

Démonstration

(voir [5])

1.13 L’injection continue

1.13.1 Définition

Soient E et F' deux espaces de Banach .
On dit que E s’injecte d’une maniére continue dans [ si 'injection canonique
est continue c’est-a dire :

1: Er— F
U—U

YUcEIC>0:||U|r<C|U|&

(injection canonique) continue est on définit par: £ < F et E C F.

1.13.2 Théoréme

Soit © un ouvert régulier de RY, Soit m > 1 et p € [1, +00].

Sil—2>0 donc : WmP(Q) — LI(Q).

p

Si =0 donc : W™P(Q) — LI(2).

1_m
p N

Pour ¢ € [p, +o0] et soit ¢ € L™ si p > 1.

Si L — % <0 donc : W™P(Q) — L>*(Q).
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Chapitre 2

Approximation de la solution
d’une équation différentielle
dégénérée, a coefficients
discontinus

On suppose donnée une fonction numérique a(x) continue par morceaux
sur I =]0,1[ et pour laquelle il existe deux constantes m et M telles que
0 <m <a(x) <M p,psur I on considére le probléme a deux points :

—(a(x)y') +y = f dans I =|0.1]
o (0) = y(1) =0

avec f une fonction donnée que nous supposons dans W1*°(T).

Nous avons alors la

2.1 proposition

a) Vf, f € wh>(I),le probléme (p) admet une solution faible (ou varia-
tionnelle) dans H}(I) et une seule.

b) Cette solution, y est dans W1 (T).

c)La fonction z = a(z)y’ est dans w*>(I)

18



2.1.1 preuve

a) L’existence et 'unicité d’une solution variationnelle y de(p) dansH} (1)
s’obtient de maniére classique.

b) et ¢) v € L? et a(x) € L>®(I) donne a(z)y’ € L*(I)
comme [a(z)y']' =y — f € H'(I) dans a(z)y € H*(I)

par suite a(z)y’ € L*(I) et grace aux hypothése sur la fonction a ¥’ est
dans L>(I) d’ou y € wh>(I)

z = a(x)y étant dans L>=(I) et 2/ =y — f dans w'*°(I) il s’ensuit que z
est dans w?*°(I).

2.2 Remarque

Si a présente des discontinuités, 3’ en présentera nécessairement quelle
que soit régularité du second membre f par contre la fonction z = a(x)y’
est plus réguliere puis quelle puisqu’elle continiment dérivable et méme a
dérivée seconde bornée.

2.3 Le probléme dérivé

En dérivant ’équation initiale et compte tenu des condition aux limites
il est aisé d’établir que z = a(z)y’ est solution du probléme a deux points :

" z _
O

(P") { 2(0) = —f(0),2'(1) = —f(1)

Ce dernier probléme est bien et admet une formulation variationnelle qui
est la suivante :

trouver z € H'(I) solution de

(P,) 1o z / 1
L (o + (i v)o = —(fv)o Yo v e HY(T)
Ou (,) désigne le produit scalaire de L*(I).

On vérifier facilement que (p!) admet une solution z et une seule et que
I'on a bien z = a(z)y’ ou y est le solution de (p).
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. P . - /
2.4 Discrétisation du probléme (pf,)
On se donne un entier positif N et on pose h = %
On subdivise I est sous-intervalle I; =|(j — 1)h,jh[, 1 < j < N et l'on
définit I'espace d’approximation V}, par :
Vh = {?}h - Hl(]) ;Uh/fj € P1 (Ij) j = 1,...,N}

Il s’agit donc d’une méthode d’élément finis standard de degré un.

En notant alors z,,I'unique élément de V), telle que :

(2 U)o + (2,0n)0 = —(f,v)0 You, v € Vi

nous obtenons ,comme il est bien connu [3], la.

2.5 Proposition

Il existe une constante C indépendante de f et de h telle que :

|2 = 2|z < Chl|f|[m

1z = znll2 < CR?|| f||m

2.5.1 preuve

a) d’apreés (lemme cia) : 3C' > 0
||Z — ZhHHl(O,I) S C inf ||Z — ’U}LHHl(OJ)
v EVY

En choisissant v, = IIj,z, ou I}, est Popérateur d’interpolation de H'(0, 1) dans V},.
De la définition IIj,il vient :

12 = znllmr 1) < Cllz — Wizl a0
D’aprés le lemme (1.12.2) on a :

lim ||z — [yz|| =
lim |z — T02[| = 0
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Et comme z € H?(0,1) : alors 3 C indépondant de h tq :

HZ — HhZHHl(O,l) S Ch||Z/HL2(O,1)
z
=Ch|f" - EHLQ(O’”

< 0| f N z20.1) + 12l £200,1))
< C'h| fllm

b) d’aprée le lemme (1.12.3) on a :
HZ — HhZHL2(0,1) S ChQHZHHL2(O,1)
Donc :

12 = znll20,1) < CR?(|2" || 2000y < C'R?(| f || o

2.6 Remarque

Remarquons & ce point qui & partir de I'estimation d’erreur en norme H'*
on peut voir que :

|y = 2|1~ < Ll|z = znlle < Cllz = 2n]|m1 = 0(h)

A partir de z, on construit une approximation Y} de y en posant :

Yi(z) = [y Z;(%) dt

Comme par ailleurs on a :
y(z) = fom %dt
On a alors de maniére immédiate :
ly = Yallze < o-llz = 2nllze < CR?||f]|m

Il vient en définitive la.

2.7 Proposition

Il existe une constante C indépendante de h telle que :

|y — Yal|L < CR?
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2.8 Equation faiblement dégénérée

a étant un réel donné tel que 0 < a < 1, on considére toujours dans
I =0, 1] le probléme a deux points :

—(x*y) +y = f dans I
"1y y(0) = y(1) = 0

De maniére classique 1'étude de I'existence et de 'unicité d’une solution
pour (P) nécessite I'introduction de l’espace :

Vi ={y e L*(I);2°/%y € L*(I)}

On vérifie sans peine que V; s’injecte continument dans C°(I) ce qui
justifie I'introduction de ’espace :

V ={y € Vi;y(0) = y(1) = 0}

qui tient compte des conditions aux limites de (P).

2.8.1 Remarque

H}(I) est strictement contenu dans V- Il est clair en effet que Hj est
contenu dans V cependant une fonction du type z°(1 — x) est dans V mais
pas dans H{(I) lorsque 3 vérifie 5% < 8 < 1.

2

Toute fois V est contenu dans wy?(I) pour p < o

2.8.2 Existence et unicité d’une solution de (P)

On suppose f donnée dans L?(I) (pour fixer les idées).

L’existence et 'unicité d’une solution y € V du probléme P s’obtient
aisément a travers une formulation variationnelle utilisant la forme bilinéaire
définie sur V' x V par :

a(y, ¢) = [, (%Y’ + yp)da.

et la forme linéaire définie sur V par :

Up) = fol fodz.

avec bien entendu V' muni de sa norme naturelle
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1yll} = 12211320y + 1yl

la recherche d’une solution approchée de (p), vue la remarque I1.1 passe
par l'introduction d’'un espace d’approximation adapté au probléme faute de
quoi on perd en precision.

2.8.3 Le probléme dérivé

Nous nous proposons dans ce cas de changer d’un connue en posant
z = 1%y, et I'on supposera dans toute la suite que f est dans H'(I).

En dérivant I’équation en y dans (P) et en utilisant cette méme equation
et les conditions aux limites on obtient que z est solution du probléme & deux
points :

/ "+ E=f
) { 2(0) = = £(0),2(1) = —f(1)

C’est un probléme de Neumann qui admet une formulation variationnelle.
En effet on considére H'(I)? la forme bilinéaire

fozgo—i— )dx

et sur H'(I) la forme linéaire

f(gp) == fol f(p'da:

Nous avons alors la :

2.8.4 Proposition
1). La forme a(z, ) est bilinéaire, continue et coercive sur H'(I) et la

forme £(p) est linéaire continue.

2). Le probléme (P’) admet une solution z et pour f dans H'(I) cette
derniére est dans W24 pour ¢ < min(2, 1).

preuve

1) II est clair que a est bilinéaire et vérifie a(p, p) > ||¢|[3; donc coer-
citive. Par ailleurs un calcul élémentaire montre qu’il existe une constante
positive C telle que :
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la(u,v)| < || g ||| g, Yo, Yo w € HY(I),v € H'(I)
D’ou la continuité de a.

¢ est clairement linéaire continue.

2) l'existence et 'unicité d’une solution z de (P’) vient de I'application
de lax-Milgram .

Enfin z étant dans H'(I) ( donc dans L>(I)). = est dans LP(I) pour
p < é f” est par hypothése dans LI([). Ainsi 2" = = — f’ est dans L([)
pour ¢ < min(2, é) d’on la proposition.

On montre ensuite facilement que z*y’ est dans H'(I) et vérifie
a(z*y', p) = £(p) pour tout ¢ dans H'(I) et par conséquent on a z = x%y’.

2.8.5 Discrétisation du probléme (P’)

Soit V}, 'espace introduit précédemment, c’est a dire :

Vi, = {Uh € HI(I);Uh|1j € Pl(Ij), 7 =1, ,N}
Il est bien connu qu’il existe une unique z; dans V} telle que :
a(zh,vh) = E(Uh) Y, vy € V.

cette approximation zj, vérifie.

2.8.6 proposition

i)[|z — 2|l < CshP|| f||m pour < min(1, 2 — ).

i) [|2 — zallz2 < Coh® |||l pour § < min(1,2 — a).

preuve

i) On distinguera deux cas :

1) a < ;.Dans ce cas z est dans H?(I).Le résultat est alors bien connu
on prenant 5 = 1.
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2) a >
H*(I) pour

Dans ce cas z étant dans W29(I) pour ¢ < % , elle est dans

1
=. Da
2

5 < g — « et le résultat s’obtient alors interpolation .

ii) cette estimation s’obtient par le lemme d’Aubin-Nitsche une fois zj,
déterminée on pose naturellement :

yn(x) = fow Z*;ff) dt.

Yy est alors une approximation de y qui vérifie la :

2.8.7 proposition

V6,0 <0 < min(%, 9_46a),il existe C'; > 0 t.q :

ly(x) — yn(z)] < Cra'=*hl.

preuve
soit € > 0 fixe assez petit .On écrit

y(@) — yn(@)] < hsat =z — zallim < Coplsa®™]lz = 2]l +e.

La proposition s’obtient ensuite en utilisent les inégalités d’interpolation
1 .
pour ma parer la norme de (z — z;,) dans H2"¢(I) a I'aide de ses norme dans
H(I) et L*(I) des estimées grace a la proposition précédente.

Remarque

Les constantes C'z et C'; des majoration d’erreurs des deux proposition
précédentes dépendant nom seulement de ||f||g: mais aussi de (3 et § respec-
tivement et par conséquent de «.

En particulier quand « tend vers 1 ,C’; tend l'infini.

2.9 Equation fortement dégénérée

On étudiera ici le probléme & deux points suivant :

—(2y) +y = fdans I
(P) y(1) =0, lim xy =0
z—0t

Nous supposerons ici que f est donnée dans H'(I) comme dans le paragraphe
précédent on introduit 1'espace
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V={yeL*(I);yzy € L*(I);y(1) = 0}

que ’on munit de sa norme naturelle.
On considére la forme bilinéaire a définie sur V' x V par :

aly, @) = [, (xy'¢’ + yp)da.
et la forme linéaire ¢ définie sur V par :
() = Jy Fla)p(a)da

a est continue et coercive sur V' x V et [ est continue sur V.

Nous avons alors la proposition suivante :

2.9.1 Proposition

a) Il existe une unique y dans V telle que :

ay, ) = L(p) Yo, p €V
b) zy € H*(I) et lim xy'(x) =0

x—>0+

¢) y est solution de (P).

preuve

a- est obtenue par 'application du théoréme de Lax-Milgram.

b-y étant dans V, zy’ est dans L?*(I). Au sens des distributions on a :
—(zy) = f—y e L)

Il s’ensuit que xy’ est dans H'(I). et donc dans °(I) donc liI(I)l zy'(z) existe.
x—U4

Soit « cette limite .1l s’agit de voir que « est nul.

Soit ¢ dans V .On a pour ¢ > 0 assez petit

Ji fo = [ [(=xy) +ylo = 65/ (8)(6) + [; ay/'¢ + ye.

En faisant tendre 0 vers 0 on obtient ap(0) + a(y, ») = (¢) c.a.d
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ap(0) = 0 d’aprés a). Comme ¢(0) peut étre quelconque o = 0.
A ce point c) est prouvé.
Reste a voir que z = zy/’ est dans H?(I).

En fait z vérifie au sens des distributions la relation :
no__z __ ql
2=z f

z € H'(I) et 2(0) = 0 donne (grace a I'inégalité de Hardy)
Comme f € H'(I) par hypothése on a 2” dans L*(I) c’est
H?(I).

dans L%(TI).
dire z dans

[SYRSEIN

2.9.2 Le probléme dérivée et sa discrétisation

La fonction z = xy que nous prendrons comme inconnue est solution de :

—Z//—l-i:f/

/
P =002 rd)
C’est un probléme bien posé qui admet une formulation variationnelle .
En effet soit V = {v € H'(I) 2(0) = 0}.

On définit sur V x V et V respectivement les forme bilinéaire a’ et linéaire
¢ par :

a(z,0) = fol(z’go’ + Z22)dx et ('(p) = — fol fo'dx.

2.9.3 proposition

2z = —xy’ est 'unique élément de V' solution de

(¥) d'(z, ) = l'(p) Vo, € V.

2.9.4 Remaque

i) De I'inégalité de Hardy ,il vient que pour z dans V on a 2 dans L*(])
et ||2|| 22y < 2|2'|[22(r) ce qui donne la continuité de a’. Comme par ailleurs
a(p, @) > ||gp||fql(1) (¥) a une solution z dans V' et une seule .
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ii) z = xy/ est dans V' de maniére évidente et vérifie bien (x). On a donc
le résultat.

Pour la discrétisation on introduit 'espace d’approximation classique
Vi, = {Uh € Hl(I);Uh‘]j € Pl([j)aj = 1...,N, Zh(()) = O}

Ou les I; sont définit comme en I.

Il est alors bien connu qu’il existe un z;, dans V} et un seul tel que :
a'(zn, n) = ' (pn) Veon, on € Vi
Par ailleurs on a :
a(z—zp,z—zp) =d(z—zn,2 — pn) Yon, o € Vi.

ce qui donne :

/0 [(z’—zﬁl)z%—@]dxﬁ/o [(z’—gp'h)QjL(Z_TW]dx Vo € Vi (2.1)

De la relation y' = 2 il vient que :

y(x) = [T2Dqp — [F 20 gy,

0 t 0 t

En négligeant la constante fol @dt on est amené a poser :

yn(x) = fom @dt.

Yy, est ainsi une approximation de y qui vérifie :

2.9.5 proposition

Il existe une constante C' indépendante de h telle que :
i) ly(z) — yn(x)| < C\/zh. Yo,z € [0,1].

ii) ny’ - ZhHHl(I) < Ch.
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2.9.6 Remarque

On utilise les éléments suivants :

a) la relation (2.1) avec ¢, = [[, v, ][, désignant I'opérateur d’interpo-
lation de V' sur V}, et l'inégalité de Hardy .

b) les relations élémentaire suivantes :
Pour v € H*(I) :

1" = (TL o liEs < 51111

v = ([Ta)ole < Sl

(=GR 2, < dffe’ — (TT, o) |2 < 2020”22
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Chapitre 3

Etude d’un probléme modéle a
coeflicients discontinus en
dimension 2

3.1 Notations

(2 désignera dans ce paragraphe 'ouvert plan défini par Q =|—1, 1] x]0, 1].

On a notera :

{(z,y) € Q,z <0}
{{(xy)eﬂ ,x >0}

= {0} ] 0|y 'y = 0Qs|x
AY
T ! !
T - (‘i J’LL E
T, X
7
L
FIGURE 3.1 —
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On notera par ailleurs I'y =] — 1, 1] x {0,1}

et I', = {—1,1} x]0, 1[ qui sont respectivement les parties horizontale et
verticale de I' = 0€) dans le systéme de coordonnées de la figure ci dessus .

On considére dans € le probléme de Dirichlet

g { ) =l = doe

avec f une fonction donnée sur ) qui sera précisée intérieurement et a(x)
une fonction (ne dépendant que de x ) définie sur [—1, 1] vérifiant :
i) a(z) € L>°(] — 1,1]) et il existe deux constantes « et M telles que :
0<a<a(x) <MP.P sur0,1]
ii) a1(2) = a(x)])-10 € C*([=1,0]) , as(x) = a(@)]jo,1| € C*([0,1]).

On supposera dans toute la suite que :

lim a(x) # lim a(x).
z—04 z—0_

Sous ces hypothéses il est alors bien connu que pour toute f donnée dans
H~'(Q) il existe une solution faible uniqueu dans H} () pour le probléme

(P1).
Dans la suite nous supposerons que f est dans H}(£2).

Remarquons tout de suite que si a(z) présente une discontinuité globale
de la solution de (P;). Cette derniére ne peut étre par exemple dans H?((Q).

Nous avons cependant une régularité locale. En effet en notant Uy et U,
les restrictions de u a €y et €y respectivement on a le :

3.2 Théoréme

On suppose f donnée dans Hg(€2). Alors la solution U du probléme (P)
vérifie :

i) U, € H3 () i =1,2.
ii) a(z)2" et g—Z sont dans H'(Q).
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3.3 Remarque

1). La régularité a l'intérieur des €2; et au voisinage des points réguliers
de I'; est une résultat bien connu.

2). La régularité au voisinage des sommets de 2 s’obtient par une procédé
de réflexion.

3). la régularité au voisinage d’une point régulier de ¥ s’obtient les quo-
tients différentiels dans la direction de .

4). La régularité au voisinage des extrémités de ¥ s’obtient comme en
3). aprés une réflexion par rapport a I'y.

3.4 Remarque

Si f € H'(Q) mais non a H}(Q) les résultats précédents ne sont en géné-
rale plus valables.

Il faudrait en fait un poser en plus & f des conditions (naturelles) de com-
patibilité aux sommets de € et aux extrémités de > . Ces conditions sont de
type intégral.

5). A partir du 1) et du probléme fort vérifié par u on obtient aisément

que a;(z) 24 est dans H(;) et a1(0)22 = a5(0)22 sur 3 et par conséquent

a(x)9% est dans H'(€).

6). De I'équation vérifiée par u il vient que :

2
o= 2@ - L

D’aprés les hypothéses et les résultats précédent on a giyg dans L?(Q) par

a%(a(x)g—;) est dans L?(Q) d’aprés 5) et par suite ggy est aussi dans L%(12).

donc g—;‘ est dans H'(Q).

En définit on obtient g—z dans H'(f2) mais g—;ﬂgi est dans H?(f2) pour
i=12 ..
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3.5 Remarque

On obtient un résultat de régularité identique si la fonction a dépend ré-
guliérement de .

3.6 Probléme vérifié par v = g—z
En dérivant I’équation du probléme (P;) par rapport a y et compte tenu
des conditions aux limites et de f on obtient que v = g_Z est solution de :
o (0 9 (,0v\ _ Of
oy { ) ) 5
U|Fv =0, %‘FH =0
En introduisant alors I'espace

V={peH}Q);p

r.=0}
on montre que (P]) est équivalent a :

(PIV) { Trouver v € Vtelle que :
1 Jo a(z)VoVededy = — [ f‘g—‘;.Wp, peV.

La méthode consiste a présent a discrétiser le probléme (Pjv) .

Soit 7, une triangulation de €2 par des triangles K ,que nous supposerons
réguliére et telle que pour tout K € 7, on ait KYNY =¢ (c).

A ce point,on notera que cette condition (c) n’est pas trés restrictives si
a(x) n’a pas de sauts en des points trop voisins,dans le cas général ou a auront
plusieurs sauts comme il est classique on supposera que les les triangles K
de 7, ont tous un diamétre inférieur a h,h étant un paramétre positif destiné
a tendre vers zéro.

Pour K € 7, ,P;(K) désigne l'espace des polynomes de degré inférieur ou
égal a 7.

On définit alors I'espace d’approximation V}, par :

Vi={wmmeV;ulge PAK)VK,K e, }

Nous obtenons alors la
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3.7 Proposition

1.) Il existe une unique v, € V}, telle que :

Joa(@)Vor Vo, = = [o F%2 Yo, o0 € Vi

2)|IVo = Vunlloq < 5 inf[[Vy = Viu|| < Cy Al| ]
h
ou (] est indépendante de f et de h.

3.) Il existe C; > 0 indépendante de h et de f telle que :
[v = vnlloo < CR*||f]]x

3.7.1 preuve

C’est un résultat qu’on obtient de maniére classique en utilisant la régu-
larité H? de u dans chacun des €; et la condition (c) sur la triangulation

3.8 Probléme vérifie par w = ag—;

De maniére tout a fait similaire au cas précédent on montre qu’en posant
W={pe H(Q);¢|lr, =0} on a:

w eV et alw,p) = L) Ve, p € Wavec
a(w, ) = [, VwVe dedy.
o) =— o fg—fdfvdy + [, a(g—za—i + %g—jd:vdy.

= Ou
ouv =g

(Pyv)

En utilisant une méthode d’élément finis de degré 1, comme celle définit
précédemment on considére le probléme :

(P}, h) { Trouver wy, € Wi, W, = {on € W opnlr € PL(K)} tq :
) a(wn, on) = €n(on) Yeon, on € Wh.

ot /5, est la forme linéaire obtenue a partir de ¢ en remplacant de la fonction
v par son approximation v, obtenue au paragraphe précédent .

Ce probléme admet une unique solution wy, et on a :
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3.9 Proposition

Il existe C indépendant de h et de f telle que :

llags — wall < ChIIfIL

laZe — wy|lo < CR?[|f]]1

3.9.1 preuve

On obtient aisément ce résultat compte tenu L’estimation d’erreur de la
proposition 3.6.

Nous pouvons a présent reconstituer une approximation wu, de u & partir
de Up, et Wp.

3.10 1°° méthode utilisant v,

On commence par définir une fonction g, sur X en posant :

gn(y) = L va(0,8)dt 0 < y < 1.

vp(0,y) étant continue sur X polynomiale (de degré 1) par morceaux , gy sera
C' sur ¥ polynomiale (de degré 2) par morceaux .De plus nous avons le :

3.10.1 Lemme
a) gn € H2(D) .
b) llgn — u(0,y)|1 5 < Ch> .

C’est une conséquence immeédiate de la définition de g;, et de la proposi-
tion 3.6 .

On discrétise alors dans €2; ¢ = 1,2 le probléme :

{ —r(@(@)52) = 5;(@i(@)5y) = fi = fla; dans Q.

ulr, = 0,uly = gp-
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Soit par des élément fini (P;) sert (P2). On obtient alors u;;, i=1,2 et on
pose :

w1 dans €
Up, = ’
Ug,, dans 2y

et " on & :

3.11 Proposition

3C' > 0,indépendant de h et f telle que :
1) |[u = upl[s < Ch][f]]1-

2)|lu = unllo < CHZ[|f]1.

3.12 29" méthode utilisant wy, :
Dans ce cas on discrétise directement les problémes :

{ ~lai(0)5) — (@) Gy = i, dans O

Jn — () Oui — _wn .
Ui, = 0, e = ai(0) Sur Yo1=1,2.

On construit alors & partir des approximations u; j, de ces deux problémes
une approximation u;, de u comme précédemment et l'on a :

3.13 Proposition

Il existe C>0 indépendant de h et f telle que :
1) [Ju—unlly < Ch|[f]]1-
2) |lu — unllo < CR?[| f|]r.

En regroupant les résultats précédents on a dans les deux cas.

3.14 Théoréme

Il existe C > 0 ,indépendant de h et de f telle que :
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d d
[lu—unllo + 1155 — vnllo + [lagy — wrllo < CR?[[f]]x
La troisiéme méthode moins conteuse et que nous avons utilisée numé-
riquement, est la suivante .On suppose que les nceuds de la triangulation 7,

sont sur des droites paralléles a 'axe des y pour fixer les idées .On pose alors
au noeud (z;,y;) de 7,

Uh(.ZUZ‘, yz) = foyi Uh(xiv t)dt

Les résultats obtenus ainsi numériquement sont tout a fait satisfaisants.

37



Chapitre 4

Etude d’un second probléme en
dimension deux

Dans ce paragraphe nous nous intéressons & une probléme analogue a
celui traité précédemment . Il s’agit de la discrétisation du probléme aux
limites :

—2 (a(z)%: — %(b(y)a—z) = f dans Q =0, 1[?
(P){ e = 0.T = 90

Ce probléme est traité dans | | ou les auteurs proposent une méthode qui
consiste a prendre comme espace d’approximation ,celui qui est localement
engendré par les constantes et les primitive des fonction % et %

Ici nous nous proposons d’adapter la méthode du paragraphe précédent
pour traiter ce probléme .

4.1 Notations et hypotheéses.

On supposera dans toute la suite que :

1) a et b sont dans L>(]0, 1[) de classe C* par morceaux.
2) Ja > 0,3M > 0 telles que a < a(x),b(y) < M p.p.
3)f € Hy(Q).

Les lignes de discontinuité de a et b ,considérées comme fonctions définies
sur €2 ,déterminent un découpage de €2 en un nombre fini N de rectangles €2;
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ouvert.

On notera enfin par I'y et I', les parties horizontale et verticale de la
frontiére de €.

Nous commencgons par donner un résultat de régularité qui sera utilisé
par la suite et dont la démonstration sera optimise .

4.2 Théoréme

Sous 'hypothése (H) ,et le probléme (P) admet une unique solution u
dans H} () avec :

1) a(z)% et b(y)g—z dans H'(Q).
2) u; = ulg, dans H3(Q;) i=1,2,...N.

Nous considérons alors les fonctions v = a(z)2% et w = b(y)g—z.

4.3 Probléme en v = a(x)g—z et w = b(y)g—Z

v est solution de probléme :

oy -En- 40~ B
1

En introduisant 1’espace
V={¢peH (Q¢lr,=0}

il vient une formulation variationnelle du probléme (P;).

{ trouver v € V telle que :

Ov 0 b Ov O O
olGas + aa—ya—“;’)dxdy _fgfacp Vo, p V.

De méme w est solution de :

Et en posant
W ={peH(Q),v|r, =0} alors w est solution de :

(P) { trouver w € W telle que :
adw 0 Ow 0 ol
Jo (35258 + Gegt)dudy = — [ f52 V.0 € W.
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4.4 Remarque

Si on suppose f dans H'(Q2) (et non dans Hj) les résultats précédents
sont modifiés ainsi

le 2) du Théoréme 4.2 devient :

u; = ulg, est dans W32(Q;) i=1......... N.Vp,p < 2.

Les probléme (P;) et (P,) deviennent nom homogénes au sens o 2% et

%“’ sur I', et Iy respectivement sont données en fonction de f|r .

Les problémes (P]) (Pj) sont inchangés .

Il s’agit alors de discrétiser les problémes (P]) et (Pj) et de construire a
partir de leurs solutions approchées une approximation de u .

Il y’a essentiellement deux maniére de construire les triangulations de €2
pour ce faire .La premiére consiste a tenir compte des lignes de discontinuité
de a(z) et b(y) . Dans ce cas on construit une triangulation sur chaque €; et
on a une triangulation de €2 en les réunissant .

La seconde consiste a ne pas tenir compte de a et b et de trianguler €2 de
maniére standard.

La premiére méthode donne a priori une meilleure approximation grace a
I'utilisation de la régularité de la solution dans chacun des §2;,i = 1,....., N.
Elle peut cependant s’avérer contraignante si les fonctions a et b ont beau-
coup de points de discontinuité ,ces points pouvant de plus étre disposés de
maniére quelconque .

Nous analysons ci-dessous la seconde méthode .

Nous avons tout d’abord un résultat de régularité globale de v et w qui
est donné par la :

4.5 Proposition

Q).

on suppose f donnée dans H}(
et b(y) 5y %u sont dans H*F1(Q) et il existe C,

Pour tout s < 1, on a a(z)%"
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telle que :
0
lla(z) 5zl @) < Cllf]]1-
d
16(y) 51 10y < Csl| f]1-
4.5.1 preuve
Ce résultat repose essentiellement sur deux points :
Le premier est la régularité de v ,a et b dans chacun des §2; i—1,....,N.
Le second est que le prolongement par zéro des fonctions de H'(0) a R?,
ol § est un ouvert a frontiére lipschitzienne est continu de H'(6) dans H'(R?)
pour s < 3.
On supposera dans la suite s fixé 0 < s < % On considére une triangu-
lation de 2 par des triangles de diamétres inférieur & un parameétre h > 0 ,

réguliére .

La discrétisation par la méthode d’élément finis IP; standard des probléme
P/ et Pj fournit des approximations v, et wy, de v et w respectivement .

Et I'on a via le lemme d’Aubin-Nitsche et par interpolation le théoréme
suivant.

4.6 Théoréme

Il existe Cs > 0 indépendante de f et de h telle que :
o = vl = llags — vally < CP°[I f]1.

o = wvillo = llags — vallo < Ch*| f]1.

[lw — wally = [[bGs — walls < Csh|| f]]1.

[lw —willo = b5y — wallo < Ch*||f]]s
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Pour obtenir une approximation de u , de maniére analogue a la 3™¢
méthode proposée au paragraphe 3 , on suppose par exemple que les nceud
de la triangulation utilisée sont situés sur des droites paralléles a I'un des
axes de cordonnées , Oy , par exemple pour fixer les idées .

On pose alors au nceud (z4,y;) € Q

Yj ’Ll)h
(@i, yi) = [y s (@i t)

On appelle alors uy la fonction de Hi (), affine sur chaque triangle et
égale a 1y aux nceuds de 7,. On peut montrer alors que :

1) ||t — upllo < Ch2s.
2) ||y — up|| e < Ch2®.

ou II, est 'opérateur d’interpolation sur I'espace d’approximation .

42



uailall
COaal) @y Al cValaall s Wadll s ) 50 o283 (3t
P Tagiial) pealiall 4yl aladinl Aeliiie pe O elaey Adlaiall 433%))

ALl gl 8 Wby ) alaall sy J5V) Jaadll 8 Wlls

Clalaay Adlaiall Adiall culiidiall i) Alualal)l caled)l G Juadll & U,
giiall jualiall A3yl 4 Uids oY1 ad) 8 Alaial) dlialal) c aedls dakiiie ye
e deant Sl Jiial) s daivee ada ) Jlaal) ity ellyg Uadll o alagy
adll e i an e (V) Al (e agan ClES Sl e

Aaleial) Al culiial)l ey dlalall cYalea) duhay L A Jaadll 4 L
A85a5 Jamy dagiall jualiall ayyla Gld 3 Lagly SN 2ad) 8 daliiie je Clalaey
e A8 die i gy Uadl) Capi dlld (e Cangll BB (e ASud 0 B)le - sidall
sl i olac) &

ol Alalal) calaall S el 8 Agl AEe Ay Ld gyl Joadll Al
Jamy Tugital) yualiall diyyla aladiuly deliiie e O lalaey Aalaiall d5al) coliiial)
W) G JaY A%l e Jaass 5 el (e 480l IS o 7 gidall 45305
5 Waall Cuji e g LS 8 dgiiall ualiall diph 4l a6 elae) & (e
A s — A Bl - KA - dgiial bl dabid) LS
—igiall cligal i Alaalal) cVoldl ddsine e cdlebeal) —laall (s

A il s Ladl)

43



Résumé

Nous allons regarder cette note estimer l’erreur de certaines équations
différentielles avec des drivées partielles liées a des coefficients irréguliers en
utilisant la méthode des éléments finis a fin que :

Dans le premier chapitre ,nous avons couvert certains des concepts que
nous avons étudies les années précédentes .

Et dans le deuxiéme chapitre ,nous avons traité des équations différen-
tielles avec des dérivées partielles liée a des coefficients irréguliers et des équa-
tions différentielles dissoutes dans la premiére dimension dans laquelle nous
avons appliqué la méthode des éléments finis pour trouvez une estimation de
I’erreur , en divis le champs en segments droits et dans la représentation gra-
phique de polynémes du premier degré allant approche lentement de I'erreur .

Dans la troisiéme chapitre nous avons étudié les équations différentielles
avec dérivées partielles liées aux transactions irréguliers dans la deuxiéme di-
mension , et en cela nous avons suivi la méthode des éléments finis en faisant
une segmentation de 'ouverture qui est un réseau de triangles , le but de cela
est d’approcher 'erreur en connectant les nceuds du maillage et en donnant
en suite une estimation de l'erreur .

Pour la quatriéme chapitre , nous étudions un deuxiéme probléme dans
la deuxiéme dimension des équations différentielles & dérivées partielles liées
aux transactions irréguliéres en utilisent la méthode des éléments finis en fai-
sant une segmentation de I'ouverture sous la forme d’un réseau de rectangles
et en reliant les nceuds du réseau afin d’approximer l'erreur puis en donner
une estimation .

La méthode des éléments finis dans notre recherche une approximation
de l'erreur et une estimation lente .

Les mots clés : les éléments finis ,le probléme ,le probléme dérivée ,estimer
le probléme ,approximation d’erreur ,estimation d’erreur ,les coefficients nom
réguliers jequations différentielles avec dérivées partielles,espaces approxima-
tifs .
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Abstract

In this not ,we will deal with the error estimation of some differential
equation with the error estimation of some differential equation with partial
derivatives related to irregular transaction using the finite element method
so that :

In the first chapter, we covered some of the concepts that we studied in
previous years.

In the second chapter we dealt with differential equation with partial de-
rivatives related to irregular coefficients, and dissolved differential equations
in the first dimension, in which we applied the finite element method to find
an estimate of the error by dividing the field into straight segments and in
the graphical representation we obtain a graphical curve for polynomials of
the first degree moving slowly towards it’s wrong.

In the third chapter ,we study differential equations with partial deriva-
tives related to irregular coefficients in the second dimension, using the finite
element method, by making a segmentation of the open which is a network
of triangles, the aim of this is to approximate the error by connecting the
network nodes ,and then giving an estimate of the error.

For the fourth chapter, we study a second problem in the second di-
mension of differential equations with partial derivatives related to irregular
transactions, using the finite element method, by making a segmentation of
the open in the form of a network of rectangles and connecting the network
nodes in order to approximate the error and then give an estimate for it.

The finite element method in our note seeks to approximate and slowly
estimate the error.

Keywords :finite element ,the problem ,derivation of the problem ,pro-

blem estimation ,irregular coefficients , differential equations with partial
derivatives ,approximate spaces.
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