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INTRODUCTION

Les premieres équations intégrales furent obtenues par Daniel Bernoulli vers 1730 dans
I’étude des oscillations d’une corde tendue. Apres 'introduction du noyau de Green, il fallut
attendre les derniéres années du xixe siecle, avec les travaux de H. A. Schwarz, de H. Poincaré,
de V. Volterra et surtout ceux de I. Fredholm, pour disposer de résultats généraux en liaison
étroite avec les premiers développements de I’analyse fonctionnelle. Quelques années plus tard,
I’étude des équations intégrales conduisait D. Hilbert a définir I’espace qui porte son nom et a
poser les premieres bases de la théorie spectrale, cadre dans lequel F. Riesz développa la
théorie des opérateurs compacts (1918). Ainsi, les équations intégrales ont joué un role
historique important dans I’élaboration des principaux concepts de I’analyse contemporaine.

Une équation intégrale est une équation dont I'une des indéterminées est une intégrale. Elles
sont importantes dans plusieurs domaines physiques. Les équations de Maxwell sont
probablement leurs plus célebres représentantes. Elles apparaissent dans des problemes des
transferts d’énergie radiative et des problemes d’oscillations d’une corde, d’'une membrane ou
d’un axe. Les problemes d’oscillation peuvent aussi étre résolus a ’aide d’équations
différentielles.

Dans ce travail, nous avons présenté les théories mathématiques nécessaires a la
compréhension des équations intégrales puis nous avons présenté aussi la résolution d’équations
intégrales, et illustré les techniques numériques de résolution. Dans les chapitres 1 et 2, on
introduit les notions de base et une introduction générale sur les équations intégrales. Nous
avons discuté sur I’équation intégrale de Volterra et de Fredholm dans les chapitres 3 et 4
respectivement. Le dernier chapitre est consacré a la présentation de quelques applications de
ces équations intégrales.



CHAPITRE 1
NOTIONS DE BASE

Définition 1.0.1. (Equation différentielle)Une équation différentielle est une équation dont

la ou les inconnues sont des fonctions, elle se présente sous la forme d’une relation entre ses

fonctions inconnues et leurs dérivées successives. C’est un cas particuliere d’équations fonction-

nelle. On distingue généralement deux type d’équations différentielles :

— Les équations différentielles ordinaires (EDO) ot la ou les fonctions inconnues ne dépendent
que l'une seule variable.

— Les équations différentielles partielles (équation aux dérivées partielles) (EDP), ot la ou les
fonctions inconnues peuvent dépendre de plusieurs vaariables indépendantes.

Définition 1.0.2. (Une application méromorphe) Une fonction f(z) est méromorphe si

on peut la méttre sous forme de quotient de deux fonction entieres

9
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Définition 1.0.3. (Une application contractante) Une application contactante ou de contrac-
tion, est une application k-Lipschitzienne avec k < 1.

1.1 Continuité et discontinuité[&]

Dans tous qui est suit; A désigne une partie de R, a un élément de A, I un intervalle de R, et
f : A — R une fonction.
Définition 1.1.1. (application continue)On dit que :

1. f est continue en a si pour tout voisinage W de f(a), il existe un voisinage V de a tel que

f(VNA) cw.

2. f est continue a droite (resp. d gauche) en a si la restriction de f a A N [a,+o0| (resp.A
N ] — o0,al) est continue en a.
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3. f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Définition 1.1.2. (application discontinue) On dit que :

1. f posséde une discontinuité de premiére espéce en a si f n’est pas continue en a et
admet une limite o droite et une limite 4 gauche en a (si on peut envisager celles-ci).

2. f posséde une discontinuité de deuxieme espece si f m’est pas continue en a et que la
discontinuité n’est pas de premiére espéce.

1.2 La convergence|Y]

On désigne par X un ensemble quelconque, par (E,d) un espace métrique et par (f,) une suite
d’applications de X dans FE.

Définition 1.2.1. (Convergence simple)On dit que la suite (f,) converge simplement vers
Uapplication f (de X dans E) si, pour chaque = de X, la suite (fn(z)) converge dans E vers
f(z). En d’autres termes, la suite (fn) converge simplement vers f si quels que soient € > 0 et
x € X , il existe un entier N tel que l'inégalité n > N entraine d[f,(x), f(x)] < € €, soit

VeeX,Ve>0,3INeN, Vn>N = dfu(z)f(x)] <e

Ce nombre N dépend, en général de € et de x. En exigeant que N soit indépendant de x, on
obtient un mode de convergence plus restrictif, appelé convergence uniforme.

Définition 1.2.2. (Convergence uniforme )On dit que la suite (f,) converge uniformément
vers f sur X si, quel que soit € > 0, il existe un entier N, ne dépendant que de € , tel que, pour
tout n > N et tout x € X , on ait d[f,(z), f(z)] < € €.

Ve>0,3INeN,VzeX,Vn>N=dfz),f(z) <e

Définition 1.2.3. (Convergence absolue d’une série numérique)Une série y U, est ab-
solument convergente = > |U,| est convergente.

1.3 Les espaces fonctionnels

Définition 1.3.1. (Espace vectoriel normé) Soit V. un espace vectoriel sur le corps K = R
ou C, une norme sur l’espace V' est une application définie surV a valeurs dans R4, notée ||.||v,
vérfiant les trois propriétés suivantes

1.YveV, |plly=0<0v=0,

2. VaeK, VoveV, |av|y=|allv|v,

3.V wvueV, [utvlly <ullv+vflv.
donc toute espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé, On dit alors
que V' est un K-ev normé.
Définition 1.3.2. (Distance et espace métrique))Soit E un ensemble (non vide). On appelle
distance sur E une application d de EE dans [0, +o00[ telle que

I.VxeE,VyeE, dzy)=0&x=y,
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2. VxeE, VyeFE, dz,vy) =d(y,z),(symétrie),
3. NeeE,Yye E,VzeFE, dz,z) <d(x,y)+d(y, z).(inégalité triangulaire)

L’ensemble E muni d’une distance d est appelée un espace métrique noté (E,d), ses éléments
sont habituellement appelées des points.

Définition 1.3.3. (Espace métrique complet) On dit que E est un espace métrique complet
si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Définition 1.3.4. (Suite de Cauchy) Une suite de Cauchy est une suite qui vérifie :
Ve>0 dng e N Vp>ng Vg >ng ||z, — 4] <e.

Définition 1.3.5. (Espace de Banach)Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace
de Banach.

Définition 1.3.6. (Espace Li(a,b)) On dit que une fonction f(x) est carré intégrable sur [a, b]

st lintégrale
b
| Fa
a

existe (est finie ). L’ensemble de toutes les fonctions carré intégrable sur |a,b] sera noté La(a,b)
ou Lo tout court.

Définition 1.3.7. (Espace C(a,b)) Les éléments de cet espace sont toutes les fonctions dé-
finie sur [a,b] et procédent sur cet intervalle des dérivées continues jusqu’a l’ordre inclus. Les
opérations d’addition de fonctions et de multiplication de fonctions par un nombre sont définie
de facon usuelle.

1.4 Notions sur les opérateurs

Définition 1.4.1. (Un opérateur)Soient E et F' deux espaces vectoriels topologiques. Un opé-
rateur P est une application de E dans F.

Définition 1.4.2. (Opérateur linéaire) Un opérateur P est dite linéaire si et seulement si :
V(a,8) €K, Vaz,yecFE, Plar+ py)=aP(z)+ FP(y).
ou K est le corps des scalaires de E et F.

Remark 1.4.3. Lorsque E est un K-espace vectoriel, et que F' = K, un opérateur est une
forme linéaire sur E.

Définition 1.4.4. (Opérateur intégral linéaire) Soit K : C([a,b]la,b]) — R une fonction
continue, l'opérateur intégral linéaire B sur Cla,b] est définie par

B:¢ e (C(la,b])) — By e (C([a,b])

b
(Bo)(x) = / K (2, y)o()dy,

O la fonction K(x,y) est appellé le noyau de de l'opérateur intégrale B.
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Définition 1.4.5. (Opérateur a noyau dégénéré )Le noyau d’une équation intégrale est dit
dégénéré s’il est la somme d’un nombre fini produits de fonctions de x seul par des fonctions de
y seul, est de la forme

K(z,y) =Y a(@)Be(y)-
=1

Les fonctions ay(x) et PBr(y) ou (k = 1,2,3,...,n) seront supposées continues dans le carré
fondamental a < x, y < b et linéairement indépendantes.

Définition 1.4.6. (Fonction propre)En théorie spectrale, une fonction propre f d’un opé-
rateur lin€aire A sur un espace fonctionnel est un vecteur propre de l'opérateur linéaire.



CHAPITRE 2

INTRODUCTION AUX EQUATIONS
INTEGRALES

Dans ce chapitre, on parle sur ’historique de 1’équation intégrale, puis on donne des
définitions générale et des classifications de ce genre d’équations, enfin, numérotant les
techniques générales de la résolution(traditionelles et développées).
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2.1 Préliminaire de I’équation intégrale

Définition 2.1.1. Une équation intégrale est définie comme une équation dans laquelle la fonc-
tion inconnue @(x) a déterminer apparaissent sous le signe d’intégrale. Une forme typique d’une
équation intégrale de p(x) est de la forme

o(x) = flz) + A / K(z,y)0(y)dy. (2.1)

a(z)
ot
1. K(x,y) est appelé le noyau de l’équation intégrale.
2. a(x) et B(x) sont les limites de lintégration.
3. X\ est une constante parameétre.
4. f(z) est une fonction connue.
on peut facilement constater que la fonction inconnue p(x) apparait sous le signe intégrale.

L’objictif premier de ce texte est de déterminer la fonction inconnue ¢(z) qui satisfera
I’équation (2.1) en utilisant un certain nombre de résolution.

Remarque 2.1.1. Les fonctions connues K(x,y) et f(x) peuvent étre complexes ou des fonc-
tions réelles de valeurs réelles x et y.

2.2 Contexte historique de ’équation intégrale

En 1825, un mathématicien italien, Abel produisit une équation intégrale avec le fameux
probleme de "tautochrone”; le probleme est lié a le détermination d’une courbe et long de
laquelle glissement, sans frottement, descend jusqu’a sa position la plus basse ou plus
généralement tel que le temps de descente est une fonction donnée de sa position initiale. Etre
plus spécifique, considérons une courbe lisse située dans un plan vertical. Une particule lourde
part du repos a n’importe quelle position P, trouvons sous ’action de la gravité, le temps 1" de
descente au plus bas position O. Choisir O comme origine des coordonnées, 'axe des X
varticalement vert le haut, et I’axe y horizontal. Soit les coordonnées de P étre (x,y), de Q
étre(&,n) et S larc 0Q.

X P(x,y)

Q(E, m)

FIGURE 2.1: principe d’une courbe lisse



2.3 Classification des équations intégrales 8

2.3 Classification des équations intégrales

Une équation intégrale peut étre classifiées comme une équation intégrale linéaire ou non
linéaire, dans qui est précedent nous avons remarqué que I’équation différentielle peut étre
représentée de maniere équivalente par une équation intégrale. Par conséquent, il existe une
bonne relation entre ces deux équations.

Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées relevent de deux grande classes :
L’équation intégrale de Fredholm et de Volterra. Bien stir, nous devons les classer comme
homogene ou non homogene, et aussi linéaire et non linéaire. En plus on peut classifier
Péquation intégrale d’aprés la position du la fonction inconnue p(x) par rapport au U'intégrale
qui s’appelé le type espece.

Dans certaines pratique problémes, nous rencontrons des équations singulieres aussi. Dans ce
texte, nous distinguerons quatre grands types d’équation intégrales; deux classes principales et
deux types d’équations intégrales connexes, en particulier, les quatre types sont donnés
ci-dessous

— Equation intégrale de Volterra.

— Equation intégrale de Fredholm.

— Equation intégro-différentielle.

— Equation intégrale singuliere.

2.3.1 Classification des équations intégrales d’aprés le type espece

Définition 2.3.1. On dit que I’équation intégrale est de premier espece si et seulement si la
fonction inconnue apparait uniquement a lintérieur de signe intégral, par contre pour les équa-
tion a second espece ; la fonction inconnue apparait en plus a l'extérieur du signe d’intégral. On
peut définie aussi la troisieme espece d’équation intégrale. Donc on peut donner une autre forme
d’équation intégrale

()
9(@)p(x) = f(x) + A " K(z,y)e(y)dy, (2.2)
1. Si g(x) = 0 l’équation (2.2) s’écrit
()
fx) +A " K(z,y)¢p(y)dy =0, (2.3)

s’appelle équation intégrale de premier espéce.
2. Sig(x) =c=cst#0 alors l’équation (2.2) s’écrit

B(x)
flz)+A K(z,y)p(y)dy = cp(z), (2.4)

()
s’appelle équation intégrale de second espéce.
3. Si g(x) # 0 alors équation (2.2) s’écrit
B()
g(@)p(zx) = f(x) +A/( : K(z,y)e(y)dy. (2.5)

s’appelle équation intégrale de troisieme espéce.
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2.3.2 Equations intégrales linéaire et non linéaire

Equations intégrales non linéaires

Définition 2.3.2. Si la fonction inconnue p(x) apparaissant sous le signe d’intégrale est donnée
dans la forme fonctionnelle F(p(x)) telle que la puissance de p(x) n’est plus unitaire

F(o(x)) = ¢™(z) avec n # 0 ou F(p(z)) = cos(e(x))...; alors les équations intégrales sont
classées comme des équations intégrales non linéaires.

Exemple 2.3.1. Les équation suivantes

B(x)
(@) = flz) + A / K

B(x)
(@) = flz) + A / Kl eoste)iy

B(x)
p(x) = f(z) + A K(z,y) In(p(y))dy.

()
sont classées comme des équations intégrales non linéaires.
Les équations intégrales non linéaire sont :

1. Equation intégrale non linéaire de Fredholm

On peut définie trois type d’équation intégrale non linéaire de Fredholm

(1) Equation intégrale de Fredholm de premiére espece qui prendre la forme suivante :

b
Fa)+ A / K (2,y)F(p(y))dy = 0. (2.6)

(2) Equation intégrale de Fredholm de second espeéce qui prendre la forme suivante

b
Coolr) = f(z) + A / K(2.y)F(p(y))dy, C = cst, (2.7)

(3) Equation intégrale de Fredholm de troisieéme espece qui prendre la forme suivante

b
g(2)p(x) = f(z) + A / K (,9) F(o(y))dy. (2.8)
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2. Equation intégrale non linéaire de Volterra

On peut définie trois type d’équation intégrale non linéaire de Volterra

(1) Equation intégrale de Volterra de premiere espece qui prendre la forme suivante
@)+ [ K)oty =0 (2.9
(2) Equation intégrale de Volterra de second espéce qui prendre la forme suivante
Cola) = @)+ [ K () Ple(u)dy, € = est (210)
(3) Equation intégrale de Volterra de troisieme espece qui prendre la forme suivante

g(@)p(x) = fz) + A /x K(z,y)F(e(y))dy. (2.11)

3. Equation intégrale non linéaire d’Abel

Définition 2.3.3. On appelle équation intégrale non linéaire d’Abel l’équation de la
forme

o) = | " (@ — ) h(p(y))dy, (2.12)

—00

o 0<y<1eth:[0,00) — [0,00) tel que h(0) =0 et h(z) >0,V z>0.

4. Equation intégrale non linéaire de Uryson

Définition 2.3.4. On appelle équation intégrale de Uryson I’équation sous la forme
o) = 1)+ | Kaol)ds (213
ou K et f sont des fonctions arbitraires. On peut aussi écrire cette équation de la forme

(@) = f(z) + A /Q K (2, 9) F(o(y)dy, (2.14)

avec F' est une fonction non linéaire.

5. Equation intégrale non linéaire de Hammerstein

Définition 2.3.5. L’équation intégrale de Hammerstein est un cas particuliere de l’équa-
tion de Uryson, donc est sous la forme

o(x) = f(z) + A /ﬂ K (. 9)9(y, o(9))dy. (2.15)

Pour plus dinformations voir [7]
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Equations intégrales linéaires

Définition 2.3.6. Une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnue se pré-
sente d’une maniere linéaire. La forme générale de I’équation intégrale linéaire est

B(z)
o) = f@) 4 ) [ Kooy (216)
a
Les équations intégrales linéaires sont :

(1) Equation intégrale linéaire de Fredholm

L’équation intégrale linéaire de Fredholm est sous la forme
b
o) = @)+ X [ K)oty (217)

(2) Equation intégrale linéaire de Volterra

Définition 2.3.7. C’est un cas particulier de [’équation intégrale de Fredholm,il suffit
de prendre (x) = x (un variable) dans ’équation (2.16) et que le noyau K vérifie la
condition suivante :

K(x,y) =0 pour z < y.
(3) Equation intégrale linéaire de Weiner-Hopf

Définition 2.3.8. L’équation intégrale linéaire de Weiner-Hopf set sous la forme

o) = @)+ A [ K- y)ely)dy. (2.18)

a

(4) Equation intégrale linéaire de Renewel

Définition 2.3.9. L’équation intégrale linéaire de Renewel définie comme suit :

X
(@) = fla) + A / K(z — y)o(y)dy. (2.19)
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(5) Equation intégrale linéaire d’Abel

Définition 2.3.10. L’équation intégrale linéaire d’Abel définie comme suit

xX
e(y)

fo) = [ 2y, (2.20)

o V(@ —y)

c’est I’équation intégrale de Volterra de premiéer espéce.
On appel également équation d’Abel une équation plus générale
x
e(y)

flz :/ ——=—dy,0 <y <1. 2.21
( ) a (l‘ - y)’y ( )

c’est l’équation d’Abel généralisé.

2.3.3 Equation intégrale homogenes et non homogenes

Si on pose f(z) =0 dans (2.1), alors ’équation intégrale est appellée une équation
intégrale homogene, sinon elle est appellée équation intégrales non homogene. La forme
générale d'une équation intégrale homogene

Bz)
o) =2 [ Kyt (222
2.3.4 Equations intégrales mixtes
Les équations intégrales mixtes sont :

(1) Equation intégrale de Fredholm-Volterra

L’équation intégrale de Fredholm-Volterra est une équation de la forme
y b
plo.) = fle.) + A [ Pl nir 3 [ K sels
0 a
x € [a,bl et y€[0,T],T < 0.

(2) Equation intégrale de Volterra-Fredholm

Cette équation est sous la forme

y b
w(w,y):f(:my)JrA/O / F(y, m)e(y, s)K(z,s)p(s, T)dydr, (2.23)

x € [a,b] ety € [0,T] , T < 0.
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2.3.5 Equation intégrale singuliere
Une équation intégrale singuliere est définie comme une intégrale aux limites infinies
ou lorsque le noyau de l'intégrale devient non lié a un certain point de l'intervalle.

Définition 2.3.11. On dit q’une équation intégrale est singuliére si l'une ou les deux
limites d’intégration sont infinies, ou si le noyau K(x,y) devient infinien un ou voisinage
des limites de l'intégration

Définition 2.3.12. Soit [’équation intégrale suivante
o) = 1)+ [ K)oy (224

on dit que (2.24) est s’inguliere si M(x,y) admet une singularité ou le domaine T n’est
pas bornée.

(1) S’ingularité de type Volterra et Fredholm

On considere I'équation intégrale s’inguliere de second espéece

T
o) = @)+ [ Ko M)ewiya o< (2.25)
a
ou K(z,y) est faiblement singuliere, en générale K (z,y) définie par
lr —y|™Y si0<y<1
K(z,y) = :
In|z —y| sinon
(1) L’équation (2.25) est de Volterra.
(2) Sion pose : z = b ’équation (1.29) est de Fredholm.

(3) Si K(z,y) = |z —y|™” pour 0 < v < 1 alors dans ce cas est appelé singularité
algébrique.

(4) Si K(z,y) = In|z — y| dans ce cas est appelé singularité logarithmique.

(2) S’ingularité de type Cauchy

Définition 2.3.13. Soit D un domaine bornée convexe dans un plan compleze.
L’intégrale de Cauchy donnée par

f(z) = % . ;Eyldy. (2.26)

Définition 2.3.14. On appelle équation intégrale de Cauchy une équation de la
forme

@) = a@ypla) +b(o) [ Aay s [ Kapotpa.  @21)
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2.3.6 Equation intégro-différentielle

Au d’ébut des années 1900, Vito Volterra a étudié le phénomene de la croissance
démographique et de nouveaux types d’équation ont été développés et qualifiés
d’intégro-différentielles équations. Dans ce type d’équation, la fonction inconnue ¢(z) apparait
sous la forme combinaison du dérivé ordinaire et du signe intégrale.

1. L’équation intégro-différentielles de type Volterra de la forme

1"

o' (2) = f(z) + A /0 " — w)py)dy, 9(0) = 0, (y) = 1, (2.28)

2. L’équation intégro-différentielles de type Fredholm de la forme

/

& (x) = f(z) + A / (x9)(y)dy, £(0) = 0. (2.29)

2.4 Types et techniques de la résolution|[2]

Il existe une multitude de techniques de solution disponibles pour résoudre les équations
intégrales. Deux méthodes traditionnelles importantes sont la méthode des approximations
successives et la méthode des substitutions succecives.

En outre, la méthode de la série et la méthode de calcul directe conviennent également a
certains problemes.

Les méthodes récemment développées, a savoir la méthode de décomposition Adomian
(M DA) et la méthode de décomposition modifiée gagnent en popularité parmi les scientifiques
et des ingénieurs pour résoudre des équations intégrales hautement non linéaires. Les équations
rencontrées par Abel peuvent étre facilement résolues en utilisant la transformation de
Laplace. Les équations intégrales de Volterra de type convolution peuvent étre résolues a 'aide
du méthode de transformation de Laplace. Enfin, pour les probléemes non linéaires, les
techniques numériques sera extrémement utile pour résoudre les problemes tres compliqués.



CHAPITRE 3

EQUATION INTEGRALE DE VOLTERRA

Dans ce chapiter on donne une définition générale de 1’équation intégrale de Volterra, apres,
on parle sur la Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales de
Volterra, et aussi donnons des théoremes d’existance et d’unicité de la solution, puis les
méthodes de la résolution de I’équation intégrale de Volterra.

15
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3.1 Généralités

3.1.1 Equation intégrale de second espece

Définition 3.1.1. Une équation, a une inconnue p(x), de la forme

o(x) —1—)\/ K(z,y)e(y)dy, (3.1)

ot f(x) et K(z,y) sont des fonctions connues et X un paramétre numérique, et appellée
équation intégrale linéaire de Volterra de second espéce. La fonction K(xz,y) est le
noyau de l’équation de Volterra.
Si f(x) =0 l’éqation (3.1) s’écrit

/ K(z,y)p(y)dy, (3.2)
et s’appelle équation homogéne de Volterra de second espéce.

3.1.2 Equation intégrale de premieére espéce

Définition 3.1.2. Une équation, a une inconnue @(x) de la forme

= )\/ K(z,y)e(y)dy, (3.3)
et s’appelle équation de Volterra de premiére espéce.

3.1.3 Equation intégrale de Volterra de premiere espece de type convolution

Appelons équation intégrale de premiere espece de type convolution I’équation

/0 " K(x - y)ply)dy = f(), (3.4)

dont le noyau K(x,y) n’est fonction que de la différence = — y.
Cette classe d’équations comprend par exemple I’équation d’Abel généralisée.

3.2 Liaison entre les équations différentielles linéaires et les
équations intégrales de Volterra

Généralement la réduction d’une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre peut étre
ramenée a la résolution d’une équation intégrale de second espece, dans cette partie on
illustrons notre affirmation sur I’équation intégrale deVolterra de second espeéce.

Définition 3.2.1. (probléme de Cauchy) On appelle probléme de Cauchy au probléme a
une valeur initiale, le probléme qui consiste & trouver une fonction y(x) définie sur lintervalle
[a,b] telle que :
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(P) y' (@) = flz,y(x)), € la,b]
y(a) = yo
Si la fonction f est continue et vérifie la condition de Lipschitz par rapport a la deuxieme

variable, alors le probleme admet une solution unique, dans ce cas, on dit que le probleme est
bien posé.

La résolution de I’équation différentielle linéaire

dny dnfly
el O

+ ...+ by = G(x), (3.5)
a coefficients continus b;(i = 1,2, ...,n) avec les conditions initiales
y(0) = Co,y (0) = C1, ...y 71(0) = Cuy, (3.6)

peut étre ramenée a la résolution d’une équation intégrale de Volterra de seconde espece.
Illustrons notre affirmation sur I’exemple de ’équation différentielle de second ordre

d*y dy
a2 + b (33)@ + ba(z)y = G(x), (3.7)
y(0) = Co,y (0) = Cy, (3.8)
Posons : 2
y _
TV — (), (3.9

D’ot, vu les conditions initiales (3.8), on obtient successivement

d z *
ézﬁw@@+Qw=A@—wmmW4m+%, (3.10)

Utilisant la formule
T X X 1 T
= — z)(»=1) 11
/de/a dx /Gf(m)dx (n—l)!/a (x — 2) f(2)dz, (3.11)
n

Substituant (3.9) et (3.10) dans ’équation (3.7) on obtient

o(z)+b1(x) /Ofﬂ o(y)dy +b1(x)Cy +ba(x) /Ow(x—y)cp(y)dy—|—bz(x)C1x—|—bg(x)Co = G(x), (3.12)

On peut écrire aussi

wmafh@www+mma+A%mmmwwwmﬁmuwﬂ+wma=Gux@w>

donc

p(z) + /Ox[bl(l‘) +ba(z)(z — yY)le(y)dy = G(z) — b1 (x)C1 — be(x)Crx — ba(x)Co,  (3.14)
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Posant
K(z,y) = —[bi(2) + b2(z)(z — y)], (3.15)

f(a?) = G(.’L’) - Clbl (1‘) — bg(w)Cla: — bg(x)C(), (3.16)

Ramenant I’équation (3.14) & la forme suivante

o) = 1)+ [ " K y)e(y)dy. (3.17)

c’est I’équation de Volterra de second espece.(Pour plus d’information voir[5]).

Remarque 3.2.1. L’unicité de la solution de (3.17) résulte de 'existance et de l'unicité de la
solution du probléme de Cauchy (3.7) (3.8) pour l’équation différentielle linéaire a coefficients
continus dans un voisinage du point x = 0.

3.3 Existance et 'unicité de la solution[2]

Le théoreme de point fixe de Banach est un théoréme simple a prouver et possede de
nombreuses application, qui inclunent les théoremes d’existances pour les équations
différentielles, les équations intégrales et la convergence d’un certain méthodes numériques
comme celle de Newton pour la résolution d’équation non linéaires.

Théoréme 3.3.1. (point fize de Banach) Soint (E,d) un espace métrique complet et f :
E — E une application contractante. Alors f admet un point fixe unique a € E. De plus, pour
tout point initial xo € E la suite itérée (xp)pen quelconque et x,11 = f(x,) converge vers a.

On considere un réel A € R, une fonction numérique f réelle continue sur un intervalle fermé
[a, b] et une fonction réelle K de deux variables sur le pavé [a, b][a, b] le probléme de Volterra
s’écrit :

trouver la fonction ¢ definie sur [a, b] telle que
() = f(2)+ [, K, y)e(y)dy

On se place dans l'espace C([a,b],R) des fonctions continues muni de la norme du max
llloo = sup |e(x)]  On pose :

z)€la,b
1. K continue sur [a, b][a, b].
2. M = sup | K (z,y)].
(z,y)€la,b][a,b]
On obtient aisément par application du théoréme de point fixe de Banach le résultat (le
théoreme) d’éxistance et de 'unicité de la solution suivante :

\

Théoréme 3.3.2. L’équation de Volterra admet une solution unique dans C([a,b],R) a
la condition suffisante

INM(b—a) < 1.
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Prouve
L’espace C([a,b], R) muni da la norme ||.||o est un espace de Banach.

L’application T' définie par :

Te(z) = flx)+ X[ K(z,y)e(y)dy,Vz € [a,b]

est une application de C([a,b]) dans lui méme. En effet la fonction T est continue sur
[a, b].
T(wo +h) = Te(wo) = f(xo+h) = flwo) + A/ [K (2o + h,y) = K (20, y)](y)dy,

d’ou

[To(zo + h) = Tep(xo)|< I/\I/xIK(fvo + h,y) = K(xo,y)le(y)|dy + | f (zo + h) — f(z0)]-

Pour obtenir le résultat utilisant la continuité de la fonction K et celle de f.

On a:
Tor(0) = Toale) = A [ Kw)la(s) = oal)ldy

donc comme K est bornée par M dans [a, b][a, b] on obtient :
T1(@) — Toa@)|< M (b - @)1 — @allocs Y € [a 1],
Pour T2, on a :
T1(0) - s = I [ M) Tertidy = [ ke Tea)d
= !A/: k(z,y)[T1(y) — Te2(y)]dy|
= [ ks [ k000~ ea(0)dddy
= W[ k) [ E 0 - )i

T Y
< |2 |/ M / M| @1(t) — @at)|dtdy
a - Z
< ])\2\M2/ / dtdy|[e1 — w2llecs Y2,y € [a, b]
< WM [ - ady e el Vo€ (ol
2 2 (95*“)2
< ‘)\‘M 7'” Y1 — P2 H007vx7y€[a7b}‘

2
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et par réccurence sur p on obtient que :

z —a)P
TPg1(2) — TPpa(a)| < |NP| MP (p,) | 1 = @2 oo, Ve € [a,8],

et puisque
= [AIM (b —a)]”
5 IO =01 ep(a21(6 — ) < o
n=0 ’
M(b— n
donc, M — 0 quand n — oco. D’otu il existe un p qui vérifiée :
n!
_ P
IAP| MP u <1,

p!

L’application TP est donc une contraction, alors d’apres le théoréme de point fixe de Banach
I’application T" admet un point fixe unique T'p = . Il résulte de ce dernier que 1’équation de
Volterra admet unique solution dans C(]a, b], R) qui vérifiée I’équation :

To(o) = 1)+ [ K(op)ewdy. Yo € a0,
| |

Remarque 3.3.1. On pourrait remplacer la condition ci-dessus par la suivante :

sup Al [ |K(z,y)|dy <k < 1.

x€|a,b] a

3.4 Quelques méthodes de résolution pour I’équation intégrale
de Volterra

3.4.1 Résolution des équations intégrales a ’aide des résolvantes|6]

Soit I’équation intégrale de Volterra de second espece définie par

(@) = f(z) + A /O " K y)e(y)dy, (3.18)

ou K (x,y) est une fonction continue pour 0 <z <a,0 <y <z, et f(z) est continue lorsque
0<z<a.

Cherchons la solution de cette équation sous la forme d’une série entiere ilimitée suivant les
puissances de A :

©o(x) = po(z) + A1 (x) + XN2pa(z) + ... + AN0p(z) + ..., (3.19)

Portons formellement cette série dans (3.18), il vient

©o(x) + A1 (z) +... + ANop(z) + ... = f() +A/Ox K(z,y)[po(y) + Ap1(y) + ... + N0 (y) +...|dy,
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En procédant par identification nous obtenant

eo(z) = f(=) (3.20)
p1(z) = /OK(wyy)soo(y)dyz/O K(z,y)f(y)dy. (3.21)
o) = /jK(:c,y)wl(y)dy: /jm,y) /Oymy,yl)f(yl)dyldy. (3.22)

(3.23)

Moyennant les relations précédentes, on peut définir successivement les fonctions ¢, (z).On
montre que sous les hypotheses faites sur f(z) et K(z,y) la série (3.19) ainsi obtenue converge
uniformément en x et A pour tout A et = € [0, a] et que sa somme est le solution de I’équation
(3.18). Ensuite (3.22) entraine

pa(x) = /O‘Z K(Qf,y)[/oy K(y,y1) f(y1)dy1|dy
= /Ox f(y1)dy: tIK(:):,y)K(y,yl)dyldy

= /OZ Ka(z,y1) f(y1))dyr

ou

tate) = | " K () K (g, 31)dy.

Y1
On établit de facon analogue qu’en général

(pn(.l?) = /Om Kn(xay)f(y)dyv (n =1,2, )7 (3'24)

Les fonctions K, (z,y) s’appellent noyeaux itérés et sont définies,on le montre aisément par
les formules de récurrence

Kl(x,y) = K<x7y)
Kpi(z,y) = /w K(z,2)K,(z,y)dz,,n = (1,2,...), (3.25)

On substituant des équations (3.24) et (3.25) dans (3.19) on obtient :
o) = 1@+ XN [ K as .
m=1
Une fonction R(x,y; \) définie par le série

R(z,y;\) = > A"Kpmia(z,y), (3.26)

m=0

est la résolvante (ou le noyau résolvant) de I’équation intégrale (3.18).
Si le noyau K (x,y) est continu, la série (3.26) converge absolument et uniformément.
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Les noyaux itérés et la résolvante sont indépendants de la limite inférieure de I'intégrale
dans I’équation intégrale.
La résolvante R(x,y;\) satisfait a I’équation fonctionnelle suivante :

Ry ) = K(a.9) + X [ K (.5 R(s.t: Vs,
y
La solution de I’équation intégrale (3.18) en fonction de la résolvante s’écrit comme suit :
Pw) = 1@ +A [ RN 1wy (3.27)

Maintenant supposons que le noyau K (z,y) est un polynéme de degré n — 1 en y et qui peut
donc s’écrire

K(z,y) = ap(z) + a1(x)(x —y) + ... + ?2__1(133)' (3.28)

les coefficients ay(x) étant continus dans [0,a]. En définissant une fonction g(x,y; A) comme
solution de I'équation différentielle

dng dn—lg dn—2
— — A a()dnl+a1()dn2+ A+ ap—1(x)g| =0, (3.29)

dz™

qui vérifie les conditions

dg dn72g
g|x:y = |x Yy = = W|z:y =0, (330)
dn—lg
— =1 31
dxn—1 (33 )
la résolvante R(z,y; \) sera définie par 1'égalité
_ Ldg(z,y; )
De méme, si
K —b b . bnfl(y) _ . \n—1
(,y) = bo(y) +b1(y)(y —x) + ... + (n— 1)!(2/ x)" (3.33)
la résolvante est définie par
Ld"g(y,x; A)
) = - .34
R(z,y;A) = — TR (3.34)

ol g(y,z; \) est la solution de 1’équation

dn dn—lg
SIS |b ot by =0,
4 A B G et baat)g] =0

qui vérifie les conditions (3.30) et (3.31).

Remark 3.4.1. L’unicité de la solution des équations intégrales de Volterra de second espéce

o(x) —|—)\/ K(z,y)e(y)dy, (3.35)

est assurée dans les hypotheses sensiblement plus large sur la fonction f(z) et K(z,y) que leur
continuité.
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Théoréeme 3.4.2. L’équation intégrale de Volterra de second espéce (3.35)dont les noyaux
K(z,y) et la fonction f(x) appartiennent respectivement a Lo(Qg) (2o = 0<z,y <a) et a
L(0,a), admet une solution et une seule dans Ly(0,a). Cette solution est donnée par la formule

o) = fla)+ [ " R ys N (y)dy,

ot la résolvante R(x,y; \) est définie par la série

[e.e]
R(IL‘, Y; )‘) = Z )\me+1(l', y),

m=0

de noyauzx itérés qui converge presque partout.

3.4.2 La méthode des approximations successives[5]

Dans cette méthode, on remplacant la fonction inconnue () sous le signe intégrale de
I’équation de Volterra suivante

o) = f(2) + /0 " K y)e(y)dy, (3.36)

par toute fonction continue sélective a valeur réelles pg(x), appelée l'approzimation zéro.
Cette substitution donnera la premiére approximation ¢1(z) par

o1(2) = f(z) + /0 " K w)eo(y)dy, (3.37)

il est evident que 1 () est continu si f(x), K(z,y), vo(x) sont continus.
La seconde approzimation p2(x) peut étre obtenue de la méme maniere en remplacant
vo(x) dans I'équation (3.37) par ¢1(z) obtenue ci-dessus. Et nous trouvons

xT
pale) = f@)+ [ Klay)er()dy, (3.39)
0
En continuant ainsi, on obtient une suite infinie de fonctions

90()(1.)7 901<$)7 902<$)7 R gOn(.’II), ey

qui satisfait la relation de récurrence

on(z) = f(z) + /0 " K (0, 9)on (v)dy. (3.39)

pour n =1,2,3, ..., et po(z) est équivalent a toute fonction a valeur réelle sélectionnée. les
fonctions les plus couramment sélectionnées pour ¢g(x) sont 0,1, et z. Ainsi la solution de
I’équation (3.36) est obtenue comme

p(z) = lim on(z), (3.40)

n—-:aoQ

de sorte que la solution obtenue p(x) soit indépendante du choix de la valeur approximative de
©o(z). Ce processus d’approximation est extrémement simple. Cependant, si on choisisant la
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méthode de 'approximation succesive de Picard, il faut prendre ¢o(z) = f(z) et déterminant
p1(x) et d’autres approximation successives comme suit

oi(@) = f@)+ /0 " K () f(n)dy
oa(e) = fla)+ /O " K)o (v)dy
on(z) = f(a)+ /0 " K y)ona(y)dy

(@) = @)+ /0 " K 9)pn (v)dy,

La derniere équation c’est la relation de réccurence. par soustraction des équations pa(x) et
©1(x) on obtient

@) —pile) = A [ K@l + A [ K@= [ K fdy
—)\Q/K:):y/Ky, z)dzdy
= Nyu()
ol
—)\2/ K(z,y / K(y, z)f(2)dzdy, (3.41)

Ainsi, on peut facilement remarquant a partir de 1’équation (3.41) que

n

‘Pn(l') = Z >‘m¢m(x) (3.42)

m=0

avec m = 1,2, 3, ... et donc ¢ (x) = fgc K(z,y)f(y)dy. par changement d’ordre d’intégration,
on obtient

ala) = N2 / " f(2)de / " K (2, y)K (g, 2)dy (3.43)
= / Ko(x, 2)f(2)dz, (3.44)
ou Ky(z, z) f K(z,y)K(y, z)dy, de méme, on trouve en général
/K x,2)f(z)dz,m =1,2,3,. (3.45)
ou les noyaux itératifs sont définis par la formule de récurrence

K1z, y) = / K(x,z)Kn(z,y)dz,m =1,2,3, ... (3.46)
y
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Ainsi, la solution pour ¢, (x) peut s’écrire
on(x) = f(@)+ Y N (x). (3.47)
m=1

Il est également raisonnable que nous soyons conduits & la solution de I’équation (3.24) au
moyen de la somme si elle est existe, de la série infinie définie par 1’équation (3.42). Ainsi nous
avoir l'aide de I"équation (3.45)

o) = 1)+ SN [ K f): (3.49)
m=1 0

xT n
= flz)+ / {Z A" K (@, z)} f(2)dz. (3.49)
0 m=1
I1 est donc clairement que la solution de I’équation soit donnée par (3.24), comme

lim pn(r) = @)

n—aoQ
n

= f(z)+ /Ox {Z A" K (2, z)} f(z)dz

m=1
= f(z)+ )\/095 H(z,z;\) f(2)dz,

avec
n

H(z,z;\) = Z A" Ko (2, 2).
m=1

c’est appelé le noyau résolvant.

3.4.3 La méthode de transformation de Laplace

Soit I’équation intégrale de Volterra de type covolution

o(2) = f() + /0 K- y)ely), (3.50)

ou le noyau K(x — y) est de type convolution, peut étre tres facilement résolu en utilisant la
méthode de transformation de Laplace. Pour commencer le processus de la solution, nous
définissons d’abord la transformation de Laplace de ¢(x)

L{p@) = [ Splads, (351)
0
En utilisant la transformée de Laplace de I'intégrale de convolution, on obtient
o{ [ K@ - ey} = i) LEsta), (352)

Ainsi, on prenant la transformation de Laplace de 1’équation (3.50), on obtient

Le(x) = L{f(2)} + AL{K (2) } L{p(2)},
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et la solution pour Ly(z) est donnée par

L{f(z)}

Le@) = T3 k@

en inversant cette transformation, on trouve
xX
o(a) = [ wla =) f)d,
0

o L L)
o =1 R

(3.53)

et Pexpression (3.53) c’est la solution de I’équation intégrale de Volterra de second espece de

type convolution.



CHAPITRE 4
EQUATION INTEGRALE DE FREDHOLM

Dans ce chapiter on donne une définition générale de 1’équation intégrale de Fredholm,
apres, on parle sur le théoreme d’existance et d’unicité de la solution avec démenstration, puis
quelque méthodes de la résolution.

27
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4.1 Notion fondamentales|6]

Définition 4.1.1. (Equation intégrale de premier espéce de Fredholm)On appelle L’équa-
tions intégrales linéaire de Fredholm de premier espéce une équation de la forme :

b
f(z) = / K(z,y)0(y)dy, (4.1)

Contenant la fonction inconnue p(z) seulement sous le signe |.

Définition 4.1.2. (Equation intégrale de second espéce de Fredholm)On appelle L’équa-
tions intégrales linéaire de Fredholm de second espéce une équation de la forme :

b
f(@) = p(a) - / K (2, 9)0()dy, (4.2)

ot p(x) est la fonction inconnue, K (x,y) et f(x) des fonctions données , x et y deuz variables
réelles parcourant dans lintervalle [a,b] et A un facteur numérique. La fonction K(x,t) est le
noyau de ’équation intégrale (3.1); on suppose que le noyeau K(z,y) est défini dans le carré
Q={a<z<ba<y<b} duplan (z,y) et continu dans 0 ,ou bien présente des discontinuités

telles que l'intégrale
b rb
| [ K@ Pds,

1. Si f(z) # 0, ’équation (4.1) est dite non homogeéne, dans le cas contraire,l’équation inté-
grale (4.1) s’écrit

soit finie.

b
o(x) —/ K(z,y)p(y)dy =0 (4.3)

et on dit qu’elle est homogéne.

4.2 Existance et 'unicité de la solution[2]

On considere un réel A € R june fonction numérique réelle continue sur un intervalle fermé
[a, b] et une fonction réelle K de deux variables sur le pavé [a, b][a, b] le probleme de Volterra
s’écrit :

trouver la fonction ¢ definie sur [a, b] telle que
() = f(2)+ [, K, y)e(y)dy

On se place dans l'espace C([a,b],R) des fonctions continues muni de la norme du max

llloo = sup |e(x)]  On pose :
(z)€[ab]

1. K continue sur [a, b][a, b].
2. M = sup | K (z,y)].
(z,y)€la,b][a,b]
On obtient aisément par application du théoréme de point fixe de Banach le résultat (le
théoreme) d’éxistance et de 'unicité de la solution suivante :
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Théoréme 4.2.1. L’équation de Fredholm admet une solution unique dans C([a,b],R) a
la condition suffisante

INM(b—a) <1
preuve
L’espace C([a,b], R) muni da la norme ||.||o est un espace de Banach.

L’application T' définie par :

To(z) = f(@)+X [} K(z,y)e(y)dy, Ve € [a,b)

est une application de C'([a, b]) dans lui méme.En effet la fonction Ty est continue sur|a, b].

b
Tp(xo + h) = Te(wo) = f(zo + h) = fzo) + A/ [K (2o + hyy) = K (20, y)](y)dy

d’ou

b
[To(zo + h) = Tep(xo)|< P\!/ K (z0 + h,y) — K (2o, y)|e(y)|dy + [ f(z0 + h) — f(x0)]

Pour obtenir le résultat utilisant la continuité de la fonction K et celle de f.

L’application T est une contraction,en effet,on a :

b
Tor(o) = Toa(w) = A [ K(w,)la(0) - palw)ldy
Donc comme K est bornée par M dans [a, b][a, b] on obtient :
|Tp1(x) — Tep2(2)|< [AIM (b — a)|le1 — p2llo0, V2 € [a, b].
et le résultat
[To1 —Tepoll = [ANM(b —a)ller — @2l
avec

INM(b—a) <1

Donc d’aprés le théoreme de point fixe de Banach que T admet un point fixe de unique dans
Cla,b],T¢ = p.Dans ce cas on deduit que I’équation intégrale de Fredholm admet une solution
unique dans Cla, b] qui vérifiée 1’équation intégrale de Fredholm (3.1) avec la condition :

INM (b —a) < 1.
|

Remarque 4.2.1. On pourrait remplacer la condition ci-dessus par la suivante :

b
sup Al [ |K(z,y)|dy < k < 1.
z€(a,b] a
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4.2.1 Existance et unicité de la solution pour les équations intégrales non
linéaires de Fredholm|[6]

On peut définie ’équation intégrale non linéaire de Fredholm de second espéce par la forme

b
o(x) = f(z) + A / K (2,4)G(z, yo(y))dy (4.4)

Si
1. f une fonction borné sur [a,b] < IR > 0,Vz € [a,b] : |f(z)|< R.
2. G est une fonction intégrable et borné Va < z,y < b & Ik > 0,Y(z,y) € [a,b] :
G, y, 0(y))|< K
3. G est M-Lipschizien < |G(z,y, ¢(z1)) — G(z,y, ¢(22))|< M|z1 — 22|

Donc ’équation (4.4) admet au moins une solution ¢ dans [a, b].
preuve  Voir [(]

4.3 Quelques méthodes de résolution pour I’équation intégrale
de Fredholm

4.3.1 La méthode des substitutions successives|6]

Cette méthode est presque analogue a la méthode des approximations successives sauf qu’il
concerne la solution de I’équation intégrale sous forme de série a travers évaluer des intégrales
simple et multiples.La solution par la procédure numérique dans cette méthode est énorme par
rapport & d’autres techniques.

Dans ’équation (4.2) ; comme d’abitude K (x,y) # 0 c’est une fonction de deux variable
réelle, continu dans le rectangle R, pour laquel a < x < bet a <y < b, et aussi f(x) # 0 est une
fonction réelle continue dans l'intervalle I pour laquel a < x < b, et A un parametre constant.

En substituant dans le second membre de I’équation (4.2), a la place de ¢(y),sa valeur
comme donné par I'équation elle-méme, donne

b b b
o) = f@) + A [ K@iy + ¥ [ Kew) [ Keoemdndy  @5)
On substituant & ¢(y;) sa valeur donnée dans I’équation (4.2), on obtient
b
o) = @) + A [ Kla)iwiy
, [t b
+ A / K(:r,y)/ K(y,y1)f (y1)dyrdy

b b b
+ )\3/ K(iﬂay)/ K(yayl)/ K(y1,y2)(y2)dyady1dy
+ o (4.6)
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En procédant de cette maniere, on obtient
b
o) = @) + A [ Klaw)fwdy
b b
+ Az/ K(:v,y)/ K (y, 1) f(y1)dyrdy

b b b
+ A3/ K(w,y)/ K(y,yl)/ K(y1,y2) f(y2)dy2dyr1dy
+ o (4.7)

En note que la solution en série donnée dans 1’équation (4.7) converge uniformément dans
l'intervalle [a,b] si AM (a,b) < 1 ou |K(z,y)|< M. La peuve est trés simple et peut étre trouvé
dans|[1] .

A partir de I’équation (4.7), il est absolument clair que dans cette méthode, la fonction
inconnue () est remplacée par la fonction donnée f(z) qui red ’évaluation des intégrales
multiples simple et possible.La technique de cette méthode sera illustré ci-dessous dans le
chapitre qui suit.

4.3.2 La méthode de la décompositions Adomian[5]

La méthode de décomposition a été récemment introduite par Adomian dans les livres écrit
par lui [5] et [6]. La méthode a beaucoup de similitude avec la série de Neumann, et a été
prouvée, étre fiable et efficace pour une large classe d’équation différentielles et intégrales de
modele linéaire et non linéaire.

Dans la méthode de décomposition, on exprime généralement la solution du équation
intégrale linéaire

b
f(@) = p(a) — A / K(z,y)p(y)dy (48)

sous forme d’une série comme une série de perturbation réguliere , définie par
o
p(@) =D palx) (4.9)
n=0

Par substitution de ’équation (4.9) dans les deux cotés de 1’équation (4.8), on obtient

00 b 00
> on(x) —f(w)+A/ K(z,y) {an(y)}dy (4.10)
n=0 a n=0

Les composantes ¢o(x), 1(z), p2(x), ... de la fonction inconnue ¢(x) sont completement
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déteminé de maniere récurrente si on fixons

ole) = f(z)
or(z) = f@)+ / K (2, y)¢0(y)dy
0

) = f@)+ [ " K. y)er(y)dy

os(@) = fla)+ /0 " K (. y)eay)dy

onlr) = fla)+ /0 " K (@, 9)pn1(v)dy.

L’idée principale comme technique de perturbation, est de déterminer décomposition zéro
@o(z) par la fonction connue f(x). Une fois que ¢o(z) est connu, alors déterminer

successivement pg(z), p1(x), p2(x),...,etc..  Un schéma de récurrence est alors donnée par
vo(z) = f(z), (4.11)
xT
onl@) = 1(a) + [ K(o.p)nrlo)dyn > 1 (112)
0

Par observation aux équations (4.11) et (4.12), les composantes (), ¢1(x), p2(z), ... si elles
sont déterminée sucessivement, donc la solution ¢(x) peut étre obtenu en utilisant la série (4.9).

4.3.3 La méthode des approximations successives de Picard

Parfois, les équations intégrales non linéaires ne peuvent pas étre résolues par les méthodes
précédentes, dans ce cas nous pouvons recourir a une méthode itérative donnez-nous la
solution ¢ s’il existe.

Principe de la méthode

Considérons I’équation intégrale non linéaire de Fredholm

b
(@) = f(z) + A / K (2, 9) F(p(y))dy. (4.13)

On choisisant une valeur initiale approximative ¢g(x),on obtient par substitution dans
I’équation (4.13)

b
o1(2) = F(z) + A / K (,9)F(0(y))dy?

1(x) appelé la premiére approximation de ¢, pour trouver une meilleur approximation en
substituant ¢;(z) dans le second membre de 1’équation (4.13), on trouve

b
o) = f(2) + A / K (2,9)F(91(4))dy,
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Et ainsi de suite jusqu’a le n éme approximation

b
i1 (1) = F(2) + A / K (2, 9)F(pn(y))dy, (4.14)

Dans ce cas on trouve une solution de I’équation non linéaire (4.13) sous la forme d’une série
d’approximation ¢1(z), p2(x), p3(z), . . ., on(x).



CHAPITRE 5

APPLICATION SUR LES EQUATIONS
INTEGRALES

5.1 Application sur la physique

5.1.1 Probleme de répartition de la luminance

Selon la loi de 'optique géométrique, 'image d’un segment est un segement, leurs longueurs
étant en général différentes.

Etant donné le systeme optique d’un dispositif P, choisisons les unités de mesure sur les
axes Ot et O's de fagon que pour deux points T (t) et S(s) qui se correspondent, on ait s = t.

Le point lumineux T'(t) de 'objet AB influe sur I’éclairement de tous les points de I'image
A'B', mais celui de point S (s) est le plus grand. Ainsi, I’éclairement K est une fonction de s et
t,ie K = K(s,t).

Désignons par 7(t) la luminance de 'objet en ¢. La quantité n(t) K (s,t)At donne alors une
valeur approximative de la luminance de I'image au point S(s) engendrée par 1’élément At de
lobjet luminaux. Ici K (s,t) est défini par les propriétés optiques du dispositif.

En vertu du principe de superposition, la luminance de I'image au point S(s) est

34
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approximativement donnée par la somme

D nte) K (s, tr) Aty, (5.1)
P

ou la somme s’étend sur tout l'objet (le segment AB). Soit [ la longueur de ce segment.
Passant a la limite dans (5.1) pour max Aty — 0, on obtient une répartition de la luminance
de 'image de la forme

!
g(w):/o K (x,t)n(t)dt. (5.2)

Selon la fagon dont on pose le probléme, on obtient & partie de (5.2) des équations
intégrales de divers types. La fonction connue K (s,t) est définie par le choix du dispositif. Si
on s’est donné la luminance de I'image ¢(s) et qu’on cherche une répartition de la luminance de
I'image ¢(s) et qu’on cherche une répartition de la luminance de l'objet telle qu’elle fournisse la
luminance donnée de 'image, alors g(s) est une fonction donnée et 7(s) la fonction inconnue,
et équation (5.2) est donc une équation de fredholm de premiere espece.

La question suivante est trés importanye en physique : dans queles conditions, I'image est
telle qu’on ait, a part la similitude géométrique de l'objet et de I'image, la similitude de leurs
luminances 7.

Dans ce cas g(s) et n(s) sont proportionnels, i.e.

o(s) = ().

et on substituant (s) a g(s) ’équation (5.2) devient

!
o) = [ (e =0,

i.e. une équation intégrale homogene de Fredholm de second espeéce ou ¢(s) est le fonction
inconnue. On se demande alors : le coeficient de proportionnalité peut-il étre quelconque ? et,
dans la négative pour quelles valeurs de A le probleme physique admet-il une solution ?
Modifions la position physique du probleme et exigeons que la différence entre la luminance
d’une point de l'objet et celle du point correspondant de 'image ait partout une valeur f(s)
donnée a ’avance, i.e.

n(s) —g(s) = f(s), (5:3)

on porte g(s) défini par (5.3) dans I’équation (5.2), on obtient
!
£s) = ()~ | K(s, o)
0
¢’est-a-dire une équation non homogene de Fredholm de second espéce, ou la fonction inconnue
est n(s).
5.2 Les équations intégrales et problemes aux limites

5.2.1 Probleme aux limites dépendant d’un parametre et leur réduction a
des équations intégrales

On est souvent conduit & un probléme aux limites du type
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{um:Ay+M@, (5.4)

Vi(y) =0, k=(1,2,3,...,n).
ou L[y] = po(x)y™ (z) + pi(2)y" (@) + ... + pal@)y(@),
Vi(y) = ary(a) + gy (@) + oo 0"y N @) + Bry(®) + By (1) + 4 5y 0),
k=(1,2,3,...,n).
les formes linéaires Vi, Va, ..., V,, sont linéairement indépendantes ;h(z) est une fonction
continue de z donnée, A\ un parametre numérique.
Pour h(z) = 0, on obtient le probleme aux limites suivante :

Lly] = Ay, (5.5)
Vi(y) =0, k=(1,2,3,...,n). '

les valeurs de A pour lesquelles le probléme au limites (5.4) admet des solutions y(x) non
triviales s’appellent valeurs propres de ce probleme et ses solutions non triviales fonctions
propres correspondantes.

Théoréme 5.2.1 ([6]). Si le probléme aux limites

[yl = Ay,
Vi(y) =0, k=1(1,2,3,...,n).

posséde la fonction de Green G(x,&), le probléeme aux limites est équivalent a I’équation intégrale
de Fredholm

b
y(z) = F(z) + A / G, O)y(€)de, (5.6)

b
- / G, )h(€)de. (5.7)

En particulier, le probleme homogene (5.5) est équivalent a I’équation intégrale homogene

b
)= / G, )y (€) . (5.8)

Remark 5.2.2. Du moment que G(z,&) est un noyau continu, on a pour l’équation intégrale
(5.8) les théorémes de Fredholm. Aussi cette équation admet-elle un nombre au plus dénombrable
de valeurs caractéristiques A1, Aa, ..., An, ... qui ne peuvent converger qu’a linfini. Pour toutes
valeurs A autres que caractéristiques, ’équation non homogene (5.6) a une solution quel que soit
son second membre f(x) continu. Cette solution est sous la forme

b
o) = 1)+ [ B & 0,

ot R(x,&; N) est la résolvante relative au noyau G(x,€). Quelque soit x et £ fixes dans [a,b], la
fonction R(xz,&; \) est une fonction méromorphe de \.

Définition 5.2.3. [0] (fonction de Green)On appelle fonction de Green (ou fonction d’in-
fluence) du probléme aux limites (5.4) la fonction G(x,§) construite pour tout point §, a < £ < b,
et jouissant les 4 propriétés suivantes :
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1. G(z,&) est continue et posséde des dérivées continues par rapport a x jusqu’a l'ordre (n—2)
inclus pour a < £ < b.

2. Sa (n — 1)-iéme dérivée par rapport a x présente au point x = & une discontinuité de

premiére espéce, le saut ayant la valeur ——,i.e.
Po(f)
T a1 0T gt =0 = '

3. Dans chacun des intevalles [a, §)et(&,b], la fonction G(x, ) considérée comme une fonction
de x est solution de la 1 er équation de probleme de Cauchy :

LIG] = 0.
4. G(z,&) vérifie les conditions aux limites de probléme de Cauchy :
Vi(G)=0,(k=1,2,....,m)

Exemple 5.2.1. Ramenant le probléme aux limites

{jh+Ay::x’ (5.10)
y(0) +y(3) = 0.

a une équation intégrale. Cherchons d’abord la fonction de Green G(x,€) du probléme homogéne
correspondant(pour plus d’information Voir [5] page 92).

y// ((L‘) — 07
y(0) =y(3) =0.
Puisque les solutions linéairement indépendantes de l’équation y” (z) = 0 vérifiant les conditions
s

y(0) = 0 et y(5) = 0 sont respectivement les fonctions yi(x) = x et y2(x) = x — 5, cherchons la
fonction de Green sous la forme

y1(2)y2(§)
NI ’
Gl ) = WiE) <z <¢
’ y1(§yz(x) f<r<z
weE oo T
avec
wio=|$ $7F| =3
Donc

(2¢ -1z, 0<z <E,

™

(2o —1)¢, ¢<a<i (5.11)

Premant comme noyau, nous obtenons pour y(x) l’équation intégrale

wwzﬂﬂ—AAQQ%OMQM,
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ol

fm>::_/2G@z®y@Ma

0
_ (T2 e 52,
—tA<x1x&+A<s 1)at.
_13 w?

Ainsi, le probléme aux limites (5.10) s’est réduit a ’équation intégrale
g
)+ [ Gla e = gt - T

5.3 Résolution analytique et numérique des équations
intégrales

Pour plus de compréhension, dans cet partie on donne des exemples sur tous qui est
précédent , on commence par

5.3.1 Equation intégrale de Volterra

Transformation des équations différentielles aux équations intégrale de second
espece

Example 5.3.1. formant [’équation intégrale de l’équations différentielles
y// _'_ :By/ + y _ 0

et auzx conditions initiales

POSONS )
2 = o). (5.12)
Alors dy . , - .
P [Cetarry©= [ oo y= [ @-newa (5.13)

Portant (5.12) et (5.13) dans ’équation différentielle donnée, il vient

o(x) + /035 xp(t)dt + /Ox(:n —t)p(t)dt+1=0.

plx) =—-1— /;(21‘ —t)p(t)dt + 1.
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Résolution de I’équations intégrale de Volterra a I’aide de la résolvante

Example 5.3.2. Trouvons la résolvante de I’équation intégrale de Volterra a noyau K (z,t) =1 :
On a Ki(z,t) = K(x,t) = 1. Conformément au formule (3.25),

Ky(z,y) = LxK(x,z)K(z,y)dz:/yx:x—y

x xr — 2
= K3(m7y)—/y 1.(z—y)dz—(2!y)
x r — )2 z—q)3
_ K4<m7y):/ n 2!@/) gy = 3!1/)
_ _ [ I A ) N G e
= Katro) = [ L= [T = R0

Ainsi par définition

Rt X) = 3 Ny 1 (0,8) = 3 Nz —y)" o)

|
0 n:

Example 5.3.3. Trouvons la résolvante de I’équation intégrale

o) = f() + /0 “(@ — y)ely)dy. (5.14)

Dans ce cas K(x,y) =x —y, A\ = 1; par conséquent, selon (3.28) , a1(x) = 1, les ax(x) restants
étant nuls.
L’équation (3.29) est alors de la forme

d*g(z,y; \)
i =gy 1) =0,
d’ot

9(x,y;1) = g(z,t) = C1(y) exp(x) + C2(y) exp(—z).

Les conditions (3.30) et (3.31) donnent

{01 (y) exp(x) + Ca(y) exp(—x)
C1(y) exp(x) + C2(y) exp(—x)

0
’ 5.15
) (5.15)

En résolvant le systéme (5.15) nous obtenons

Caly) = gexp(—), Caly) = 3 exply),

et donc

Conféremement a (3.32)
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Example 5.3.4. Trouvons a l’aide de la résolvante la solution de I’équation intégrale de Volterra
22 z 2202
p(x) =e" + [ "V o(y)dy
0

Pour X = 1, la résolvante relative au noyau K(z,y) = €=~V est R(z,y;1) = e Ve V",
D’apres la formule (3.27), I’équation intégrale donnée a pour solution la fonction

X
2 2 o2 .2 2
p(r) =¢€" +/ e TV e Ve dy = ¥ 1T,
0

La méthode des approximations successives et le La méthode de la transformation
de Laplace

Example 5.3.5. Résoudrons l’équation intégrale de Volterra de second espéce par les deux
méthodes (approximations successives et transformation de Laplace)

o(@) = f(a) + A /0 " p(y)dy. (5.16)

1. La méthode de la transformation de Laplace
Utilisant la transformation de Laplace de l’équation (5.16), on obtient

L{p(x)} = L{f(2)} + AL{e" "} L{p(x)}, (5.17)
par simplification on obtient

Lip)) = (14 5=3 =3 ) @) (5.18)

utilisant maintenat la transformation inverse de Laplace, on trouve
o) = [ (0o =)+ 2D py)dy
0
= fa) x| pyay (5.19)
0

ot d c’est la fonction delta de Dirac.

2. La méthode des approximations successives Soit l'approximation zéro

po(x) =0, (5.20)

p1(z) = f(), (5.21)

Substituant cette relations pour obtension de la seconde approximation

pale) = )+ [ " i (y)dy, (5.22)

0



5.3 Résolution analytique et numérique des équations intégrales 41

En procédant de cette maniére, la troisieme approximation peut étre obtenue comme suit :
xX
I OR Y AT
z y
- ﬂ>+x/‘xﬂux> 3 [ e oy

= +>\/ eEYf(y dy+)\2//ey Ef(t)dtdy
- ﬂ)+AA $yﬂ>@+A{A< y)e™ Y f(y)dy

De la méme maniére, la quatriéme approzimation p4(x) peut étre écrite en une fois :

T 3 T . T (e — 2 .
e Y A O e
Ainsi, en continuant, on obtient pour n — oo

o(r) = lim @n(x

n—aoo

(1 Az —y) + %V@; _y)2+ ) f(y)dy}

= fla)+ A [ INEfy)dy.

= —l—)\/ P T S y f(y)dy
0
|

qui est identique o l’équation (5.19). Ici, le noyau qui résout est H(z,y; \) = e(1TN@=y),

5.3.2 Equation intégrales de Fredholm
La méthode des substitutions successives

Example 5.3.6. Utilisant la méthode des substitutions successives pour résoudre [’équation

intégrale suivante
s
2

1
p(x) = cosz + 2/ sin xp(y)dy.
0

On remarque que, A = , f(z) = cosz et K(x,y) = sinz, et en substituant ces valeurs dans
léquation (4.7), on obtzent

1 (2
o(r) = cosx+2/ sin x cos ydy
0
1 [2 2
+ / sinx/ sin ¢ cos y1dy1dy
4 Jo 0

1 (2 3 3
+ 8/ Sin:v/ siny/ sin y1 cos yodyody1dy + ...
0 0 0

1 1 1
= cosx + §sinx—|—lsinx+ ésinx—i—...

= cosx + sinz.
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La méthode de la décomposition Adomian

Example 5.3.7. Résolution l’équation intégrale de Fredholm suivante

1
p(r) =e" =1 +/ ye(y)dy
0
La méthode de décomposition Adomian nous donne :

wolx) = e*—1,
1 1 1
@) = [ e = [ e~y = 5.

1 Ly 1
pa(r) = / yer(y)dy = / oy =7
0 0
1 1
Y 1
wale) = [ ey = [ Gay= g
0 0
etc. Par conséquent, la solution peut étre écrite a la fois
1 1 1
=" —14+=-4+-+=-+..=¢€"
olz)=e + 5 + 1 + 3 + e

5.4 Exemple numérique(La méthode des approximations
successsives)

On considre I'équation

1
plr)=e"4+e " — / e T lo(t)dt, 0 < x < 1.
0

La solution exacte est p(x) = e®. Les résultats numériques sont donnés dans le tableau suivant :

T solution exacte solution approchée erreur absolue
0 1.0000 1.7938 0.7938
0.25 1.2840 1.8501 0.5661
0.50 1.6487 2.0227 0.3740
0.75 2.1170 2.3224 0.2054

1 2.7183 2.7680 0.0497
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Résumé

Les équations intégrales jouent un réle trés important dans la résolution de
nombreux problémes physiques.

Le but de ce travail est de faire une étude large sur ce genre d’équations, en le
présentant a travers ces classifications et des théorémes d’existances et d’unicités
de la solution, et aussi quelque méthodes de la résolution. Enfin, certaines
applications.

Abstract

Integral equations play a very important role in solving many physical problems.
The purpose of this work is to make a broad study of this kind of equations,
presenting it through these classifications and theorems of existances and
uniqueness of the solution, and also some methods of the resolution. Finally some
applications.
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