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5.3.2 Equation intégrales de Fredholm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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INTRODUCTION

Les premières équations intégrales furent obtenues par Daniel Bernoulli vers 1730 dans
l’étude des oscillations d’une corde tendue. Après l’introduction du noyau de Green, il fallut
attendre les dernières années du xixe siècle, avec les travaux de H. A. Schwarz, de H. Poincaré,
de V. Volterra et surtout ceux de I. Fredholm, pour disposer de résultats généraux en liaison
étroite avec les premiers développements de l’analyse fonctionnelle. Quelques années plus tard,
l’étude des équations intégrales conduisait D. Hilbert à définir l’espace qui porte son nom et à
poser les premières bases de la théorie spectrale, cadre dans lequel F. Riesz développa la
théorie des opérateurs compacts (1918). Ainsi, les équations intégrales ont joué un rôle
historique important dans l’élaboration des principaux concepts de l’analyse contemporaine.

Une équation intégrale est une équation dont l’une des indéterminées est une intégrale. Elles
sont importantes dans plusieurs domaines physiques. Les équations de Maxwell sont
probablement leurs plus célèbres représentantes. Elles apparaissent dans des problèmes des
transferts d’énergie radiative et des problèmes d’oscillations d’une corde, d’une membrane ou
d’un axe. Les problèmes d’oscillation peuvent aussi être résolus à l’aide d’équations
différentielles.

Dans ce travail, nous avons présenté les théories mathématiques nécessaires à la
compréhension des équations intégrales puis nous avons présenté aussi la résolution d’équations
intégrales, et illustré les techniques numériques de résolution. Dans les chapitres 1 et 2, on
introduit les notions de base et une introduction générale sur les équations intégrales. Nous
avons discuté sur l’équation intégrale de Volterra et de Fredholm dans les chapitres 3 et 4
respectivement. Le dernier chapitre est consacré à la présentation de quelques applications de
ces équations intégrales.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE

Définition 1.0.1. (Equation différentielle)Une équation différentielle est une équation dont
la où les inconnues sont des fonctions, elle se présente sous la forme d’une relation entre ses
fonctions inconnues et leurs dérivées successives. C’est un cas particulière d’équations fonction-
nelle. On distingue généralement deux type d’équations différentielles :
– Les équations différentielles ordinaires (EDO) où la ou les fonctions inconnues ne dépendent

que l’une seule variable.
– Les équations différentielles partielles (équation aux dérivées partielles) (EDP), où la ou les

fonctions inconnues peuvent dépendre de plusieurs vaariables indépendantes.

Définition 1.0.2. (Une application méromorphe) Une fonction f(z) est méromorphe si
on peut la mèttre sous forme de quotient de deux fonction entières

f(z) = g(z)
h(z) , h(z) 6= 0.

Définition 1.0.3. (Une application contractante) Une application contactante ou de contrac-
tion, est une application k-Lipschitzienne avec k < 1.

1.1 Continuité et discontinuité[8]

Dans tous qui est suit ; A désigne une partie de R, a un élément de A, I un intervalle de R, et
f : A −→ R une fonction.

Définition 1.1.1. (application continue)On dit que :

1. f est continue en a si pour tout voisinage W de f(a), il existe un voisinage V de a tel que
f(V ∩A) ⊂ W .

2. f est continue à droite (resp. à gauche) en a si la restriction de f à A ∩ [a,+∞[ (resp.A
∩ ]−∞, a]) est continue en a.

2



1.2 La convergence[9] 3

3. f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Définition 1.1.2. (application discontinue) On dit que :

1. f possède une discontinuité de première espèce en a si f n’est pas continue en a et
admet une limite à droite et une limite à gauche en a (si on peut envisager celles-ci).

2. f possède une discontinuité de deuxième espèce si f n’est pas continue en a et que la
discontinuité n’est pas de première espèce.

1.2 La convergence[9]

On désigne par X un ensemble quelconque, par (E, d) un espace métrique et par (fn) une suite
d’applications de X dans E.

Définition 1.2.1. (Convergence simple)On dit que la suite (fn) converge simplement vers
l’application f (de X dans E) si, pour chaque x de X, la suite (fn(x)) converge dans E vers
f(x). En d’autres termes, la suite (fn) converge simplement vers f si quels que soient ε > 0 et
x ∈ X , il existe un entier N tel que l’inégalité n ≥ N entrâıne d[fn(x), f(x)] ≤ ∈ ε, soit

∀ x ∈ X, ∀ ε > 0, ∃ N ∈ N, ∀ n ≥ N ⇒ d[fn(x), f(x)] ≤ ε.

Ce nombre N dépend, en général de ε et de x. En exigeant que N soit indépendant de x, on
obtient un mode de convergence plus restrictif, appelé convergence uniforme.

Définition 1.2.2. (Convergence uniforme )On dit que la suite (fn) converge uniformément
vers f sur X si, quel que soit ε > 0, il existe un entier N , ne dépendant que de ε , tel que, pour
tout n ≥ N et tout x ∈ X , on ait d[fn(x), f(x)] ≤ ∈ ε.

∀ ε > 0, ∃ N ∈ N, ∀ x ∈ X, ∀ n ≥ N ⇒ d[fn(x), f(x)] ≤ ε.

Définition 1.2.3. (Convergence absolue d’une série numérique)Une série
∑
Un est ab-

solument convergente ⇒
∑
|Un | est convergente.

1.3 Les espaces fonctionnels

Définition 1.3.1. (Espace vectoriel normé) Soit V un espace vectoriel sur le corps K = R
ou C, une norme sur l’espace V est une application définie sur V à valeurs dans R+, notée ‖.‖V ,
vérfiant les trois propriétés suivantes

1. ∀ v ∈ V , ‖v‖V = 0 ⇔ v = 0,

2. ∀ α ∈ K, ∀ v ∈ V , ‖αv‖V = |α|‖v‖V ,

3. ∀ v, u ∈ V , ‖u+ v‖V ≤ ‖u‖V + ‖v‖V .

donc toute espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé, On dit alors
que V est un K-ev normé.

Définition 1.3.2. (Distance et espace métrique))Soit E un ensemble (non vide). On appelle
distance sur E une application d de EE dans [0,+∞[ telle que

1. ∀ x ∈ E, ∀ y ∈ E, d(x, y) = 0 ⇔ x = y,



1.4 Notions sur les opérateurs 4

2. ∀ x ∈ E, ∀ y ∈ E, d(x, y) = d(y, x),(symétrie),

3. ∀ x ∈ E, ∀ y ∈ E, ∀ z ∈ E, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).(inégalité triangulaire)

L’ensemble E muni d’une distance d est appelée un espace métrique noté (E, d), ses éléments
sont habituellement appelées des points.

Définition 1.3.3. (Espace métrique complet) On dit que E est un espace métrique complet
si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Définition 1.3.4. (Suite de Cauchy) Une suite de Cauchy est une suite qui vérifie :

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀p ≥ n0 ∀q ≥ n0 ‖xp − xq‖ ≤ ε.

Définition 1.3.5. (Espace de Banach)Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace
de Banach.

Définition 1.3.6. (Espace L2(a, b)) On dit que une fonction f(x) est carré intégrable sur [a, b]
si l’intégrale ∫ b

a
f2(x)dx,

existe ( est finie ). L’ensemble de toutes les fonctions carré intégrable sur [a, b] sera noté L2(a, b)
ou L2 tout court.

Définition 1.3.7. (Espace C(l)(a, b)) Les éléments de cet espace sont toutes les fonctions dé-
finie sur [a, b] et procédent sur cet intervalle des dérivées continues jusqu’à l’ordre inclus. Les
opérations d’addition de fonctions et de multiplication de fonctions par un nombre sont définie
de façon usuelle.

1.4 Notions sur les opérateurs

Définition 1.4.1. (Un opérateur)Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques. Un opé-
rateur P est une application de E dans F .

Définition 1.4.2. (Opérateur linéaire)Un opérateur P est dite linéaire si et seulement si :

∀ (α, β) ∈ K, ∀ x, y ∈ E, P (αx+ βy) = αP (x) + βP (y).

où K est le corps des scalaires de E et F .

Remark 1.4.3. L’orsque E est un K-espace vectoriel, et que F = K, un opérateur est une
forme linéaire sur E.

Définition 1.4.4. (Opérateur intégral linéaire) Soit K : C([a, b][a, b]) −→ R une fonction
continue, l’opérateur intégral linéaire B sur C[a, b] est définie par

B : ϕ ∈ C([a, b]) −→ Bϕ ∈ C([a, b])

(Bϕ)(x) =
∫ b

a
K(x, y)ϕ(y)dy,

Où la fonction K(x, y) est appellé le noyau de de l’opérateur intégrale B.
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Définition 1.4.5. (Opérateur a noyau dégénéré )Le noyau d’une équation intégrale est dit
dégénéré s’il est la somme d’un nombre fini produits de fonctions de x seul par des fonctions de
y seul, est de la forme

K(x, y) =
n∑
i=1

αk(x)βk(y).

Les fonctions αk(x) et βk(y) où (k = 1, 2, 3, ..., n) seront supposées continues dans le carré
fondamental a ≤ x, y ≤ b et linéairement indépendantes.

Définition 1.4.6. (Fonction propre)En théorie spectrale, une fonction propre f d’un opé-
rateur linéaire A sur un espace fonctionnel est un vecteur propre de l’opérateur linéaire.



CHAPITRE 2

INTRODUCTION AUX ÉQUATIONS
INTÉGRALES

Dans ce chapitre, on parle sur l’historique de l’équation intégrale, puis on donne des
définitions générale et des classifications de ce genre d’équations, enfin, numérotant les

techniques générales de la résolution(traditionelles et développées).
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2.1 Préliminaire de l’équation intégrale 7

2.1 Préliminaire de l’équation intégrale

Définition 2.1.1. Une équation intégrale est définie comme une équation dans laquelle la fonc-
tion inconnue ϕ(x) à déterminer apparaissent sous le signe d’intégrale. Une forme typique d’une
équation intégrale de ϕ(x) est de la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y)ϕ(y)dy. (2.1)

où

1. K(x, y) est appelé le noyau de l’équation intégrale.

2. α(x) et β(x) sont les limites de l’intégration.

3. λ est une constante paramètre.

4. f(x) est une fonction connue.

on peut facilement constater que la fonction inconnue ϕ(x) apparait sous le signe intégrale.
L’objictif premier de ce texte est de déterminer la fonction inconnue ϕ(x) qui satisfera

l’équation (2.1) en utilisant un certain nombre de résolution.

Remarque 2.1.1. Les fonctions connues K(x, y) et f(x) peuvent être complexes ou des fonc-
tions réelles de valeurs réelles x et y.

2.2 Contexte historique de l’équation intégrale

En 1825, un mathématicien italien, Abel produisit une équation intégrale avec le fameux
problème de ”tautochrone”; le problème est lié à le détermination d’une courbe et long de
laquelle glissement, sans frottement, descend jusqu’à sa position la plus basse ou plus
généralement tel que le temps de descente est une fonction donnée de sa position initiale. Etre
plus spécifique, considérons une courbe lisse située dans un plan vertical. Une particule lourde
part du repos à n’importe quelle position P , trouvons sous l’action de la gravité, le temps T de
descente au plus bas position O. Choisir O comme origine des coordonnées, l’axe des X
varticalement vert le haut, et l’axe y horizontal. Soit les coordonnées de P être (x, y), de Q
être(ξ, η) et S l’arc OQ.

Figure 2.1: principe d’une courbe lisse
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2.3 Classification des équations intégrales

Une équation intégrale peut être classifiées comme une équation intégrale linéaire ou non
linéaire, dans qui est précedent nous avons remarqué que l’équation différentielle peut être
représentée de manière équivalente par une équation intégrale. Par conséquent, il existe une
bonne relation entre ces deux équations.
Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées relèvent de deux grande classes :
L’équation intégrale de Fredholm et de Volterra. Bien sûr, nous devons les classer comme
homogène ou non homogène, et aussi linéaire et non linéaire. En plus on peut classifier
l’équation intégrale d’aprés la position du la fonction inconnue ϕ(x) par rapport au l’intégrale
qui s’appelé le type espèce.
Dans certaines pratique problèmes, nous rencontrons des équations singulières aussi. Dans ce
texte, nous distinguerons quatre grands types d’équation intégrales ; deux classes principales et
deux types d’équations intégrales connexes, en particulier, les quatre types sont donnés
ci-dessous
– Equation intégrale de Volterra.
– Equation intégrale de Fredholm.
– Equation intégro-différentielle.
– Equation intégrale singulière.

2.3.1 Classification des équations intégrales d’aprés le type espèce

Définition 2.3.1. On dit que l’équation intégrale est de premier espèce si et seulement si la
fonction inconnue apparâıt uniquement à l’intérieur de signe intégral, par contre pour les équa-
tion à second espèce ; la fonction inconnue apparâıt en plus à l’extérieur du signe d’intégral. On
peut définie aussi la troisième espèce d’équation intégrale. Donc on peut donner une autre forme
d’équation intégrale

g(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y)ϕ(y)dy, (2.2)

1. Si g(x) = 0 l’équation (2.2) s’écrit

f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y)ϕ(y)dy = 0, (2.3)

s’appelle équation intégrale de premier espèce.

2. Si g(x) = c = cst 6= 0 alors l’équation (2.2) s’écrit

f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y)ϕ(y)dy = cϕ(x), (2.4)

s’appelle équation intégrale de second espèce.

3. Si g(x) 6= 0 alors l’équation (2.2) s’écrit

g(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y)ϕ(y)dy. (2.5)

s’appelle équation intégrale de troisième espèce.



2.3 Classification des équations intégrales 9

2.3.2 Equations intégrales linéaire et non linéaire

Equations intégrales non linéaires

Définition 2.3.2. Si la fonction inconnue ϕ(x) apparaissant sous le signe d’intégrale est donnée
dans la forme fonctionnelle F (ϕ(x)) telle que la puissance de ϕ(x) n’est plus unitaire
F (ϕ(x)) = ϕn(x) avec n 6= 0 où F (ϕ(x)) = cos(ϕ(x))... ; alors les équations intégrales sont
classées comme des équations intégrales non linéaires.

Exemple 2.3.1. Les équation suivantes

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y)ϕ2(y)dy,

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y) cos(ϕ(y))dy,

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y) ln(ϕ(y))dy.

sont classées comme des équations intégrales non linéaires.
Les équations intégrales non linéaire sont :

1. Equation intégrale non linéaire de Fredholm

On peut définie trois type d’équation intégrale non linéaire de Fredholm

(1) Equation intégrale de Fredholm de première espèce qui prendre la forme suivante :

f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)F (ϕ(y))dy = 0, (2.6)

(2) Equation intégrale de Fredholm de second espèce qui prendre la forme suivante

Cϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)F (ϕ(y))dy, C = cst, (2.7)

(3) Equation intégrale de Fredholm de troisième espèce qui prendre la forme suivante

g(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)F (ϕ(y))dy. (2.8)
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2. Equation intégrale non linéaire de Volterra

On peut définie trois type d’équation intégrale non linéaire de Volterra

(1) Equation intégrale de Volterra de première espèce qui prendre la forme suivante

f(x) + λ

∫ x

a
K(x, y)F (ϕ(y))dy = 0, (2.9)

(2) Equation intégrale de Volterra de second espèce qui prendre la forme suivante

Cϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, y)F (ϕ(y))dy, C = cst, (2.10)

(3) Equation intégrale de Volterra de troisième espèce qui prendre la forme suivante

g(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, y)F (ϕ(y))dy. (2.11)

3. Equation intégrale non linéaire d’Abel

Définition 2.3.3. On appelle équation intégrale non linéaire d’Abel l’équation de la
forme

ϕ(x) =
∫ x

−∞
(x− y)γ−1h(ϕ(y))dy, (2.12)

où 0 < γ < 1 et h : [0,∞) −→ [0,∞) tel que h(0) = 0 et h(x) > 0, ∀ x > 0 .

4. Equation intégrale non linéaire de Uryson

Définition 2.3.4. On appelle équation intégrale de Uryson l’équation sous la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
Ω
K(x, y, ϕ(y))dy, (2.13)

où K et f sont des fonctions arbitraires. On peut aussi écrire cette équation de la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
Ω
K(x, y)F (ϕ(y))dy, (2.14)

avec F est une fonction non linéaire.

5. Equation intégrale non linéaire de Hammerstein

Définition 2.3.5. L’équation intégrale de Hammerstein est un cas particulière de l’équa-
tion de Uryson, donc est sous la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
Ω
K(x, y)g(y, ϕ(y))dy. (2.15)

Pour plus dinformations voir [7]
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Equations intégrales linéaires

Définition 2.3.6. Une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnue se pré-
sente d’une manière linéaire. La forme générale de l’équation intégrale linéaire est

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

a
K(x, y)ϕ(y)dy. (2.16)

Les équations intégrales linéaires sont :

(1) Equation intégrale linéaire de Fredholm

L’équation intégrale linéaire de Fredholm est sous la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)ϕ(y)dy. (2.17)

(2) Equation intégrale linéaire de Volterra

Définition 2.3.7. C’est un cas particulier de l’équation intégrale de Fredholm,il suffit
de prendre β(x) = x (un variable) dans l’équation (2.16) et que le noyau K vérifie la
condition suivante :

K(x, y) = 0 pour x < y.

(3) Equation intégrale linéaire de Weiner-Hopf

Définition 2.3.8. L’équation intégrale linéaire de Weiner-Hopf set sous la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ +∞

a
K(x− y)ϕ(y)dy. (2.18)

(4) Equation intégrale linéaire de Renewel

Définition 2.3.9. L’équation intégrale linéaire de Renewel définie comme suit :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ X

a
K(x− y)ϕ(y)dy. (2.19)
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(5) Equation intégrale linéaire d’Abel

Définition 2.3.10. L’équation intégrale linéaire d’Abel définie comme suit

f(x) =
∫ x

a

ϕ(y)√
(x− y)

dy, (2.20)

c’est l’équation intégrale de Volterra de premièer espèce.
On appel également équation d’Abel une équation plus générale

f(x) =
∫ x

a

ϕ(y)
(x− y)γ dy, 0 < γ < 1. (2.21)

c’est l’équation d’Abel généralisé.

2.3.3 Equation intégrale homogènes et non homogènes

Si on pose f(x) = 0 dans (2.1), alors l’équation intégrale est appellée une équation
intégrale homogène, sinon elle est appellée équation intégrales non homogène. La forme
générale d’une équation intégrale homogène

ϕ(x) = λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, y)ϕ(y)dy. (2.22)

2.3.4 Equations intégrales mixtes

Les équations intégrales mixtes sont :

(1) Equation intégrale de Fredholm-Volterra

L’équation intégrale de Fredholm-Volterra est une équation de la forme

ϕ(x, y) = f(x, y) + λ

∫ y

0
F (y, τ)ϕ(x, τ)dτ + λ

∫ b

a
K(x, s)ϕ(s, y)dy,

x ∈ [a, b] et y ∈ [0, T ] , T <∞.

(2) Equation intégrale de Volterra-Fredholm

Cette équation est sous la forme

ϕ(x, y) = f(x, y) + λ

∫ y

0

∫ b

a
F (y, τ)ϕ(y, s)K(x, s)ϕ(s, τ)dydτ, (2.23)

x ∈ [a, b] ety ∈ [0, T ] , T <∞.
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2.3.5 Equation intégrale singulière

Une équation intégrale singulière est définie comme une intégrale aux limites infinies
ou lorsque le noyau de l’intégrale devient non lié à un certain point de l’intervalle.

Définition 2.3.11. On dit q’une équation intégrale est singulière si l’une ou les deux
limites d’intégration sont infinies, ou si le noyau K(x, y) devient infinien un ou voisinage
des limites de l’intégration

Définition 2.3.12. Soit l’équation intégrale suivante

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
T
K(x, y)M(x, y)ϕ(y)dy. (2.24)

on dit que (2.24) est s’ingulière si M(x, y) admet une singularité ou le domaine T n’est
pas bornée.

(1) S’ingularité de type Volterra et Fredholm

On considère l’équation intégrale s’ingulière de second espèce

ϕ(x) = f(x) +
∫ x

a
K(x, y)M(x, y)ϕ(y)dy, a ≤ x ≤ b, (2.25)

où K(x, y) est faiblement singulière, en générale K(x, y) définie par

K(x, y) =
{
|x− y|−γ si 0 < γ < 1
ln|x− y| sinon

(1) L’équation (2.25) est de Volterra.

(2) Si on pose : x = b l’équation (1.29) est de Fredholm.

(3) Si K(x, y) = |x − y|−γ pour 0 < γ < 1 alors dans ce cas est appelé singularité
algébrique.

(4) Si K(x, y) = ln|x− y| dans ce cas est appelé singularité logarithmique.

(2) S’ingularité de type Cauchy

Définition 2.3.13. Soit D un domaine bornée convexe dans un plan complexe.
L’intégrale de Cauchy donnée par

f(x) = 1
2πi

∫
∂D

ϕ(y)
y − x

dy. (2.26)

Définition 2.3.14. On appelle équation intégrale de Cauchy une équation de la
forme

f(x) = a(x)ϕ(x) + b(x)
∫

Γ

ϕ(y)
y − x

dy +
∫

Γ
K(x, y)ϕ(y)dy. (2.27)
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2.3.6 Equation intégro-différentielle

Au d’ébut des années 1900, Vito Volterra a étudié le phénomène de la croissance
démographique et de nouveaux types d’équation ont été développés et qualifiés
d’intégro-différentielles équations. Dans ce type d’équation, la fonction inconnue ϕ(x) apparâıt
sous la forme combinaison du dérivé ordinaire et du signe intégrale.

1. L’équation intégro-différentielles de type Volterra de la forme

ϕ
′′(x) = f(x) + λ

∫ x

0
(x− y)ϕ(y)dy, ϕ(0) = 0, ϕ′(y) = 1, (2.28)

2. L’équation intégro-différentielles de type Fredholm de la forme

ϕ
′(x) = f(x) + λ

∫ 1

0
(xy)ϕ(y)dy, ϕ(0) = 0. (2.29)

2.4 Types et techniques de la résolution[2]

Il existe une multitude de techniques de solution disponibles pour résoudre les équations
intégrales. Deux méthodes traditionnelles importantes sont la méthode des approximations
successives et la méthode des substitutions succecives.
En outre, la méthode de la série et la méthode de calcul directe conviennent également à
certains problèmes.

Les méthodes récemment développées, à savoir la méthode de décomposition Adomian
(MDA) et la méthode de décomposition modifiée gagnent en popularité parmi les scientifiques
et des ingénieurs pour résoudre des équations intégrales hautement non linéaires. Les équations
rencontrées par Abel peuvent être facilement résolues en utilisant la transformation de
Laplace. Les équations intégrales de Volterra de type convolution peuvent être résolues à l’aide
du méthode de transformation de Laplace. Enfin, pour les problèmes non linéaires, les
techniques numériques sera extrêmement utile pour résoudre les problèmes très compliqués.



CHAPITRE 3

EQUATION INTÉGRALE DE VOLTERRA

Dans ce chapiter on donne une définition générale de l’équation intégrale de Volterra, après,
on parle sur la Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales de

Volterra, et aussi donnons des théorèmes d’existance et d’unicité de la solution, puis les
méthodes de la résolution de l’équation intégrale de Volterra.

15
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3.1 Généralités

3.1.1 Equation intégrale de second espèce

Définition 3.1.1. Une équation, à une inconnue ϕ(x), de la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, y)ϕ(y)dy, (3.1)

où f(x) et K(x, y) sont des fonctions connues et λ un paramètre numérique, et appellée
équation intégrale linéaire de Volterra de second espèce. La fonction K(x, y) est le
noyau de l’équation de Volterra.
Si f(x) = 0 l’éqation (3.1) s’écrit

ϕ(x) = λ

∫ x

a
K(x, y)ϕ(y)dy, (3.2)

et s’appelle équation homogène de Volterra de second espèce.

3.1.2 Equation intégrale de première espèce

Définition 3.1.2. Une équation, à une inconnue ϕ(x) de la forme

f(x) = λ

∫ x

a
K(x, y)ϕ(y)dy, (3.3)

et s’appelle équation de Volterra de première espèce.

3.1.3 Equation intégrale de Volterra de première espèce de type convolution

Appelons équation intégrale de première espèce de type convolution l’équation∫ x

0
K(x− y)ϕ(y)dy = f(x), (3.4)

dont le noyau K(x, y) n’est fonction que de la différence x− y.
Cette classe d’équations comprend par exemple l’équation d’Abel généralisée.

3.2 Liaison entre les équations différentielles linéaires et les
équations intégrales de Volterra

Généralement la réduction d’une équation différentielle linéaire du deuxième ordre peut être
ramenée à la résolution d’une équation intégrale de second espèce, dans cette partie on
illustrons notre affirmation sur l’équation intégrale deVolterra de second espèce.

Définition 3.2.1. (problème de Cauchy) On appelle problème de Cauchy au problème à
une valeur initiale, le problème qui consiste à trouver une fonction y(x) définie sur l’intervalle
[a,b] telle que :
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(P )
{
y′(x) = f(x, y(x)), x ∈ [a, b]
y(a) = y0

Si la fonction f est continue et vérifiée la condition de Lipschitz par rapport à la deuxième
variable, alors le problème admet une solution unique, dans ce cas, on dit que le problème est
bien posé.

La résolution de l’équation différentielle linéaire

dny

dxn
+ b1(x) d

n−1
y

dxn−1 + ...+ bny = G(x), (3.5)

à coefficients continus bi(i = 1, 2, ..., n) avec les conditions initiales

y(0) = C0, y
′(0) = C1, ..., y

n−1(0) = Cn−1, (3.6)

peut être ramenée à la résolution d’une équation intégrale de Volterra de seconde espèce.
Illustrons notre affirmation sur l’exemple de l’équation différentielle de second ordre

d2y

dx2 + b1(x)dy
dx

+ b2(x)y = G(x), (3.7)

y(0) = C0, y
′(0) = C1, (3.8)

Posons :
d2y

dx2 = ϕ(x), (3.9)

D’où, vu les conditions initiales (3.8), on obtient successivement

dy

dx
=
∫ x

0
ϕ(y)dy + C1, y =

∫ x

0
(x− y)ϕ(y)dy + C1x+ C0, (3.10)

Utilisant la formule∫ x

a
dx

∫ x

a
dx...

∫ x

a︸ ︷︷ ︸
n

f(x)dx = 1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− z)(n−1)f(z)dz, (3.11)

Substituant (3.9) et (3.10) dans l’équation (3.7) on obtient

ϕ(x)+b1(x)
∫ x

0
ϕ(y)dy+b1(x)C1 +b2(x)

∫ x

0
(x−y)ϕ(y)dy+b2(x)C1x+b2(x)C0 = G(x), (3.12)

On peut écrire aussi

ϕ(x)+
∫ x

0
b1(x)ϕ(y)dy+b1(x)C1 +

∫ x

0
b2(x)(x−y)ϕ(y)dy+b2(x)C1x+b2(x)C0 = G(x), (3.13)

donc

ϕ(x) +
∫ x

0
[b1(x) + b2(x)(x− y)]ϕ(y)dy = G(x)− b1(x)C1 − b2(x)C1x− b2(x)C0, (3.14)
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Posant
K(x, y) = −[b1(x) + b2(x)(x− y)], (3.15)

f(x) = G(x)− C1b1(x)− b2(x)C1x− b2(x)C0, (3.16)

Ramenant l’équation (3.14) à la forme suivante

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, y)ϕ(y)dy. (3.17)

c’est l’équation de Volterra de second espèce.(Pour plus d’information voir[5]).

Remarque 3.2.1. L’unicité de la solution de (3.17) résulte de l’existance et de l’unicité de la
solution du problème de Cauchy (3.7) (3.8) pour l’équation différentielle linéaire à coefficients
continus dans un voisinage du point x = 0.

3.3 Existance et l’unicité de la solution[2]

Le théorème de point fixe de Banach est un théorème simple à prouver et possède de
nombreuses application, qui inclunent les théorèmes d’existances pour les équations
différentielles, les équations intégrales et la convergence d’un certain méthodes numériques
comme celle de Newton pour la résolution d’équation non linéaires.

Théorème 3.3.1. (point fixe de Banach) Soint (E, d) un espace métrique complet et f :
E → E une application contractante. Alors f admet un point fixe unique a ∈ E. De plus, pour
tout point initial x0 ∈ E la suite itérée (xp)p∈N quelconque et xp+1 = f(xp) converge vers a.

On considère un réel λ ∈ R, une fonction numérique f réelle continue sur un intervalle fermé
[a, b] et une fonction réelle K de deux variables sur le pavé [a, b][a, b] le problème de Volterra
s’écrit : {

trouver la fonction ϕ definie sur [a, b] telle que

ϕ(x) = f(x)+λ
∫ x
a K(x, y)ϕ(y)dy

On se place dans l’espace C([a, b],R) des fonctions continues muni de la norme du max
‖ϕ‖∞ = sup

(x)∈[a,b]
|ϕ(x)| On pose :

1. K continue sur [a, b][a, b].
2. M = sup

(x,y)∈[a,b][a,b]
|K(x, y)|.

On obtient aisément par application du théorème de point fixe de Banach le résultat (le
théorème) d’éxistance et de l’unicité de la solution suivante :

Théorème 3.3.2. L’équation de Volterra admet une solution unique dans C([a, b],R) à
la condition suffisante

|λ|M(b− a) < 1.
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Prouve

1 L’espace C([a, b],R) muni da la norme ‖.‖∞ est un espace de Banach.

2 L’application T définie par :

Tϕ(x) = f(x) + λ
∫ x
a K(x, y)ϕ(y)dy,∀x ∈ [a, b]

est une application de C([a, b]) dans lui même. En effet la fonction Tϕ est continue sur
[a, b].

Tϕ(x0 + h)− Tϕ(x0) = f(x0 + h)− f(x0) + λ

∫ x

a
[K(x0 + h, y)−K(x0, y)]ϕ(y)dy,

d’où

|Tϕ(x0 + h)− Tϕ(x0)|≤ |λ|
∫ x

a
|K(x0 + h, y)−K(x0, y)|ϕ(y)|dy + |f(x0 + h)− f(x0)|.

Pour obtenir le résultat utilisant la continuité de la fonction K et celle de f .

3 On a :

Tϕ1(x)− Tϕ2(x) = λ

∫ x

a
K(x, y)[ϕ1(y)− ϕ2(y)]dy

donc comme K est bornée par M dans [a, b][a, b] on obtient :

|Tϕ1(x)− Tϕ2(x)|≤ |λ|M(b− a)‖ϕ1 − ϕ2‖∞, ∀x ∈ [a, b].

Pour T 2 , on a :

|T 2ϕ1(x)− T 2ϕ2(x)| = |λ
∫ x

a
k(x, y)Tϕ1(y)dy − λ

∫ x

a
k(x, y)Tϕ2(y)dy|

= |λ
∫ x

a
k(x, y)[Tϕ1(y)− Tϕ2(y)]dy|

= |λ
∫ x

a
k(x, y)[λ

∫ y

a
k(y, t)(ϕ1(t)− ϕ2(t))dt]dy|

= |λ2 ||
∫ x

a
k(x, y)

∫ y

a
k(y, t)(ϕ1(t)− ϕ2(t))dtdy|

≤ |λ2 |
∫ x

a
M

∫ y

a
M | ϕ1(t)− ϕ2(t)|dtdy

≤ |λ2|M2
∫ x

a

∫ y

a
dtdy‖ϕ1 − ϕ2‖∞, ∀x, y ∈ [a, b]

≤ |λ2| M2
∫ x

a
(y − a) dy ‖ ϕ1 − ϕ2 ‖∞, ∀x, y ∈ [a, b]

≤ |λ2| M2 (x− a)2

2! ‖ ϕ1 − ϕ2 ‖∞,∀x, y ∈ [a, b] .
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et par réccurence sur p on obtient que :

|T pϕ1(x)− T pϕ2(x)| ≤ |λp| Mp (x− a)p

p! ‖ ϕ1 − ϕ2 ‖∞, ∀x ∈ [a, b] ,

et puisque
∞∑
n=0

[|λ|M(b− a)]n

n! = exp(|λ|M(b− a)) <∞,

donc,
[|λ|M(b− a)]n

n! −→ 0 quand n −→∞. D’où il existe un p qui vérifiée :

|λp| Mp (x− a)p

p! < 1,

L’application T p est donc une contraction, alors d’après le théorème de point fixe de Banach
l’application T admet un point fixe unique Tϕ = ϕ. Il résulte de ce dernier que l’équation de
Volterra admet unique solution dans C([a, b],R) qui vérifiée l’équation :

Tϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, y)ϕ(y)dy,∀x ∈ [a, b].

�

Remarque 3.3.1. On pourrait remplacer la condition ci-dessus par la suivante :

sup
x∈[a,b]

|λ|
∫ x

a
|K(x, y)|dy ≤ k < 1.

3.4 Quelques méthodes de résolution pour l’équation intégrale
de Volterra

3.4.1 Résolution des équations intégrales à l’aide des résolvantes[6]

Soit l’équation intégrale de Volterra de second espèce définie par

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

0
K(x, y)ϕ(y)dy, (3.18)

où K(x, y) est une fonction continue pour 0 ≤ x ≤ a , 0 ≤ y ≤ x, et f(x) est continue lorsque
0 ≤ x ≤ a.
Cherchons la solution de cette équation sous la forme d’une série entière ilimitée suivant les
puissances de λ :

ϕ(x) = ϕ0(x) + λϕ1(x) + λ2ϕ2(x) + ...+ λnϕn(x) + ..., (3.19)

Portons formellement cette série dans (3.18), il vient

ϕ0(x)+λϕ1(x)+ ...+λnϕn(x)+ ... = f(x)+λ

∫ x

0
K(x, y)[ϕ0(y)+λϕ1(y)+ ...+λnϕn(y)+ ...]dy,
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En procédant par identification nous obtenant

ϕ0(x) = f(x). (3.20)

ϕ1(x) =
∫ x

0
K(x, y)ϕ0(y)dy =

∫ x

0
K(x, y)f(y)dy. (3.21)

ϕ2(x) =
∫ x

0
K(x, y)ϕ1(y)dy =

∫ x

0
K(x, y)

∫ y

0
K(y, y1)f(y1)dy1dy. (3.22)

... (3.23)

Moyennant les relations précédentes, on peut définir successivement les fonctions ϕn(x).On
montre que sous les hypothèses faites sur f(x) et K(x, y) la série (3.19) ainsi obtenue converge
uniformément en x et λ pour tout λ et x ∈ [0, a] et que sa somme est le solution de l’équation
(3.18). Ensuite (3.22) entraine

ϕ2(x) =
∫ x

0
K(x, y)[

∫ y

0
K(y, y1)f(y1)dy1]dy

=
∫ x

0
f(y1)dy1

∫ x

t1

K(x, y)K(y, y1)dy1dy

=
∫ x

0
K2(x, y1)f(y1))dy1

où

k2(x, y1) =
∫ x

y1

K(x, y)K(y, y1)dy.

On établit de façon analogue qu’en général

ϕn(x) =
∫ x

0
Kn(x, y)f(y)dy, (n = 1, 2, ...), (3.24)

Les fonctions Kn(x, y) s’appellent noyeaux itérés et sont définies,on le montre aisément par
les formules de récurrence

K1(x, y) = K(x, y)

Kn+1(x, y) =
∫ x

y
K(x, z)Kn(z, y)dz, , n = (1, 2, ...), (3.25)

On substituant des équations (3.24) et (3.25) dans (3.19) on obtient :

ϕ(x) = f(x) +
∞∑
m=1

λm
∫ x

0
K(x, y)mf(y)dy.

Une fonction R(x, y;λ) définie par le série

R(x, y;λ) =
∞∑
m=0

λmKm+1(x, y), (3.26)

est la résolvante (ou le noyau résolvant) de l’équation intégrale (3.18).
Si le noyau K(x, y) est continu, la série (3.26) converge absolument et uniformément.
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Les noyaux itérés et la résolvante sont indépendants de la limite inférieure de l’intégrale
dans l’équation intégrale.

La résolvante R(x, y;λ) satisfait à l’équation fonctionnelle suivante :

R(x, y;λ) = K(x, y) + λ

∫ x

y
K(x, s)R(s, t;λ)ds,

La solution de l’équation intégrale (3.18) en fonction de la résolvante s’écrit comme suit :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

0
R(x, y;λ)f(y)dy. (3.27)

Maintenant supposons que le noyau K(x, y) est un polynôme de degré n− 1 en y et qui peut
donc s’écrire

K(x, y) = a0(x) + a1(x)(x− y) + ...+ an−1(x)
(n− 1)! . (3.28)

les coefficients ak(x) étant continus dans [0,a]. En définissant une fonction g(x, y;λ) comme
solution de l’équation différentielle

dng

dxn
− λ

[
a0(x)d

n−1g

dxn−1 + a1(x)d
n−2g

dxn−2 + ...+ an−1(x)g
]

= 0, (3.29)

qui vérifie les conditions

g|x=y = dg

dx
|x=y = ... = dn−2g

dxn−2 |x=y = 0, (3.30)

dn−1g

dxn−1 = 1. (3.31)

la résolvante R(x, y;λ) sera définie par l’égalité

R(x, y;λ) = 1
λ

dng(x, y;λ)
dxn

. (3.32)

De même, si

K(x, y) = b0(y) + b1(y)(y − x) + ...+ bn−1(y)
(n− 1)!(y − x)n−1, (3.33)

la résolvante est définie par

R(x, y;λ) = − 1
λ

dng(y, x;λ)
dyn

, (3.34)

oú g(y, x;λ) est la solution de l’équation

dng

dxn
+ λ

[
b0(y)d

n−1g

dyn−1 + ...+ bn−1(y)g
]

= 0,

qui vérifie les conditions (3.30) et (3.31).

Remark 3.4.1. L’unicité de la solution des équations intégrales de Volterra de second espèce

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, y)ϕ(y)dy, (3.35)

est assurée dans les hypothèses sensiblement plus large sur la fonction f(x) et K(x, y) que leur
continuité.
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Théorème 3.4.2. L’équation intégrale de Volterra de second espèce (3.35)dont les noyaux
K(x, y) et la fonction f(x) appartiennent respectivement à L2(Ω0) (Ω0 = 0 ≤ x, y ≤ a) et à
L2(0, a), admet une solution et une seule dans L2(0, a). Cette solution est donnée par la formule

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

0
R(x, y;λ)f(y)dy,

où la résolvante R(x, y;λ) est définie par la série

R(x, y;λ) =
∞∑
m=0

λmKm+1(x, y),

de noyaux itérés qui converge presque partout.

3.4.2 La méthode des approximations successives[5]

Dans cette méthode, on remplacant la fonction inconnue ϕ(x) sous le signe intégrale de
l’équation de Volterra suivante

ϕ(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕ(y)dy, (3.36)

par toute fonction continue sélective à valeur réelles ϕ0(x), appelée l’approximation zéro.
Cette substitution donnera la première approximation ϕ1(x) par

ϕ1(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕ0(y)dy, (3.37)

il est evident que ϕ1(x) est continu si f(x), K(x, y), ϕ0(x) sont continus.
La seconde approximation ϕ2(x) peut être obtenue de la même manière en remplaçant

ϕ0(x) dans l’équation (3.37) par ϕ1(x) obtenue ci-dessus. Et nous trouvons

ϕ2(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕ1(y)dy, (3.38)

En continuant ainsi, on obtient une suite infinie de fonctions

ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn(x), ...,

qui satisfait la relation de récurrence

ϕn(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕn−1(y)dy. (3.39)

pour n = 1, 2, 3, ..., et ϕ0(x) est équivalent à toute fonction à valeur réelle sélectionnée. les
fonctions les plus couramment sélectionnées pour ϕ0(x) sont 0, 1, et x. Ainsi la solution de
l’équation (3.36) est obtenue comme

ϕ(x) = lim
n−→∞

ϕn(x), (3.40)

de sorte que la solution obtenue ϕ(x) soit indépendante du choix de la valeur approximative de
ϕ0(x). Ce processus d’approximation est extrêmement simple. Cependant, si on choisisant la
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méthode de l’approximation succesive de Picard, il faut prendre ϕ0(x) = f(x) et déterminant
ϕ1(x) et d’autres approximation successives comme suit

ϕ1(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)f(y)dy

ϕ2(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕ1(y)dy

ϕn−1(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕn−2(y)dy

ϕn(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕn−1(y)dy,

La dernière équation c’est la relation de réccurence. par soustraction des équations ϕ2(x) et
ϕ1(x) on obtient

ϕ2(x)− ϕ1(x) = λ

∫ x

0
K(x, y)[f(y) + λ

∫ y

0
K(y, z)f(z)dz]dy − λ

∫ x

0
K(x, y)f(y)dy

= λ2
∫ x

0
K(x, y)

∫ y

0
K(y, z)f(z)dzdy

= λ2ψ2(x),

où

ψ2(x) = λ2
∫ x

0
K(x, y)

∫ y

0
K(y, z)f(z)dzdy, (3.41)

Ainsi, on peut facilement remarquant à partir de l’équation (3.41) que

ϕn(x) =
n∑

m=0
λmψm(x). (3.42)

avec m = 1, 2, 3, ... et donc ψ1(x) =
∫ x

0 K(x, y)f(y)dy. par changement d’ordre d’intégration,
on obtient

ψ2(x) = λ2
∫ x

0
f(z)dz

∫ x

z
K(x, y)K(y, z)dy (3.43)

=
∫ x

0
K2(x, z)f(z)dz, (3.44)

où K2(x, z) =
∫ x
z K(x, y)K(y, z)dy, de même, on trouve en général

ψm(x) =
∫ x

0
Km(x, z)f(z)dz,m = 1, 2, 3, ..., (3.45)

où les noyaux itératifs sont définis par la formule de récurrence

Km+1(x, y) =
∫ x

y
K(x, z)Km(z, y)dz,m = 1, 2, 3, .... (3.46)
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Ainsi, la solution pour ϕn(x) peut s’écrire

ϕn(x) = f(x) +
n∑

m=1
λmψm(x). (3.47)

Il est également raisonnable que nous soyons conduits à la solution de l’équation (3.24) au
moyen de la somme si elle est existe, de la série infinie définie par l’équation (3.42). Ainsi nous
avoir l’aide de l’équation (3.45)

ϕn(x) = f(x) +
n∑

m=1
λm
∫ x

0
K(x, z)f(z)dz (3.48)

= f(x) +
∫ x

0

{
n∑

m=1
λmKm(x, z)

}
f(z)dz. (3.49)

Il est donc clairement que la solution de l’équation soit donnée par (3.24), comme

lim
n−→∞

ϕn(x) = ϕ(x)

= f(x) +
∫ x

0

{
n∑

m=1
λmKm(x, z)

}
f(z)dz

= f(x) + λ

∫ x

0
H(x, z;λ)f(z)dz,

avec

H(x, z;λ) =
n∑

m=1
λmKm(x, z).

c’est appelé le noyau résolvant.

3.4.3 La méthode de transformation de Laplace

Soit l’équation intégrale de Volterra de type covolution

ϕ(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x− y)ϕ(y), (3.50)

où le noyau K(x− y) est de type convolution, peut être très facilement résolu en utilisant la
méthode de transformation de Laplace. Pour commencer le processus de la solution, nous
définissons d’abord la transformation de Laplace de ϕ(x)

L{ϕ(x)} =
∫ ∞

0
e−ξxϕ(x)dx, (3.51)

En utilisant la transformée de Laplace de l’intégrale de convolution, on obtient

L

{∫ x

0
K(x− y)ϕ(y)dy

}
= L{K(x)}L{ϕ(x)}, (3.52)

Ainsi, on prenant la transformation de Laplace de l’équation (3.50), on obtient

Lϕ(x) = L{f(x)}+ λL{K(x)}L{ϕ(x)},
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et la solution pour Lϕ(x) est donnée par

Lϕ(x) = L{f(x)}
1− λL{K(x)} ,

en inversant cette transformation, on trouve

ϕ(x) =
∫ x

0
ψ(x− y)f(y)dy, (3.53)

où

ψ(x) = L−1
{

L{f(x)}
1− λL{K(x)}

}
.

et l’expression (3.53) c’est la solution de l’équation intégrale de Volterra de second espèce de
type convolution.



CHAPITRE 4

EQUATION INTÉGRALE DE FREDHOLM

Dans ce chapiter on donne une définition générale de l’équation intégrale de Fredholm,
après, on parle sur le théorème d’existance et d’unicité de la solution avec démenstration, puis
quelque méthodes de la résolution.

27
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4.1 Notion fondamentales[6]

Définition 4.1.1. (Equation intégrale de premier espèce de Fredholm)On appelle L’équa-
tions intégrales linéaire de Fredholm de premier espèce une équation de la forme :

f(x) =
∫ b

a
K(x, y)ϕ(y)dy, (4.1)

Contenant la fonction inconnue ϕ(x) seulement sous le signe
∫

.

Définition 4.1.2. (Equation intégrale de second espèce de Fredholm)On appelle L’équa-
tions intégrales linéaire de Fredholm de second espèce une équation de la forme :

f(x) = ϕ(x)−
∫ b

a
K(x, y)ϕ(y)dy, (4.2)

où ϕ(x) est la fonction inconnue,K(x, y) et f(x) des fonctions données , x et y deux variables
réelles parcourant dans l’intervalle [a, b] et λ un facteur numérique. La fonction K(x, t) est le
noyau de l’équation intégrale (3.1) ; on suppose que le noyeau K(x, y) est défini dans le carré
Ω = {a ≤ x ≤ b, a ≤ y ≤ b} du plan (x,y) et continu dans Ω ,ou bien présente des discontinuités
telles que l’intégrale ∫ b

a

∫ b

a
|K(x, y)|2dxdy,

soit finie.

1. Si f(x) 6= 0, l’équation (4.1) est dite non homogène, dans le cas contraire,l’équation inté-
grale (4.1) s’écrit

ϕ(x)−
∫ b

a
K(x, y)ϕ(y)dy = 0 (4.3)

et on dit qu’elle est homogène.

4.2 Existance et l’unicité de la solution[2]

On considère un réel λ ∈ R ,une fonction numérique réelle continue sur un intervalle fermé
[a, b] et une fonction réelle K de deux variables sur le pavé [a, b][a, b] le problème de Volterra
s’écrit : {

trouver la fonction ϕ definie sur [a, b] telle que

ϕ(x) = f(x)+λ
∫ x
a K(x, y)ϕ(y)dy

On se place dans l’espace C([a, b],R) des fonctions continues muni de la norme du max
‖ϕ‖∞ = sup

(x)∈[a,b]
|ϕ(x)| On pose :

1. K continue sur [a, b][a, b].
2. M = sup

(x,y)∈[a,b][a,b]
|K(x, y)|.

On obtient aisément par application du théorème de point fixe de Banach le résultat (le
théorème) d’éxistance et de l’unicité de la solution suivante :
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Théorème 4.2.1. L’équation de Fredholm admet une solution unique dans C([a, b],R) à
la condition suffisante

|λ|M(b− a) < 1

preuve

1 L’espace C([a, b],R) muni da la norme ‖.‖∞ est un espace de Banach.

2 L’application T définie par :

Tϕ(x) = f(x) + λ
∫ b
a K(x, y)ϕ(y)dy,∀x ∈ [a, b]

est une application de C([a, b]) dans lui même.En effet la fonction Tϕ est continue sur[a, b].

Tϕ(x0 + h)− Tϕ(x0) = f(x0 + h)− f(x0) + λ

∫ b

a
[K(x0 + h, y)−K(x0, y)]ϕ(y)dy

d’où

|Tϕ(x0 + h)− Tϕ(x0)|≤ |λ|
∫ b

a
|K(x0 + h, y)−K(x0, y)|ϕ(y)|dy + |f(x0 + h)− f(x0)|

Pour obtenir le résultat utilisant la continuité de la fonction K et celle de f .

3 L’application T est une contraction,en effet,on a :

Tϕ1(x)− Tϕ2(x) = λ

∫ b

a
K(x, y)[ϕ1(y)− ϕ2(y)]dy

Donc comme K est bornée par M dans [a, b][a, b] on obtient :

|Tϕ1(x)− Tϕ2(x)|≤ |λ|M(b− a)‖ϕ1 − ϕ2‖∞,∀x ∈ [a, b].

et le résultat

‖Tϕ1 − Tϕ2‖ = |λ|M(b− a)‖ϕ1 − ϕ2‖∞
avec

|λ|M(b− a) < 1

Donc d’aprés le théorème de point fixe de Banach que T admet un point fixe de unique dans
C[a, b],Tϕ = ϕ.Dans ce cas on deduit que l’équation intégrale de Fredholm admet une solution
unique dans C[a, b] qui vérifiée l’équation intégrale de Fredholm (3.1) avec la condition :

|λ|M(b− a) < 1.

�

Remarque 4.2.1. On pourrait remplacer la condition ci-dessus par la suivante :

sup
x∈[a,b]

|λ|
∫ b

a
|K(x, y)|dy ≤ k < 1.
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4.2.1 Existance et unicité de la solution pour les équations intégrales non
linéaires de Fredholm[6]

On peut définie l’équation intégrale non linéaire de Fredholm de second espèce par la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)G(x, yϕ(y))dy (4.4)

Si

1. f une fonction borné sur [a, b] ⇔ ∃R > 0,∀x ∈ [a, b] : |f(x)|< R.

2. G est une fonction intégrable et borné ∀a ≤ x, y ≤ b ⇔ ∃k > 0,∀(x, y) ∈ [a, b] :
|G(x, y, ϕ(y))|< k

3. G est M-Lipschizien ⇔ |G(x, y, ϕ(z1))−G(x, y, ϕ(z2))|< M |z1 − z2|
Donc l’équation (4.4) admet au moins une solution ϕ dans [a, b].
preuve Voir [6]

4.3 Quelques méthodes de résolution pour l’équation intégrale
de Fredholm

4.3.1 La méthode des substitutions successives[6]

Cette méthode est presque analogue à la méthode des approximations successives sauf qu’il
concerne la solution de l’équation intégrale sous forme de série à travers évaluer des intégrales
simple et multiples.La solution par la procédure numérique dans cette méthode est énorme par
rapport à d’autres techniques.

Dans l’équation (4.2) ; comme d’abitude K(x, y) 6= 0 c’est une fonction de deux variable
réelle, continu dans le rectangle R, pour laquel a ≤ x ≤ b et a ≤ y ≤ b, et aussi f(x) 6= 0 est une
fonction réelle continue dans l’intervalle I pour laquel a ≤ x ≤ b, et λ un paramètre constant.

En substituant dans le second membre de l’équation (4.2), à la place de ϕ(y),sa valeur
comme donné par l’équation elle-même, donne

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)f(y)dy + λ2

∫ b

a
K(x, y)

∫ b

a
K(y, y1)ϕ(y1)dy1dy (4.5)

On substituant à ϕ(y1) sa valeur donnée dans l’équation (4.2), on obtient

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)f(y)dy

+ λ2
∫ b

a
K(x, y)

∫ b

a
K(y, y1)f(y1)dy1dy

+ λ3
∫ b

a
K(x, y)

∫ b

a
K(y, y1)

∫ b

a
K(y1, y2)ϕ(y2)dy2dy1dy

+ ... (4.6)
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En procédant de cette manière, on obtient

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)f(y)dy

+ λ2
∫ b

a
K(x, y)

∫ b

a
K(y, y1)f(y1)dy1dy

+ λ3
∫ b

a
K(x, y)

∫ b

a
K(y, y1)

∫ b

a
K(y1, y2)f(y2)dy2dy1dy

+ ... (4.7)

En note que la solution en série donnée dans l’équation (4.7) converge uniformément dans
l’intervalle [a, b] si λM(a, b) < 1 où |K(x, y)|< M . La peuve est trés simple et peut être trouvé
dans[1] .
A partir de l’équation (4.7), il est absolument clair que dans cette méthode, la fonction
inconnue ϕ(x) est remplacée par la fonction donnée f(x) qui red l’évaluation des intégrales
multiples simple et possible.La technique de cette méthode sera illustré ci-dessous dans le
chapitre qui suit.

4.3.2 La méthode de la décompositions Adomian[5]

La méthode de décomposition a été récemment introduite par Adomian dans les livres écrit
par lui [5] et [6]. La méthode à beaucoup de similitude avec la série de Neumann, et a été
prouvée, être fiable et efficace pour une large classe d’équation différentielles et intégrales de
modèle linéaire et non linéaire.

Dans la méthode de décomposition, on exprime généralement la solution du équation
intégrale linéaire

f(x) = ϕ(x)− λ
∫ b

a
K(x, y)ϕ(y)dy (4.8)

sous forme d’une série comme une série de perturbation régulière , définie par

ϕ(x) =
∞∑
n=0

ϕn(x) (4.9)

Par substitution de l’équation (4.9) dans les deux cotés de l’équation (4.8), on obtient

∞∑
n=0

ϕn(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)

{ ∞∑
n=0

ϕn(y)
}
dy (4.10)

Les composantes ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ... de la fonction inconnue ϕ(x) sont complètement
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déteminé de manière récurrente si on fixons

ϕ0(x) = f(x)

ϕ1(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕ0(y)dy

ϕ2(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕ1(y)dy

ϕ3(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕ2(y)dy

...

ϕn(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕn−1(y)dy.

L’idée principale comme technique de perturbation, est de déterminer décomposition zéro
ϕ0(x) par la fonction connue f(x). Une fois que ϕ0(x) est connu, alors déterminer
successivement ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ..., etc.. Un schéma de récurrence est alors donnée par

ϕ0(x) = f(x), (4.11)

ϕn(x) = f(x) +
∫ x

0
K(x, y)ϕn−1(y)dy, n ≥ 1. (4.12)

Par observation aux équations (4.11) et (4.12), les composantes ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ... si elles
sont déterminée sucessivement, donc la solution ϕ(x) peut être obtenu en utilisant la série (4.9).

4.3.3 La méthode des approximations successives de Picard

Parfois, les équations intégrales non linéaires ne peuvent pas être résolues par les méthodes
précédentes, dans ce cas nous pouvons recourir à une méthode itérative donnez-nous la
solution ϕ s’il existe.

Principe de la méthode

Considérons l’équation intégrale non linéaire de Fredholm

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)F (ϕ(y))dy. (4.13)

On choisisant une valeur initiale approximative ϕ0(x),on obtient par substitution dans
l’équation (4.13)

ϕ1(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)F (ϕ0(y))dy?

ϕ1(x) appelé la première approximation de ϕ, pour trouver une meilleur approximation en
substituant ϕ1(x) dans le second membre de l’équation (4.13), on trouve

ϕ2(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)F (ϕ1(y))dy,
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Et ainsi de suite jusqu’à le n ème approximation

ϕn+1(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, y)F (ϕn(y))dy, (4.14)

Dans ce cas on trouve une solution de l’équation non linéaire (4.13) sous la forme d’une série
d’approximation ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x), . . . , ϕn(x).



CHAPITRE 5

APPLICATION SUR LES ÉQUATIONS
INTÉGRALES

5.1 Application sur la physique

5.1.1 Problème de répartition de la luminance

Selon la loi de l’optique géométrique, l’image d’un segment est un segement, leurs longueurs
étant en général différentes.

Etant donné le système optique d’un dispositif P , choisisons les unités de mesure sur les
axes Ot et O

′
s de façon que pour deux points T (t) et S(s) qui se correspondent, on ait s = t.

Le point lumineux T (t) de l’objet AB influe sur l’éclairement de tous les points de l’image
A
′
B
′
, mais celui de point S(s) est le plus grand. Ainsi, l’éclairement K est une fonction de s et

t, i.e K = K(s, t).
Désignons par η(t) la luminance de l’objet en t. La quantité η(t)K(s, t)∆t donne alors une

valeur approximative de la luminance de l’image au point S(s) engendrée par l’élément ∆t de
l’objet luminaux. Ici K(s, t) est défini par les propriétés optiques du dispositif.
En vertu du principe de superposition, la luminance de l’image au point S(s) est

34
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approximativement donnée par la somme∑
k

η(tk)K(s, tk)∆tk, (5.1)

où la somme s’étend sur tout l’objet (le segment AB). Soit l la longueur de ce segment.
Passant à la limite dans (5.1) pour max ∆tk −→ 0, on obtient une répartition de la luminance
de l’image de la forme

g(x) =
∫ l

0
K(x, t)η(t)dt. (5.2)

Selon la façon dont on pose le problème, on obtient à partie de (5.2) des équations
intégrales de divers types. La fonction connue K(s, t) est définie par le choix du dispositif. Si
on s’est donné la luminance de l’image g(s) et qu’on cherche une répartition de la luminance de
l’image g(s) et qu’on cherche une répartition de la luminance de l’objet telle qu’elle fournisse la
luminance donnée de l’image, alors g(s) est une fonction donnée et η(s) la fonction inconnue,
et l’équation (5.2) est donc une équation de fredholm de première espèce.

La question suivante est trés importanye en physique : dans queles conditions, l’image est
telle qu’on ait, à part la similitude géométrique de l’objet et de l’image, la similitude de leurs
luminances ?.
Dans ce cas g(s) et η(s) sont proportionnels, i.e.

g(s) = 1
λ
η(s),

et on substituant (s) à g(s) l’équation (5.2) devient

ϕ(s)− λ
∫ l

0
K(s, t)η(t)dt = 0,

i.e. une équation intégrale homogène de Fredholm de second espèce où ϕ(s) est le fonction
inconnue. On se demande alors : le coeficient de proportionnalité peut-il être quelconque ? et,
dans la négative pour quelles valeurs de λ le problème physique admet-il une solution ?
Modifions la position physique du problème et exigeons que la différence entre la luminance
d’une point de l’objet et celle du point correspondant de l’image ait partout une valeur f(s)
donnée à l’avance, i.e.

η(s)− g(s) = f(s), (5.3)

on porte g(s) défini par (5.3) dans l’équation (5.2), on obtient

f(s) = η(s)−
∫ l

0
K(s, t)η(t)dt

c’est-à-dire une équation non homogène de Fredholm de second espèce, où la fonction inconnue
est η(s).

5.2 Les équations intégrales et problèmes aux limites

5.2.1 Problème aux limites dépendant d’un paramètre et leur réduction à
des équations intégrales

On est souvent conduit à un problème aux limites du type
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{
L[y] = λy + h(x),
Vk(y) = 0, k = (1, 2, 3, ..., n).

(5.4)

où L[y] = p0(x)y(n)(x) + p1(x)y(n−1)(x) + ...+ pn(x)y(x),
Vk(y) = αky(a) + α

(1)
k y

′(a) + ...+ α
(n−1)
k yn−1(a) + βky(b) + β

(1)
k y

′(b) + ...+ β
(n−1)
k yn−1(b),

k=(1,2,3,...,n).
les formes linéaires V1, V2, ..., Vn sont linéairement indépendantes ;h(x) est une fonction
continue de x donnée, λ un paramètre numérique.

Pour h(x) = 0, on obtient le problème aux limites suivante :{
L[y] = λy,

Vk(y) = 0, k = (1, 2, 3, ..., n).
(5.5)

les valeurs de λ pour lesquelles le problème au limites (5.4) admet des solutions y(x) non
triviales s’appellent valeurs propres de ce problème et ses solutions non triviales fonctions
propres correspondantes.

Théorème 5.2.1 ([6]). Si le problème aux limites{
L[y] = λy,

Vk(y) = 0, k = (1, 2, 3, ..., n).

possède la fonction de Green G(x, ξ), le problème aux limites est équivalent à l’équation intégrale
de Fredholm

y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
G(x, ξ)y(ξ)dξ, (5.6)

où

f(x) =
∫ b

a
G(x, ξ)h(ξ)dξ. (5.7)

En particulier, le problème homogène (5.5) est équivalent à l’équation intégrale homogène

y(x) = λ

∫ b

a
G(x, ξ)y(ξ)dξ. (5.8)

Remark 5.2.2. Du moment que G(x, ξ) est un noyau continu, on a pour l’équation intégrale
(5.8) les théorèmes de Fredholm. Aussi cette équation admet-elle un nombre au plus dénombrable
de valeurs caractéristiques λ1, λ2, ..., λn, ... qui ne peuvent converger qu’à l’infini. Pour toutes
valeurs λ autres que caractéristiques, l’équation non homogène (5.6) a une solution quel que soit
son second membre f(x) continu. Cette solution est sous la forme

y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
R(x, ξ;λ)f(ξ)dξ,

où R(x, ξ;λ) est la résolvante relative au noyau G(x, ξ). Quelque soit x et ξ fixes dans [a, b], la
fonction R(x, ξ;λ) est une fonction méromorphe de λ.

Définition 5.2.3. [6] (fonction de Green)On appelle fonction de Green (ou fonction d’in-
fluence) du problème aux limites (5.4) la fonction G(x, ξ) construite pour tout point ξ, a < ξ < b,
et jouissant les 4 propriétés suivantes :
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1. G(x, ξ) est continue et possède des dérivées continues par rapport à x jusqu’à l’ordre (n−2)
inclus pour a ≤ ξ ≤ b.

2. Sa (n − 1)-ième dérivée par rapport à x présente au point x = ξ une discontinuité de

première espèce, le saut ayant la valeur
1

p0(ξ) ,i.e.

∂n−1G(x, ξ)
∂xn−1 |x=ξ+0 −

∂n−1G(x, ξ)
∂xn−1 |x=ξ−0 = 1

p0(ξ) . (5.9)

3. Dans chacun des intevalles [a, ξ)et(ξ, b], la fonction G(x, ξ) considérée comme une fonction
de x est solution de la 1 er équation de problème de Cauchy :

L[G] = 0.

4. G(x, ξ) vérifie les conditions aux limites de problème de Cauchy :

Vk(G) = 0, (k = 1, 2, ..., n)

Exemple 5.2.1. Ramenant le problème aux limites{
y
′′ + λy = x,

y(0) + y(π2 ) = 0.
(5.10)

à une équation intégrale. Cherchons d’abord la fonction de Green G(x, ξ) du problème homogène
correspondant(pour plus d’information Voir [5] page 92).{

y
′′(x) = 0,
y(0) = y(π2 ) = 0.

Puisque les solutions linéairement indépendantes de l’équation y
′′(x) = 0 vérifiant les conditions

y(0) = 0 et y(π2 ) = 0 sont respectivement les fonctions y1(x) = x et y2(x) = x− π
2 , cherchons la

fonction de Green sous la forme

G(x, ξ) =


y1(x)y2(ξ)
W (ξ) , 0 ≤ x ≤ ξ,

y1(ξ)y2(x)
W (ξ) , ξ ≤ x ≤ π

2 .

avec

W (ξ) =
∣∣∣∣ ξ ξ − π

2
1 1

∣∣∣∣ = π
2

Donc

G(x, ξ) =
{

( 2
π ξ − 1)x, 0 ≤ x ≤ ξ,

( 2
πx− 1)ξ, ξ ≤ x ≤ π

2 .
(5.11)

Premant comme noyau, nous obtenons pour y(x) l’équation intégrale

y(x) = f(x)− λ
∫ π

2

0
G(x, ξ)y(ξ)dξ,
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où

f(x) =
∫ π

2

0
G(x, ξ)y(ξ)dξ,

=
∫ x

0
( 2
π
x− 1)ξ2dξ +

∫ 2
π

x
( 2
π
ξ − 1)xξ.

= 1
6x

3 − π2

24x.

Ainsi, le problème aux limites (5.10) s’est réduit à l’équation intégrale

y(x) + λ

∫ π
2

0
G(x, ξ)y(ξ)dξ = 1

6x
3 − π2

24x.

5.3 Résolution analytique et numérique des équations
intégrales

Pour plus de compréhension, dans cet partie on donne des exemples sur tous qui est
précédent , on commence par

5.3.1 Equation intégrale de Volterra

Transformation des équations différentielles aux équations intégrale de second
espèce

Example 5.3.1. formant l’équation intégrale de l’équations différentielles

y
′′ + xy

′ + y = 0

et aux conditions initiales
y(0) = 1, y′(0) = 1.

posons
d2y

dx2 = ϕ(x). (5.12)

Alors
dy

dx
=
∫ x

0
ϕ(t)dt+ y

′(0) =
∫ x

0
ϕ(t)dt, y =

∫ x

0
(x− t)ϕ(t)dt+ 1. (5.13)

Portant (5.12) et (5.13) dans l’équation différentielle donnée, il vient

ϕ(x) +
∫ x

0
xϕ(t)dt+

∫ x

0
(x− t)ϕ(t)dt+ 1 = 0.

où

ϕ(x) = −1−
∫ x

0
(2x− t)ϕ(t)dt+ 1.
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Résolution de l’équations intégrale de Volterra à l’aide de la résolvante

Example 5.3.2. Trouvons la résolvante de l’équation intégrale de Volterra à noyau K(x, t) = 1 :
On a K1(x, t) = K(x, t) = 1. Conformément au formule (3.25),

K2(x, y) =
∫ x

y
K(x, z)K(z, y)dz =

∫ x

y
= x− y

= K3(x, y) =
∫ x

y
1.(z − y)dz = (x− y)2

2!

= K4(x, y) =
∫ x

y
1.(x− y)2

2! dz = (x− y)3

3!
...

= Kn(x, y) =
∫ x

y
1.Kn−1(z, y)dz =

∫ x

y
1.(x− y)n−2

(n− 2)! dz = (x− y)n−1

(n− 1)!

Ainsi par définition

R(x, t;λ) =
∞∑
n=0

λnKn+1(x, t) =
∑ λn(x− y)n

n! = eλ(x−t).

Example 5.3.3. Trouvons la résolvante de l’équation intégrale

ϕ(x) = f(x) +
∫ x

0
(x− y)ϕ(y)dy. (5.14)

Dans ce cas K(x, y) = x− y, λ = 1 ; par conséquent, selon (3.28) , a1(x) = 1, les ak(x) restants
étant nuls.
L’équation (3.29) est alors de la forme

d2g(x, y;λ)
dx2 − g(x, y; 1) = 0,

d’où
g(x, y; 1) = g(x, t) = C1(y) exp(x) + C2(y) exp(−x).

Les conditions (3.30) et (3.31) donnent{
C1(y) exp(x) + C2(y) exp(−x) = 0,
C1(y) exp(x) + C2(y) exp(−x) = 1.

(5.15)

En résolvant le système (5.15) nous obtenons

C1(y) = 1
2 exp(−y), C2(y) = 1

2 exp(y),

et donc

g(x, y) = 1
2

(
e(x−y) − e−(x−y)

)
= sh(x− y).

Conféremement à (3.32)

R(x, y; 1) = [sh(x− y)]
′′

x = sh(x− y).
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Example 5.3.4. Trouvons à l’aide de la résolvante la solution de l’équation intégrale de Volterra

ϕ(x) = ex
2 +

∫ x

0
ex

2−y2
ϕ(y)dy

Pour λ = 1, la résolvante relative au noyau K(x, y) = ex
2−y2

est R(x, y; 1) = ex−yex
2−y2

.
D’après la formule (3.27), l’équation intégrale donnée a pour solution la fonction

ϕ(x) = ex
2 +

∫ x

0
ex

2−y2
ex−yet

2
dy = ex

2+x.

La méthode des approximations successives et le La méthode de la transformation
de Laplace

Example 5.3.5. Résoudrons l’équation intégrale de Volterra de second espèce par les deux
méthodes (approximations successives et transformation de Laplace)

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

0
ex−yϕ(y)dy. (5.16)

1. La méthode de la transformation de Laplace
Utilisant la transformation de Laplace de l’équation (5.16), on obtient

L{ϕ(x)} = L{f(x)}+ λL{ex−y}L{ϕ(x)}, (5.17)

par simplification on obtient

L{ϕ(x)} =
(

1 + λ

s− 1− λ

)
L{f(x)} (5.18)

utilisant maintenat la transformation inverse de Laplace, on trouve

ϕ(x) =
∫ x

0
{δ(x− y) + λe(1−λ)(x−y)}f(y)dy

= f(x) + λ

∫ x

0
e(1−λ)(x−y)f(y)dy. (5.19)

où δ c’est la fonction delta de Dirac.

2. La méthode des approximations successives Soit l’approximation zéro

ϕ0(x) = 0, (5.20)

et la première approximation donnée par

ϕ1(x) = f(x), (5.21)

Substituant cette relations pour obtension de la seconde approximation

ϕ2(x) = f(x) + λ

∫ x

0
ex−yf(y)dy, (5.22)
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En procédant de cette manière, la troisième approximation peut être obtenue comme suit :

ϕ2(x) = f(x) + λ

∫ x

0
ex−yϕ2(y)dy

= f(x) + λ

∫ x

0
ex−y{f(y) + λ

∫ y

0
ey−tf(t)dt}dy

= f(x) + λ

∫ x

0
ex−yf(y)dy + λ2

∫ x

0

∫ y

0
ey−tf(t)dtdy

= f(x) + λ

∫ x

0
ex−yf(y)dy + λ2

∫ x

0
(x− y)ex−yf(y)dy.

De la même manière, la quatrième approximation ϕ4(x) peut être écrite en une fois :

ϕ4(x) = f(x) + λ

∫ x

0
ex−yf(y)dy + λ2

∫ x

0
(x− y)ex−yf(y)dy + λ3

∫ x

0

(x− y)2

2! ex−yf(y)dy.

Ainsi, en continuant, on obtient pour n −→∞

ϕ(x) = lim
n−→∞

ϕn(x)

= f(x) + λ

{∫ x

0
ex−y

(
1 + λ(x− y) + 1

2!λ
2(x− y)2 + ...

)
f(y)dy

}
= f(x) + λ

∫ x

0
ex−yeλ(x−y)f(y)dy

= f(x) + λ

∫ x

0
e(1+λ)(x−y)f(y)dy.

qui est identique à l’équation (5.19). Ici, le noyau qui résout est H(x, y;λ) = e(1+λ)(x−y).

5.3.2 Equation intégrales de Fredholm

La méthode des substitutions successives

Example 5.3.6. Utilisant la méthode des substitutions successives pour résoudre l’équation
intégrale suivante

ϕ(x) = cosx+ 1
2

∫ π
2

0
sin xϕ(y)dy.

On remarque que, λ = 1
2 , f(x) = cosx et K(x, y) = sin x, et en substituant ces valeurs dans

l’équation (4.7), on obtient

ϕ(x) = cosx+ 1
2

∫ π
2

0
sin x cos ydy

+ 1
4

∫ π
2

0
sin x

∫ π
2

0
sin y cos y1dy1dy

+ 1
8

∫ π
2

0
sin x

∫ π
2

0
sin y

∫ π
2

0
sin y1 cos y2dy2dy1dy + ...

= cosx+ 1
2 sin x+ 1

4 sin x+ 1
8 sin x+ ...

= cosx+ sin x.
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La méthode de la décomposition Adomian

Example 5.3.7. Résolution l’équation intégrale de Fredholm suivante

ϕ(x) = ex − 1 +
∫ 1

0
yϕ(y)dy

La méthode de décomposition Adomian nous donne :

ϕ0(x) = ex − 1,

ϕ1(x) =
∫ 1

0
yϕ0(y)dyy =

∫ 1

0
y(ey − 1)dy = 1

2 ,

ϕ2(x) =
∫ 1

0
yϕ1(y)dy =

∫ 1

0

y

2dy = 1
4 ,

ϕ3(x) =
∫ 1

0
yϕ2(y)dy =

∫ 1

0

y

4dy = 1
8 ,

...

etc. Par conséquent, la solution peut être écrite à la fois

ϕ(x) = ex − 1 + 1
2 + 1

4 + 1
8 + ... = ex.

5.4 Exemple numérique(La méthode des approximations
successsives)

On considr̀e l’équation

ϕ(x) = ex + e−x −
∫ 1

0
e−x−tϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1.

La solution exacte est ϕ(x) = ex. Les résultats numériques sont donnés dans le tableau suivant :

x solution exacte solution approchée erreur absolue

0 1.0000 1.7938 0.7938
0.25 1.2840 1.8501 0.5661
0.50 1.6487 2.0227 0.3740
0.75 2.1170 2.3224 0.2054
1 2.7183 2.7680 0.0497
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Résumé

Les équations intégrales jouent un rôle trés important dans la résolution de
nombreux problèmes physiques.
Le but de ce travail est de faire une étude large sur ce genre d’équations, en le
présentant à travers ces classifications et des théorèmes d’existances et d’unicités
de la solution, et aussi quelque méthodes de la résolution. Enfin, certaines
applications.

Abstract

Integral equations play a very important role in solving many physical problems.
The purpose of this work is to make a broad study of this kind of equations,
presenting it through these classifications and theorems of existances and
uniqueness of the solution, and also some methods of the resolution. Finally some
applications.
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