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Abstact

In this work we have studied the existence and uniqueness of the solution of the dual equa-
tion of the stochastic partial differential equation in Sobolev spaces, as well as the analytical

and qualitative properties of this solution.

Key words : Stochastic partial differential equation, adjoint equation.



Résumé

Dans ce travail on a étudié 1 existence et 1 unicité de la solution de 1"équation duale de
1"équation différentielle partielle stochastique dans les espaces de Sobolev, ainsi que les pro-
priétés analytiques et qualitatives de cette solution.

Mots clés :

Equation différentielle partielle stochastique, équation adjointe.
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Introduction

L’analyse de la dualité s’est avérée efficace et puissante dans divers domaines des ma-
thématiques, par exemple, dans le contrdle stochastique, et elle est applicable a certains
problemes financiers. Dans la théorie des équations différentielle, I'argument de la dualité
est généralement appliquée par 1’équation dite duale. Dans les problemes stochastiques les
équations duales ne peuvent pas étre obtenu en inversant simplement le temps mais on doit
étre prudent avec 'adaptabilité. Bismut [2, 3] a d’abord résolu le probléme, pour les équations
différentielle stochastique (EDS), en introduisant une équation duale avec un terme martin-
gale supplémentaire. Dans ce mémoire, nous étudierons la dualité des équations différentielle

partielles stochastiques (EDPS) de la forme

d/

(1.1) dq(t) = [A(t)q(t) + f(t)]dt + ;l[MK(t)Q(t) + 9" (1) dWi(t),

q(0) = qo,

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante : Dans le premier chapitre, nous rappelons

quelques notions de base sur les processus aléatoire, I'intégral stochastique .

Dans la premiere partie du deuxieéme chapitre, nous rappelons ’essentiel des notions de
I’analyse de la dualité et la théorie des équations différentielle. Dans la deuxiéme partie de
ce chapitre nous abordons le probleme qui nous intéresse, ’étude de 1’équation duale dans

les deux cas dégénéré et non dégénéré en utilisant la formule de Gronwall et de It6.



Chapitre 1

Rappels et notions de bases

1.1 La Tribu

Définition 1. Soit Q un ensemble quelconque de R, P(QQ) ’ensemble de toutes les parties de
Q, et soit F C P(Q); F#0

on dit que F € ) est une o- algébre ssi
1. DeF.
2. VAc F,Ac F.

3. VA1, A, ... A,... une suite infinie d’élément de F alors : ileAi e F.

1.2 Variable aléatoire

Définition 2. Soit [’espace Q) qui est [’ensemble de tous les résultats possibles de l’expérience
aléatoire, F est une o-algebre sur ), P est une probabilité d’un évenement par rapport a [’en-
semble des cas possibles. Soit (2, F, P) un espace de probabilité, on appelle variable aléatoire

sur cet espace, tout application X de 2 dans R telle que :
X:PQ)—-R

w— X(w)
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1.3 Espérance mathématique

Le cas d’une variable aléatoire discrete

Si X est une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé (2, F, P), on

appelle espérance de X, le réel définie par

E(X) =3 X(w)P(w)

weN

Le cas d’une variable aléatoire continue

Si X est une variable aléatoire absolument continue de densié f on appelle espérance de
X, le réel définie par :

/+OO xf(x)dx

Propriété de 1’ espérance

Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un méme espace {2 admettant une
espérance, alors

1. E(X4Y) =EX) + E(Y);

2. E(aX) = aE(X),Va € R;

3. Si X >0 alors E(X) > 0;

4. Si X est un caractere constant tel que : Vw € 2, X(w) = k alors E(X) = k.

1.4 Filtration

Définition 3. La suite (F,), est une filtration de l’espace probabilisé (Q, F, P) si pour tout
n € N, F,, est une sous-tribu de F et si F,, est une sous-tribu de F11.

On introduit la tribu Foo = o(|J Fu) -
neN
La tribu finale Fo est une sous-tribu de F.

On dit que (Q, F, P) est un espace filtré.

Remarque 4. On dit que F est une sous-tribu de F; si

thO,fsc.Ft,SSt.
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1.5 Les Processus

1.5.1 Processus aléatoire
Définition Générale

Un processus aléatoire est un ensemble de variable aléatoire, toutes définies sur le méme

espace de probabilité, et indexées par un parametre réel ¢.
On note tel processus {X(t) : t € C},
— t est le parametre du processus.

— (' est 'ensemble des parametre. Si C' est fini ou infini dénombrable C' est discret (par
exemble C' = {0,1,2...}, sinons C est continue (par exemple C' = [0, +oo [). Quand

C' est un ensemble d’entier, on note les variable aléatoire par X,,.

Soit S l'espace des états (i.e : des valeurs possibles) des X(¢). Si S est fini ou infinie

dénombrable, X(t) est discret, sinon X(¢) est continue.

Remarque 5. t peut étre interprété comme le temps et C' comme les instants a considérer,

X(t) est alors la valeur du prosessus a l'instant t.

1.5.2 Processus de Ito

Définition 6. Un processus de Ito est un processus stochastique de la forme
t t
X, :X0+/ u(s, w)ds—l—/ v(s, w)dBs.
0 0

avec

~

. u,v sont deuz fonctions aléatoires.

\S]

. Xy Fo-mesurable.

o

t
/ v(s, w)dBs < +00 presque sirement.
0

BN

t
. / lu(s, w)|ds < 400 presque sirement.
0

R

u(t) et v(t) sont Fo-adaptés.
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Remarque 7. Un processus est dit adapté a la filtration {F;, 0 < t < +oo0} si pour tout

t, X; est Fi- mesurable.

Théoreme 8. Soit X; un processus d’ Ito définie par
t t

X, :X0+/ u(s, w)ds—i—/ v(s, w)dBs.
0 0

Soient g € C*(RT x R) et Y; = g(t, Xy) , Alors Y, est également un processus d’ Ito si

ag 89 829
dY; = a(t, Xt)dt + aiX(ty Xt)dXt + W(tv Xt)(dXt)2

(dX¢)? est calculé avec les régle suivantes
Corollaire 9. Soient X; et'Y, deux processus d’lto
¢ ¢
— Xy=Xo+ [ Kuds+ [ HdB.

0 0
¢ ¢
~Yi=Yo+ [ Klds+ [ HldB,
0

0

t t t
Alors XY, = XYy + [ XV + [ YidX,+ [ H,Hlds
0 0 0

K, H, sont des fonctions aléatoires.

1.5.3 Un processus de weiner
Un processus stochastique {X(t), t > 0} est un processus de weiner si :
1. X(0)=0;
2. {X(t), t <0} a des évenements stationnaires et indépendants ;

3. pour tout ¢ > 0, X (f) est normalements distribué avec moyenne ut et variance ot.

1.6 Le mouvement brownien

Le processus {By, t > 0} est un movement brownien si

1. P(By=0) =1.

2. Vt <'s, B; — B; est une variable réelle de loi gaussienne centrée, de variance (t-s).

3. Vn,Vt; 0 <ty <..<t,lesvariables (B;, — By, ,, Biy, —By,, Bi,)sont indépendantes.

4. pour tout (¢, s) la variable B, s — B; est indépendante de la tribu du passé avant t.
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1.7 L’intégrale stochastique

1.7.1 Construction de ’intégrale stochastique

On cherche a résoudre des équations de la forme

0X
E = b(t, Xt> + O'(t, Xt) " bI'Uit”
Exemple 10. modélisation d’un marché financier.
: 09X,
— placement sans risque o = pXo.
0X
— placement risqué —— =(pn+o “bruit”) X,

ot

Pour donner un sens a ce modeéle, on suppose que 0 < p < p et o > 0.
dB .
On note — le bruit.
dt

Hypothese classique

dB  dB
1.ty £ty = ditl et Th sont indépendants.

B ) .
2. — est stationnaire.

dt

dB
. E(—) =0.
5. B(5) =0

Probleme : il n’existe pas de processus raisonnable ayant ces propriétés. On va donc

essayer de remplacer o par un processus avec de meilleures propriété.
Proposition 11. Soit f et g € v(0,T) alors

1. /st fdB; = /Su fdB; + /ut fdBy, s < u <t pour presque tout 2.

2. /St(cf + g)dB, = c/: fdB; + /st gdB; pour presque tout 2.

3. E(/: fdB,) = 0.

4. /St fdBy est F;— mesurable.

avec v la classe de processus.

Définition 12. Un processus (M) est dit une martingale si
1. Vt, M, est F;-intégrable.
2. Vt, My est intégrable.

3. Vs < t, E(M|F,) = M,.
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Théoréme 13. Soit f € v(0, T)) pour tout T' > 0 alors

ALQu)ziétf@,uﬁdB&

est une martingale de carré intégrable par rapport da la filtration (F;) et c¢’est un processus

continue.

Théoréme 14. Soit M; une martingale de carré intégrable par rapport d la filtration (F;) ,

il existe un processus f et My € v(0, T') pour toute T' > 0 tel que

AM@:%+Kﬂ&@w&

1.8 Formule d’Ito

Soit (€2, F, (F}), P) un espace de probabilité filtré, et soit B = (By,t > 0) un (F;)—mouvement

brownien standard.

Définition 15. On appelle processus d’Ité tout processus (X, t > 0) tel que

t t
Xt:X0+/ Hsst+/ V.ds, t>0,
0 0

ot Xo est Fy—mesurable, H un processus adapté tel que Vt, [y H2ds < 0o p.s., et V un pro-
cessus adapté tel que Vt, [§|Vi|ds < oo p.s.

Etant donné un processus d’Ité X, on peut définir un processus continu adapté croissant

¢
(X) ::/ H2ds, t>0.
0

On peut montrer que si fg H,dB, = fot Vids, pour un processus H adapté tel que pour tout

t >0, fg H?ds < oo p.s, et pour un processus adapté V tel que Vt,fg|Vs|ds < o0 p.s, alors
t t

H =V = 0. Donc Uécriture X; = X, +/ H.dB, +/ Visds pour un processus d’Ito est
0 0

unique, que ['on appelle décomposition canonique.

Remarque 16. Un processus d’Ito X est continu adapté. En particulier, si H est adapté

t
tel que Vt,fg H2ds < oo p.s, alors / X H,dB, est bien défini.
0
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t t
Théoréme 17. Soit X; = X, +/ H.dB, —I—/ Vids un processus d’Ité, et soit f : R? — R
0 0

une fonction de classe C?. Alors

FO6) = F00) + [ FAX, + 5 [ F)d),

/f DX, — /f HdB+/f )Vids.

Plus généralement, si F : (t,x) € Ry x R — F(t,z) € R est de classe C*? (continument

différentiable en t et deux fois continument différentiable en x), alors

t 2 F
2.Jo Ox2

On Présente maintenant la version multidimensionnelle de la formule d’It6. Un processus

F(t, X,) = F(0, Xo) +/ (s, X,) ds+/ (5. X+ o [ 98 6 x)ax)

B = (B;,t > 0) a valeurs dans R (avec d > 1) est un (F;)—mouvement brownien d-
dimensionnel si ses composantes sont des (F;)—mouvements browniens indépendants (donc,

on particulier, B est adapté). Un processus réel X = (X, ¢ > 0) est un processus d’Ito si

d ot t
X, :X0+Z/ Hgk)ngk)+/ Vids
k—1 0 0

ond > 1B = (B(1),..., B(d)) est un (F;)—mouvement brownien d-dimensionnel, H (k)
adapté tel que Vt, /t(H(k)s)st < 00 p.s., et V un processus adapté tel que Vt, f5|Vi|ds < oo
p.s. ’

pour un couple quelconque de processus d'Itd X; = Xo + S¢_, [3 Hy(k)dBs(k) + [§ Vids et
Y, =Yy + 4, 5 Ko(k)dB,(k) + [¢ Wds, on définit

WV
o

d ¢
X, Y] =3 [ HL(R)K.(R)ds, t
k=10

1.9 Formule de Gronwall

1. La formule intégrale

Si ) > 0 et ¢ des fonctions continues qui vérifient :
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t

Vit > to, o(t) < K+ [ ¢(s)¥(s)ds,

to

ou K est une constante alors

Vi >t (1) < K exp ( /tqﬁ(s)ds ) .

to

En particulier, si K =0 et ¢ > 0, alors ¢ = 0.

2. La formule différentielle

Si ’équation différentielle suivante est vérifiée

a9

2(0) < (1ol

alors on a l'inégalité

t

o(t) < olto)exp ([ w(s)ds ).

to

pour t = tg.
En particulier, si ¢(ty) = 0, alors Vt > t, o(t) <0.
Il est important de noter que la forme différentielle du lemme de Gronwall reste vraie

sans I’hypothese de positivité sur la fonction .



Chapitre 2

Lanalyse de la dualité des équations

différentielles partielles stochastiques

Etant donné A € L>°(0, 1; R™%), f, F € L2(0, 1; R?) et 29, \; € R%. Considérons les deux

équations différentielle ordinaires suivantes (EDO)

wy | o= aweo g0,
z(0) = o,

(1.2) { dA(t)/dt = —AT(H)A(t) — F (1),
)‘(1) = A1

En utilisant l'intégration par parties, nous avons

13) [0, F@)+ 1)) = [0, @)t + (00),20)

L’équation (1.2) est appelée équation duale (ou équation adjointe) de (1.1) et (1.3) ap-
pelée I'égalité duale (adjointe). En générale I’équation duale (backward equation) avec I’état
finale donné . Dans 1'état des EDO, (1.2) peut étre obtenus de fagon facile en inversant
le temps. Dans ce chapitre, nous étudierons la dualité des équations différentielle partielles

stochastiques suivantes (EDPS) :

dl

” dq(t) = [A@D)a(t) + FOldt + Y (M (Ba(t) + 9" (DI (1),

q(0) = qo,

ou W := (W, Ws, ..., Wy ) est un mouvement Brownion de dimension d' avec W (0) = 0,

et les opérateurs aléatoire A(t,w), M*(t,w) sont donnés par
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(1.5) A(t,w)p(z) := 0;(a” (t, z, w)0;p(x)) + b (t, z,w)0i0(x) + c(x,t,w)d(x),

(1.6) MFE(t,w)p(x) := o™ (t,2,w)06(x) + h*(t, 2, w)d(z),

(t,r,w) €[0,1] x RY x Q,

ot a”,b’, c,o, et h* sont des fonctions a valeurs réelles, pouri,j = 1,2,...,d; K = 1,2, ....d'.
Notons 0; = 0/0z;, et les indices répétés conventionnels pour la somme sont utilisés. Lorsque
les opérateurs M* sont d’ordre zéro (c-4-d o’* = 0), Bensoussan [1] a dérivé 1’équation duale
de (1.4) par une méthode assez compliquée, et il semble que sa méthode ne fonctionne que
si o® # 0 le cas qui est important en I'influence des (o) sur le comportement de la solution
de (1.4) aussi fort que celui des (a). Utilisons un approche d’approximation en dimension
finie ’"équation duale de (1.4) pour le cas générale o # 0 a été dérivé de Zhou [11] par

dA(t) = [A"(t)A +ZM’“* ri(t) + F(t))dt

k=1

(17) + Z (t)dry(t), te0,1]

)\(1) =G,

ott A*, M**(t) sont des adjoints de A(t), M*(t), respectivement étant donné par

(1.8) A*(t)p(x) = 0;(a” (t, 2)0;p(x)) — V' (t, 2) D ()

+[C(t> I) - aibi<t7 x)]¢(x),

(1.9) M ()¢(x) = —a™(t,2)0(x) + [h*(t, 2) — o™ (t, 2) (),

x e R%
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En outre, I'existence et I'unicité de la solution (A,;r) de (1.7) adaptée au W (t) a été établie
dans l'espace L2([0,1] x Q; H') x L?*([0,1] x Q; H%)¥ [11], ot H™ := I’espace de Sobolev
Wi (R9).

Le but de ce chapitre est d’étudier les propriétés analytiques et qualitatives de la paire
de solutions de 1'équation duale (1.7); plus précisément, nous espérons résoudre (1.7) dans
I'espace de type Sobolev L2([0,1] x Q; H™) x L?([0,1] x ©; H™)¥  (m > 0) et donner les
estimations correspondantes des normes de Sobolev. Notre méthode repose en une grande
partie sur les résultats délicats de Krylov et Rozoviskii [4-6] concernant la théorie des EDPS

ainsi que quelques estimations antérieures des opérateurs différentiels.

2.1 Preliminaire

On note par H™ 'espace de Sobolev
H™:= ¢ : D*¢ € L*(R), pour tout o := (ay, ..., og)

avec

la| == |oq| + ...+ |agl <m, m=0,1,2,....

avec la norme de Sobolev est
[0l = 32 [ {ID"6(@)Pda}', pour o € H™
la<m

Notons par H™™ := (H™)*, le dual de H™ pour m = 1,2,3,..., H° est identifié avec son
dual.
Notons par (.,.) la dualité entre H™™! et H™"! avec (H™)* = H™ et par (.,.),, le produit
intérieure en H™.

Pour tout opérateur différentiel L de deuxieéme ordre qui a la méme forme que (1.5),
lorsque nous écrivons (L, ), alors L est compris comme un opérateur de H™! vers H™ !
en utilisant formellement la formule de Green. Par exemple, pour I’ opérateur A(t) définie

comme dans (1.5), nous avons

(2.1) (At)d, Vi = —(a”(t, )0, Oith)m + (V'(t,.)0ib, ) + (c(t, ), )i

Remarque 18. soient A(t), M*(t) donnés par (1.5), (1.6) et la formule de leurs adjoints
A*(t), M*(t) donnée par (1.8), (1.9). Nous avons évidement (A(t)p,v)o = (P, A*(t))o,
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(Mk(t)¢7 ¢)O = (¢a Mk*(t)@/))o pour QZS,?/J e H" TOUtefOZ.S? ni <A(t)¢vw>m = <¢A*(t)v¢>m ni
(M*(#)d, ) = (¢, M** (£)1)),, détient sim > 1.

Pour a, f € (—o0,+00) avec @ < 3, on a un espace de probabilité filtrée (2, F, P, F} :
a <t < () et un espace de Hilbert X. Pour p € [1,400], on définit

LE(a,3,X) := {¢: ¢ est un processus F; — adapté de [o, ] dans X, et ¢ € LP([a, B] x ; X)}.

On identifie ¢ et ¢ dans LE(«, 8, X) si E/5||gb(t)—gb'(t)||pdt = 0. En particulier, L3 (a, 3, X)
est un espace de Hilbert comme sous—espacae de 'espace de Hilbert L*([a, 5] X ©; X). Dans ce
qui suit, on fixe un espace de probabilité standard (2, F, P) avec un mouvement Brownien
de dimensions d' {W(t) : 0 <t <1} et la filtration F; := o {W(s): 0 < s <t}. Fixons un
entier m > 0 et des constantes positives K, d. On introduit les conditions suivantes sur les
coefficients de A(t), M*(t)

(A1),, a” b c,0%, et h* sont mesurable en (¢,w) pour chaque x et ils sont adaptés a
(F}); les fonctions a,b%, ¢, o™ h* 0,b%,0;0%, et O;h* et leurs dérivés en z jusqu’a Pordre m
ne dépassent pas K en valeur absolue .

(A2) a¥ = a’i,j = 1,2,...,d; la matrice (AY) := (a¥ — 1/2iaikajk) > 0 pour tout
(t,z,w). o
(A2) a" =a’" 4,5 =1,2,...,d; la matrice (A7) est définit positive uniformément A&;E; >
ol€)?, pour tout (t,z,w) et tout & € R%.

La théorie des EDPS a été étudiée en profondeur par Krylov et Rozovskii [4-6], avec les

estimations de la norme de H™ des solution des EDPS pour m non négative. Premierement,

on a les estimation suivantes.

Lemme 19. (a) On suppose (A1), (A2)" pour certains m > 0. Alors il existe une constante

Ny dépendant seulement de K, m, ¢ de telle sorte que :

(2:2) 2[{A@) ¢, )i + (f, )] +];\|Mk(t)¢+gk|lfa

d/
< =dllgll + Ni(lollz + 11170 + X llg*l1%)
k=1

pour tout p € H™ fe H™ ! g H™;m =0,1,....,m.
(b)  On suppose (A1), (A2) avec o™ = 0 pour certain m > 0. Puis il existe une constante

Ny, dépend seulement de K, m de telle sorte que

d/

(2.3) 2[(A), S)in + (. D) + D_IIME () + g*17,

k=1
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d/
< Millolz + 115 + 2 llg" %)
k=1

pour tout ¢ € H™ f ge H™;m =0,1,...,m.

Remarque 20. L’estimation (2.2) (resp. (2.3)) est vérifiée pour tout opérateurs différen-

tielles du premier et deuziéme ordre qui ont les formes (1.5) et (1.6) dont les coefficients

satisfont (A1), et (A2)" (resp. (A2)).

Proposition 21. (Kyrlov et Rozviskii [4-6]) (a) On suppose (Al),,,(A2)" pour certain m >
0, et on suppose que f € L%(0,1; H™), g% € L2.(0,1; H™),qy € L*(Q, Fy; H™). Puis (1.4)
a une solution unique q € L%(0,1; H™™) N L*(Q; C(0,1, H™))

et il existe N3, dépendant uniquement de K, m,o de telle sorte que

1
@4)  sw Bl +E [ la@)
0<t<1 0

< Nobo{llaoll, + [ SO+ Yot 0)2lde),

m=0,1,....m.

(b)  On suppose (Al),,, (A2) avec o* = 0 pour quelque m > 1, et on suppose que
f,g% € L%(0,1, H™), qo € L*(), Fy; H™). Puis (1.4) a une solution unique ¢ € L%(0,1; H™)N
L3(;C(0,1, H™Y)) et il existe une constante Ny, qui dépend seulement de K, m de telle

sorte que

1 d
(2.5) sup Ellg(t)[% < NaE{llqolI%, +/ IO + D llg" (OR)dt},
0<t<1 0 k=1

m=0,1,..m.

On conclut cette section par la remarque utile suivante .

Remarque 22. On définie A=1— A ou A est le Laplacien sur R. L’opérateur A relie H*
avec H™1 et admet un inverse A=L. Il est facile de vérifier que A=*H™ = H™*2. En outre,

st m est un entier non négative, alors

(2.6) (@, A7")m = (¢, )0,

pour tout ¢ € H™ +p € HO. (voir, par ezemple [4]).
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2.2 Equation duale : cas non dégénéré

Tout au long de cette section, nous supposons (Al),, et (A2) pour certain m > 0.

Lemme 23. Soient M*(t), M**(t) les opérateurs définies par (1.6), (1.9), respectivement.

Alors, il existe une constante N5, qui ne dépend que de k et m, telle que

(3.1) [(ME(8)¢, )i — (&, M¥()1) ] < Nl|@llall ]|,
Pour tout ¢, € H™\:m =1,2,...mk=1,2,....d".

Preuve

Fixons 7, on note par [;(¢,¢)(i = 1,2,...) quelques sommes finies dont les termes sont

de la forme Z (fPDP, g7 D)o, ont f2, g7 sont des fonctions mesurables bornées.
|B]<rn,|y|<mn
Ensuite, il est facile de calculer que

(M*(E), )i — (¢, M** ()1,
Z {(D*(0™0,0), D*¥)o + (D¢, D*(—a™0)))o} + L6, )

= {(c"™D*(0:¢), D*)o + (D¢, D* () )0} + L2(¢, )
o=

Z {—(D%¢,8;(c™* D))o + (D¢, 0™ D*(9;0))0} + L1 (, %))

== 3 (D%, (9i0™) - D)o+ Lr(9,v) = I3[, ¥)

laf=m
Cela donne le résultat souhaité .
On définie 'opérateur linéaire M*(t) de H™! vers H™, par la méthode suivante. Pour
¢ c HmAl
(3.2) (M" (), ) := lim  H(¢, M™(t)),), pour tout 1 € H™.

hp€HMHL
Pn—1) dans H™

Lemme 24. M*(t) est bien définie. De plus, on a
(3.3) | M* () — MF()@||lm < Ns||@||m, pour tout p € H™FL,

Preuve
Soit ¢ € H™ et {1} € H™ de Cauchy dans H™ . Alors lemme 23 donne
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(&, M (1) (b = You))m

S N5||¢||m||¢n - 1/}n’||m + |(Mk(t)¢;¢n - wn’)m| — 07 quand n,n’ — 00

par conséquent (¢, M**(t)1),,) converge quand n — oo, et la limite est indépendante du choix

de la suite {¢,,} qui converge vers ¢» € H™ dans la topologie de H™. Donc (3.2) est bien
définie, en outre, pour tout ¢ € H™ ! et op € H™.

(3.4) [(M® (), 10) g — MF(£)$, 1)) ]
= lim (¢, MM (0)0)n) — (MF(1)¢,)n)

¢n€H7n+1
Yp—1p dans H™

< lim N[ [lml[¢llm = N5 ||@llmll¢[lm
ainsi (3.3) est vérifiée.
Avant d’étudier I’équation duale (1.7), on donne la définition de la solution.
Définition 25. Une paire (A, 7) € L%(0,1; H') x (L%(0,1; H))¥, est dite solution de I’équa-

tion (1.7), si pour tout n € C{{O(Rd), fonction sur R avec support compact, et presque tout
(t,w) € ]0,1] x Q,

Ao = (Gomo + [ 100, Als)io+ 304, M¥(s)o -+ (Fs. nholds

—d/ lrks, odWp(s).
3 [ (M) modWi(s

Théoréme 26. Supposons que F' € L%(0,1; H™1), G € L*(Q, Fy; H™).
Alors (1.7) admet une solution unique (\,7) € L%(0,1; H') x (L%(0,1; H)¥, on

ro=(rt,r? .., rd'). En plus, il existe Ng dépendant uniquement de k,m, et d telle que

36 O B [N e+ X IO

0<t<

1
< N[ 1P 0dt + |GIZ), 7 =0.1,.m.
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Preuve

Pour éviter la complexité des notations, on démontre le théoreme pour d =1 (il n’y a
pas de difficulté quand d’ < 1). Ainsi l'indice k n’apparaitras pas tout au long de la preuve.
Unicité : supposons (A, 7) € L%(0,1; H') x (L2(0,1; H%)? satisfait

() = —[A* (D) + M*(E)r(t)]dt + r()dW (t), ¢ e [0,1],
A1) =0,

Puis la formule d’It6 donne

EIA®)3 = 2E/ @»+@@»Mwmmmwm—E[WMﬂ@h
<2 [ 1), AWA)o + 1/21M()AS) ]

1
gme/HM@Mm.
t

D’ott A(t) = 0, d’apres l'inégalité de Gronwall. D’apres la définition 25, pour tout ¢ € H',
t t
| 0(5). M()0)ods = [ (n(s). M(s)9)odW (s) = 0.

L’unicité des décompositions du semi-martingale conduit a (r(t), ¢)o = 0, d’ou r(t) = 0 cela
prouve l'unicité.

Existence : considérons le triple (H™™ Y, H™, H™), avec (H™)* = H™. Soit ey, €y, ..., p, ...
une base Hilbertienne de H™*!, qui est orthonormal comme base de H™.

Fixons n, par Bismut [3], il existe uniquement A, := (Au1, Anzs s Aun)? € LZ(0,1;R") et

Tn = (rnlu T'n2, "'7rnn) € L2 (07 1; Rn) tels que
d)‘m( ) = [Z<A*< )6],61 m ni Z ezaMA 6, mmnj(t)
7j=1

+(F(t), 6¢>m}C;t + i (£)dW (1), t €10,1]
Mi(1) =Gy 1=1,2,..,n

(3.7)
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ott MA(t) est définit par (3.2), G € L*(Q, F1,RY), et Z Gpiei = G, — G, dans L*(Q, H™)
quand n — oo. On définie A, := 3" | \e; € L2 (O, 1; Hm+1) =30 e € L3(0,1; H™ ).

Puis la formule d’It6 implique

B, = BIGal, + 28 [ (A 6)A(5) (5)h
Hr(5) M2 ()M ) + F(5). M) = 1/20(5) 31
< BG4 28 [ 1A (D(5) M)l
HOTM(S), 75D + Nl nllra(5)
(), () — 1/2]1m(8)||2)ds,  (d'apres lemme 24)
< BGall + B [ A ()0 () M)
HIMEAG)E, + Nl (), + Nollra(s)I

+2/0 - [ F(s)lm1 + /2 [ An(8)[[511]ds

1
< BGulls+ B [ =812 () 2y + (V1 + Nl

+ N5l ()l +2/0 - 1 F(8)[71 +0/2 [1Aa(8) 1704 ]ls
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D’apres l'inégalité de Gronwall, on a

1
(38)  swp BN +3/2- B [ IAn(0)adt

0<t<

< NE([ (PO + @20t + [Gal2),

ot N, ne dépend que de K, m,d. Maintenant soit g, := (pn1, Pn2s s Pun)’ € L3(0,1;R"), la
solution de EDS suivante dans R"
dpni(t) = i1 (ej, A™(t)€i)mpn; (t)dt
(3.7) HZG (MA(t)eg, €)mpn(t) + rus(8)]dW (),
pni(0) =0, 1=1,2,...,n.
On définie p,, := 31" pnie; € L%(0,1; H™ ). Choisissant € > 0, tel que

2¢€]| M (5) pu(5) 70 < 6/2]1 9 ()[4
En utilisant 'inégalité (a + b)? < (1 + €)a® + (1 + 1/€)b?, on a d’apres le lemme 24

(3.10) 20A*(5)pn(5), Pu(8))m + (1 + )| M2 (8)pu(s) + ru(s)II7,
< 2(A%(5)pn(8); pu())m + (L + )| M(5)pnls) +7u(s)I7,
+(1+ 1/e)NZ [l pn() I
< 2(A%(5)pu(5), pu ()} + 1M (5)pu(s) + 7 (3) 7,

+2€[|M () pa(5) I3 + 2€ll7a (57 (1 + 1/€) N5 [l pn ()7,
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< =0llpn(9) g1 + Nallra ()l + 0/2 pn ()74
+2€[|rn ()17 + (1 + 1/e)NZ [l pn(3) 7

< =0/201pn(8)mms1 + Ns(lloa ()l + I7a(5)l7)-
De (3.9), on trouve

Ellpn(®)]7 = E/Ot[Z(A*(S)pn(S)mn(S))m +[|M2(5)pu(s) + ra(s)|I7]1ds

t t
< =0/2E [ pul(®)l2ads + NE [ onls) 2 + lra(s)|I2)ds.
Appliquant 'inégalité de Gronwall pour obtenir

t
sup Eloa(t)]2, +0/2E [ llon(s)l201ds
0<t<1 0

t
< Nyexp(Ng)E /O 7 (s)||2, ds.

On appliquant la formule d’It6, on obtient

d 25:1 Ani () pni(t)
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7 (O [(M2 () pu(t), €)m + Tni ()]}t + {..... }dW (2)

= [llra ()7 = (F(#), pu(t))mldt + {..... }dW (t)
On intégrant de 0 a 1 et en prenant ’espérance, on trouve

B [ (@l = B[ (F @), pu(t))mdt + (G 1))

: ( E/01||F(t)||3n_1dt )1/2 ( E/Olllpn<t)||$n+l >1/2

HENGAlZ) 2 (Bl pu(D)II7,)"

1 1/2
< (3B [ @)t )
0

1 1/2
><{< E/O IF )2, dt ) + (B||Gall2)"?},
ou Ny := max{Ngexp(Ng),2/d - Ngexp(Ng)}, donc

1 1

(312) B[ @Ik <2ME | [IF@IE de+ Gl |
Combinant (3.8) et (3.12), on sait qu’ils existent une sous suite {n'} de {n} et
(A7) € L4(0,1; H™) x L2.(0,1,; H™) tels que
(3.13) A — A faiblement dans L?([0,1] x Q; H™1)
(3.14) T — v faiblement dans L2([0,1] x Q; H™), quand n’ — oo.
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On montre maintenant que (A, r) satisfait (1.7). Soit v une fonction absolument continue de
[0,1] dans R avec 4 := dvy/dt € L?[0,1] et v(0) = 0. On définie v;(t) := ~;(¢)e;, multipliant
(3.6) par v;(t) et en utilisant la formule de It6, on trouve

[ O 3Ot + [ 0) 50 ndW (1)

= (G )+ [ A OM0), (0

+(rn(t), MA(t)%‘(t))m + (F(t),7i)m)dt.

En vertu de (3.13) et (3.14), quand n’ — +00, on a, pour tout ¢ € H™!
1

B15) [ OO0+ [ (0,0 (A (1)

= (G 6y (1) + [ (AN, D)

+(r(t), M2 (1)) + (F(t), )]y (£)dt.
Appliquant la remarque 22, pour ¢ € H!, on prend ¢ := A~™ dans (3.15) et noter que
(r(t), MA () A"™),, = lim (M*(t)cn, A7)y = liTan(M*(t)cn, ¥)o

m—+1
En ech —r(t)dansH™

— i, M(B)E)o = (r(1), M)
Puis (3.15) est réduit, pour tout ¢ € H!

316) [ @0+ [ 60, D@

= (G W)+ [ LA, AG)
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+(r(t), M(t))o + (F (1), 1)o]y(t)dt.

Pour tout ¢ € (0,1), en prend ~, définie par

0, sios<t—e¢/2,
Ye(s) =9 1/e-(s—t+¢€/2), si t—¢/2<s<t+¢/2,
1, sios>t+e/2.

Substituons (3.16) avec 7., et € — 0 on obtient

BI7) AW+ [ ), 0ed ()

= (G o+ [ [NGs) Al)do + (r(s), M(s)0)o

pour tout ¢ € H', a.e.t € [0, 1].

Cela signifie que (A, r) satisfait (3.5).

Maintenant, montrons (3.6). En vertu de (3.8), on sait que pour chaque t fixé, ils existent une
sous suite {n”} de {n} et A € L2(Q, H™) tels que \,»(t) — A(t) faiblement dans L*(Q, H™).
Mais

Ottt [ (s), eV (s)

= oot [ A M(5)s ) + (5], MA(S)eh + (F5) b

Quand n” — 0o, on a A(t) = A(t) pour presque tout [0, 1] x , observant (3.17). Combinant
(3.8),(3.12), (3.13) et (3.14), on obtient (3.6) pour m = m. Pour m =0, 1,...,m — 1, I'argu-

ment est totalement le méme si on note 1'unicité de la solution. La preuve est maintenant
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terminée.

Donnons maintenant ’égalité de la dualité.

Corollaire 27. On suppose que les hypothéses du théoréeme 3.1 sont vérifiées avec m = 0.
Soient f € L%(o,1; HY), g% € (0,1, H°),k = 0,1,...,d', et qo € L*(Q, Fy; H®). Supposons
que ¢ € L%(0,1; HY) N L?(Q, C(0,1; H®)) est la solution de (1.4) et (A, r) est la solution de
(1.7), alors pour tout [, 5] C [0,1],

E [ /5<F(t,q(z€))>odt + (s, 4(8))o }

«

_ E{ /j [ (A1), f(t))o + Z(Tk(t)7gk<t))0 dt + (A\(a), g(a))o }

Preuve Appliquons la formule d’Tto (A(t), (t))o, on obtient facilement le résultat.

Remarque 28. Si on vérifie la preuve du théoréme 26, on trouvera que quand m = 0,
théoréme 26 (et ainsi que corollaire 27) reste valide si tout les coefficients a”, etc. sont

mesurables et bornés.

2.3 Equation duale : cas dégénérés

L’argument de la section précédente ne fonctionne pas en général si EDPS (1.4) est
dégénéré. Dans cette section, on traite un cas particulier des équations dégénérées, c’est a
dire les dérivés de premier ordre dans le terme de diffusion de (1.4) disparaissent.

Tout au long de cette section, on suppose (Al),,, (A2) pour certains m > 1 et o'f = 0.

Théoréme 29. Supposons que F € L%(0,1; H™), G € L*(Q, Fy; H™). Alors ’équation duale
(1.7) admet une solution unique (X, r) € L3(0,1; H™) x L%(0,1; H™)*. En plus, il existe une

constante Nyg qui ne dépend que de K et m, telle que
1
(1) suppcz BINDIE + [ Y I @]2de
k=1
1
< N | [ IF@Rdt+ 1G], =012, m
0

Preuve Nous supposons d’ = 1 et on n’écrira pas 'indice k. L’unicité peut étre prouvé

exactement de la méme maniere que dans la preuve du théoreme 26. Nous allons montrer
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I’existence.

On définie A (t) et A*(t) par (1.5) et (1.8), respectivement avec a* remplacé par a* + 5%,
ou 0¥ =1 quand i = j; 69 = 0 quand i # j et € € (0, 1).

D’apres le théoréme 26, il existe uniquement (A, r.) € L%(0,1; H™) x L2.(0,1; H™) tel que

dAe(t) = =[A*(O)A(t) + M*(t)re(t) + F(t)]dt + rdW (),

(4.2) ) - G

Comme |(¢, A*9)),,| <const:||¢||ms1||¥]lms1, pour tout ¢, € H™ donc la formule
(A2, = (6, ALYy b0 € H™,
définit un opérateur linéaire A2 de H™*! vers H™ !, De la méme facon

(M2()¢, V) = (¢, M*(1)psi)m, &, € H™,

définit un opérateur linéaire H™ vers lui méme. Notez que comme o* = 0, M2 (t) est un
opérateur borné avec une borne indépendante de t.

D’apres le lemme 23 (b), il existe une constante Ni; qui est indépendante de e, telle que

(4.3) 2{AZ ()¢, O + (f, O] + M2 ()0 + g7

< =2¢|lphill iy + Nullphills, + 115 + lgll%).

pour tout
pe H™ fe H" gc H™.
L’estimation ci-dessus ainsi que 1'approche de I'approximation en dimension finie (voir [9])

donne Dexistence de p. € L%(0,1; H™™!) unique qui satisfait EDPS

dpe = [A2()pe(t) + Ac(t)]dt + [M2(1)pe(t) + re(t)|dW (2),

4.4
-y pe(0) =0
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De plus
Bl = B [ {204 (5)0.(),pe(3))m + Ol ()
HIMA(5)pe(s) + 1e(s) |7, ds
< NnE/Ot[Hpe(S)Hi F IA(8) 5, + [lre(s)][7,)ds,
donc
@5 sw BlaOl < Nuesp(in)# [ IO + IOl

En appliquant la formule de 1td pour (A (t), pe(t))m on obtient facilement
1
E [ A2+ ()2 )de

—E { /()I(F(t),pe(t))mdt + (G, pe(1))m

< {Nu exp(Nu)E/Ol[H)\e(t)an + ||7”e<t)||72n]dt}l/2

! 12 2\1/2
(B [IFOR ) +EIGIE)),
alors

E/01[||Ae(t)llfn +Ire(t) 17l dt

1
<2Nnep(VE | [IF@)de+ G, |-

Par conséquent, il existe une sous-suite {e,} et (\,r) € L3.(0,1; H™) x L%.(0,1; H™) telles
que

An — A faiblement dans L*([0,1] x Q; H™),

r, — r faiblement dans L([0,1] x Q; H™), quand ¢, — 0.

De (4.2), pour toute fonction absolument continue « avec 4 € L?[0, 1], et v(0) = 0,

/01(/\e(t)7 @)oYy (t)dt + /Ol(re(t), B)oy(t)dW (t)
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= (G, 9)o(t)y(1) + [(Ac(t), A() D)o + (re(t), M(t) D)o
+(E(t), @)oly(t)dt,

pour tout ¢ € H*.
Il s’ensuit que (A, r) satisfait (3.5), en laissant ¢, — 0.
Enfin, on donne l'estimation de supg<,<; E||A()||%,. En effet, notant que M*(t) est un opé-

rateur borné de H™ dans lui méme, de (4.2), on a
1
E|A®)I7 =BGl + QE/O (A" (8)Ac(8); Ac(8))m + (M7 (s)7e(s), Ac(8))m

+H(F(8), Ac(8))m — 1/2 - [[re(s)I[7)ds

1
< B|G|2, + QE/O [1/2 - NoA(8)|I, + Nioll7ellm | e (8) 1
HIE () mlIAe(8) I — 1/2 - [[re(s)]2) ds,

ainsi

1
sup EINIE < N | [ IF@) e+ G2, |,

0<t<1

ou la constante Vi3 est indépendante de €. Maintenant par le méme argument que dans

la preuve du théoreme 26, (A, r) satisfait (4.1).

Remarque 30. Par le théoréme d’inclusion bien connu de Sobolev [7], si m —n > d/2 pour
n non négatif, alors les solutions (A, r) obtenus dans les théorémes 26 et 29 appartiennent da
C™(R?) pour presque tous (t,w), et les normes de H™ dans le coté gauche de (3.6) et (4.1)
peuvent étre remplacées par les normes de C™(RY) (c-a-d la somation des normes sup est
Jusqu’a Uordre n ).

En particulier, sim > d/2+1 dans le théoréme 26, (resp m > d/2+2 dans le théoréme 29),

alors les solutions respectives de (1.7) sont classiques.
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