
                                                                             وزارة التعليم العالي والبحث العلمي

 –خنشلة    –جامعة عباس لغرور  

 كلية العلوم الاقتصادية والعلوم التجارية وعلوم التسيير

 

 

 

 

 

 

 دروس وتطبيق ات

 

 
 اعداد: 

 د. حرنان نجوى

 

  

 6102/6102السنة الجامعية  

 



 20الاحصاء  في   دروس و تطبيق ات

[1] 
 

 مقدمة: 

 تنقسم الاحداث اليومية التي نتعرض لها في حياتنا اليومية الى قسمين وهما:
: الاحداث المؤكدة التي تحكمها قوانين فيزيائية في الطبيعة مثل شروق الشمس غدا او سقوط حجر غلى اولا   

تنتمي  فإنهاهذه الاحداث مؤكدة ومسلم بها للجميع وتحكمها قوانين ثابتة لذلك  الارض عند رميه من سطح بناء.
 المؤكد. الى ما يسمى بالنموذج

يخص الاحداث غير المؤكدة التي هي تعتمد على الصدفة مثل ظهور وجه الصورة عند رمي قطعة  ثانيا:   
المال، هذا النوع من الاحداث غير مؤكدة وتنتمي الى ما يسمى بالنموذج  لأسواقنقود او ارتفاع مؤشر اقتصادي 

واسع وفيه مؤلفات كثيرة،  غالبا ما نعبر على وقوع الحدث، واصبح الان حساب الاحتمال فإنناالاحتمالي، وهكذا 
محور  ويستند الاحصاء الرياضي بشكل اساسي على نظرية الاحتمال، ذلك ان الاستدلال الاحصائي الذي هو

من المجتمع الى ذلك المجتمع وبما ان العينة جزء من  المأخوذةالدراسة الاحصائية يهتم بتعميم النتائج من العينة 
، ولما كانت نظرية التأكدالمجتمع فهي عادة لا تمثله تماما، ولهذا فان عملية الاستدلال تتم في اطار عدم 

شير ان حل مسالة من  من التعرض لها. وهما نتوقف ان صائيللإحكان لابد  التأكدالاحتمال تقدم قياسا لعدم 
 مسائل الاحتمال يمر غالبا بمرحلتين: 

 التعبير عن المسالة بالرموز -
 تطبيق قواعد حساب الاحتمال -

فاذا كنا معتادين في ذلك الجزء من الرياضيات، التحليل، الجبر...ان نطبق النظريات والقواعد التي نعرفها اي 
نية اعلاه فقط اذ مختلفا عندما يتعلق الامر بحساب الاحتمال، فغالبا ما تكون الوضعيات معطاة في المرحلة الثا

صورة نصوص ويطلب من الدارس التعبير عن هذا الحدث او ذاك لذا يكون الدارس مضطرا للتعبير عن 
رس ان يكون متمكنا ورموز ليتمكن بعدها من تطبيق قواعد الحساب، ولذا على الداالاوضاع في صورة عبارات 

من اجتياز المرحلة الاولى بنجاح حتى يستطيع حل مسائل الاحتمالات، وهذه المرحلة هي موضوع هذا الفصل 
حيث يهتم بتوضيح وتقديم المفاهيم الاساسية التي تساعد الدارس في صياغة المسائل في صورة رموز وعبارات، 

 ولهذا فهو يتناول.

 التجربة العشوائية -
 المجموعة الاساسية  -
 الاحداث الابتدائية -
 الاحداث المركبة -
 العمليات على الحوادث -
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 الفصل الاول: مفاهيم اساسية للاحتمالات

I-  :مفهوم التجربة العشوائية، الحدث والاحتمالEpreuve, événement, probabilité 

I-1- هي كل عمل او اجراء نعلم مقدما بجميع نتائجه الممكنة ولكن لا نعلم مسبقا اي من التجربة العشوائية  :
هذه النتائج سوف نحصل عليها عند القيام بهذا العمل او الاجراء، فمثلا عند القاء قطعة نقود في الهواء ةتركها 

هي الحصول على الصورة او هذه العملية تستقر على الارض واحد وجهيها الى الاعلى، فنعلم مسبقا ان نتائج 
الكتابة ولكن لا نعلم على وجه التحديد اي من هاتين النتيجتين سوف نحصل عليها عند القيام بهذا العمل، لذلك 

 فان هذه العملية تعرف بالتجربة العشوائية.

في تجربة ، نسمي تجربة عشوائية كل تجربة لا يمكن توقع نتيجتها رغم معرفة مجموعة النتائج الممكنة  
عشوائية، تسمى مجموعة النتائج الممكنة بمجموعة الامكانيات او المجموعة الاساسية كما يطلق عليها فضاء 

 .Ωالعينة ونرمز لها بـ 

 : امثلة على التجارب العشوائية وفضاء العينة10الجدول 

 مجموعة الامكانيات)فضاء العينة( التجربة
الرقم الذي يظهر  رمي زهرة نرد في الهواء ومراقبة

 على الوجه العلوي
1={1,2,3,4,5,6}Ω 

 Ω{p,f}= 2 رمي قطعة نقود في الهواء

عدد الاشخاص الذين يدخلون البريد في مدينة باتنة 
  41h-41:41hمن الساعة

3 ={0,1,2,3,….}=NΩ 

رمي زهرة نرد مرتين في الهواء ومراقبة الارقام التي 
 تظهر على الوجه العلوي

4 ={(1,1),(1,2),(1,3),…..(2,1),….(6,6)}Ω 

 ,Ω5 ={(p,p,p),(p,p,f),(p,f ,p),(p,f,f),(f,p,p) رمي قطعة نقود في الهواء ثلاث مرات متتالية

(f ,p,p),(f,p,f),(f,f,p),(f ,f,f)} 

 Ω]∞+,……,0]= 6 مراقبة فترة حياة جهاز الالكتروني
يكون مجموعة منتهية، او مجموعة غير منتهية قابلة للعد، او  من الامثلة اعلاه يتبين ان فضاء العينة يمكن ان

 مجموعة غير منتهية لها قوة المستمر.

I-2- اشرنا اعلاه باننا لا يمكن ان نعرف النتيجة التي ستفسر عليها : )فضاء العينة(المجموعة الاساسية
التعرف على كل النتائج الممكنة للتجربة العشوائية. فقبل اجراء  بالإمكانولكننا  تأكيدالتجربة العشوائية، بكل 

ذا كانت التجربة تتمثل في ملاحظة تي تنتمي اليها نتيجة التجربة، فامعرفة المجموعة ال بالإمكانالتجربة 
طلبة والاهتمام بعدد الطلبة الذين سيحصلون على المعدل في مادة الاحصاء في الامتحان القادم، اذا كان عدد ال
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، عندها فان عدد الامكانيات او النتائج الممكنة لهذه التجربة هو كل عدد 14الذين سيتقدمون للامتحان هو
  Ω={1{45,.……,اي 14و1طبيعي محصورين بين 

 Ωاذن فالمجموعة الاساسية هي جميع النتائج الممكن للتجربة العشوائية ويرمز لها في غالب الاحيان بـ

 ملاحظات: 

للمجموعة الاساسية ان تكون منفصلة كما هو الحال في تجربة القاء قطعة النقود كما يمكنها ان يمكن  -
 تكون غير منتهية.

يمكن للمجموعة الاساسية ان تكون منفصلة كما يمكنها ان تكون مستمرة مثل )معرفة عمر احد  -
 ]∞+…,0]المكونات الالكترونية، فترة حياة المكون الالكتروني هي نقطة من المجال

 تعريف المجموعة الاساسية. فبالإمكاناذا كنا لا نعرف الا جزء من النتائج الممكنة للتجربة العشوائية  -

I-3- :هي اي مجموعة جزئية من فضاء العينةالحوادثΩ  ورياضيا يقالA  حدث منΩ  ويكتبAΩ 

 الابتدائية مثل:  بالحوادث: تسمى عناصر المجموعة الاساسية الابتدائية الحوادث -4
   اي وجه من الوجوه يعتبر حادث ابتدائي ظهورفي تجربة القاء زهرة نرد فان 
  قطعة نقود هي الصورة او الكتابة. لإلقاءان الحوادث الابتدائية 

لا تسفر التجربة العشوائية الا على حادث ابتدائي واحد فعند القاء زهرة النرد لا نحصل على وجهين في نفس 
ى الوجه العلوي. وعندما تتحقق عدة حوادث انيا عند اجراء تجربة عشوائية فان هاته الحوادث لا تعتبر الوقت عل
 المركبة. الحوادثابتدائية. ويمكن الاعتماد على الحوادث الابتدائية في تشكيل  حوادث

هو نتيجة التجربة. فعند  ωللاشارة او التعبير عن الحادث الابتدائي، اي ان  ωنستخدم في غالب الاحيان الرمز 
ω عندها فان 2القاء زهرة النرد ولو افترضنا اننا حصلنا على الوجه    . 

 من اعلاه يتبين لنا اننا عرفنا مايلي: 

 هو مجموعة فضاء الامكانات 

 عناصر هذه المجموعة الحوادث الابتدائية

ان مثل هذا الاكتشاف ذي فائدة كبيرة وهنا نكون قد وقعنا على مفاهيم نظرية المجموعات، وسنرى بعد حين 
 بالنسبة لدراسة نظرية الاحتمالات.
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، نقول  Ωالحادث الذي يحتوي على عنصرين او اكثر من عناصر المجموعة الاساسية المركبة: الحوادث -2
عن حادث مركب اذا وجدت مجموعة من الحوادث الابتدائية بحيث يؤدي يحقق اي منها الى تحقيق الحادث 

 المعتبر.

وهي  {4,2,4,1,4,6}نتائج هي  6مثال: عند القاء زهرة نرد في الهواء فان التجربة يمكنها ان تسفر على 
من طريقة اذ ان  بأكثرلكننا بالاهتمام بحوادث اخرى يمكن ان نحصل على عدد فردي  .Ωابتدائية من  حوادث

 هي حوادث مركبة.  الحوادثيمكن القول بان هذه  4،4،4الحادث يتحقق بظهور الوجه 

ولنقرن كل حادث من الحوادث المركبة التي سبق وان اشرنا اليها بالحوادث الابتدائية التي تؤدي الى تحقيق 
 المركب.الحادث 

 : المجموعة الاساسية وحوادثها22الجدول

 الحادث المجموعة المرفقة
A={1,2,3,5} نتيجة القاء زهرة نرد عدد فردي 

B={2,4,6} نتيجة القاء زهرة نرد عدد زوجي 
C={1,2} نتيجة القاء زهرة مربع عدد 

D={1,2,3,4,5,6}  7نتيجة القاء زهرة نرد اقل من 
F=∅ 6نرد عدد اكبر من  نتيجة القاء زهرة 

، وهذه النتيجة رغم بساطتها Ωان نقرن بكل حادث مجموعة جزئية وحيدة من بالإمكانمن اعلاه يتبين لنا انه 
على درجة كبيرة من الاهمية على النحو الذي نبينه لاحقا، وهذه النتيجة لا تصح بالنسبة للمثال المدروس  فإنها
 ي تجربة عشوائية.وانما هي صحيحة بالنسبة لحوادث ا فقط

ان تحقق حادث ابتدائي هو تحقق فيزيائي "فعلي" للتجربة العشوائية فحين تحقق الحادث المركب هو تفسير 
ان نقرن بكل حادث مجموعة جزئية  بالإمكانمنطقي لنتيجة التجربة العشوائية. لقد توصلنا الة نتيجة مفادها انه 

حادث من  Ωهل يمكن ان نقرن بكل مجموعة جزئية من وحيدة من المجموعة الاساسية، والسؤال المطروح : 
 الحوادث الذي يمكن ان تسفر عليه التجربة محل الدراسة؟

 ه يتبين لناومنوالجواب هو نعم، اذا يكفي ان نعطي معنى للعناصر التي تنتمي الى المجموعة الجزئية 

 هي حادث Ωوكل مجموعة جزئية من  Ωان كل حادث هو مجموعة جزئية 

 اضافة كائن اخر هو الحادث المركب  وبالإمكانكما قد عرفنا انفا فضاء الامكانات والحادث الابتدائي، 

 مجموعة هو      الامكانات فضاء  
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 المجموعة هذه عناصر            الابتدائية الحوادث

 الحادث المركب              مجموعة جزئية من هذه المجموعة

فوجدنا انفسنا بصدد دراسة فضاء المجموعة، وهذا يعني  الحوادثلقد انطلقنا في دراسة فضاء جديد هو فضاء  
ذلك، نذكر في الفقرة  ولإنجازاستخدام جبر المجموعات في دراسة جبر الحوادث لتسهيل الدراسة  بالإمكانانه 
 والية ببعض مفاهيم نظرية المجموعات التي سوف نستخدمها في الفقرات الموالية. الم

II- :مبادئ في نظرية المجموعات 

II-1-  :ان الدور الذي يلعبه مفهوم المجموعة في الرياضيات الحديثة دور اساسي، وذلك مفهوم المجموعة
الكبير الذي تمارسه  للتأثيرليس فحسب لكون نظرية المجموعات اصبحت الان من اختصاصا جدا متطور بل 

اننا لا ر القرن التاسع عشر، على كافة فروع الرياضيات وبخاصة نظرية الاحتمالات، اخهذه النظرية، وليدة او 
ننوي هنا تقييم عرض كامل حول نظرية المجموعات بل همنا الوحيد هو ادخال الرموز الرئيسية وتعريف المفاهيم 

 الاولية جدا التي نستخدمها في عرض نظرية الاحتمالات.

ونرمز للعناصر التي تشكل المجموعة بالحروف  …,A ,B,Cنرمز فيما يلي للمجموعات بالحروف الكبيرة 
 . A  aبشكل رمزي كالتالي:  » Aينتمي الى المجموعةaالعنصر « تكتب القضية        الصغيرة

 وهناك طريقتين لتمثيل المجموعة: 

  A={a,b,c,d}مثل نحاضنتي: هي طريقة العد التي تتميز بوضع جميع عناصر المجموعة بين التمثيل الاول

عدد حقيقي  X}صفة مميزة لعناصر المجموعة مثل: بإعطاء: هي طريقة الصفة المميزة وذلك التمثيل الثاني
 ، يحدث احيانا الا معرف مسبقا فيما اذا كانت مجموعة ما )مجموعة جدور معادلة }=A X=41موجب اقل من 

مثلا( تحوي عنصر واحد على الاقل، ولذا من المفيد ان نلتفت الى المجموعة التي لا تحتوي اي عنصر تسمى 
 .∅ة خالية ونرمز لها بـمجموعة هذا النوع مجموع

 ونلاحظ ان المجموعة الخالية مجموعة جزئية من اي مجموعة اخرى. 

 بالإمكانوان المجموعة يمكن ان تكون منتهية او غير منتهية وتكون المجموعة منتهية اذا كانت خالية او كان 
 {n,…,1,2,3}ايجاد تطبيق تقابلي)تطبيق غامر ومتباين( بينها وبين المجموعة

المجموعة الخالية يساوي  اي عدد عناصر 1=[∅]وسنضع تعريفا nونقول عندئذ ان عدة )اصلي( المجموعة هو
 خلاف ذلك نقول انها غير منتهية.الصفر وب
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ونقول عن المجموعة غير قابلة للعد او عدودة اذا امكن ايجاد تطبيق تقابلي بينها وبين مجموعة الاعداد 
موعات جزئية من مجموعة نعتبر كل المجموعات المدروسة هي مج، موعاتتطبيق نظرية المجالطبيعية في 
 المجموعة الموجبة ففي الهندسة المستوية فان المجموعة المرجعية هي مجموعة نقاط المستوى محددة تسمى

 وعليه نعرف جماعة المجموعات على انها مجموعة عناصرها جزئية من مجموعة مرجعية.

  {2,4},{2},{4,6}المجموعات هي  {{5,6},{2},{2,3}}: ان عناصر الجماعة:14مثال

والتي يرمز لها بهي جماعة كل المجموعات  Aمجموعة ما، ان مجموعة اجزاء المجموعة A: لتكن 12مثال
واذا كانت  ∅,A={A,{a,b),(a,c),(a,b),(b,c),(a),(b),(c) }عندها نجد:A={a,b,c} فاذا كانت  Aالجزئية لـ

A وعدد عناصرها هوn فان عدد عناصرp(A) 2هوn  

II-2- :عمليات على المجموعات 

      Aعلى انه المجموعة  Bو Aمجموعتين كيفيتين، نعرف اتحاد  Bو Aلتكن   الاتحاد: -اولا  
 على الاقل. Bو Aالمؤلفة من العناصر التي تنتنمي الى احدى المجموعتين 

 : اتحاد مجموعتين21الشكل 

 

 

 

 

 

 

هي المجموعات المعتبرة    نعرف بطريقة مماثلة اتحاد عدد كيفي)منته او غير منته( من المجموعات اذا كانت 
 على الاقل.   هو مجموعة العتاصر التي تنتمي الى احد المجموعات     فان اتحادها هو 

المؤلفة من لعناصر المنتمية في      Aعلى انه المجموعة BوAنعرف تقاطع مجموعتين  التقاطع: -ثانيا
 .Bوالى Aان واحد الى 

 

 

 

 

 

C=A 𝐵 

A B 
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 : تقاطع مجموعتين22الشكل 

 

 

 

 

 

 

، وجدنا 4اذا اعتبرنا مثلا مجموعة الاعداد الصحيحة الزوجية ومجموعة الاعداد الصحيحة التي تقبل القسمة على
. اما تعريف تقاطع عدد كيفي)منته او غير 6الاعداد الصحيحة التي تقبل القسمة علىان تقاطعهما هو مجموعة 

المؤلفة العناصر المنتمية في ان واحد الى كل           فهو تعريفا المجموع   منته( من المجموعات
    المجموعات

 تبديليتان وتجميعيتان اي ان: عمليتانتبين التعاريف السابقة ان اتحاد وتقاطع المجموعات 

        (   )      (   )  

         (   )      (   ) 

 للأخرىومن جهة اخرى نشير الى ان كل من العمليتين توزيعيتين بالنسبة 

(   )    (   )  (   ) 

(   )    (   )  (   ) 

 بين مجموعتين: الفرق التناظري  -ثالثا

المؤلفة  A/B=Cهو تعريفا المجموعةBوAالطرح على المجموعات او الفرق بين مجموعتيننعرف الان عملية 
 A/Bبدلا من  A-B. تكتب احيانا Bالتي لا تنتمي الى  Aمن عناصر 

 

 

 

C=A∩B 

A B 
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 :الفرق التناظري بين مجموعتين23الشكل 

 

 

 

 

 BوAنرمز للفرق التناظري لمجموعتين B/A  و A/Bهو تعريفا اتحاد الفرقين BوAوالفرق التناظري لمجموعتين 
(  )    وهكذا ياتي تعريفا     بـ   (  )⁄⁄  

)المرجع(. تلك هي الحالة التي نجدها عند Sكثيرا ما نلجأ الى اعتبار مجموعات كلها اجزاء من نفس المجموعة
في هذه الحالة متمم المجموعة ونرمز له  S/Aالعددي يسمى الفرقاعتبار مجموعات عناصرها نقاط من المستقيم 

 .̅ او    بـ 

عادة في نظرية المجموعات وتطبيقاتها الى مبدأ بالغ الاهمية ويسمى مبدأ الثنوية وهو يعتمد على العلاقتين  نلجأ
 التاليتين: 

 متمم الاتحاد يساوي تقاطع المتممات:  -1

  ⋃   
 

  ⋂(
 

   
)

 

 

 

 التقاطع يساوي اتحاد المتممات:  متمم -2

  ⋂   ⋃(    

  

) 

 اي: Aهو مجموعة عناصر المجموعة المرجعية التي لا تنتمي الى    ويرمز له بـ  Aمتمم المجموعة

               

هو  BXAونرمز له بـ  BوAمجموعتين من الجداء الدئكارتي لـ BوAالجداء الديكارتي للمجموعات لتكن 
 ، اي          ( حيث a,bالمجموعة المكونة من جميع الازواج )

  AXB= {(a,b) :a      )  

 

 

 

 

C=A/B 

A B 
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يمكن تعميم مفهوم الجداء الديكارتي الى عدد منته كيفي من المجموعات، ويكتب الجداء الديكارتي 
 على الشكل: A1 ,……Anللمجموعات

              ∏  

 

   

 

        مركبة حيث:   nوهو المجموعة التي تتكون من كل العناصر ذات 

II-3- تعرف جماعة المجموعات على انها مجموعة عناصرها مجموعات، ونعتبر فيماجماعة المجموعات : 
يلي، الا اذا اشرنا الى عكس ذلك، جماعات المجموعات كل مجموعة فيها جزء من مجموعة مرجعية وسنهتم 

 بجماعات المجموعات المغلقة بالنسبة لبعض العمليات التي درسناها اعلاه.اساس 

انها حلقة بوليانية او حلقة من  Ωمن اجزاء τ: نقول عن جماعةΩالحلقة والحلقة التامة من اجزاء مجموعة -4
Ω  :اذا تحقق مايلي 

 Ø   
                         

(   )    فان:       ينتج مباشرة من ذلك انه اذا كان   τمجموعة تنتمي الى (   ) 

فان الشرط اللازم والكافي كي تكون هذه الجماعة حلقة هو ان يتحقق  Ωجماعة من اجزاء τمبرهنة: اذا كانت 
 مايلي: 

 ∅    
                   

 ( حلقة بالمعنى الجبري المعروف.    τوهكذا تكون الثلاثية)

حلقة وتحقق الشرط  τاذا كانت  ما حلقةانها حلقة تامة او سيغ Ωمن اجزاء τ: نقول عن الحلقة التامةتعريف  -2
 التالي :

                   ⋃      

 

   

 

   هو عنصر من τوهذا يعني ان اتحاد اي متتالية من عناصر

 مجموعة نتائج رمي حجر النرد مرة واحدة وكانت : Ω {1,2,3,4,5,6}=مثال: اذا كانت

 Ωجماعة من اجزاء ((     ) (   ) ( ) ∅)    
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 Ωجماعة ثانية من اجزاء  ((     ) (   ) (   ) ∅)      

    جماعة اجزاء  ( )      

 ليست حلقة.   ولكن    حلقة وكذلك   فان   
جبر   جماعة من اجزائها نقول ان      مجموعة غير خالية وΩلنفرض ان   الجذور البوليانية: -4

 اذا تحقق مايلي:  Ωبولياني او جبر من اجزاء 

1. ∅    
2. A,B                  
3. Ω   

 حلقة مغلقة بالنسبة لعملية التتميم. ∎يكون جبرا اذا كانت  ∎وينتج من ذلك ان 

انه جبر تام او سيغما جبر اذا وفقط اذا كان  Ωمن اجزاء  ∎نقول عن جبر تعريف الجبر التام)العشيرة(:-4

 مغلقا بالنسبة للاتحاد العدود اي اذا كان محقا الشرط: 

                  ⋃     

 

   

 

 فضاءا قيوسا او بلغة الاحتمالات فضاء قابل للاحتمال., ) Ωوعندئذ نسمي الثنائية) 

 . ∅}=Ω} A,جبر تام)عشيرة( كذلك الصفهي Ωجماعة جميع المجموعات الجزئية    ان 

III- :العلاقة بين العمليات على المجموعات والعمليات على الحوادث 

استخدام نظرية المجموعات للتعبير عن الحوادث، كما تبين لنا ان هناك العديد  بالإمكانمن السابق تبين لنا انه 
هذه العمليات  تأخذهامن العمليات التي يمكن اجراؤها على المجموعات والسؤال المطروح، ماهي المعاني التي 

 اذا انتقلنا من جبر المجموعات الى جبر الحوادث؟
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 لى المجموعات والعمليات على الحوادث: العلاقة بين العمليات ع20الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : لقد ميزنا في الفقرات السابقة بين:وقوع الحادثاولا: 

 وقوع الحادث الابتدائي 
 وقوع الحادث المركب 

الابتدائي هو حادث يمكن ملاحظته بشكل مباشر عند القيام بالتجربة العشوائية، فاذا تمثلت ان وقوع الحداث 
، فعندها نقول ان الحداث 1التجربة العشوائية في القاء زهرة النرد واذا انصب الاهتمام بحادث الحصول على الرقم

ωقد تحقق اذا كان حادث الحصول على عدد  Aثهو نتيجة التجربة. وبخلاف اذا انصب اهتمامنا بالحاد   
عدد زوجي، ولكن ماهي كل النتائج الممكنة  ωنقول ان الحادث قد تحقق، اذا كانت نتيجة التجربة فإننازوجي، 

وعليه فان حادث  Ω، ولنتذكر ان قرنا بكل حادث مركب مجموعة جزئية منAالتي تمتلك خاصية هذا الحادث 
تؤدي الى  A، ان كل عناصر المجموعة الجزئيةA={2.1.6}يةالحصول على عدد زوجي يقترن بالمجموعة الجزئ

ωهو نتيجة التجربة العشوائية، فاذا قيل لنا ان  وقوع الحادث، وبما ان قد  Aعندئذ نتيقن ان الحادث   
ωقد تحقق فلننا نكون متأكدين بانAومن جهة اخرى اذا قيل لنا ان تحقق.     . 

 :الانتماء في جبر المجموعات تصبح وقوع الحداث في لغة الحوادث على هذا الاساس فان  الانتماء
 ومنه نستنتج معنى الانتماء في المجموعات

 

 

 
فضاء 

 الحوادث

فضاء 

 المجموعات
 

 

 العمليات

 

 العلاقات

 

ماهي المعاني التي 

 تاخذها؟

 
وقوع  الانتماء

 الحادث
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 قد وقع. Xوعليه يمكن القول بان الحادث ωوعليه المقصود بالانتماء هو انتماء نتيجة التجربة 

 لعلاقة الانتماء عندما انتقلنا من المجموعات الى الحوادث، لقد اعطينا في الفقرة اعلاه تفسيرا  واء:تالاح
وهنا يمكن تعريف علاقة اخرى فيما بين المجموعات وهي علاقة الاحتواء، فماذا تعني هذه العلاقة في 

     تعني علاقة افماذ BوAفضاء الحوادث فاذا كنا ازاء حادثين

 4، نتيجة رمي زهرة النرد هو الرقم اصغر من4: نتيجة رمي زهرة النرد هو رقم اصغر من مثال

 A={1.2}ان المجموعة الجزئية المرفقة بالحادث الاول هي -
  B={1.2.3.4}اما المجموعة الجزئية المرفقة بالحادث الثاني هي  -

 محتواهالاول  بالحادثان قولنا ان الحادث الاول محتوى في الحادث الثاني يعني ان: المجموعة الجزئية المرفقة 
وهذا  Bيؤدي الى وقوع الحادث Aفي المجموعة الجزئية المرفقة بالحادث الثاني. وبهذا المعني فان وقوع الحادث

 اي: علاقة الاحتواء في فضاء الحوادث  تأخذههو المعنى الذي 

 A Bيكافئ Bيستلزم وقوع الحادث Aوقوع الحادث

ωقد وقع فهذا يعني Aاذا افترضنا ان ωفان  A Bوبما ان      قد وقع. Bاي ان    

: عندما درسنا العلاقة بين جبر الحوادث وجبر المجموعات لم نتطرق لبعض الجزئيات، وعليه يمكن ملاحظة
 توضيح مايلي: 

  من بين المجموعات الجزئية للمجموعة الاساسيةΩ  المجموعةΩ نفسها، كما يتبين لنا ان المجموعة
ان هذا الحادث يتحقق  Ωهي نفسها المجموعة 7الجزئية المرفقة بالحادث الحصول على رقم اقل من 

 .الحادث الاكيد دوما وذلك مهما كانت نتيجة الرمي، نقول عن هذا الحادث بانه
  هي مجموعة جزئية من اي مجموعة، ان المجموعة الجزئية  ∅سابقا بان المجموعة الخاليةاشرنا

. ان هذا الحادث لا يمكنه ان ∅هي المجموعة الخالية 6المرفقة بحادث الحصول على رقم اكبر من
 .بالحادث المستحيليتحقق وذلك مهما كانت نتيجة التجربة العشوائية. لذا يسمى هذا الحادث 

 لمجموعة الجزئية للمجموعةمن بين اΩ  هناك المجموعات وحيد العنصر، وبالنسبة اليها فان العناصر
، فاذا انصب اهتمامنا حوادث مركبةهي حوادث ابتدائية، اما المجموعات الجزئية وحيدة العنصر هي 

، عندها فان المجموعة 4عند القاء زهرة نرد على حادث الحصول على عدد زوجي مضاعف للعدد
وهو حادث مركب وهو يختلف عن الحادث  Y={6}ية المرفقة بهذا الحادث هي المجموعةالجزئ

 الذي يعتبر احدى نتائج اجراء التجربة. 6الابتدائي
  ان عدد الحوادث الممكنة للتجربة العشوائية يساوي عدد المجموعات الجزئية التي يمكن تكوينها

 .  اي  Ωبالاعتماد على عنصر
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  الحادثعندما يؤدي تحققA الى تحقق الحادثB يكون لديناA B 
  نقول عن حادثين انهما متنافيان اذا كان وقوع احدهما ينفي وقوع الاخر بمعنى استحالة وقوعهما معا

 ∅    اي 
  نقول عن الحوادثA.B.C  :حوادث شاملة اذا حققت الشروط التالية 

 ∅اذا كانت احداهما واجبة الحدوث ولا تساوي -4
        اتحادهمااذا كان  -2
 اذا كانت الحوادث متنافية مثنى مثنى  -4

انصب اهتمامنا في الفقرة اعلاه على تحديد معني بعض العلاقات عند الانتقال  العمليات على الحوادث:  -ثانيا
 تأخذهاجاء اعلاه، اذ تهتم بالمعاني التي  من فضاء المجموعات الى فضاء الحوادث، وهاته الفقرة تكمل ما

 بعض العمليات عند الانتقال من فضاء المجموعات الى فضاء الحوادث.

  1حادث الحصول على مجموع اكبر او يساوي Aليكن  :  Aتحقق حادثين معا  التقاطع: - أ

 6حادث الحصول على مجموع اصغر تماما من Bليكن  

معا. يمكن تعريف هذا الحادث على النحو التالي الحصول على  BوAالحادث الذي يحقق      نرمز بـ
        بحيث:  t مجموع

  (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )     ومنه: 

تنتمي الى تقاطع المجموعتين الجزئيتين المقرونتين بالحادثين محل  ωوبصورة عامة، اذا كانت نتيجة التجربة
وبهذا نصل الى النتيجة ان التقاطع يعني في اطار المجموعات  الاهتمام، فهذا يعني ان كلا الحادثين قد تحقق.

 )ان الحادثين قد تحققا معا(.الجزء المشترك، اما في اطار الحوادث يعني وقوع الحادثين معا)انيا( 

منفصلتان، وهذا يعني في اطار جبر  BوAهذا يعني ان المجموعتين ∅    : اذا كان لدينا ملاحظة
الحوادث ان وقوع الحادثين معا مستحيل. ونسمي الحادثين الذين لا يمكن ان يقعا معا في اطار تجربة عشوائية 

 بالحادثين المتنافين.

 

يمثل تحقق احد الحادثين على الاقل     الحادث  :     الاتحاد: تحقق حادث على الاقل  - ب
 اي:  4حادث الحصول على مجموع يساوي Cفاذا كان

C={(1.2),(2.1)}  4= الحصول على مجموع يساوي او اكبر من   فان 
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الجزئيتين المقترنين بالحادثين  نالمجموعتيفي الحالة العامة، اذا كانت نتيجة التجربة العشوائية تنتمي الى اتحاد 
ا يعني ان احد الحادثين على الاقل قد تحقق. وعلى هذا الاساس تكون لدينا النتيجة التالية في اطار جبر فهذ

المجموعات فان الاتحاد يعني العناصر التي تنتمي الى احد المجموعات الجزئية، اما في اطار جبر الحوادث 
 ثين على الاقل.فالاتحاد يعني تحقق احد الحادثين على الاقل تحقق)وقوع( احد الحاد

: نعلم في دراستنا للمجموعات بان اتحاد مجموعة جزئية مع متممتها يساوي المجموعة المرجعية، وان ملاحظة
عندها  Ωمجموعة جزئية من aهي المجموعة المرجعية و Ωتقاطعهما يساوي المجموعة الخالية بمعنى اذا كانت

 يكون لدينا: 

1.       
2.     ∅ 

وانه لا يمكن ان ينتمي الى المجموعتين   او  Aاما ان ينتمي الى  Ωعنصر من عناصروهذا يعني ان كل 
 واذا ما انتقلنا الى جبر الحوادث عندها نحصل على:  Ω( تشكل تجزئة لـ ,Aمعا، ونقول عندها ان الجماعة)

      

 يستحيل وقوع الحادثين معا. ∅    ان وقوع احد الحادثين مؤكد 

 :      او   بين حادثين الفرق التناظري - ج

هو  السابقة عندما ذكرنا بنظرية المجموعات، ولكن مابين مجموعتين جزئيتين في الفقرة  عرفنا الفرق التناظري
الفرق التناظري عند الانتقال من نظرية المجموعات الى جبر الحوادث؟ مثلا لنفرض انه بعد  يأخذهالمعنى الذي 

ωاجراء رمي زهرة النرد قيل للاعبين نتيجة التجربة كانت فلم تظهر علامات الفرح على اي من      
ωاللاعبين، فما تفسير ذلك؟ عندها اسر لنا احد اللاعبين بان ωيعني ان        ωاوفقط        

ومنه نستنتج انه في  فقط، وهذا يعني ان احد الحادثين فقط قد تحقق، وبهذه المعلومة لا ندري اي منا قد ربح.
تنتمي الى الفرق التناظري للمجموعتين الجزئيتين المقترنتين  𝒲العشوائيةالحالة العامة اذا كانت نتيجة التجربة 

 تحقق احد الحادثين فقط دون الاخر.    وعليه فان:  بالحادثين فهذا يعني ان احدهما وفقط احدهما قد تحقق.
لقد تمكنا في الفقرات اعلاه من المطابقة بين فضاء المجموعات وفضاء الحوادث، وسواء اكان ذلك بالنسبة 

الاستفادة من كل نتائج نظرية المجموعات كما يمكننا  بالإمكانلكائنات او العلاقات او العمليات، وبهذا يصبح ل
استخدام البراهين على الحوادث باعتبارها مجموعات لكن السؤال المطروح هو لماذا زودنا الحوادث بهذه 

 العمليات؟

لدينا معلومات حول بعض الكائنات المكونة لجزء من ان لدينا فضاء يتكون من كائنات)حوادث( واذا كانت    
 الفضاء فكيف يمكننا توليد المعلومات حول الجزء المتبقي من الفضاء. العملية هي التقاطع والاتحاد.
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القادمة، واكن قبل ذلك  مباحثوتسمى هذه الاجراءات بقواعد حساب الاحتمال، وهذا ما سنحاول دراسته في ال
 "حظ ظهور الحادث" والتي تسمى الاحتمال. المقصود بالمعلومة علينا تعرف ما

IV-  الاحتمالات.مفاهيم وقواعد حساب 

IV-1- تعاريف حول الاحتمال 

 التعريف الكلاسيكي او التقليدي للاحتمال) الاحتمال السلفي(:  -1

، (A)ويقرا احتمال P(A)يمكن ان تسفر عليها تجربة عشوائية يمكننا ان نحدد رقما معينا نرمز له بـ Aلكل حادثة
في الحدوث، فاذا فرضنا اننا نريد احتمال ظهور وجه الصورة عند قذف قطعة معينة من  (A)ليعبر عن فرصة 

النقود نموذجية في تناظرها وتوازنها فنقول: بما ان النتيجة واحدة من اثنين اما صورة او كتابة وبما ان قطعة 
بنفس التكرار" التواتر" اي نتوقع ظهور الصورة بنسبة  نتيجتينظهور  النقود متوازنة تماما، فيمكن ان تتوقع

دنا الى ومثل هذا التحليل يقو  ½النصف في المدى الطويل، وبالتالي نقول ان احتمال ظهور وجه الصورة 
 التعريف التقليدي للاحتمال. 

 ينة لهذا المثال هو:مثال: نرمي قطعة نقود ثلاث مرات متتالية الواحدة بعد الاخرى، فان فضاء الع

Ω   (     ) (     ) (     ) (     ) (     ) (     ) (     ) (     )  

 يلي:  نلاحظ من خلال هذا المثال ما

 ونتائجه مختلفة الواحدة عن الاخرى 8ينة هو منته ومعروف مسبقا ويساوي ان فضاء الع 
  اي ان لكل عنصر من 1/8لجميع الحالات ويساويان حظ تحقق اي نتيجة او حاله هو مساو بالنسبة 

فضاء العينة نفس احتمال الحدوث المتعلقة بتجربة عشوائية لمجتمع احصائي فضاء عينته غير منته، وان 
احتمال الحدوث ولحساب الاحتمال  متساويحجم المجتمع كبير او اذا كانت عناصر فضاء العينة غير 

 nقد وقعت Aمن المرات. ولنفرض ان الحادثة المرغوبة Nالتجربة بإجراءبحسب التعريف الاحصائي نقوم 
 Aويعرف بانه عدد المرات حدوث الحادثة Aلحدوث الحادثة يالإحصائمرة، فان الاحتمال التجريبي او 

 منسوبا الى العدد الكلي من المرات التي اعيدت فيها التجربة اي ان:

 ( )  
 عدد الحالات التي تحققت فيها الحادثة المرغوبة

عدد مرات اجراء التجربة
 

 

 
 

Nهو اصلي المجموعة الاساسية : 

nهي الحوادث الابتدائية المحققة للتجربة : 



 20الاحصاء  في   دروس و تطبيق ات

[16] 
 

ولا يمكن تطبيق التعريف بهذه السهولة والوضوح دائما، فلا بد ان ننتبه الى صفتي "التنافي" و" الافضليات     
المتساوية". اذا لنفرض اننا قذفنا قطعة من النقود مرتين، واننا نريد احتمال الحصول على وجه صورة في كليهما، 

نحصل على صورتين او كتابتين او نحصل على  ان فإمافيمكن القول ان هناك ثلاث اشكال ممكنة للنتيجة، 
صورة مرة وكتابة مرة، وواحدة من هذه الاشكال الثلاثة تعطى نتيجة المطلوبة اي الحصول على صورتين، اذن 

وهذا التحليل خطأ بالطبع لان الاشكال الثلاثة التي ذكرناها ليس لها نفس الافضلية،  1/3فالاحتمال المطلوب هو
ان نحصل على الصورة في  فإماالحصول على الصورة مرة والكتابة يمكن ان يحصل بطريقتين، والثالث منها اي 

القذفة الاولى والكتابة في القذفة الثانية، او نحصل على الكتابة في القذفة الاولى والصورة في القذفة الثانية، 
وترمز  Pترمز للصورة و Fمتساوية، بفرض ان بأفضلياتوهكذا نجد اربعة اشكال ممكنة 

والشكل الاول يؤدي الى النتيجة المطلوبة بينما لا تؤدي اي من الاشكال  (F,P),(P.P),(P.F),(F.F)للكتابة
وسنجد نفس التحليل فيما لو كانت التجربة هي قذف قطعتي  1/4الثلاثة الباقية، وبالتالي فان الاحتمال الصحيح

 نقود متماثلتين مرة واحدة.

ان الاحتمال هو دائما عدد بين الصفر والواحد بما فيه الصفر والواحد نفسيهما، نلاحظ من هذا التعريف    
 فبالنسبة

 
وهو عدد كل النتائج الممكنة لا يمكن ان يكون اصغر من عدد  Nلا بد ان تكون كسرا عاديا طالما ان 

قوع فاحتمالهما الواحد، اما فحسب. واذا كانت الحادثة اكيدة الو  Aوهو عدد النتائج التي تؤدي الى وقوع  nالنتائج
عند قذف قطعة نرد هو صفر بينما  8اذا كان محتما الا تقع فاحتمالهما صفر، وهكذا فاحتمال الحصول على

وتسمى احتمالات التي يحددها التعريف  عند قذف قطعة نرد فهو واحد. 41احتمال الحصول على عدد اقل من
طلق عليه اصطلاح "الاحتمال الاستنتاجي" فعندما نقول ان الكلاسيكي هذا الاحتمال" السلفي" ويمكن ان ن

نصل الى هذه النتيجة بمنطق  فإننا 1/2قطعة نقود هواحتمال الحصول على وجه "الصورة" عند قذف 
استنتاجي. فالنتيجة هذه ليست بحاجة الى قذف اي قطعة نقود فعلا وقد لا يكون لدينا اي قطعة نقود نقذفها وانما 

 .1/2ل منطقي انه اذا كانت قطعة النقود صحيحة تماما فان احتمال وجه الصورة هواستنتجنا بشك

ولم نقل شيئا بالطبع عن امكانية تحديد ما اذا كانت قطعة نقود معينة بين ايدنا صحيحة ام لا. ولا يضرنا في 
عام فالهندسة مثلا بناء الحساب الاحتمالي تصور اشياء نموذجية فهذا امر طبيعي في بناء الرياضيات بشكل 

تعالج الدائرة التامة التي لا توجد الا في الذهن والخطوط التي لا عرض لها ومع ذلك فهي فروع من فروع 
 المعرفة يعكس في تطبيقاته العملية مسائل لا يمكن انكار اهميتها الفائقة وفوائدها.

  :عيوب التعريف الكلاسيكي 

 ان يكون فضاء العينة منتهيا  يشترط تطبيق التعريف الكلاسيكي للاحتمال -4

 يشترط ان يكون لجميع عناصر فضاء العينة نفس الحظ في الحدوث -2
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وقد يصادف ان لا يتحقق احد هذين الشرطين او كلاهما، فقد يكون فضاء العينة غير منته، كما في قياس عمر 
 جهاز الكتروني، او قد لا يكون لجميع عناصر فضاء العينة نفس الحظ في الظهور.

قذفت قطعة نقود تبدو متوازنة ومتناظرة مئة مرة وسجلت النتائج في احتمال التواتر)الاحتمال الاستقرائي(:  -2
 الجدول ادناه:

 مرة122نقود: نتائج قذف 23الجدول 

التكرار النسبي المتوقع 
 في المدى الطويل

 النتيجة التكرار التكرار النسبي

 صورة 46 1.46 1.4
 كتابة 11 1.11 1.4
 المجموع 411 4 4

، وهذا 1/2الذي يستحق الملاحظة هو ان التواتر النسبي لوجه الصورة يميل الى الاستقرار او مقتربا من ءوالشي
ليس مفاجئا فتناظر قطعة النقود يجعلنا نتوقع سلفا ان وجه الصورة سيظهر حوالي نفس عدد المرات التي يظهر 

 فيها وجه الكتابة. 

 مرة وسجلت النتائج في الجدول ادناه: 411زهرة النرد وفي تجربة اخرى قذفت 

 مرة322: نتائج قذف زهرة نرد20الجدول 

التواتر النسبي المتوقع 
في المدى الطويل لقطعة 

 متوازنة

 النتيجة التواتر التواتر النسبي

1.46667 1.471 44 14 
1.46667 1.481 41 12 
766...0 1.461 48 14 
766...0 1.471 44 11 
766...0 1.464 14 14 
766...0 1.447 17 16 
 المجموع 411 4.111 4.111

وهذه النتائج ايضا  1/6من القيمة 6، 4، 1، 4، 2، 4نلاحظ مقدار اقتراب التواتر النسبي لظهور كل من الاوجه
كتقريب  11الجدولاعتبار التواتر النسبي في غير مفاجئة طالما ان قطعة النرد متوازنة ومتناظرة، وهذا يدعو الى 

التواتر النسبي في او تقدير اولي لاحتمال ظهور وجه معين من وجهي قطعة النقود عند قذفها، والى اعتبار 
 كتقريب لاحتمال ظهور كل الاوجه الستة عند قذف قطعة النرد. 11الجدول
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لكتابة. واذا بدت هو احتمال وجه ا Pوفي الحقيقة يبدو منطقيا في تجربة قطعة النقود ان نفرض وجود عند
تساوي على وجه  Pالقطعة المتوازنة تماما ومتناظرة فيمكننا ان نستخدم التعريف في الاحتمال ونقول ان

بطريقة اخرى تجريبية فتقذف القطعة عدد كبيرا من المرات ونسجل النتائج كما  P، او يمكننا تقدير1/2التقريب
وفي حالة قطعة النرد يمكننا تقدير  Pالكتابة كتقريب لقيمة، ثم نعتبر التواتر النسبي لوجه 11هي في الجدول

، مستفدين 1/6وان كل منها تساوي تقريبا P1 .P2.P3.P4.P5.P6احتمالات ظهور كل من الاوجه الستة وهي
نقول  11من التعريف السابق، ومن المظهر المتناظر لقطعة النرد، او نلجأ لتقدير هذه الاحتمالات. من الجدول

 في الجدول هكذا. 2تساوي تقريبا التواتر النسبي المقابل للوجه P2ان

يعبر عن  P2يعبر عن احتمال ظهور وجه الكتابة ووجود P2والمهم هنا اننا يمكن ان نفترض وجود عدد   
مهما جدا ايهما نستخدم التعريف السلفي عند قذف قطعة نرد، وفي هذين المثالين لا يبدو  2احتمال ظهور الوجه

 او التعريف الوارد في هذه الفقرة والذي يعتمد على فكرة التواتر النسبي. 14لجدولفي ا

ولكن لنفرض ان قطعة النقود غير متوازنة بحيث يبدو مؤكدا لنا ان وجهي القطعة لا يتمتعان بنفس الافضلية في 
يمثل احتمال ظهور وجه الذي  Pالظهور عند قذف القطعة، ففي هذه الحالة لا يزال ممكنا ان نفترض وجود العدد

 ولا بد لنا ان نلجأ لطريقة التواتر النسبي. Pلا يفيدنا في تقدير 14ولدالكتابة. الا ان التعريف التقليدي في الج

فلنفرض مثلا اننا وفي كثير من التحريات العلمية نواجه تساؤلات من النوع الذي لا يمكن التنبؤ بنتائجه سلفا،    
نريد ان نتنبأ بجنس اول طفل سيولد في مدينة باتنة، وبالطبع لا يمكننا معالجة المسألة في نطاق الحادثة بمفردها 
وانما في سياق مجموعة الولادات التي تمت في باتنة، ونجد في مثل هذه الحالات ان هناك نوعا من النزوع الى 

التواتر النسبي لظهور وجه الكتابة للاستقرار حول تظما وهو شبيه بنزوع ان يكون مجرى الحوادث المتواترة من
من  %51في حالة قطعة نقود متوازنة( فاذا وجدنا، مثلا من سجلات الولادات السابقة ان  1/2قيمة معينة)

كقيمة  1.44، وان نعتبرPالولادات كانت ذكورا فيكون معقولا ان نفترض احتمال كون مولود جديد ذكرا هو
 والاحتمال الذي نحصل عليه بهذه الطريقة يسمى احيانا بالاحتمال الاحصائي. Pتقريبية لـ

نلاحظ ان هذا التعريف لا يساعد في اعطاء قيمة او حتى معنى لاحتمال وقوع حادث غير قابل للتكرار،        
 لات." وهذا ما يحد من مجال تطبيق حساب الاحتما2441اكتوبر24مثلا" هل يسقط الثلج في 

غير ان النقد الاساسي لهذا التعريف يتمثل بان التعريف يستند الى قانون الاعداد الكبيرة، بيد ان هذا القانون هو 
 وعليه يمكن ان نستنتج: نظرية الاحتمال والتي تفترض انه تعريف الاحتمال، وبهذا نكون بصدد حلقة دائرية.

  :)ان قيمة عيوب التعريف الاحصائي)التكرار النسبيP(A)  هي قيمة تقريبية ومتغيرة ومرتبطة بعدد
 تكون النسبة  Nتصلهابحيث عندما (   ) Nوانه لا توجد قيمة لـ Nمرات اجراء التجربة

 
ثابتة لجميع  
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وتجدر الاشارة الى انه لا يمكننا معرفة قيمة الاحتمال حسب هذا    التي هي اكبر من  Nقيم 
 ريف.التعريف الا بعد اجراء التع

: تعتبر مسلمات كولمجوروف من اكثر تعاريف الاحتمال اضافة الاحتمال حسب مسلمات كولمجوروف -3
 وقبل التعرض لهذه المسلمات نعطي بعض التعاريف التي تساعد في استيعاب هاته المسلمات:

  في الحياة الواقعية لكنه يوفر معيارا مفيدا  هما يناظر ان هذا النموذج هو نموذج نظري، قد لا يكون له
 للمقارنة مع تعاريف اخرى للاحتمال.

  الحادثاذا عرفناA بالنسبة لمثالنا اعلاه بانه حادثة حصولنا على وجه الكتابةF  (في الرميات الثلاث
يساوي الى النسبة  الكلاسيكيحسب التعريف  P(A)الحالة الملائمة( فان احتمال حدوث او نرمز له

بين عدد الحالات الملائمة الى عدد الحالات الممكنة، او النسبة بين عدد عناصر المجموعة الجزئية 
 محققين اي: 2و4بشرط ان يكون  Ωوعدد عناصر فضاء العينة Aالممثلة للحادث

 ( )  
عدد الحالات الملائمة
 عدد الحالات الممكنة

 
 

 
 

راينا في الفصل السابق ان المجموعة الاساسية تشمل جميع النتائج الممكنة التي الاحتمال الموضوعاتي:  -0
يمكن ان تسفر عليها التجربة العشوائية وكل عنصر من هذه المجموعة يسمى حادثا ابتدائيا او بسيطا، كما بينا 

 .Ωاجزاء  لجماعة -سيغما جبر -يمكن اعتبارها حادثا، كما عرفنا العشيرة Ωان كل مجموعة جزئية من 

نعرف جماعة مجموعات على انها مجموعة عناصرها مجموعات. ونعتبر الفضاء القابل للاحتمال: اولا: 
( وسنهتم Ωفيما يلي جماعة مجموعات كل مجموعة فيها جزء من مجموعة مرجعية) مجموعة فضاء العينة

 ∎والتي يطلق عليها  Ωالمجموعةاساسا بجماعات المجموعات المغلقة بالنسبة لبعض العمليات من اجزاء 
اذا تحقق ما يلي:  Ωجبر من  ∎انها عشيرة او  Ωجبر او عشيرة نقول عن جماعة ح من اجزاء

 Α  ح   ح 

لجماعة من اجزاء  -سيغما جبر -هي عشيرة ∎( حيث Ω.Αرف الفضاء القابل للاحتمال بانه الزوج)يع
 .Ωالمجموعة الاساسية

وهو عبارة عن عدد  P(A)احتمال نرمز له بـ ∎من العشيرة Α: اذا وافق كل حادثة الفضاء الاحتمالي .1
 ( .P ,A,Ωحقيقي يحقق مجموعة من المسلمات فاننا نكون بصدد الفضاء الاحتمالي اي الثلاثية)

 : P(A)مسلمات التابع .2
 P(A)  معرف من اجل كل حادثةA اي انه اذا كانتA فانه يوافق  ∎فيAعدد حقيقيP(A)  وهده

 .∎تابع مجموعاتي معرف على P(A)المسلمة تعني ان 
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على هذا الفضاء هو تطبيق معرف على ح ياخذ قيمة في المجال  P( فضاء قابل للاحتمال، الاحتمالΩليكن)ح،
 يحقق المسلمات: [1.4]

  ( )    
 من اجل الحوادث{{i 𝚴 ح   ∅          ( i≠Jالمتنافية)    
  (⋃   )  ∑  (        ) 

   (⋃  )  ∑ (  )

 

   

 

   

 

  انها فضاء احتمالي، ناشئ عن تجربة عشوائية مجموعتها  (  ح  )نقول عن الثلاثية 

 من مسلمات كولمجوروف اعلاه يمكننا ان نستنبط الخواص التالية: 

1. Si   ح        ( )     ( ) 

هذا يؤدي الى:        و ∅    لدينا   

2.  ( )     (   )   ( )   ( ) 

3.  (∅)  احتمال الحادث المستحيل                                                            

     (  وهذا بوضع4يكفي تطبيق الخاصية الاولى)

حاذا كان  .0 ح       ( ) فان:     حيث       وذلك ان: ( )  

    (   )      (   )  ∅ 

( ) ومنه:      ( )   (   ) (   ) و     ( )   ( ) 

 تنبيه: ان المتراجحة مابين الاحتمالات تؤخذ بمعناها الواسع

 حادثان من ح فان:  Bو Aاذا كان  .5

 (   )   ( )   ( )   (   ) 

 ففي الواقع لدينا:

(   )   و(   )        ∅ 

(   ) ومنه:      ( )   (   ) 
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 ولدينا ايضا:

  (   ) (   ) مع (   )   (   )  ∅ 

 ومنه: 

 ( )   (   )   (   ) 

(   ) وبتوليف النتيجتين يكون لدينا:     ( )   ( )   (   ) 

 A1 ,A2,…..Anويمكن تعميم النظرية اعلاه لأكثر من حادثين فاذا كانت لدينا الحوادث المتنافية 

 (            )   (  )   (  )       (  ) 

 هو قياس موجب اي ان نظرية الاحتمالات هو جزء من نظرية الاحتمالات.التعريف ان قانون الاحتمال 

من بين كب القوانين  Ωان التعريف الموضوعاتي للاحتمال لا يبين لنا اي قانون احتمال يمكن تعريفه على
 لا يعني وحدانيته على الدوام. Pالممكنة على كثرتها فوجود التابع 

يف خال من النواقص للاحتمال ومع هذا يمكن الجزم بان النماذج الاحتمالية مما تقدم يتبين لنا صعوبة ايجاد تعر 
ان التعريف قد اثبتت فائدتها في العديد من التطبيقات، وهي كغيرها من النماذج عبارة عن تبسيط للواقع مما 

للاحتمال. ويتبين  روف او ما يسمى بالتعريف الموضوعاتيتعريف الاحتمال وفق مفهوم كولمجو  الانف الذكر هو
 يستدعي مجابهة قروضها دوما بالوقائع.لنا من هذا 

 وعلى اساس ما تقدم يمكن تقديم تعريف الفضاء القابل للاحتمال على النحو التالي: 

 .Ω( حيث ح تشكل عشيرة من اجزاء Ωنسمي فضاء قابل للاحتمال الزوج)ح.

لمركبة، في بعض الاوضاع السابقة بحساب احتمال الحوادث ابدانا في الفقرة بعض قوانين الاحتمال: ثانيا: 
الخاصة حيث توصلنا في حالة كون الحوادث لابتدائية متنافية مثنى مثنى، وكانت هذه الحوادث لها نفس 

( ) فان  nAهو  Aالفرصة في الظهور، واذا كان عدد النتائج" الحوادث" الاولية الذي يؤدي للحادثة  
  

 
  

ن قد اكتشفنا احدى الطرق لحساب احتمال الحوادث الا هو الاعتماد على الحوادث الابتدائية، غير وبهذا نكو   
ان هذه الطريقة تفترض اننا نعرف احتمال ظهور الحوادث الابتدائية او على الاقل احد الفروض التي تسمح لنا 

لمعلومات متوفرة لدينا؟ ان الاجابة بحسابها، والسؤال المطروح هو ما العمل في حالات اخرى اذا لم تكن هذه ا
 على هذا التساؤل تقتضي توفر دبيب عمل لحساب احتمال الحوادث المركبة.
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الحصول على طريقتين وهي طريقة الحوادث الابتدائية وطريقة  بالإمكانواذا كنا بصدد حادث مركب فانه   
 العمليات على الحوادث المركبة.

واذ كنا نعلم احتمال الحوادث الابتدائية عندها يمكن حساب احتمال الحادث  واذا كنا ازاء الطريقة الاولى،  
 المركب بكل سهولة.

اما اذا كنا في الحالة الثانية، فهناك عدة بدائل للحصول على الحادث المركب اعتمادا على حوادث مركبة    
. عملية التتميم، عملية الاتحاد العمليات التالية على الحوادث المركبة بإجراءاخرى، اذ يمكن الحصول عليه 

 والتقاطع. 

كل هذه العمليات مجتمعة وهذا ما يستدعي معرفة حساب  بإجراءكما يمكن الحصول على حادث مركب    
 احتمال الحوادث المتنافية واحتمال اتحاد الحوادث وتقاطعها، وهذا هو موضوعنا في الفقرات الموالية:

عندئذ فان احتمال  P(A)هو  Aحادثا ما، ولنفترض ان احتمال Aليكن حساب احتمال الحادث المتمم:  -1
( ) هو:   اي  Αالحادث المتمم لـ      ( ). 

 البرهان: 

    ∅       

(   ) بالاعتماد على المسلمة نجد :    ( )   ( )   ( ) 

( ) ولدينا حسب هذه المسلمة  ( ) ومنه نجد       ( ) ( ) اي ان:         ( ) 

 والمطلوب حساب احتمال فشله. 1.1مثال: اجتاز احد الطلبة الامتحان اذا علمنا ان احتمال نجاحه هو  

 Aن وهو الحادث المتمم لـاحتمال رسوبه في الامتحا  الحادث نجاح الطالب في الامتحان ان  Aالحل: لنرمز بـ

) ومنه يكون لدينا:  )     ( )            

 عندئذ: ∎حادثين من الجماعة A-Bلتكن احتمال اتحاد حادثين) قانون الاحتمال الكلي(:  -2

 (   )   ( )   ( )   (   ) 

     البرهان : لدينا  

    (   )  (   )  (   ) 

(   )  (   )  ∅ 

(   )  (   )  ∅ 
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(   )  (   )  ∅ 

 اي انها متنافية مثنى مثنى ومنه وحسب هذه المسلمة: 

 (   )   (   )   (   )   (   ) 

 ولدينا:

 ( )   (   )   (   ) 

 ( )   (   )   (   ) 

 ويجمع العلاقتين طرف لطرف نجد 

 ( )   ( )   (   )   (   )   (   )   (   ) 

 نجد: 

 ( )   ( )   (   )   (   )   (   )   (   ) 

 :ومنه

 (   )   ( )   ( )   (   ) 

 على اصابة هدف، فاذا علمنا ان كل منهما يطلق طلقة واحدة وان:  A.B: يتدرب جنديان مثال

 P(A)=0.7الهدف هو: Aاحتمال ان يصيب الجندي -
 P(B)=0.6الهدف هو:  Bاحتمال ان يصيب الجندي -
P(A  )احتمال ان يصيب كليهما الهدف معا هو:   -      

 فما هو :  

 احتمال اصابة الهدف؟ -
 الهدف بمفرده؟ Aالجندي احتمال ان يصيب -
 الهدف بمفرده؟ Bاحتمال ان يصيب الجندي -

 الحل: 

A حادثة اصابة الهدف من طرف الجنديA 

Bحادثة اصابة الهدف من طرف الجنديB 
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C حادثة اصابة الهدف 

 وعليه يكون لدينا: 

P(A)=0.7/  P(B)=0.6  /    P(   )      

يتحقق اذا  Cاو من كليهما وعليه فان الحادث Bاو الجندي Aيمكن ان يصاب الهدف من طرف الجندي -4
      ومنه فان يكتب:  Bاو  Aتحقق  على الاقل احدى الحادثين 

 ( )   ( )   ( )   (   )                  
الهدف بمفرده يجب ان  Aفقط حتى يصيب الجندي Aلحادث اصابة الهدف من طرف الجندي Dلنرمز  -2

الهدف وعلى هذا  Bالهدف وفي نقس الوقت يخطئ الجندي Aالجندي يتحقق حادثان: ان يصيب
      هو:  Dالحادث

 على شكل اتحاد حادثين متنافيين: Aويمكننا كتابة الحادث

  (   )  (   ) 

 ( )  (   )   (   ) 

 ( )   (   )   ( ) 

 ( )   ( )   (   )              

 بمفرده وكما هو في السؤال الثاني: Bلحادث اصابة الهدف من طرف الجندي Eلنرمز بـ

      

  (   )  (   ) 

 ( )   (   )   (   ) 

 ( )   (   )   ( ) 

 ( )   ( )   (   )              

بينا في الفقرتين اعلاه كيفية حساب احتمال الحادث المتمم  : )الاحتمال الشرطي( احتمال تقاطع حادثين -3
وفي هذه  الفقرة سندرس كيفية حساب تقاطع حادثين، ان حساب احتمال التقاطع واحتمال اتحاد حادثين، 

يقتضي الالمام بالاحتمال الشرطي، الذي يعني حدوث احتمال حادث ما اذ علم حادث اخر، فاذا رمينا 
الحادث  Aفاذا رمزنا لـ . Ω={4.2.4.1.4.6}مجموعة الاساسية كما نعرف هي زهرة نرد منتظمة فال

اي ان:  1حادث الحصول على عدد اكبر او يساوي bو A={2.4.6}الحصول على عدد زوجي اي: 
B={4.5.6}. 
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من ، ف1فاذا قيل لنا ان الوجه العلوي كان عددا زوجيا، فما هو احتمال ان يكون الرقم على الوجه الظاهر اكبر من
الواضح انه اذا علمنا ان العدد الظاهر على الوجه العلوي هو عدد زوجي فهذا يعني ان الرقم الذي ظهر يجب ان 

( )  :ومنه يكون لدينا {2.1.6}يكون من المجموعة  
 

 
 

 

 
  

 ؟1والان ما هو احتمال ان يكون العدد الظاهر اكبر او يساوي

هو حادث  Bاي 1فاحتمال ظهور عدد يساوي او اكبر من A={2.4.6}بما ان زهرة النرد منتظمة وعلمنا حدوث
 قد تحقق هو  Aعلما ان  B. فيكون احتمال ظهور   اي  1او  6الحصول على 

 
 . 

 ونلاحظ:   

 
 

 (   )

 ( )
 

( ) عندئذ فان:  4.1.4هو حادث الحصول على Cواذا كان  
 

 
 

 

 
 

    اي عندما يتحقق الحادث  1عندما تكون النتيجةيتحقق في حالة واحدة،  Cفان  Aوعندئذ يتحقق 

 قد تحقق هو  Aعلما ان  Cوعليه يكون احتمال حدوث
(   ) اي:  ⁄ 

 ( )
 

 

 
 

 

 

قد  Aان الاحتمال علما ان  P(A)≠0حادثا من ح حيث  A( وليكن Ωاحتمالا معرفا على)ح، Pليكن  تعريف: 
 :  PA(B)العدد  Bالذي يرفق بالحادث  PAتحقق هو التطبيق 

(   ) =( )                                         حيث:

 ( )
 

 قد تحقق:  Aعلما ان  Bويقرأ احتمال  P(B/A)ويرمز للاحتمال الشرطي بـ  

 لنتحقق ان الاحتمال الشرطي هو احتمال ويحقق مسلمات كولمجروروف الواردة اعلاه: 

1.  (   )

 ( )
  

 ( )

 ( )
   

2.  (
⋃    

 
)  

 ((⋃     )) 

 ( )
  

 (⋃(     )

 ( )
 ∑

 (    )

 ( )
 ∑ (    ) 

 P(A)≠0.  P(B)≠0من ح حيث  A,Bالحادثان ليكن 

 لدينا حسب تعريف الاحتمال الشرطي 

  ( )  
 (   )

 ( )
 

 cو B" يؤدي الى تغيير احتمال الحادث Aنتيجة: ان الحصول على معلومات اضافية "تحقق الحادث
 ونكون بالتالي قد ادخلنا مفهوما جديدا هو الاحتمال الشرطي.
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(   )                                      ومنه    ( )  ( ) 

 ومن جهة اخرى: 

  ( )  
 (   )

 ( )
  

 (   )    ( )   ( ) 

 وعليه يكون: 

 (   )    ( )  ( )    ( )  ( ) 

IV-2-الحوادث المستقلة: 

انهما مستقلان اذا كان حدوث احدهما مستقلا عن حدوث الاخر، فالنتائج التي  Bو Aنقول عن حادثين      
نحصل عليها عند رمي زهرتي نرد معا، تمثل حوادث مستقلة عن بعضها البعض، لان حدوث احدهما مستقل 
عن حدوث الاخر، وكذلك الامر في سحب كرات من صندوق )مع الاعادة( تمثل حوادث مستقلة، وعلى العكس 

حادثين وكان حدوث او عدم حدوث  Bو .Aان السحب بدون اعادة ولمزيد من التوضيح نقول: اذا كان اذا ك
(A)  بحدوث او عدم حدوث يتأثرلا(B)  نقول عندهاA وB .مستقلان 

 اذ تحقق الشرط التالي: Bمستقل عن الحادث Aونقول ان الحادث

 (  ⁄ ) ⁄  )  و( )   )   ( ) 

(   ) وان قانون الضرب للحوادث المستقلة يعطى بالعلاقة :     ( )  ( ) 

وان الحوادث  Bلا يمنع من وقوع Aونشير هنا الى ان الحوادث المستقلة هي ليست حوادث متنافية، وان وقوع 
(  ) غير المتنافية)المتلائمة( قد تكون مستقلة او غير مستقلة وبالنسبة للحوادث المتنافية فان:   ∅⁄ 

 مثال على الحوادث المستقلة: 

يعمل كل منهما على حل مشكلة في الرياضيات بشكل مستقل، ونلاحظ Bو Aلنفرض ان لدينا باحثين  -4
 مستقلة لان: BوAهنا ان الحوادث 

 (  ⁄ )   ( ) 
 (  )   ( )⁄  

 القضية بالوقت نفسه.نلاحظ ان الحوادث غير متنافية، اذ مك الممكن ان يتوصل كلا الباحثين الى حل 
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 ان نجاح محمد في الرياضيات وسفر عبد الله الى الخارج هي حوادث مستقلة وغير متنافية. -2

طالب قد نجح في 41طالب لامتحانات السداسي الاول، فاذا علمت ان411:  تقدمت مجموعة متكونة من مثال
 منهم في الرياضيات والاحصاء41منهم قد نجح في امتحان الاحصاء كما نجح 21امتحان الرياضيات و

سحبنا بطريقة عشوائية طالبا من بين هذه المجموعة، فما هو احتمال ان يكون الطالب المختار ناجحا في 
 الرياضيات؟

 اذ علمت ان الطالب المختار قد نجح في مادة الاحصاء فما هو احتمال ان يكون قد نجح في مادة الرياضيات.

د تمت بصورة عشوائية، لذا فهي حوادث ذات افضليات متساوية ومنه يكون احتمال ان عملية الاختيار قالحل: 
 اي حدث مساوي لعدد الحالات الملائمة على عدد الحالات الممكنة 

 حادث نجاح الطالب في الاحصاء Bحادث نجاح الطالب في الرياضيات/ ليكن  Aليكن

 P(A)حساب

 411ان عدد الحالات الممكنة يساوي 

 21الحالات الملائمة يساويان عدد 

( ) ومنه   
  

   
    ⁄ 

( ) وبنفس الطريقة نجد ان :       
  

   
  

  ⁄   

 41اما عدد الحالات الملائمة هو 41قد وقع فهذا يعني ان عدد الحالات الممكنة هو  Bاذ علمنا ان الحادث 
⁄  )                    ومنه: )  

  

  
  

 ⁄            

 .Aقد ادت الى تغيير احتمال الحادث Bلومة التي حصلنا عليها بخصوص ومنه يتبين لنا ان المع

IV-3-  نظرية بايز:نظرية الاحتمال السببي اوThéorème ou règle de BAYES  

 احداث متنافية من العشيرة ح وان:  A1 .A2…..Anنفرض ان   

Ω                

      حادث اخر من ح بحيث:   Bوان 

 يكون لدينا:  ومنه 

  (           )     
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  (    )  (    )   (    ) 

 وهي حوادث متنافية مثنى مثنى ومنه يكون لدينا:  

 ( )   (    )   (    )       (    ) 

 ( )   (  )  (   ⁄ )   (  )  (   ⁄ )       (  )  (   ⁄ ) 

(   ) ولدينا:       
 (    )

 (  
⁄ 

 :  ومنه يكون

 (   )  
 (  )  (   )⁄

 (  )  (   ⁄ )   (  )  (   ⁄ )       (  )  (   ⁄ )
⁄  

 وهذا ما يعرف بنظرية بايز.

 (   )  
 (  )  (   )⁄

∑  (  
 
   )  (   )⁄

⁄  

على الترتيب من انتاج مصنع معطى. فاذا كانت  %21.و%41.%41بـ  M1,M2,M3تنتج ثلاث الات :  مثال 
فاذا اخترنا وحدة واحدة من انتاج هذا  %4. %1. %4نسبة المعيب من انتاج هذه الآلات هي على الترتيب 

 M2المصنع، فما هو احتمال ان تكون الوحدة المعيبة؟ وما هو احتمال ان تكون الوحدة المختارة هي من انتاج
 علما انها كانت معيبة؟

 الحل: 

 الحادث "الوحدة المعيبة" ومنه:  Aلنرمز بـ

 ( )   (    )   (    )   (    ) 

  (  )  (   ⁄ )   (  )  (   ⁄ )   (  )  (   ⁄ ) 

                                   

 (   ⁄ )  
 (    )

 ( )
 

 (  )  (   ⁄ )

 ( )
 

        

     
       

   باستعمال الشجرة العنكبوتية:طية حساب الاحتمالات الشر 

كرات خضراء 4يحوي  U 2كرات حمراء والاخر4يحوي خمس كرات خضراء و U1نعتبر صندوقين احدهما  
 كرات حمراء كل الكرات لا نميز بينهما باللمس. 6و
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نسحب كرة عشوائيا من  6او4، فاذا تحصلنا على احد الرقمين 6الى 4نرمي زهرة نرد غير مزورة مرقمة من  
  U2وفي الحالات الاخرى نسحب كرة من الصندوق  U1الصندوق

 .6او4 "نحصل على احد الرقمين Bالحادثة" الكرة المسحوبة خضراء" ونسمي الحادثة  Aنسمي 

  ( )  ( ) احسب  -4
 ( ) واستنتج      ( )   احسب   -2
 اكمل الشجرة بالقيم العددية المحصل عليها  -4
  P(A)استنتج الشجرة -1

 الحل: 

 

 

 

 

 

 

( )     النرد غير مزور) حالة تساوي الاحتمال( ومنه -4   
( ) و   ⁄     

 

 
 

 

 
 

 وفي هذه الحالة احتمال الحصول على كرة خضراء هو  U1فان السحب يتم من الصندوق  Bاذا تحققت  -2

 
 

( )     ومنه   
 

 
( )  ) لأننا في حالة تساوي الاحتمال( وبالتالي         

 

 
  

( )  ومنه    U2يتم السحب من الصندوق   اذا تحققت  -4  
 

 
( )  وبالتالي      

 

 
  

1-   ( )   ( )   ( )   ( )   ( )  
 

 
 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

  

  
 

 

 

 

  

 

 

P(B) 

P(𝐵) 

B 

𝑃𝐵(𝐴) 

𝑃𝐵(𝐴) 

𝐵 

𝑃𝐵(𝐴) 

𝑃𝐵(𝐴) 
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    ملحق الفصل الاول:  القانون الاساسي للعد

المتساوية لحساب عدد الحالات الملائمة والممكنة وقد نحتاج عند حساب الاحتمالات في حالة الافضليات  
 يتطلب ذلك استخدام القانون الاساسي للعد، لذا خصصنا هذا الملحق لدراسة هذا القانون.

 العد) القوائم، الترتيبات، التبديلات(: :  -1

  :الترتيبات 

 Eعنصر من  Pنسمي قائمة ذات (P≥1)عدد طبيعي  Pو  (n≥1)عنصر  nمجموعة منتهية ذات  E: تعريف
  Eعنصرا من عناصر Pكل متتالية مرتبة من 

عنصرا وهذا ما  nعندئذ لا يمكن للقائمة اكثر  اذا اردنا ان تكون هذه العناصر المرتبة متمايزة مثنى مثنى
 n≥p≥1يقتضي ان يكون 

 Pذات  Eبينما يكون عدد قوائم   عنصر يساوي Pذات  E( عدد قوائمp≥1)Pفمن اجل كل عدد طبيعي
 Pويحوي هذا الجداء  (     )     (   )(   )     عنصرا المتمايزة مثنى مثنى هو

 عاملا.

 التفسير: 

 

1/3  

2/3 

B 

𝐵 

5/8 

3/8 

1/3 

2/3 

A 

𝐴 

A 

𝐴 
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  في الحالة الاولى)عدم اشتراط تمايز العناصر( يكون لكل عنصر من عناصر القائمةn  امكانية ومنه
             مرة( p)   فان عدد القوائم هو 

  في الحالة الثانية )قوائم عناصرها متمايزة مثنى مثنى( يكون للعنصر الاولn امكانية ثم(n-1)  امكانية
امكانية للعنصر  (   )        لعنصر الثالث.....واخيرا ل (n-2)للعنصر الثاني و 
 وباستعمال مبدـأ الضرب يكون عدد القوائم هو: P الاخير الذي رتبته

   (   )(   )  (     )  

عنصر من بين  Pويرمز لعدد الترتيبات ذات  ترتيبة: تسمى القائمة التي عناصرها متمايزة مثنى مثنى ملاحظة
n  عنصر بالرمز  

  وتكتب    
   (   )  (     )  

عنصرا، عدد التبديلات هو  nعنصرا تسمى بتبديلة ذات  nعنصرا من مجموعة ذات  n: ترتيبة  تعريف
 (   )(   )  وتعطى بالعلاقة الاتية:  nويقرأ عاملي    ويرمز لها بـ            

  
 

 
  

(   ) 
 

 دون تكرار ارقام هذا العد. 4....4.2ارقام يمكن تشكيله باستخدام الاعداد 6من  كم عددا مكونامثال:  

  
     

   
  

(   ) 
 

  

  
       

  :التوفيقات 

عنصرا  P نسمي توفيقة ذات n≥p≥0عدد طبيعي حيث  P( و n≥1عنصرا ) nمجموعة منتهية ذات E: تعريف
عنصرا من مجموعة  Pنرمز لعدد التوفيقات ذات  Eعنصرا من عناصر  Pذي  Eهو جزء من  Eمن عناصر 

  عنصرا بالرمز  nذات 
 )او   

 
) 

 : مبرهنة 

  n≥=p≥0حيث  pو n نطبيعييمن اجل كل عددين 

  
 

 
 (   )(   )   (     )

  
 

  

  (   ) 
 

 تفسير:  

عنصرا من  Pعنصرا لكن عدد الترتيبات ذات Pترتيبة ذات    عنصرا يمكن تشكيله  Pمن كل توفيقة ذات  
  عنصرا هو  nمجموعة ذات 

(   ) 
  وبالتالي   

  
  

  (   ) 
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 لدينا:  n≥1عدد طبيعي nعددان حقيقيان ،  bو Aدستور ثنائي الحد: 

(   )  ∑   
 

 

   

         

 البرهان: باستخدام البرهان بالتراجع
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  العشوائية المتغيرات: الثاني الفصل
فيها قيما تحددها نتائج التجربة العشوائية، ذلك انه كثيرا من  يأخذيمكن تعريف المتغير العشوائي بانه متغير     

يهمنا عند اجراء التجارب نواحي معينة فيها. فمثلا عند القاء زهري نرد قد ينصب اهتمامنا في حاصل ضرب 
الرقمين على السطحين العلويين، وعند اختيار شخص عشوائيا قد يهمنا قياس طوله او الدرجة التي حصل عليها 

اختبار معين، في كلتا الحالتين هناك كمية رقمية تعتمد على  نتيجة التجربة العشوائية لا يمكن التنبؤ بها  في
ختلف باختلاف نتيجة التجربة العشوائية فهي متغير عشوائي، وبما ان قيمتها سبقا، وبهذا ان الكمية الرقمية تم

فة على النتائج او النقاط في فضاء العينة، ومن هذا تعتمد على النتائج الاولية في فضاء العينة فهي دالة معر 
قيمتها حقيقية ومعرفة على فضاء  تأخذ  المنطلق يمكن تعريف المتغير العشوائي بصورة اكثر تحديدا كدالة

العينة. وعليه المتغير العشوائي مقدار يتغير بحسب نتيجة التجربة العشوائية، وسنخصص هذا الفصل لدارسة 
 شوائية الحقيقية.المتغيرات الع

I- وتابع التوزيع المتغير العشوائي : 

تابع حقيقي معرف فوق الحوادث الابتدائية لفراغ احتمالي، يوافق كل حادثة ابتدائية عدد حقيقي  يعرف بانه    
تكون  aالى ذلك فانه من اجل اي عدد حقيقي وبالإضافةهو قيمة المتحول العشوائي عند هذه الحادثة الابتدائية. 

عبارة عن حادثة، ومن اجل اي  aعند كل منها القيمة Xوهي مجموعة الحوادث الابتدائية التي تاخذ      ]
، [X>b]، [X≤c]، [X˂c]، [b˂X˂c]، [b˂X≤c]  ,[b≤X˂c]تكون المجموعات c,bزوج من الاعداد الحقيقية

[X≥b] حوادث واذا احتوى الفضاء الاحتماليΩ  على عدد محدود نقط من الحوادث الابتدائية فان العبارة الاخيرة
 من التعريف تكون محققة بصورة الية ذلك لان كل مجموعة من الحوادث الابتدائية هي حكما حادثة.

وياخذ قيمة في  (     )لفضاء احتمالي Ωمعرف على على المجموعة الاساسية Xتطبيق  كذلك هوو     
 مجموعة الاعداد الحقيقية 

X :         
            ( ) 

 انه متغير عشوائي حقيقي. Xلذا نقول احيانا عن  ( ) قيمة عددية ωبكل حادثة ابتدائية  Xيرفق التطبيق  

المتغير  يأخذهاتمييزا له عن القيم التي  …,X ,Y,Zكبيرة  بأحرفيرمز في غالب الاحيان للمتغير العشوائي 
 صغيرة. بأحرفوالتي يرمز لها 

: نرمي في الهواء زهرتي نرد متوازنتين، وعليه فان المجموعة الاساسية المرفقة بهذه التجربة العشوائية تشمل مثال
Ω  ((حادثة ابتدائية ذات افضليات متساوية:46على  ((   ) (   )   (    
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على الوجهين العلويين لزهرتي النرد، نكون قد عرفنا على هذا اذا انصب اهتمامنا الى مجموع النقاط التي تظهر 
 هي:  المتغيرمساويا للمجموع، وتكون مجموعة القيم الممكنة لهذا  Xالفضاء الاحتمالي متغيرا عشوائيا

المتغير العشوائي قيمة ما يكفي ان نعرف  يأخذان وللحصول على احتمال  {2.4.1.4.6.7.8.4.41.44.42}
 p(X=4)=p((1.3)ou(2.2)ou(3.1))التي تحقق هذه القيمة وعليه نجد:            Ωدائية من الحوادث الابت

=p((1.3)+p(2.2)+p(3.1))=  

  
 

 

  
 

 : نقول انه متغيرا عشوائيا اذا Xالمتغير العشوائي -1
 منتهية ( ) منفصل منتهي اذا كانت المجموعة -
 غير منتهية وعدودة ( ) منفصل غير منتهي اذا كانت المجموعة -
غير مقتصرة على   عبارة عن مجال من مجموعة الاعداد الحقيقية ( ) مستمر اذا كانت المجموعة -

 (  نقطة) او اتحاد مجالات من

ومنه يتبين لنا ان تصنيف المتغير العشوائي يشبه تصنيف المتغير الاحصائي، وان مفهوم الاحتمال يعوض 
 الرابطة بين المفهومين. بإقامةالاعداد الكبيرة  مفهوم التواتر، اذ يسمح قانون

  ان الصورة العكسية لكل مجال بإضافةفي حالة المتغير العشوائي المستمر يجب استكمال التعريف ملاحظة: 

 حيث:  يجب ان تنتمي الى العشيرة       [ 

          (      )  (     )( )   )    

التي تؤلف عشيرة، لذا فان هذا الشرط يسمح بحساب احتمال  Ωعلى عائلة من اجزاءوبما ان الاحتمال المعرف 
 . كل مجال من 

( )  Ωللعدد الحقيقي≥p(X ـ xنرمز ب)  من اجل كل عدد حققي تابع التوزيع:  -2    ) P({w𝜖 

 P(X≤0)=1/3مثال:       

P(X≤1)=P({w     ( )    ) 

P({w     ( ) ( )  او        ) 

P(X= -3)+P(X= -8) 

 حادثان متنافيان  X= -8و   X= -3ذلك ان الحادثين 

P(X≤1)=2/9+1/9=1/3 

P(X≤15)=P({w     ( )     )   ( )    
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P(X≤-10)=0 car {w    ( )       ∅ 

  Fهو التابع  Xتعريف:  ان تابع التوزيع المتغير العشوائي 

            ( )    (   ) 

          

 تابع توزيع اذا حقق:   Ϝيكون تابع التوزيع المتغير العشوائي: مميزات  -3

0. Ϝ تابع متزايد 

2.         ( ) ( )            و       

 مستمر من اليمين  .3

ان نكتب من اجل  بالإمكانواذا اخذنا بنظر الاعتبار خصائص الاحتمال المدروسة في الفصول السابقة، عندها 

  b  aبحيث  من  a.bكل 

Ϝ( )   ( )   (     )   (     )   ( )   ( ) 

 .xبالاعتماد على تابع توزيع   الى مجال من  xحساب احتمال ان ينتمي  بالإمكانانه 

 Fالتمثيل البياني لـ : 25الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظة: 

  يمكن معرفةF  للتعريف بالمتغير العشوائيX فعن طريق الفرق يمكن ايجاد قانون احتمال ،X   فـ
F(7)=8/9  وF(6.5)=2/3  هو العنصر الوحيد الذي ينتمي الى المجال  7وعلى اعتبار ان

  P(X=7)=F(7)-F(6.5)= P(X=7)=2/9وعليه فان  [7; 6.5]

 

-8  -3  2 

. 

62 
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 F(  )      (  )      ،F  دالة غير متناقصة يبدا انه من السهل استخدام قانون الاحتمال
 .بدل استخدام تابع التوزيع في حالة المتغير العشوائي

II- وتوزيعها الاحتمالي ة المتقطعةالمتغيرات العشوائي  : 

الذي يمثل عدد السيارات الجديدة التي تم بيعها خلال يوم من طرف وكيل السيارات  Γليكن المتغير العشوائي   
 : Γوالجدول الوالي يبين قانون احتمال 

5 4 3 2 1 0 K 
0.1 0.4 0.3 0.1 0.08 0.02 P(    ) 
القيام بحسابات  بالإمكانالذي ينتمي اليه المتغير العشوائي اليه، الا انه  Ωعلى الرغم من اننا لم نحدد الفضاء  

 من قانون الاحتمال وتابع التوزيع بيانيا. كما يمكن تمثيل كل Γعلى المتغير 

،  Xان تابع توزيع المتغير العشوائي هو تابع درجي مستمر على اليمين، ونقاط تقطع التابع توافق قيما ممكنة لـ 
وزيع متغير احصائي تسمي بيان التابع ببيان التوزيع البيان المتجمع. ونلاحظ ان هذا التابع يتشابه مع تابع 

 منفصل. 

II-1-  :نعبر عن احتمال قيمة معينة كما يلي  شروط دالة الكثافة لمتغير عشوائي متقطع (   ) 
تسمى بدالة الكثافة الاحتمالية. لكي يمكن اعتبار دالة ما، ايا كانت، دالة كثافة احتمالية  ( ) ونكتب ايضا 

 يجب ان يتحقق شرطان: 

1.  ( )      
2. ∑  ( )     

 نتيجة القاء حجر نرد:   دالة الكثافة الاحتمالية لـ  تأخذ:  مثال

 ( )   ( )   ( )        ( )  
 

 
   

 لانالثاني ايضا الشرط الاول محقق، والشرط 

∑ ( )  
 

 
 

 

 
     

 

 
  (

 

 
)     

 

II-2- :يمثل المتغير العشوائي المتقطع ليس  التمثيل البياني لدالة الكثافة الاحتمالية لمتغير عشوائي متقطع
    من خلال منحنى لكن من خلال اعمدة متوازية على محور 

 المعرفة على القاء قطعة نقدية مرتين.     : نمثل بيانيا منحنيات دوال الكثافة لـ مثال
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 التمثيل البياني لدالة الكثافة الاحتمالية لمتغير عشوائي متقطع :20الشكل 

 

 

 

 

 

 

II-3-  يلي:  تعرف دالة التوزيع وتسمى ايضا بدالة التجميعية كما لمتغير عشوائي متقطع:  ( ) دالة
 ( )  كما يلي:  ( ) ويمكن استنتاج دالة التوزيع من دالة الكثافة الاحتمالية ،  (   )  

 ( )   (   )  ∑ ( )

   

 

 يمكن تعريفها كما يلي:  ( ) تاخذ عددا منتهيا من القيم فان  ( )اذا كانت

 ( )   (   )  {

                                                                            
 (  )                                                                           

 (  )   (  )                                                           

 (  )   (  )      (  )                           

 

 مثلة التالية ومثلهما بيانيا.للأ ( )  و( ) اوجد قيم مثال: 

2 1 0   
1/4 1/2 ¼  ( ) 

1 3/4 ¼  ( )   (   ) 
 

2 0 -2   

1/4 1/2 ¼  ( ) 

1 3/4 ¼  ( )   (   ) 
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 التمثيل البياني لدالة التوزيع لمتغير عشوائي متقطع : 20الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 

تكون غير منتهية عدودة ويمكننا كما  ( ) عندما  يكون المتغير العشوائي منفصل وغير منتهي فان المجموعة 
هو الشأن في حالة المتغير العشوائي المنفصل والمنتهي حساب احتمال كل قيمة ممكنة بالاعتماد على تابع 
 التوزيع، وعكسيا يمكننا استنتاج تابع التوزيع المتغير متى ما عرفنا القيم التي يأخذها التابع واحتمالاتها المرفقة.

 . 4عليه تأخذ دالة التوزيع شكلا سليما، وهي لا تكون متناقصة في اي مجال، واكبر قيمة ممكنة لها هي 

III- وتوزيعها الاحتمالي ةالمستمر  ةالعشوائيات المتغير : 

على خلاف المتغيرات العشوائية المتقطعة الى ان تكون مجموعة قيمها منتهية او غير منتهية قابل للعد،    
هناك المتغيرات العشوائية المستمرة التي تتميز مجموعة قيمها بانها غير قابلة للعد، فهي تعطى دون انقطاع كل 

 مأخوذةالمتغيرات العشوائية وزن حبة قمح  محور الاعداد الحقيقية او بعض مجالات هذا المحور، وكمثال على
  عشوائيا من كومة قمح، تأخر القطار او الطائرة.

المتغير العشوائي المستمر والاحتمالات  يأخذهافالتوزيع الاحتمالي المستمر هو مجموعة القيم التي يمكن ان   
 ال، وهي ممثلة بمنحنى متصل. الملحقة بها. نسمي توزيعا كهذا دالة الكثافة الاحتمالية او دالة الاحتم

يأخذ عددا لا منتناهيا من القيم داخل اي مجال، فان احتمال قيمة بعينها هو احتمال يؤول الى   بما ان    
 ( ) الصفر. لذلك فان دالة الكثافة تستعمل لحساب احتمال مجال. ويكون ذلك بحساب المساحة تحت منحنى

 بين حدود المجال. 

 

 

 



 20الاحصاء  في   دروس و تطبيق ات

[39] 
 

 يوضح التمثيل البياني لدالة الكثافة الاحتمالية :20الشكل 

 

       (     )  ∫  ( )  
 

 

 

 اشارة التكامل تقابل اشارة المجموع في المتغير العشوائي المتقطع 

 

III-1-  :كثافة الاحتمال لمتغير عشوائي مستمر 

وعند النقاط التي لا يقبل فيها ( ) التوزيعنسمي تابع كثافة المتغير العشوائي المستمر الدالة المشتقة لتابع    
وان المتغير العشوائي  ( ) له تابع كثافة  Xتابع التوزيع مشتقا فانه لا يمكن ايجاد تابع الكثافة نقول ان المتغير

X  يدعى احتمال عنصري عند النقطة ( ) يتوزع يتابع كثافةx   للمتغير العشوائيx  ويساوي    ( ) المقدر
  xاحتمال ان يقع المتغير في المجال المجاور لـ 

 ( )     (        ) 

 : تابع كثافة الاحتمال للمتغير العشوائي المستمر بالخواص التاليةويتمتع 

1.  ( )              
2. ∫  ( )    

  

  
 

  مستمرا .3

 تابع الكثافة من الاعلى ومحور الفواصل ان التمثيل الهندسي لتابع التوزيع يعطى بالمساحة المحصورة ما بين
والمساحة الكلية المحصورة بين تابع الكثافة ومحور الفواصل تساوي الواحد  xوالموجودة على يسار النقطة

   ( ) يسمى بيان كثافة الاحتمال منحنى كثافة الاحتمال ويمكن تفسير الاحتمال العنصري  .4الصحيح 
 .( ) والارتفاع    انه مساحة المستطيل ذي القاعدة  على

 

 

 

 

 

 

𝑥𝑑(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

x 
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III-2-  تعرف دالة التوزيع المستمرة بواسطة الدستورللمتغير العشوائي المستمر:  ( ) دالة التوزيع 

 كما يلي:               

 ( )   (   )  ∫ ( )  

 

  

 

  ان احتمال كل نقطة منعزلةχ  لمتغير عشوائي مستمرا يساوي الصفر اي ان: مهما تكنα 

 (   )    

  ان احتمال ان يأخذ المتغير العشوائي قيمة تسمى الى المجال منα  الىβ  تساوي كما الشان بالنسبة
(     ) لمتغير عشوائي ما تزيد دالة التوزيع في هذا المجال:    ( )   ( ) 

  لذا يمكننا كتابة المساواة اعلاه على الشكل:  (   ) ولكن وباعتبار ان 

1.  (     )   ( )   ( )   

   (  (   ))   ( )   ( ) 

 يوضح كيفية حساب الاحتمال من خلال دالة التوزيع :20الشكل 

 

 

 

 

 

 

 : تابع توزيع متغير عشوائي معرف على النحو التاليلنفرض ان لدينا : 01مثال

 ( )             

 ( )  ∫ ( )           

 

 

 

( )         حيث:                                          

 

𝑷(𝒂  𝒙  𝒃)  𝑷(𝒙  𝒃)  𝑷(𝒙  𝒂  𝑭(𝒃)  𝑭(𝒂) 
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 : التالي ينطبق على المساحة المطلقة في الشكل ( )  موجب فان تابع التوزيع x:  من اجل الحل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(     ) ونستنتج ان    (   )       

 وباستخدام الحادث المتمم نجد: 

 (      )     (      )     (    )       

 (          ) ولحساب 

( ) لدينا:   ∫  ( )               

 
 

( )        لدينا:               ∫  ( )    
  

 
  

( ) وبما ان:    [∞-، 1[على المجال      

∫ومنه:   ( )          ( )  ∫  ( )  
 

  

  

  
           

 

 

 

76772 

76776 

𝑓(𝑥) 

𝑡 x 500 1000 
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( )                                   معرف بـ:  ليكن التابع : 02مثال  {

            
 

 √ 
             

            

 

 : تابع كثافة الاحتمال12الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 لنبين ان هذا التابع يمكن اعتباره تابع كثافة احتمال متغير عشوائي مستمر: 

4.  ( )              
      و    مستمر عدا عند النقطتين    .2
4. ∫  ( )   

 

 
 ∫       

 
    [    ]  

 
   

  

  
 

 توزيع هذا المتغير لنحسب تابع

 ( )  ∫                 
 

  

 

 ( )  ∫     ∫
 

 √ 
    [    ]

 

 
 √   

 

 

 

  

                  

 ( )  ∫     ∫
 

 √ 
    ∫                    

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

𝑥 

𝑓(𝑥) 

1/2 

1 
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يحقق خواص تابع التوزيع المذكورة انفا للمتغير العشوائي المستمر ويمكن حساب   ونتحقق بسهولة ان التابع 
 احتمال اي مجال او اتحاد مجالات مثل ذلك: 

 (           )   (    )   (    )              

ري الوصفي كيف يمكن تمثيل التوزيع التكراري لعينة من المشاهدات بمدرج تكرا للإحصاءلقد بينا عند دراستنا    
وقد بينا فيه عدد القيم الواقعة في كل فئة، واحدى الطرق المتبعة في هذا التمثيل هي طريقة الكثافة التكرارية 

فالكثافة التكرارية  4الواقعة في وحدة الطول. فاذا كان طول المجال  النسبية، وهي نسبة المشاهدات للمتغير
ون قيمة التكرار النسبي في مجال ما تساوي طول المجال . وتك4النسبية هي قيمة التكرار النسبي مقسوما على 

وهذا يساوي مساحة المستطيل. فالتكرار النسبي بين نقطتين مفروضتين يساوي الى المساحة مضروبا بالكثافة 
 التي يحددها المدرج التكراري بين هاتين النقطتين.

حصل على مدرج تكراري اكثر نعومة، وهكذا واذا اخذنا عينة اكبر حجما، يمكننا ان نتخذ مجالات اصغر ون    
اذا اخذنا عينات اكبر فاكبر، واتخذنا مجالات اصغر فاصغر نحصل على شكل قريب جدا من منحنى كما في 

كبيرا جدا، يصبح هذا المنحنى  نفرضه)الموالي(. وعندما يقترب حجم العينة من المجتمع الاحصائي الذي الشكل 
 ممثلا لكثافة التكرار النسبي للمجتمع الاحصائي.

 

 
 
 
 
 

 

6 

6 

𝑓(𝑥) 

𝑥 
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المشاهدات الواقعة بين قيمتين مفروضتين، وذلك بحساب المساحة تحت هذا المنحنى  يمكننا من حساب  نسبةو 
كما في الشكل. فاذا عرفنا معادلة هذا المنحنى يمكننا حساب هذه المساحة بالتكامل، فاذا اخترنا قيمة للمتغير 

فالتوزيع التكراري فاحتمال وقوعها في مجال معطى يساوي نسبة القياسات الوقعة داخل هذا المجال، وبهذا 
 النسبي للمجتمع الاحصائي يعطينا التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير ونسمي هذا المنحنى بتابع الكثافة.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الكثافة 

 الاحتمالية

المتغير 

 العشوائي
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 مقاييس)مؤشرات( المتغيرات العشوائية:الفصل الثالث : 
يكمن الفرق بين الاحصاء الوصفي ونظرية الاحتمالات، في كون لن الاولى تحاول تمثيل المعطيات      

والبيانات بصورة مقروءة ومفهومة، في حين تستهدف الثانية تقديم نماذج تلائم المعالجة الرياضية، وتعطي صورة 
 مثالية وقريبة من المعطيات. 

منها البيانات  تأتياظهار القوانين التي تحكم الظاهرات التي ان استخدام كلتا الطريقتين، يمكن من     
والمعطيات، والتعبير عنها بصورة دقيقة مع امكانية معالجتها عن طريق الصياغة الرياضية ومن ثم استخراج 

 خواصها الاساسية.

شرات في الاحصاء الوصفي، تعريف ودراسة مؤ  الشأنوعلى هذا الاساس يكون من الطبيعي، كما هو     
)خصائص( المتغيرات العشوائية، فالدافع هو نفسه: فقانون الاحتمال يعبر عن كمية كبيرة من المعلومات، ويكون 
من المفيد تلخيص بعض الجوانب الظواهر باستخدام قيم عددية يتم اختيارها بعناية. ان المؤشرات )مقاييس( التي 

مقاييس الشكل. تختلف الادوات  -التشتت -عة المركزيةتعبر عن الجوانب الثلاث لقوانين الاحتمال هي: النز 
الرياضية المستخدمة في حساب هذه المقاييس من قانون احتمالي الى اخر. وتستخدم قوانين احتمال المتغيرات 

الادوات المستخدمة في تعريف مقاييس المتغيرات الاحصائية، اما بالنسبة العشوائية المنفصلة والمنتهية نفس 
حتمال المتغيرات العشوائية المنفصلة غير المنتهية فان حسابها يتطلب معرفة السلاسل الحقيقية وبالنسبة لقوانين ا

للمتغيرات المستمرة مطلقا فانه يتم استخدام بعض مفاهيم التكامل. بيد ان ما تجدر ملاحظته هو ان معنى هذه 
 ية المستخدمة.المؤشرات لا يتعلق بقانون الاحتمال المدروس وبالتقنيات الرياض

منوال متغير عشوائي هو القيمة التي تبلغ عندها مخطط الاعمدة او تابع كثافة الاحتمال قيمته المنوال: 
العظمى، نسمي منوالا نسبيا قيمة المتغير التي توافق قيمة عظمى محلية لمخطط الاعمدة او تابع كثافة 

 نية.الاحتمال، والمنوال مقياس من مقاييس النزعة المركزية وغالبا ما يتميز بالواحدا

I- التوقع الرياضيEspérance mathématique : ايضا   : يسمى التوقع الرياضي لمتغير عشوائي

    او( ) ويرمو له في الغالب بـ   بالقيمة المتوسطة لـ
 متغير عشوائي منفصل ومنتهي:   ليكن  في حالة المتغير العشوائي المنفصل)المتقطع(: -1

∑         …………    قيم        
 
   =1 

               الاحتمال
 المقدار:   نسمي التوقع الرياضي والقيمة المتوسطة لـ

   ( )  ∑     
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الصيغة اعلاه تبين لنا التشابه بين تعريف التوقع الرياضي والوسط الحسابي لمتغير احصائي متقطع  من   
حيث تم تعويض التكرار النسبي بالاحتمال. ان التوقع الرياضي هو عدد حقيقي، ويمكن ان تختلف قيمة التوقع 

تهي. ومنه فان التوقع الرياضي هو المتغير العشوائي المنفصل والمن يأخذهالتي الرياضي عن القيم الممكنة ا
 مقياس من مقاييس النزعة المركزية. 

 وفي حالة المتغير العشوائي المنفصل والغير المنتهي فان التوقع يعطى بالعلاقة:

   ( )  ∑    

  

   

 

 متقاربة مطلقا، والا قيل انه ليس للمتغير توقع رياضي.     شرط ان تكون السلسة ذات الحد 

     وبالتوقع الرياضي الشرطي علما ان       |  نسمي التوقع الرياضي للمتغير العشوائي الشرطي
 ويحسب وفق الصيغة: 

 ( |    )  ∑      

 

   

 

 وكذلك:          

 ( |    )  ∑      

 

   

 

  :لتكامل الخطية حيث: يمكننا استنباط خواص التوقع الرياضي من خواص اخواص التوقع الرياضي 

 : عددان حقيقيان فان b, اذا كان 

 (    )    ( )    

  هو المتغير المتمركز  ( )   فان المتغير  ( ) توقع رياضي   اذا كان للمتغير العشوائي
 . المرفق بـ 

 (   )   ( )    

 لتكن  𝜑  متغير عشوائي، فان:  ، فاذا كان  ويأخذ قيمة من    تابع معرف على    

𝝋( )يضا متغير عشوائي، ويمكننا عندئذ حساب التوقع الرياضي لهذا المتغير دون حاجة لمعرفة قانون هو ا
 احتماله.
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 عند المتغير المنفصل:      - أ

 (𝝋( ))  ∑𝝋(  )

 

 

   

  هذا على افتراض ان سلسلة الطرف الثاني متقاربة مطلقا ولدينا كحالة خاصة: 

 (  )  ∑  
 

 

   

 حالة المتغير المستمر:  - ب

 (𝝋( ))  ∫𝝋( ) ( )   

 وهذا على افتراض ان التكامل الموجود في الطرف الثاني متقارب مطلقا، ولدينا بالخصوص: 

 (  )  ∫   ( )   

   :توقع مجموع متغيرين عشوائيين يساوي مجموع التوقعين اي 

 (   )   ( )   ( ) 

 (   )   ( )   (  )   ( )   ( ) 

  عندها يكون:   متغيرات عشوائية لها نفس التوقع                اذا كان 

 (∑  )  ∑ (  )      

 

   

 

   

 

  لوسط هذه المتغيرات اي:   واذا رمزنا بـ 
 

 
∑   

 
( ) عندها يكون لدينا:        

II- العزوم les moments::  يعتبر العزم من تطبيقات توقع الدالة، تستخدم العزوم في حساب عدد من
 Kurtosis)    ومعامل التفلطح  (oe     ent d’ sy étr e  )    المقاييس مثل معامل التماثل 

ou  oe     ent d’ p  t sse ent).  
ويرمز له   توقع   حول الصفر للمتغير  r: يعرف العزم ذو الرتبة عدد طبيعيr (r )من الرتبة  العزم - أ

 ويعطى بالعلاقة : ( )      بالرمز بـ 

  ( )  ∑  
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 ملاحظات: 
  حول الصفر يساوي الوسط الحسابي او التوقع الرياضي   العزم ذو الرتبة  ( )     ( )  

   العزم ذي الرتبةr  ويعطى بالعلاقة    حول الصفر يساوي توقع المتغير 

  ( )   (  ) 

 

هو   حول الوسط الحسابي للمتغير العشوائي  rالعزم ذي الرتبة  العزوم الممركزة)حول الوسط الحسابي(: - ب
 ويعطى بالعلاقة:  ( )  ويرمز له عادة بالرمز   (   )توقع

  ( )  ∑(    ) 

 

   

 

  ( )   هذا مهما يكن   نلاحظ ان   

فان توقعه الرياضي   ع كثافته بتا متغيرا عشوائيا مستمرا  اذا كان : المتغير العشوائي مستمرعندما يكون 
 يعطى بالعلاقة:  ( ) 

   ( )  ∫   ( )   ∫  ( )  

 

 

  

  

 

يقتضي هذا التعريف ان يكون التكامل الموجود في الطرف الايمن متقارب مطلقا، والا قيل ان توقع المتغير 
 غير موجود. 

ويعطى  ( ) ونرمز له بالرمز بـ   للمتغير العشوائي rنسمي عزما من الدرجة : r العزم من الرتبة - ج
 بالعبارة التالية:     

  ( )  ∫    ( )  
 

 

 

 وينتج عن ذلك ان: 

  ( )    ∫  ( )    ( )

 

 

 

                                                                                              ولدينا كذلك:
  ( )   (  ) 

للمتغير العشوائي  r  : نسمي عزما حول الوسط الحسابي من الدرجةrالعزم حول الوسط الحسابي من الدرجة  - ح
 بالعبارة: 

  ( )  ∫(   )  ( )  
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( )            ونلاحظ ان :     

III- : متراجحة شيبيشيف Inégalité de Bienayamé CHEBYCHEV 

 لتي يكون لها متوسط وتباين محدودهي نظرية تخص المتغيرات العشوائية المتقطعة والمستمرة على السواء، ا   
( ) نظرية في قياس التشتت حول التوقعتستخدم هذه ال ، وذلك عن طريق احتمال )او نسبة( المفردات ̅  

(̅   )   ) تزيد عن مقدار ما:  ̅ التي المسافة )الفرق( بينها وبين   او بعبارة اكثر اختصارا:  (  

  (|   ̅)| ، وذلك مهما كانت طبيعة  ⁄    حسب نظرية شيبشيف فان هذه النسبة لا تزيد عن    
 التوزيع. ونعبر عن هذه النظرية كما يلي: 

عدد موجب  ε، فانه مهما يكن   وتباين محدود  ̅ متغير عشوائي متصل او متقطع، لها متوسط   اذا كانت 
 تماما: 

 (|   ̅|   )  
  

  
 

  :نجد :        ومن اجل صياغة اكثر دلالة نضع  (|   ̅|    )  
 

   
  :انطلاقا من نفس النتيجة، لدينا ايضا 

 (   (   ̅)   )   (|   ̅|   )    
  

  
 

 عدد موجب تماما: ε، و   وتباين محدود  ̅ متغير عشوائي يتبع توزيعا ايا كان، لها متوسط   ليكن  مثال:

(̅   )   ) احسب الحد الاقصى للاحتمال  -4 ε  من اجل (      و      و   

   
(̅   )   ) احسب الحد الادنى للاحتمال  -2 ε  من اجل (         و      و   

 الحل: 

1-  (   (   ̅)   )    (|   ̅|   )  
  

   

𝛆      (   (   ̅)   )    (|   ̅|    )  
 

 
 

      (   (   ̅)   )    (|   ̅|    )  
 

 
 

      (   (   ̅)   )    (|   ̅|    )  
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   (   (   ̅)   )   (|   ̅|   )    
  

  
 

      (   (   ̅)   )   (|   ̅|    )    
 

 
 

 

 
 

      (   (   ̅)   )   (|   ̅|    )    
 

 
 

 

 
 

      (   (   ̅)   )   (|   ̅|    )    
 

  
 

  

  
 

IV- :نظرية الاعداد الكبيرة Théorème des grands nombres   

تعتبر نظرية الاعداد الكبيرة من نتائج نظرية شيبشيف ويستفاد منها بشكل خاص في نظرية المعاينة، تصاغ    
متغيرات عشوائية مستقلة لها نفس التوزيع الاحتمالي           هذه النظرية بالشكل الاتي: لتكن المتغيرات 

 اذا كانت:     والتباين  ̅ ولكل منها نفس المتوسط 

                                     (           ) 

   
   

 (|
  

 
  ̅|   )    

̅  بما ان   عن قيمتها  ⁄(    )فان مضمون هذه النظرية هو ان احتمال ان تبتعد المتغيرة  ⁄(    )  
. حيث تسمى هذه الصياغة ايضا بقانون الاعداد الكبيرة الضعيف    عندما  1هو  εالمتوقعة بأكثر من 

                         ان قانون الاعداد الكبيرة القوي هو:   

 [   
   

(    )⁄   ̅]    

وعليه يمكن ان نستخلص بان نظرية شيبيشيف ونظرية الاعداد الكبيرة من النظريات التي تقيس تشتت المتغيرة 
 وهي من تطبيقات توقع الدالة: 

  فانه مهما يكن   وتباين محدود  ̅ متغير عشوائي مستمر او متقطع، لها نفس متوسط   اذا كانت ،

ε         :عدد موجب تماما (|   ̅|   )  
  

   
  متغيرات عشوائية مستقلة لها نفس التوزيع الاحتمالي ولكل منها نفس          لتكن المتغيرات

 اذا كانت    والتباين  ̅ المتوسط

                                     (           ) 
   
   

 (|
  

 
  ̅|   )    
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V- التباين والانحراف المعياري :Variance et écart type 

ويرمز له   بانه التوقع الرياضي لمربع المتغير العشوائي الممركز المرفق بـ  يعرف التباين للمتغير العشوائي    
  ( ) ، وهو العزم المركزي من الدرجة الثانية ويقيس تشتت القيم حول الوسط الحسابي      او( ) بالرمز 

    ( )    ( )    
 ( ) 

 ( )   (  )    ( )   

 وهو ايضا من مقاييس التشتت. ( )بالانحراف المعياري  ( ) ويسمى الجذر التربيعي الموجب لـ 

𝛔( )  √ ( ) 

  ص التباين: اخو 

 ( )   (  )    ( )   
 (   )   ( ) 

 (  )     ( ) 
 ( )        

  متغيرة معيارية )تسمى ايضا بالمتعيرة المركزية(   يمكن ان نلحق باي متغيرة عشوائية  : المتغيرة المعيارية
، تلحق المتغيرة المعيارية بالمتغيرة الحقيقية من اجل المقارنة لان المتغيرة المعيارية ليس   ويرمز لها بالرمز

محسوبة  ̅ والتوقع   من خلال المسافة بين   لها وحدة كالمتر او الساعة... انما هي تعبر عن كل قيمة لـ 
 ليس بالوحدة الاصلية وانما بالانحرافات المعيارية.

   
   ̅

 
  

 ل خصائص التوقع والتباين نستخرج التوقع والتباين للمتغيرة المعيارية.من خلا

 (  )   (
   ̅

 
)  

 

 
  (   ̅)  

 

 
  ( )   ( ̅)     

 (  )    (    (  ))     (    )    (   )   (
(   ̅) 

  
)

 
 

  
 (   ̅)  

  

  
   

 44،61،41،74،81،71يساوي   ، و4، انحراف معياري71من اجل متوسط  احسب  مثال:

                       الحل:
   ̅
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 .4،2،1، 1-، 2-، 4-هي:    اذن القيم 

VI- حيث يتم  تعطي هذه المقاييس معلومات على شكل قانون احتمال المتغير العشوائي  : مقاييس الشكل ،
مقارنتها بالتوزيع الطبيعي، وقد تم استيحاؤها من مقاييس الالتواء والتفلطح المستخدمة في الاحصاء 

يملك عزوما الاولى معامل   الوصفي. وقد عرف فيشر كل من معامل الالتواء والتفلطح لمتغير عشوائي 
 الالتواء.

                        معامل الالتواء

  
    

       معامل التفلطح             
  

  
    

معدوم اذا كان توزيع    ان العزوم المركزية ذات الدرجات الفردية معدومة من اجل توزيعات متناظرة، ومنه    
معدوما    ، بيد ان عكس القضية غير صحيح، اذ يمكن ان يكون  المتغير العشوائي متناظر بالنسبة للوسط 

يكون موجبا، وفي الحالة    دون ان يكون متناظرا. واذا كان التوزيع وحيد المنوال وممتدا نحو اليمين فان 
 سالبا.   المعاكسة يكون 

فيكون معدوما في حالة المتغير عشوائي يتوزع توزيعا طبيعيا، وهنا ايضا نجد عكس    اما معامل التفلطح     
يمكن ان يكون    علق الامر بدرجة تفلطح التوزيع مقارنة بالتوزيع الطبيعي، لذا فان القضية غير صحيح، اذ يت

 يتأثران بتغيير سلم القياس )الوحدة( والمبدأ.      موجبا او سالبا، وتجدر الملاحظة ان كلا من 
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 متغيرات العشوائيةلل: التوزيعات الاحتمالية رابعالفصل ال
بدالة الاحتمال ودالة كثافة الاحتمال وتابع التوزيع، وفي هذا  المتعلقةعلى المفاهيم الاساسية تعرفنا فيما سبق   

بعض التوزيعات الاحتمالية، وسنركز بالنسبة للمتغير العشوائي المتقطع على التوزيع  بإيجازالفصل نعرض 
التوزيع الطبيعي لما له اهمية بالغة  الثنائي وتوزيع بواسون، اما بالنسبة للمتغير العشوائي المستمر فسنركز على

 في الاحصاء. 

I- التوزيعات الاحتمالية المتقطعة  

I-1-)التوزيع الثنائي )توزيع ذي الحدين Distribution Binomiale 𝕭 (   )  : 

 توزيع برنولي  Distribution de Bernoulli de paramètre    : اذا القينا قطعة من النقود
ويكون  ان الممكن وقوعهماو" الكتابة" وهما الحادثان الوحيدعار" شحالتان ممكنتان هما "مثلا لدينا 

 التوزيع الاحتمالي الموافق :  احتمال الشعار= 
 احتمال الكتابة = و ⁄ 

ونستطيع ان نمثل هذا ⁄ 
 التوزيع بيانيا كما هو في الشكل الموالي:

 : التمثيل البياني لتوزيع برنولي11الشكل 

 

 

 

 

 

 

اذا ظهر الوجه "شعار".     ، اذا هر الوجه" الكتابة" و     بحيث ياخذ القيمة   الان نعرف متغيرا له بـ
، ومع اننا 4او  1اما:   هو عدد الشعارات التي تظهر في رمية واحدة لقطعة نقود. وعلى هذا تكون قيم   اذن 

هو المتغير   قبل رمي قطعة النقود ولكن نعلم جيدا احتمال كل حالة   لا نعرف مسبقا ماذا ستكون قيمة
لة خاصة من توزيع ثنائي الحدين في حالة توزيع برلوني )حاشوائي ونسمي التوزيع الاحتمالي الموافق له الع

 ((2حالة فشلها ) qو (1)حالة نجاح التجربة  pتجربة لها مخرجين و

 ( )        (   )    

 
 ⁄  

 الاحتمال

    

 

                         

 عدد الشعارات             
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 ( )   (   )  (   )(   )   (   ) 

 -شعار، كتابة -الان ماذا يحدث لو القينا قطعتي نقود معا؟ سيكون لدينا اربعة حالات ممكنة، "شعار لنتساؤل
شعار "  ومن الواضح ان هذه الحالات ذات احتمالات متساوية واحتمال كل منهما -كتابة، كتابة-كتابة، شعار

 يساوي 
Υعدد الشعارات اذن  Υ. نفرض ⁄   ويمكن ان نكتب التوزيع الاحتمالي الموافق:        

(   )احتمال   
 

 
 

(   )احتمال   
 

 
 

(   )احتمال   
 

 
 

عدد الشعارات في رمية واحدة لقطعة نقود حيث تاخذ   لقد نظرنا في التوزيعات الاحتمالية لمتغيرين عشوائين  
ويمكننا ان نزيد عدد القطع بقدر  1.4.2عدد الشعرات في رميتين لقطعة نقود حيث ياخذ القيم  Υ. 1.4القيميتن 

ما نريد. وبصورة عامة يمكن ان ننظر الى قطعة النقود كتجارب ناجحة اذا كانت النواتج "شعار" وفاشلة اذا 
 ر من التطبيقات.كثي فيهي امثلة على التوزيع الثنائي الذي نصادفه     كانت غير ذلك. ان توزيعي 

تجربة مستقلة اذا كان احتمال النجاح في   فالتوزيع الثنائي هو التوزيع الناشئ عن عدد مرات النجاح في 
، ويمثل التوزيع الثنائي في الحقيقة اسرة من التوزيعات كل عضو فيها معرف بقيمتي   التجربة الواحدة هو 

 التي ندعوها وسيطي التوزيع.    

التي نجري عليها التجارب العشوائية مثل قطعة النقود او حجر النرد لها اهمية في ذاتها. ان الادوات البسيطة 
، ونظرا لكون هذه العينة قد اختيرت  لنفرض اننا اخذنا عينة عشوائية لتقدير نسبة مرض ما، ولتكن النسبة 

. ان عدد مرات النجاح، اي عدد عن  نها هو فاحتمال اصابة اي واحدة مبشكل عشوائي ومستقل من المجتمع، 
من العينة المصابين بالمرض يتبع التوزيع الثنائي. ان خواص التوزيع الثنائي تمكننا من دقة انتشار المرض. 
ويمكننا حساب الاحتمالات في التوزيع الثنائي يحد له جميع الحالات. ولكن هذا ليس مقبولا من الوجهة العملية 

القانون من فان لدينا قانونا يعطينا بدلالة عدد الرميات واحتمال ظهور الشعار. ويمكننا هذا وعوضا عن ذلك 
  . وبصورة عامة اذا كان لدينا   ومن اجل عدد من التجارب  حساب هذه الاحتمالات من اجل اي قيمة لـ 
نها؟ في متتالية من التجارب تجربة م  ، فما هو احتمال نجاح  تجربة مستقلة، احتمال نجاح الواحدة منها 

، يكون احتمال (   )واحتمال الفشل   فشلا حيث احتمال النجاح في كل منها  (   )نجاح و    ذات
وذلك بتطبيق قاعدة الجداء نظرا لان التجارب مستقلة. ولكن عدد الطرق     (   )  وقوع هذه الحوادث 

  عنصرا هو   لاختيار 

  (   ) 
واحد فقط من هذه التوفيقات  يمكن لن يقع في المرة الواحدة. وهكذا نجد  فان 

ان     (   )  نجاح كل منها باحتمال قدره   طريقة متنافية مثنى للحصول على    (   )(  )  
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    (   )  احتمالا يساوي كل منها   (   )(  )  نجاح هو مجموع   احتمال حصولنا على 
 ويكون : 

   احتمال نجاح
  

  (   ) 
   (   )       

   (   )    

ان الذين يتذكرون نشر ثنائي الحد سيكتشفون بسهولة ان هذا الاحتمال يمثل الحد العام لهذا النشر ولهذا سمي 
 بالتوزيع الثنائي.

  حيث     بالوسيطين  (   ) 𝕭انه يتوزع حسب القانون الثنائي   نقول عن المتغير العشوائي  تعريف: 
 عندما يكون قانون احتماله معطى على النحو التالي:     عدد حقيقي محصور بين    عدد طبيعي و

 (   )    
   (   )    

 ملاحظة: حسب دستور نشر ثنائي الحد لنيوتن لدينا: 

(   )  ∑   
           

 

   

 

              عددان حقيقيان وبوضع  a.bحيث 

 (   )       ∑   
  (   )   

 

   

    

 ومنه: 

∑  (   )   

 

   

 

فان مجموع  1.4المحصور بين   والعدد الحقيقي    وبهذا نكون بجدير هنا انه مهما يكن العدد الطبيعي
 الاحتمالات يساوي الواحد الصحيح .

كانت التجربة  فإذاويمكن استخدام هذا القانون حينما كلن لدينا متتالية من التجارب ذات نتيجتين ممكنتين فقط 
من  معالجة مجموعة من المرضى فان عدد من يشفى منهم يتبع التوزيع الثنائي. واذا قسنا ضغط الدم لمجموعة

فان هذا التوزيع يصبح اكثر   الاشخاص فعدد ذوى الضغط المرتفع منهم يتبع التوزيع الثنائي. كلما زادت قيمة 
 سندرسه لاحقا. الذيتناظرا ويقترب من التوزيع الطبيعي 

 ( االتوقع الرياضي والتباين خواص ) :لتوزيع الثنائي 
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  ∑     
    

 

   

(   )    (   ) ∑   
 

 

   

(
 

(   )
)
 

   

  :العبارة الاولى لدينا

(   )  ∑   
 

 

   

   

 : العبارة الثانية نجد  باشتقاق العبارة الاخيرة والضرب بـ

    (   )    ∑     
    

 

   

 

  بوضع 
 

(   )
( )                           نجد:       

∑  نحصل على عبارة بسيطة لـ       باشتقاق العبارة الثانية وضربها في     
     

    

 نستنتج عندئذ قيمة 

 (  )  ∑      
  (

 

   
)
  

   

 (   )  

 نحصل على:        

 (  )      (   )       

 وعليه:  

  √ (  )    ( )   √   (   ) 

 هي:  الدالة المولدة للعزوم حول الصفر لتوزيع ذي الحدينويمكن اثبات ان 

  ( )      (    )    ∑   
 

 

   

  (   )       

 ∑   
 

 

   

(    ) (   )          (   )              

    (    )   
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ومن هذه الدالة يمكن الحصول على العزوم حول الصفر وحول الوسط  الحسابي وحساب المعاملات المختلفة، 
    ونضع  ( )  ) نقوم باشتقاق الدالة  (  )فمثلا العزم الاول حول الصفر اي الوسط الحسابي هو 

   
  

 

  
 

 
(    ) 

  (   )
 

   
  

  
 

   
    (   )

  (   )
 

 .  طح للتوزيع الطبيعي مما يعني ان التوزيع الثنائي يؤول الى التوزيع الطبيعي ذاتلهما معاملا الالتواء والتف

I-2-التوزيع الهندسي الزائد                 Distribution  hypergémoétrique 𝓗(     )  

بفرض ان مجتمع يتكون من عدد محدود من احد التوزيعات الاحتمالية المتقطعة المستخدمة في الاحصاء ، هو 
       وهناك من الوحدات تحتمل الفشل  وان هناك من الوحدات تحتمل النجاح    من الوحدات وليكن

يمثل عدد الوحدات التي تحتمل    اختيرت من هذا المجتمع بدون ارجاع، و  بفرض عينة عشوائية من الحجم 
 النجاح التي تظهر في العينة. 

الموجودة   تعتمد على   نقول عن المتغير العشوائي يتوزع توزيع الهندسي الزائد ذلك لان عدد حالات النجاح 
 عطى بـ: يو ،  في عينة المجتمع 

 (   )   
   

       
   

  
  

 حيث ان: 

 
   

(    )  
 

( (   )) 

(   ) (        ) 
 
  (   ) 

  
  

    
  

   

(    ) 
 

   

(      ) 
 
(   ) 

  
  

      بوضع 

   

(    ) 
  

         

      (    )
   (    )  (      ) 

   ∑            (      )              بما ان          

  (  )وعليه:   
   

(    ) 
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(      ) 
 (  )                

  

(   ) 
     

 اذن: 

   
       

   

  
     

  
(  ) (  )   

  
    

         

نتائج تطبق لما وعليه عمليا هذه ال
 

( مرات من 41بمعنى لما يكون المجتمع يكون اكبر بعشر )     
 حجم العينة العشوائية المختارة. 

  :خواص التوزيع الهندسي الزائد 

   ( )   (  )  ∑ (  )      

 ( )   
   

   
   (   ) 

I-3- التوزيع الهندسيDistribution Géométrique: 

يتوزع التوزيع الهندسي اذا كان تكرار التجربة حصل فيها النجاح ونرمز لاحتمال   نقول عن المتغير العشوائي
 وعليه يعطى بالعلاقة الاتية:   واحتمال الفشل   النجاح 

 (   )   (   )                    

 نجد:       هذا بوضع 

   ( )  
 

 
         ( )  

 

  
        

   

 
         

  

 
   

I-0- :التوزيع الثنائي السالبLa Distribution Binomiale négative  

      ان: نعلم 

 (   )         
           

  نضع  
   

 
    

 

 
  

 (   )         
             

   (   )بمصطلح عام : 
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 ( )            ( )            
   

√   
         

     

   
 

I-5-توزيع باسكال  :Distribution de Pascal :  نفرض ان هناك تجربة او محاولة لها نتيجتين
نفرض ان هذه التجربة تتكرر حتى     واحتمال الفشل ،   هما )النجاح والفشل( ان احتمال النجاح 

ويعطى  (   ) عدد مرات الفشل باحتمال قدره    ، اذا كانت    نجاح باحتمال قدره   الحصول على 
 بالشكل العام: 

 (   )        
          (   ) (   )       

                            

 ( )  
 

 
       ( )  

  

  
      

   

√  
         

     

  
   

I-0-توزيع بواسونDistribution de poisson  ( )  :  ان التوزيع الثنائي هو واحد من
مجموعة منتهية من القيم الممكنة،  يأخذالتوزيعات الاحتمالية المستخدمة في الاحصاء، وهو توزيع منقطع اي 

ولعله التوزيع المنقطع الاكثر مصادفة في التطبيقات الطبية. ثمة توزيع متقطع اخر يستحق الدراسة من هذه 
 الوجهة هو توزيع بواسون.

توزيع الحوادث النادرة مثل عدد الاخطاء المطبعية في فحة من صفحات عشوائيا من كتاب، او يعتبر هذا التوزيع 
عدد الحوادث المرورية في فترة محدودة...الخ. ويمثل توزيع بواسون النهاية التي ينتهي اليها توزيع ثنائي لما 

 تأكلصغيرة جدا كثيرة الوقوع وهامة، مثل   كبيرة و   والحالات التي تكون فيها      و         
 مادة مشعة، حوادث المرور...الخ. 

عددا منتهيا نرمز     حيث يكون الجداء       و         سنفترض هنا الحالة الحدية حيث تنتهي 
 :  . لدينا  له بـ 

 ( )  (
 

 
)  (   )             

  

  ثابت حيث:  𝛌 نضع
 

 
 

 ( )  
 (   )    (     )

  
(
 

 
)

 

 (  
 

 
)

 

   

 

 

 
   

(   )
    

(   )
    

(     )
     

  
    (  

 

 
)
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 (  

 
 
)    (  

   
 

)

  
    

(  
 
 
)
 

(  
 
 )

  

 نجد من اجل:    فاذا تركنا

 

 
 

 

 
       ( )  

 

  
  (  

 

 
)

   

 
  

  
(  

 

 
) (  

 

 
)   

 لكن: 

   
   

(  
 

 
    بما ان      (   )   (

   
(  

 

 
)      

 ان:  قيمة مثبتة لـ  

 ( )  
 

  
                                   

 هذا هو توزيع بواسون ونكتبه عادة بالشكل الاتي: 

 (   )   ( )  
      

  
  

 ( التوقع الرياضي والتباينخواص) لتوزيع بواسون: ا 

 وعليه : 

 ( )  ∑    

 

   

 
  

  
  ∑    

 

   

 
  

(   ) 
 

       ∑
    

(   ) 
     

 

   

 ∑
  

  

 

   

                             

 ( )     

( ) نجده  (   ) 𝔅في التوزيع الثنائي اما بالنسبة للتباين   n (   )  ، 

 كما يلي:  (  )  نجد ان التباين في التوزيع بواسون                      لما 

    ( )                                                  

𝛔اما الانحراف المعياري هو:                 √  
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λ حيث ا نحتاج الى الثوابت الاحتمالية لهذا التوزيع الثابت الرياضي المعروف. ومع اننا نادرا م       
كالمتوسط الحسابي والتباين، فان متوسط توزيع بواسون من اجل عدد الحوادث في وحدة الزمن هو ببساطة 

وهكذا فثمة اسرة من التوزيعات تماثل التوزيع الثنائي ولكن  ايضا  تباين هذا التوزيع يساوي  ان كما .  المعدل 
 تحمل اسم بواسون.  بوسيط واحد 

    :           معامل الالتواء
 

√ 
 

     :        طحلمعامل التف
 

 
 

  %41وحدات من انتاج الة نسبة انتاجها التالف  41عينة عشوائيا  نأخذ: مثال

 احسب احتمال ان يكون هناك وحدتان تالفتان؟ -

 الحل: 

 :  (   ) 𝕭الطريقة الاولى باستخدام التوزيع الثنائي   - أ

 (   )  ∑   
  (   )   

 

   

     (
 

  
) (   )   (     )                 

 : (  )  الطريقة الثانية باستخدام توزيع بواسون  - ب

 (   )  
      

  
 

      

  
 

   

   
 

 

  
        

  وحدة زمن :   حساب احتمال عدد من الاحداث 

 نجد:   λبـ  λمن وحدات الزمن نعوض   من اجل عدد او مقدار 

 (   )  
         

  
 

λمثال: بفرض ان عدد المكالمات الهاتفية التي تصل الى مركز هاتفي معين تتبع توزيع بواسون بمعدل     
 مكالمات في ثانية ونصف؟7.      احسب احتمال وصول الى في الثانية 

 الحل: 

λ   (   ) 

 (   )  
   ( )        ( )
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 دالة توزيع بواسون هي دالة متناقصة لكون قوه  : التمثيل البياني لتوزيع بواسونe  سالبة، لكونه توزيع
من خلال مدرج الاعمدة، وهذا يصعب ملاحظة سلوك التوزيع الا من خلال  متقطع يرسم تويع بواسون

 λاستخدام عدة امثلة بمعالم متصاعدة بالتدرج، حيث يقترب التوزيع شيئا فشيئا من التوزيع الطبيعي لما 
 والرسوم البيانية تمثل ذلك:  كبيرة بما فيه الكفاية.

)من اليسار الى اليمين( 5الى  2الى  1ة من : سلوك توزيع بواسون عند زيادة المعلم12الشكل 

 

  :الاستخدام توزيع بواسون بدلا من التوزيع الثنائي 

والمتوسط ثابت يؤول الى التوزيع الثنائي الى     يمكن استخدام توزيع بواسون بدلا من التوزيع الثنائي لما 
 نتائج قريبة من التوزيع الثنائي لما:  التوزيع بواسون، عمليا يعطى توزيع بواسون

       و         او     

 ويستخدم بعض الاحصائيين ايضا كشرط لاستعمال قانون بواسون بدلا من القانون الثنائي القاعدة التالية: 

      و       

 :لتوزيع التطبيقات اهم من واحد ان. خاصة اهمية له التوزيع لهذا الاستخدام العملي لتوزيع بواسون 
 لعدد حدود وضع عن الناشئة المعيبة الوحدات كمية عن فكرة تكوين هو الصناعية الدراسات في بواسون

 كثيرة امراض في الوفيات ان اذ الطب في يستخدم كما. المعالجة اعادة او الاتلاف عملية اجراء قبل المخالفات
 الرئة سرطان عن الناتجة الوفيات عدد فمثلا المجتمع في ومستقلة عشوائية حوادث انها على اليها النظر يمكن
في يستخدم ايضا  كمابواسون.  لتوزيع يخضع متغير كمثل المناجم عمال مثل واحدة، مهنية لمجموعة السنة في

لمراقبة  (Microbiologie)الفيزياء النووية لدراسة عدد الجزئيات المنبعثة من مادة مشعة وفي البيولوجيا الدقيقة
تكاثر البكتيريا في حقل تجارب، كما يستخدم في البيولوجيا وحتى في علم الاحوال الجوي. اما في مجال 

بشكل خاص عند دراسة مسائل متعلقة "بظواهر الانتظار" ، ففي هذا النوع من التسيير، يستخدم توزيع بواسون 
يتبع توزيع بواسون. مثل عدد الطائرات التي المسائل كثيرا ما يفترض ان وصول الزبائن الى مكان الخدمة 

تصل الى المطار في وحدة زمن، عدد البواخر التي تصل الى الميناء في وحدة زمن، عدد الحالات الاستعجالية 
 .صفوف الانتظار" بظواهر الوصول"التي تصل الى المستشفى، تسمى هذه الظواهر في نظرية 
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II- :التوزيعات الاحتمالية المستمرة الاكثر استخداما 

II-1-  توزيع لابلاس قوس( التوزيع الطبيعيD.Noemal. D.de laplace-Gausse):  

يعد التوزيع الطبيعي من اهم التوزيعات الاحتمالية الشائعة الاكثر استخداما في الاحصاء، فهناك الكثير من 
التجارب حيث يشكل التوزيع الطبيعي تقريبا جيدا للتوزيع الاحتمالي الناشئ عن تكرار تجربة عددا كبيرا من 

اهر الطبيعية الاجتماعية والاقتصادية. هناك لما له من خصائص تنطبق نسبة كبيرة من الظو  بالإضافةالمرات. 
العديد من المجتمعات الاحصائية التي يتطرق اليها الاحصاء النظري هي مجتمعات طبيعية وقد اتخذ الاحصاء 

من مجتمعات نفترض انها  مأخوذةالرياضي اوسع مدى من التطور مستندا الى دراسة عينات احصائية 
رسي متماثل حول المتوسط وهي صفات التوزيع الطبيعي كما هي في شكل ج يأخذمجتمعات طبيعية. وهو 

 الشكل الاتي: 

 الشكل العام للتوزيع الطبيعي :13الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 نكتب دالة كثافة لمنحنى التوزيع الطبيعي كما يلي: 

 ( )  
 

 √  
      

 
 
 (

   
 

)
 

                  

 (  )   هما التوقع الرياضي والانحراف المعياري على التوالي ونكتب      σحيث 

  :خواص التوزيع الطبيعي 

( ) ان معادلة تابع كثافة التوزيع الطبيعي هي من الشكل:  .1  
 

 √  
      

 

 
 (

   

 
)
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، وهو يشكل   والانحراف المعياري   ونلاحظ ان لهذا التوزيع وسيطين هما الوسط الحسابي )التوقع الرياضي( 
 منحنى متناظرا حول الوسط الحسابي.

 تساوي الواحد الصحيح  (OXمع المحور)  ( ) ان المساحة التي يحددها تابع الكثافة  .2

∫  ( )

  

  

     

                √                   لنضع 
   

√   
                 

 ومنه يمكننا كتابة : 

∫
 

  √    
 

  

  

  
 (   ) 

     

    

    
 

√ 
 ∫     

   
 

√ 
   √   

  

  

  

∫                                  وذلك ان :       

  
    √  

وهي النقطة التي يتمركز عندها التوزيع او يبلغ نهايته     حول ان منحنى هذا التابع متناظر  .3
 العظمى، ثم ينتشر على جانبيها بصورة متناظرة وله نقطتا انعطاف في الموضعين 

يكون انتشار المنحنى   ، ونلاحظ انه من اجل قيم صغيرة لـ       والنقطة         
 . ويأخذ شكلا اكثر انبساطا كلما ازدادت ضئيلا، فيما يمتد الى مسافات ابعد   على جانبي 

 كلها في النقطة نفسها تموضعمقاييس النزعة المركزية الثلاثة: المتوسط والمنوال والوسيط  .0
 تتجمع المعطيات حول المتوسط مع قيم قليلة تقع خارج المجال الذي يحوي ثلاث انحرافات معيارية. .5
 بيعي واحد.لكل متوسط حسابي وانحراف معياري يوجد توزيع ط .0
 لنحدد التوقع الرياضي لمتغير عشوائي يتوزع توزيعا طبيعيا  .0

 ( )     ∫   
 

  √  
    

 (   ) 

     
    

  

  

  

 عندها نحصل على:  

 ( )  
 

 √  
  

  
  

      
  

( ) حيث  ̅وهو عبارة عن تابع كثافة المتغير العشوائي    :. نحدد تباين هذا المتغير وفق الدستور  

 ( ̅)   ∫   

  

  

  
 

 √   
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 لنجري تبديل المتغير  

 √  
 عندئذ يكون لدينا:     

 ( ̅)   
   

√ 
 ∫   

  

  

     
     

  

√ 
 ∫          

  

  

   

 لنحسب التكامل بالتجزئة فنجد: 

 ( ̅)   
  

√ 
 [       

]   ∫     
    

  

  

  

 وبما ان : 

   
    

      
                   ∫     

  

  

   √   

)   ومنه يكون لدينا: ̅ )  .σومنه فان الانحراف المعياري هو      

( OXوالمحور ) ( ) هو عبارة عن المساحة المحدودة بهذا المنحنى       في المجال  xان احتمال ان يقع  
 ، ولحساب الاحتمال ;    حيث         والمستقيمين 

 (     )  ∫
 

 √  

 

 

      
 
 
 
(   ) 

 
     

وفي كل مرة نحتاج فيها الى حساب المساحة او الاحتمال لا بد من اجراء هذه التكاملات الشاقة. والسبب يعود  
الى اختلاف الاوساط الحسابية للمنحنيات وانحرافاتها المعيارية، من هنا جاءت فكرة البحث عن منحنى طبيعي 

وقبل البحث في وهو ما يعرف بالتوزيع الطبيعي القياسي.   مهما اختلفت قيم المتغير العشوائي له شكل واحد 
مفهوم هذا التوزيع، لابد من التعرض لمفهوم الدرجة المعيارية والتي هي عبارة عن قيم المتغيرات العشوائية 

المعيارية، وتعرف بالدرجة المعيارية  غير المقاسة بوحدات القياس المعروفة، وانها مقاسة بالدرجات  المستمرة 
الى متغير   بانها وحدة قياس مستقلة تماما عن وحدة القياس الاساسية، ويتم ذلك بتحويل المتغير العشوائي   

 بالعلاقة التالية:   عشوائي 

   
   

 
  

  4معامل الالتواء يساوي الصفر ومعامل التفرطح = .0
  لقد بينا سابقا ان شكل التوزيع يتغير عندما   عندما يزداد  والتوزيع الثنائي:العلاقة بين التوزيع الطبيعي

والقيم الاكثر تطرفا تصبح اقل احتمالا، ويغدو التطبيق اكثر تناظرا وهذا يحدث مهما كانت قيمة   يزداد 
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شكل هذا  . بينما يكون ، ان وضع التوزيع على طول المحور الافقي وانتشاره عليه يبقى تابعا لـ  
هو منحنى التوزيع المنحنى مستقلا عنها. ان المنحنى الذي يمكن رسمه قريبا جدا من هاته النقاط 

، ويمكن لاي توزيع ثنائي ان يقترب  الطبيعي. وهو المنحنى الذي يسعى اليه التوزيع الثنائي عندما تزداد 
كبيرة بشكل كاف.   وذلك عندما تصبح الى التوزيع الطبيعي له متوسط التوزيع الثنائي ذاته وتباينه. 

وفي الحالة العامة ان التوزيعين  .1.4قريب من   ويسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كون 
(   )              متقاربين اذا تحقق الشرطان  معا فان تقريب التوزيع الثنائي يؤول الى    

 . وهو حالة خاصة من نظرية النهاية المركزية التوزيع الطبيعي
 :عندما العلاقة بين التوزيع الطبيعي وتوزيع بواسون λ فان التوزيع الطبيعي وتوزيع بواسون  ∞ 

لتوزيع بواسون اذا اخذنا مجموعة من المتغيرات البواسونية لها بالنسبة  فالأمريعطيان نتائج متطابقة. 
على متغير يمثل عدد الحوادث العشوائية في مجال زمني كبير  المتوسط نفسه وجمعناها معا نحصل

لمجموع المجالات الموافقة للمتغيرات المختلفة( وهو يحقق توزيع بواسون بمتوسط متزايد. وكما ان مجموع 
عدد من المتغيرات العشوائية المستقلة لها التوزيع نفسه يسعى الى التوزيع الطبيعي عندما يزداد المتوسط، 

وزيع بواسون يؤول الى التوزيع الطبيعي عندما يزداد المتوسط. وفي معظم التطبيقات العلمية يتحقق فان ت
λ) 41هذا عندما يتجاوز المتوسط  (. ان التماثل بين توزيع بواسون والتوزيع الثنائي هو جزء من    

 التقارب الاهم الملاحظ في كثير من التوزيعات الاخرى. 

II -2-الى متغير   ان عملية تحويل المتغير العشوائي  المعياري )القياسي(:الطبيعي  التوزيع  
وانحرافه     ووسطه الحسابي   تقودنا الى توزيع طبيعي قياسي متغيره العشوائي الدرجات المعيارية 

 ويمكن برهانه ذلك رياضيا.  (   )  وترمز له بالرمز     المعياري 

  نعلم ان    
   

 
               بمعنى    

 ( )   (
   

 
)   

 

 
  (   )   

 

 
   ( )     

 ( )    

( )                                           ومنه     

 بالنسبة لمتغير عشوائي يتوزع توزيع طبيعي قياسي مساويا للصفر.  اي ان  

   ( )      (  )                

 (  )   (
   

 
)
 

  (
 

 
)
 

 
 

  
         

( ) ويصبح تابع التوزيع                      
 

√ 
∫     

 

 
       

  
               



 20الاحصاء  في   دروس و تطبيق ات

[67] 
 

    حيث عوضنا  
   

 
   و             

  

 
 

( ) هو:               ومنه يكون تابع كثافة احتمال المتغير   
 

√
    

 

 
    

 لحساب قيمة هذه الاحتمال او المساحة  المعياري او الدرجة المعيارية،بالمتغير     نسمي المتغير العشوائي

 (     )  ∫
 

 √  

 

 

     
 
 
(
   
 

)
 
     

 (   )  الى  (   )  في تابع الكثافة الاحتمالية   الى متغير معياري   نحول المتغير العشوائي  

 التكامل السابق لا بد من تحويل حدود التكامل الى الدرجات المعيارية او المتغير المعياري  ولإيجاد

  يصبح الحد الادنى للتكامل         عندما 
   

 
 

   يصبح الحد الاعلى للتكامل     عندما 
   

 
  

    وان     
  

 
            

 (    )  وبالتعويض في علاقة منحنى الطبيعي نجد  

 (     )   ∫  
 

 √  
    

 
 
   

 

   
 

   
 

     

σبما ان   تصبح العلاقة :   

 (     )   
 

 √  
∫   

 
 
   

   
 

   
 

     

المتغير العشوائي قطر المشمش، فاذا   في مزرعة يتم انتقاء الفاكهة عبر الة تبعا لقطر الفاكهة، ليكن مثال: 
، احسب احتمال ان يكون للمشمشة قطر محصور 1.4وانحرافه المعياري  1.24علمت ان متوسط القطر هو 

                بين 

       الموافقة لـ         الحل: بغرض اجراء هذا الحساب نبحث عن القيم المعبرة 
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 2.4و  4.4محصور بين   يساوي احتمال ان يكون  4و  4.4محصور بين   ان احتمال ان يكون 

 (       )   (         )                        

II -3- الاسيالتوزيعDistribution exponentielle de paramètre     : 

منها مدة خدمة شباك البريد، مدة المكالمة الهاتفية، يستخدم التوزيع الاسي عادة في مسائل متعلقة بقياس الزمن، 
  ل مدة حياة الذرات المشعة قبل انمدة تفريغ باخرة من الشحن، ...وغيرها، يستخدم هذا التوزيع الاسي لتمثي

 ف المجتمع الاصلي.تتفكك، حيث يعتبر الوسيط عن اللحظة التي يبقى فيها نص

فمن الضروري فهم القاعدة العامة لاستخدام التوزيع الاسي لتمثيل مدة حياة ظاهرة ما اذا كانت لها متوسط ثابت 
، اي لا 𝛵لا تتبع اللحظة  Τوكانت هذا الظاهرة لا تخضع للتقادم اي ان مدة حياة الظاهرة بعد لحظة ما  ⁄  

قبل، مثلا قد نستبعد استخدام التوزيع الاسي لتمثيل مدة حياة الة عاملة قبل تتاثر بالمدة التي دامتها الظاهرة 
تعطلها لان احتمال تعطلها في لحظة ليس مستقلا عن المدة التي عملتها الالة من قبل، كذلك الامر بالنسبة 

من خلال تقنيات  لمدة حياة الانسان. اما عمليا تتحقق دقة تمثيل التوزيع الاسي )او اي توزيع اخر( لظاهرة ما
 اختبار الفروض، وبالتحديد اختبار التجانس والتعديل.

، فاذا كان وقوع احداث ما تتبع يمكن ان نشير في الاخير الى انه هناك علاقة بين التوزيع الاسي وتوزيع بواسون
الخدمة ما يتبع هذا التوزيع، فان مدة وقوع الحدثين تتبع التوزيع الاسي، مثال اذا كان وصول الزبائن الى مركز 

والزبون الموالي تتبع التوزيع الاسي. وعليه يمكن استنتاج  Aتوزيع بواسون فان المدة الزمنية بين الوصول زبون 
 : صيغة القانون الاسي

 (   )     ( )    [    
    

  
]   (   )         

( ) دالة الكثافة بين حادثين و  ( ) للزمن باليوم بين حادثين اذن سيكون لدينا  Tبـ  لنرمز   (   ) 
 .  ودالة التوزيع لـ 

 اذن:  (     )   ان يكون الزمن بين حادثين يوم او اقل: لدينا  pلنحسب احتمال 

   (   )     ( ) 

 هو معادل لاحتمال ان يسجل على الاقل حادث في يوم معين:   لاحظ من ناحية اخرى ان  

   (   )            ( ) 
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( )                        ( نستنتج ان          2( و)4من )                 ( )     

 ( )   ( )̀  (      )́  

( ) اذن:                                              

 ملاحظة: اذا كان حدث عشوائي ما يتكرر في الزمن وفق توزيع بواسون: 

  ( )   
(  )     

  
  

 بين حادثين يتبع التوزيع التالي:  Tفان الزمن  

 ( )  {                         
                             

 

عدد حقيقي موجب. ويسمى هذا التوزيع بالتوزيع الاسي ويسمى ايضا بالتوزيع الاسي السالب لعلاقته   حيث 
 بتوزيع بواسون.

 البياني للتوزيع الاسي: التمثيل 10الشكل

 

  

 

 

 

  :خصائص التوزيع الاسي 

 ( )  
 

 
          ( )     

 

  
           ( )  

 

   
                          

 علما ان هذا التوزيع يستخدم مدة حياة الالكترون والتوقع الرياضي 

 
 MTBF. Mean Time)ـ:  يدعى عادة ب 

Between Failure)  معامل الفشل لما:   و معامل 

 ( )   
 ( )

   ( )
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توزيعي قاما وبيتا يمثلان مجموعة واسعة من التوزيعات ذات معلمتين تتميز بمرونة وقدرة على توليد توزيعات 
 .   و  t، و Fبالتوزيعات متعددة حسب قيم المعلمتين، ندرس هذين التوزيعين ايضا لعلاقتهما 

II-0-قاما𝚪  Distribution Gamma  : يستخدم توزيع قاما لتمثيل بعض الظواهر مثل توزيع الدخل
 والادخار تحت شروط معينة.

 عقدية جزؤها الحقيقي موجب بالتكامل المعرف بالشكل التالي:  αبصورة عامة من اجل  ( )Γنعرف التابع 

Γ( )  ∫     

 

 

           ( ) 

 حقيقية موجبة واذا كاملنا بالتجزئة نجد:   وتهمنا هنا الحالة التي تكون فيها 

𝛤( )  (   ) (   ) 

( )𝛤عدد صحيح موجب:     ويؤدي تطبيق هذه العلاقة بشكل متكرر من اجل   (   )    ( ) 

 لكنها ليس صحيحة نجد:         اذا كانت 

𝛤( )  (   )(   )       𝛤( ) 

)𝛤وبصورة خاصة فان       حيث 
 

 
)  ويتضح هذا من خلال التكامل التالي:   √ 

√   ∫    
 
 
   

    ∫    
 
 
   

 

 

  

  

   

 وبفرض             

 
                 

  

√   √ 
 

 نجد: 

√   
 

√ 
 ∫        

 
      

 

 

 

√   𝜞 (
 

 
) 

( 4، ومن التابع المعطى في العلاقة )½ عادة موجبة ومن مضاعفات   وفي الاحصاء النظري تكون اهم قيم 
اعلاه، يمكننا ان نعرف تابع كثافة احتمالي تبرز فوائده في مسائل تتعلق بأشكال تربيعية لمتحولات عشوائية 

 طبيعية وتسمى بالتوزيع قاما)جاما(، ويعطى كما يلي: 
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 ( )   
 

𝚪( )
                           

∫         حسب التعريف لدينا   ( )    
 

 
 

 :من خصائص توزيع قاما ان المتوسط الحسابي و التباين متساويان خصائص توزيع قاما 

 ( )  
 

 ( )
 ∫    

 

 

      
𝛤(   )

𝛤( )
   

 ( )    

 ( ) للتباين اما بالنسبة  

 ( )   (  )    ( )    
 

𝛤( )
 ∫      

 

 

          

 ( )   
𝛤(   )

𝛤( )
     (   ) 

𝛤(   )

𝛤( )
      (   )        

 ( )    

II-5-  توزيع بيتاDistribution Béta :  يتميز توزيع بيتا بمرونته الكبيرة تبعا لقيم معلمته حيث
يستخدم في التوزيع الثنائي وتوزيع فيشر، التوزيع الثنائي السالب وغيرها، ويستخدم لتمثيل بعض المتغيرات التي 

 مثل نسبة التالف او نسبة المبيعات،...الخ. 4و  1بين  تتراوح

اذا كانت  (   )   ، سنرمز لهذا التابع بـ     نقول عن متغيرة عشوائية انها تتبع توزيع بيتا بالوسيطين 
 دالة كثافتها الاحتمالية كما يلي: 

 ( )   
 

 (   )
      (   )                

(   ) او:       
 ( )  ( )

 (   )
     

 ( يساوي الواحد ، وبالاستفادة من العلاقة1,4فوق المجال) ( ) وللتحقق من ان تكامل هذا التابع 

 𝛤( )  ∫      

 
 نكتب:         

𝛤( ) 𝛤( )   ∬  
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 وبأجراء التحويل     

        os                           s n       

 نجد المعين التفاضلي: 

   |
 (    )

 (    )
|   (|

     os              os  s n  

  s n             s n   os  
|)   

      s n   os         os  s n       s n    os   

 وبالتالي: 

𝛤( ) 𝛤( )    ∫ ∫( os  )      (s n )     

 

 

 
 

 

              
       

∫ في التكامل     √  وبوضع               
   

 

 
 

 يصبح على الشكل: 

 ∫       
 

 
    

  

 
 

 

 

 ∫           

 

 

    𝛤(   ) 

 وبالتالي: 

𝛤( ) 𝛤( )   𝛤(   )∫ ( os  )     (s n )     

 
 

 

     

os واخيرا بوضع  s n،       نجد باعتبار   √     (   )   
 

  

    
  

  √ (   )
s n  او       

 

 
    

 
     

 اي ان :  

𝛤( ) ( )

𝛤(   )
    ∫      

 
 

 

 

(   )    
 
   

  

  √ (   )
 

𝜞( )𝜞( )

𝜞(   )
 ∫    (   )     
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∫وبالتالي فان:    ( )  
 

 
   

∫ويسمى تابع التوزيع المتجمع   ( )  
 

 
 غير التام اي ان:  (   )  بتابع  ( )  

  (   )  
𝜞( )𝜞( )

𝜞(   )
 

 باستخدام هاته العلاقة نجد مباشرة: : خواص توزيع بيتا 

𝛤( )𝛤( )

𝛤(   )
 ∫      (   )     

 

 

    

  

𝛤(   ) 𝛤(   )

𝛤(     )  ( )
   ́   

 ومنه نجد: 

   ( )   
 

   
                ( )   

    

(     )(   ) 
  

 كما يلي:                بيتا لما  لتوزيعلكثافة الويمكن تمثيل دالة 

 التمثيل البياني لدالة كثافة لتوزيع بيتا من اجل قيم مختلفة :15الشكل

 

 

 

 

 

 

 

فالتوزيع قاما وبيتا علاقة من التوزيعات المهمة كالتوزيع الاسي وتوزيع كاي مربع/ مثلا ان التوزيع الاسي 
       هو حالة خاصة من توزيع قاما لما 
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 : احسب النسبة المتوقعة للإنتاج التالف والتباين، ادا كانت نسبة الانتاج التالف تتبع التوزيع التالي: مثال

 ( )   { (   )              
                             

 

 وعليه نجد:          لدينا  

   ( )   
 

   
 

 

 
               ( )   

    

(     )(   ) 
 

 

  ( )
 

 

  
 

III-  :السلوك التقاربي لبعض التوزيعات الاحتمالية 

نتناول في هذا الجانب بعض حالات التقارب الذي يحصل بين عدد من التوزيعات الاحتمالية، ونقصد بالتقارب بين 
التوزيع الثنائي وتوزيع بواسون مثلا، ان يعطي التوزيعان نتائج متقاربة بخصوص احتمال معين، مما يعني امكانية 

 معين.  استخدام توزيعين احتمالين)احيانا كثيرا( لحساب احتمال

III-1-لدراسة السلوك التقاربي لمتغيرة تتوزع توزيع ثنائي   :التقارب بين التوزيع الثنائي والتوزيع الطبيعي
 الى اعداد كبيرة.  nعندما تؤول  (   )   

 مرة46مرات، 8مرات، 1يمثل عدد مرات الحصول على صورة عند رمي قطعة نقدية: مرتين،   ليكن   

2 1 0    
¼ ½ ¼    

 

 4 3 2 1 0    
 1/16 4/16 6/4 4/16 1/16    

8 7 6 5 4 3 2 1 0    
0.004 0.031 0.109 0.219 0.273 0.219 0.109 0.031 0.004    

 . في جميع الحالات ومنها يظهر السلوك التقاربي للمتغيرة    ويمكننا رسم منحنيات 
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      التقاربي للتوزيع الثنائي عند : السلوك 10الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

تؤدي الى الحصول على منحنى في شكل جرسي متماثل حول  nان زيادة قيمة من خلال هذه المنحنيات   
 . μالتوقع الرياضي 

.  الملحقة بذات المتغيرة ذات التوزيع الثنائي     (   )  فمن اجل تعميم نعتبر المتغيرة المعيارية   
 الملاحظ في الشكل التالي.  فالسلوك التقاربي 

  : السلوك التقاربي للتوزيع الثنائي للمتغيرة 10الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 وعليه يمكن كتابة: 
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        (   )                  
    

√   
 
   
→    (   )  

يمكن اعتبار التوزيع الثنائي كتقريب جيد للتوزيع الطبيعي، ويعطي  1غير قريب من   كبيرة و   حالة في 
 كبيرة اكثر. ونكتب:   التوزيعان نتائج اكثر تقاربا كلما كانت 

   
   

 (   
    

√   
   )   

 

√  
∫   

  

  

 

 

    

 دة: كقاع 1.4قريب من    مما يسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كون

  4كلاهما اكبر من   و     عموما نعتبر ان التقريب ملائم عندما  
                                

III-2-:يعطي توزيع بواسون نتائج قريبة من التوزيع الثنائي لما   التقارب بين التوزيع الثنائي وتوزيع بواسون
والبعض يستخدم لاستعمال توزيع بواسون بدلا من توزيع الثنائي لما              و      
       و      

* احسب احتمال ان -وحدة من انتاج هذه الالة عشوائيا  41 نأخذمن انتاج الة ما بعد تالفا،  %41: مثال  
 يكون هناك وحدتان.

 (   )      
 (    )(     )       

 بواسون نحسب اولا قيمة المعلمة لاستعمال توزيع       و      لدينا 

λ                

 ( )    
 
 

    

  
 

       

  
)       

III-3-متغيرات عشوائية مستقلة لها نفس التوزيع            لتكن المتغيرات : نظرية النهاية المركزية
  :الاحتمالي بتباين ومتوسط محددين، اذا كانت

                 

   و    (  ) بما ان     تتبع التوزيع الطبيعي لما    فان 
 فإننا نكتب:   √   

   
   

 (   
     

 √ 
   )   

 

√  
∫   

  

  

 

 

   



 20الاحصاء  في   دروس و تطبيق ات

[77] 
 

المتوسط والتباين حتى ولو لم يكن لها نفس    في الحقيقة فان النظرية محققة عندما تكون المتغيرات المستقلة   
نفس التوزيع، مع العلم انه توجد صيغ اخرى لهذه النظرية حيث لا يشترط ان يكون للمتغيرات نفس لها بالضرورة 

  التوزيع الاحتمالي ولا حتى ان تكون مستقلة .

 عشوائية عينة ومتوسط المجموع من كلا أن جدا عامة شروط وتحت المركزية النهاية نظرية وتعرض     
 الجرس شكل تقريبا له توزيعا، المرات من كبير عدد العينات هذه تكرار عند يمتلك ما، مجتمع من مسحوبة
 عينات سحبنا إذا:  التالية المبسطة العبارة في نعرضها المركزية النهاية تتضمنها التي الأساسية الفكرة ولتوضيح
 ، ̅ العينة متوسط توزيع فان محدودان،  المعياري وانحرافه  μ متوسطه مجتمع من nمنها كل حجم عشوائية
  معياري وانحراف    يساوي بمتوسط الطبيعي التوزيع مع يتطابق

√ 
 . ازدادت كلما التقريب قيمة وتزداد  

∑  مع لتتفق النظرية صياغة إعادة ويمكن     
 
∑ توزيع أن فنقول ̅   من بدلا       

 
 أن إلى يسعى     

  √δمعياري  وانحراف    بمتوسط طبيعيا يصبح

 إلى العشوائية المتغيرات من العديد نزوع أولا توضح فهي زاويتين من المركزية النهاية نظرية أهمية وتبدو    
 كبير عدد حصيلة الإنسان طول نتصور أن مثلا يمكن إذ الطبيعي التوزيع هو تقريبية بصورة توزيعها، يكون أن
 بالطول العلاقة ذات الغدد ونشاط( كبير عددها)والمورثات الأم وطول الأب طول مثل العشوائية المؤثرات من

 واقعا لتنتج ، بعض إلى بعضها تضاف العوامل هذه أثار كانت إذا.... الخ والتغذية بأنواعه والمحيط والبيئة
 وهكذا. العشوائية المتغيرات من كبير لعدد كحصيلة الطول اعتبار يمكن فعندئذ الإنسان لطول بالنسبة  معينا
 عن النظر بصرف وذلك الطبيعي التوزيع التقريب درجة على هو الطول ويكون المركزية النهاية نظرية تنطبق
 في يجري ما إذ أكثر ليس لتعليل محاولة بالطبع وهذا.  الطول تحديد في تؤثر التي المتغيرات من أي توزيع
 توضح المركزية النهاية نظرية أن هو حال كل على قوله يمكن ما ولكن ، دقيقة بصورة لنا معروف غير الواقع
 التوزيع هو الاحتمالي توزيعها أن تعتبر والتي حياتنا في نصادفها التي العشوائية المتغيرات من العديد وجود سبب

 .الطبيعي

 التطبيقات مختلف في نصادفه الذي الثنائي التوزيع تقريب المركزية النهاية نظرية على بالاعتماد يمكن كما    
 ويوافق 4 العدد النجاح أو (S)النتيجة يوافق أن على اصطلحنا فإذا. الطبيعي التوزيع من منها الطبية وخصوصا

 المتغيرات من متتالية عن عبارة nلـ المستقلة التكرارات نتائج تكون فعندئذ صفر، العدد( الفشل أو) Eالنتيجة
 هو X النجاحات عدد ويكون صفر القيمة آو 4 القيمة إما Xi يأخذ حيث  X1 , X2,X3, .. …….Xnالمستقلة
 مجموعها أو المتتالية تلك في 4 ورود مرات عدد بالضبط

 .. ,X1 , X2,X3 هي n المستقلة التكرارات نتائج تصبح عندئذ برلوني، توزيع وفق يتوزع Xi أن وبما   
…….Xn ويصبح برلوني مجتمع من عشوائية عينة عن عبارة X المركزية النهاية لنظرية وفقا العينة مجموع 
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 npqيساوي وتباين npبمتوسط الطبيعي التوزيع هو بكفاية كبير nحالة في ـXل التقريبي التوزيع يكون أعلاه
 . تقريبية بصورة Xبالمتغير تتعلق احتمالات لحساب القياسي الطبيعي التوزيع جدول استخدام يمكن وبالتالي

 نفسه المتوسط لها بواسون متغيرات من مجموعة أخذنا فإذا يختلف فالأمر بواسون توزيع اجل من أما    
 المرافقة المجالات مجموع)كبير زمني مجال في العشوائية الحوادث عدد يمثل متغير على فنحصل معا وجمعناها
 العشوائية المتغيرات من عدد مجموع أن وبما متزايد، بمتوسط بواسون توزيع يحقق وهو ،(المختلفة للمتغيرات
 يؤول بواسون توزيع فان المتوسط يزداد عندما الطبيعي، التوزيع إلى يسعى نفسه التوزيع نفس لها التي المستقلة

   المتوسط يزداد عندما الطبيعي التوزيع إلى

 الإحصائي، الاستدلال بمسألة يتعلق المركزية النهاية لنظرية أهمية الأكثر العطاء أن نجد أخرى زاوية ومن   
 التوزيع في النجاح احتمال مثل التوزيعات معلمات حول باستدلال للقيام تستخدم الإحصاءات من فالعديد
 هذه متوسط آو العينة لقياسات مجموع شكل تأخذ الإحصاءات هذه(.  μ)الطبيعي التوزيع ومتوسط Pالثنائي

ذا القياسات  للتوزيع جيدا تقريبا الطبيعي التوزيع اعتبار فيمكننا بكفاية كبيرة nوكانت كذلك الحال كان وا 
 الاستخدامات هذه ورغم إحصائي، استدلال بأي القيام عند إليه الحاجة تمس وهما الإحصاء لذلك الاحتمالي
 على بالبرهان هنا سنكتفي ولذا الرياضيين لغير بالنسبة بالتعقيد يتسم برهانها فان المركزية النهاية لنظرية المفيدة

  :   أن
  

  
 

 
̅    و       خطأ كان كلما التجربة كررنا كلما انه المركزية النهاية نظرية بينت.     
 حيث التجارب لمصممي بالنسبة هامة نتيجة وهي دقة أكثر المتوسط تقدير كان كلما وبالتالي صغيرا المعاينة
 .ذلك تمنع قيود هناك تكن لم ما فيه مرغوب ءشي هو التجربة تكرار أن تبين

خاصة من نظرية النهاية  هي حالة )التقريب الطبيعي للتوزيع الثنائي(-نظرية دي موافرتجدر الاشارة الى     
اعتبارها مجموعا لعدد من المتغيرات المستقلة ذات يمكن  (   )  المركزية، ذلك ان متغيرة تتبع القانون 

 . (   ) التوزيع البرنولي 
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 وتمارين  اسئلة بخيارات متعددة
 كل سؤال هناك على الاقل اجابة صحيحة:  في

امم%86ويييلم إيذوايييلمفيييجم إيةييينم إ سنيييان مم%41فيييجموعويييسام النييييةم إحدي اييينمياتيييرسم إ يحسايييي ماييير  م -1
 . ار نسلم إيةيالم%2ار نسلم إيةنم إ سنانمسامار نسلم إيةنم انييحان 

a- 22%ولم إيذوالمار نسلم إيةنم انييحانمعيىم اللم 
b- 48%ولم إيذوالمار نسلم إيةنم إ سنانمفقطم 
c- 46%ولم إيذوالمار نسلم إيةنم انييحانمفقطم 
d- 22%ولم إيذوالمار نسلم إيةنم إ سنانم سم انييحان.م 

       حادثان من نفس الفضاء الاحتمالي حيث     ليكن  -2
a-  (   )    
b-  تير يلمويحيفايلم  س 
c-  تير يلمونيقذلم  س 
d-  تير يلمويحيفايلمسونيقذلمفجمحف م إسل م  س 

ممممحادثيييييييييييييييييييييان مييييييييييييييييييييين نفيييييييييييييييييييييس الفضييييييييييييييييييييياء الاحتميييييييييييييييييييييالي حييييييييييييييييييييييث:     لييييييييييييييييييييييكن  -3
 (   )          ( )       ( )      

a-  (  ⁄ ) ⁄  ) سمممممممم      )  ممممم    
b-  (  ⁄ ) ⁄  ) سممممممممم      )  ممممم    
c-  (  ⁄ ) ⁄  ) سممممممم      )  ممممم     
d-  (  ⁄ ) ⁄  ) سممممممم      )  ممممم     

 حادثان من نفس الفضاء الاحتمالي حيث:     ليكن  -4

 (   )                   ( )            ( )      

a-    تير يلمونيقذلمم 
b-    تير يلمويحيفايلم 
c- تيرثم كارمم        إتيرثم 
d-  (  ⁄ )  ممممم    

      متغير عشوائي مستمر، فلدينا وهذا مهما كان العددان الحقيقيان   اذا كان  -5
a- مم (   )  ممممم  
b-  (     )  ممممم(     )  
c-  (     )   (     ) 
d-  (   )  ممممم(   )    

 تابع التوزيع هو:  -6
a- هسميييعمويز ارميويوي 
b- ممممم وع فمعيىم 
c- م[0.1]اأخلملاونمفجم إوعيلم 
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d- ونيو مسلييلمإذشيقيقمرسوي 
 :ممقانون احتمال متغير عشوائي -7

a- وع فمكيايمييييعم إيسزاع 
b- وع فمكيايمييييعمك يفنم اتيويل 
c- وع فمكيايمييإيسلعم إ ايضجمس إيييال 
d- و فقميفضيءم تيويإج 

 عددان حقيقيان:   س  متغير عشوائي   ليكن  -8
a- م (    )    ( )  مم  
b- مم   (    )      ( )  مممممم  
c-  (   ( ))  ممممم    
d-          ( )    (

   

 
 م (

مم:مممممالتمرين الاول

( )  تير يلمتاث:مم  س مممممممممممم          ( )           (   ) ممم    

 م     (   )   ;م تنب        ( )         ( ) 

م:مممالتمرين الثاني

 م%28 م%22وصحعمإيعس  بمايضولم ا  مونيهونمإكلموحديمفجم احييجم إاسوجمإيوصحعمهجمعييىم إي يايبمم
م خي حيمعشس  ايمعس ييمولم احييجم إكيجم إاسوجمإيوصحع مم21%

 إحنيينم إو ساينمإتحيييجم إوعايبمفيجم  ا مويمهسم تيويلم لماكسلموعاييم)فاي معايبمصيحيعجلمعيوييم لم 
م%2 م%2 م%4 إ ذثمهجمعيىم إي يابم

م:ممالثالثمالتمرين

سر إيييينمم{                }إيييياكلمإييييراحيم إويةايييي م إعشييييس  جم إويقطييييعم إوعيييي فمعيييييىم إوعوسعيييينممممممم
م تيويإ موعطيةمييإعذلن)يسزاعملسم إتراللم

  {   }     
    (   )     

      وقر  م يي موسعبموتصس ميويويميالم إصف مس إس ترممP ممم{              }  تاث:م

 .تنيبم إيسلعم إ ايضجمس احت  فم إوعاي ي 

م:ممالرابع التمرين 

ميف ضم لم إويةا م إعشس  جماأخلملاويموسعينميويويميقيحسلم تيويلموعطىمييإعذلن:مممممممم

  {   }  (   )
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مم         س      وقر  م يي موتصس ميويويميالم إصف مس إس ترم يمم تاثمم

 م  تنبم إيسلعم إ ايضجمس احت  فم إوعاي يمإيم 
 م ( )          نيحيج

مم:ممالخامس التمرين

ميقيحسلم اتيويلم)ليحسلميسزاعميس نسللم  حزسرموعوسعنم اعر رم إطياعانمممممممم

  {   }  
  

  
     

 م( )     ( ) وقر  م يي مس إوطيسبمتنيبمم تاثم 

م:مالسادس التمرين

( ) إحفيي ضم لمإييراحيمعوييينمزايي مويزحيينميتاييثمممم ( ) سمم      م وايي مهييلعم إعوييينم ييذثمويي   م    
ماو لمعررمو   مظدس م إصس ةمفجم إ واي م إ ذثمم يشكلمونيقل مإاكلم إويةا م إعشس  ج

 سعرمر إنم إك يفنم اتيويإانمإيويةا م إعشس  جم   
 سعرم  ( )     ( ) 
 سعرم اتيويا م إييإان:م  

a- إتصسلمعيىمصس يال  
b- إتصسلمعيىمصس يالمعيىم اللم  
c-   إتصسلمعيىمصس ةمس ترةمعيىم اك  
d- إتصسلمعيىم ذثمكيييي م  

م:السابع التمرين

وي   موييييعينمم6فجمسعي  ميقيلفمهيلعم إقطعينمم  إت فمسممفجمسع مم لطعنمحقسرمويس زحنميتولم إت فمممممممم
مرجم422اكنبمصيتي مم  سح  لبم إسع م إعيسيم إظيه مفجمكلمو ة معيويم لم إتصسلمعيىم إسع 

م إليماتصجمعررم إحعيتي مم إاكلم إويةا م إعشس  جم

 رجمم022ويمهسم تيويلمكنبم 
 م( )     ( )   ( )  تنبم

م:الثامن التمرين

ملاونمتقاقانمييييعمك يفنم تيويلموع فمعيىم إشكلم إييإج:مماأخل لمم إاكلمويةا معشس  جمممممممممم

 ( ) م يي موسعبمkتاثمممممم| |     
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 تررملاونم إ يي م  
 تررميييعميسزاعم إويةا م  

مم:ممتاسعال التمرين

معيىم إحتسم إييإج:مم  إوع فمعيىمم( ) إاكلم إيييعمممممممممم

{
 (    )               

 فاوي عر   لإك       
      

        تاثم

 م  يييعمك يفنم تيويلمإويةا معشس  جم( ) تيىماكسلمم   تررملاونمكلمولم 
 ولم علمم( ) و لميايحايميييعم إيسزاعم    
 يتاثمم   سعرم (    )  

 

 
 

  (  
 

 
) ممممم(

 

 
   

 

 
)  مس

مم:ممالعاشر التمرين

ملاويمطياعانموسعينمير إنم تيويل:مماأخلويةا معشس  جمم إاكلممممممممم

  {   }  
   

  
          

 ممممممممممممميتاثماكسلمإراحيمم تررم صة معررمطياعجم        {   }  مممممم    
 يشاياشافملي لمهلعم إحياعنميييكم إيجماوكلم إتصسلمعياديمييطياقموي  عتنم 

 :عشر حاديالالتمرين 

 يي مم  م)      س إوطيسبميترارمر إنمك يفنم تيويلم إويةا ممΓاييعميسزاعمم  حف ضم لم إويةا مممممممم
موسعبموعطىل

 : عشر نيثاال التمرين

م    س إوطيسبميترارمر إنمك يفنم تيويلم إويةا مم إطياعجم إوعاي يميسزاع إاييعمم  حف ضم لم إويةا مممممم

 :  عشر ثالثال التمرين

م حت  ف م إوعاي يم( )  مسإاكلم ويسنطم إويةا م إعشس  جمم̅كلمإام  

مإاكلم إوعيال:م

  {  
  

|   ̅|
   }      {  

  

|   ̅|
   } 
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م يي م خياي يموسعبممεتاثمم

 م  ي م إعذلنم: 

   ∫ (   ̅) 
 

  

       ∫   
 

  

 

 نيحيج:م  
  {   }   

 

  
 

م80إل مكيلم إرخلم إنحسيمإلأن ةمفجمأترموحيطقم إوويكنماييعميسزاعمطياعجمويسنط مالتمرين الرابع عشر: 
 . والمطلوب:900 مسييياح مأإف

مكييينملاونموعيإةم إيسزاعم اتيويإجمإيرخلم إنحسي. -1

  اتيويل.مكييينمشكلمر إنمك يفن -2

 ؟أإفم60ويمهجمحنينم لأن م إيجماقلمرخيديمعل -3

   ولم إرخسل؟مم0.975ويمهسم إرخلم إليمأللموح م -4

 حلول التمارين:
 d سمa اعيينم إصتاتنمهجم -1
 bسمم aم اعيينم إصتاتنمهج -2
 cم اعيينم إصتاتنمهج -3
 d سمcم اعيينم إصتاتنمهج -4
 dسمbسمم aم اعيينم إصتاتنمهج -5
 cسمbمهج اعيينم إصتاتنم -6
 dسمaم اعيينم إصتاتنمهج -7
 a  اعيينم إصتاتنمهج -8

 حل التمرين الاول: 

  نعلم ان           (   ) حساب : 
 (   )   ( )   ( )    (   ) 
 (   )   ( )   ( )    (   )                  

 (   )      
 استنتاج كل من: م 

  ( )  
 (   )

 ( )
  
 (   )

 ( )
 
   

   
      

  ( )       
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  ( )  
 (   )

 ( )
 
   

   
     

  ( )       

 حل التمرين الثاني: 

   إتير نم إعس بمولم حييجم اإنم اسإى    

  إتير نم إعس بمولم حييجم اإنم إ يحانم    

م إتير نم إعس بمولم حييجم اإنم إ يإ ن     

  حادثة الجورب المعيب هي 

 إوس فقمإيع ينم اخياي م إعشس  جممΩ إعاحنم إوعوسعنم انينانممإفضيء  يشكلميعز ن              لميويم
 سمولممىإعس بمولموعولم احييعجم إاسوجمإيوصحع مفأيمعس بمحخيي عمايرم لماكسلمولم حييجم اإنم لأسإ

مر:م حييجم اإنم إ يحان م سمولم حييجم اإنم إ يإ ن مسييطياقمليحسلم اتيويلم إكيجمحع

 ( )   (   ⁄ )  (  )   (   ⁄ )  (  )   (   ⁄ )  (  ) 
 (  )                (  )             (  )         

مسييإيعساضمفجمعذلنم اتيويلم إكيجمحعر:مم

 ( )                                      
 ( )        

 حل التمرين الثالث: 

  {   }     
    (   )     

  :حساب التوقع الرياضي 

 ̅   ( )  ∑    

 

   

 

محعر:مم سم   سييإيعساضمعلم

 ( )  ∑     
 

  

   

   (   )     ∑     
     

(   )  

(   ) 
 

م يي محعرم:م  سوح م

 ( )  (   )  ∑     
 (

 

   
)
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مإراحيمتنبم حي جم إترم:م

(   )   ∑   
   

  

   

        ( ) 

ملمحعر:م4إحشيقم إعذلنم)

  (   )
     ∑     

 يض ب   إعذلن فج( )   حعر                                                  
  

   

 

    (   )
     ∑     

          ( )

  

   

 

 حضعم
 

   
ملمفحعر:م2سحعسضديمفجم)م  

  (
 

   
) (  

 

   
)
    

 ∑     
 (

 

   
)
 

 

  

   

 

  (
 

   
) (
     

   
)
    

 ∑     
 (

 

   
)
 

 
 

  

   

 

  (
 

   
) (

 

   
)
    

 ∑     
 (

 

   
)
 

  

   

 

    (
 

   
)
  

   ∑      
 (

 

   
)
 

يض ب  إعذلن فج   (   ) حعر                             
 

  

   

 

     [∑     
 (

 

   
)
 

  

   

]  [   ]   

ملمسعيا محعر:م4تنبم إعذلنم)م( ) سعيا م إط فم ااولمولم إعذلنم اخا ةمهسم

 ( )      

  :حساب الانحراف المعياري نجد 

 ( )   (  )  [ ( )]  

 ( )  √ ( ) 

م:م [( ) ] سا:محتنبمم
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(   )    عحرحيمممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممم
     ∑      

   
  
    

محقسةمييشيقيقمهلعم إعذلن:م

  [    (   )    ]́  ∑      
      

  

   

 

  [(   )
     (    )( )(   )

    ]  ∑      
      

  

   

 

  (   )
    [(   )  (    )( )]  ∑      

      

  

   

 

  (   )
    (         )  ∑      

      

  

   

 

  (   )
    (      )  ∑      

      

  

   

      ( ) 

ملمعحرهيمحعر:مxيض بم إعذلنم)*لمفجم)م

     (   )
    (      )  ∑

      
              ( )

 

  

   

 

محعيةم لم:م

 (  )  (   )  ∑      
  (

 

   
)
 

 

 لمييم0ييإيعساضمفجم إعذلنم)

   
محعر:مم  

  (
 

   
) (  

 

   
)
    

(    
 

   
)  ∑      

  (
 

   
)
 

 

  (
 

   
) (
     

   
)
    

(
       

   
)  ∑      

  (
 

   
)
 

 

  (
 

   
) (

 

   
)
    

(
       

   
)  ∑      

  (
 

   
)
 

 

  (
 (        )

(   )  
)  ∑      

  (
 

   
)
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   (   )يض بم إعذلنمفجم

     [       ]  (   )
   ∑      

  (
 

   
)
 

 

 (  )        (   )    
     

∑   (   ) سوح م     
 

  (
 

   
)
 

  (  ) 

 ( )   (  )  [ ( )]       (   )    
        

     

 ( )       (   ) 

 ( )  √     (   ) 

 مممممممممممممتيإنم إويةا م إعشس  جم إويقطع:محعيةمفجم حل التمرين الرابع: 

 ̅   ( )  ∑    

 

   

 

                                         سلإكمال:م nبي   سعيا ماوكلميعساضم

                               

(   )        م                                                                        سيعساض
م   

 ( )  ∑   (   )      

مسإدل محنيخرةم إونيس ة:مم   (   )إحعرم إوعوسام

 

   
                           | |         ∑  

 

   

      ( ) 

مإوي:مم كويماوكلم عييي مهل م إوعوسامترسرمويييإانمهحرنانمامحدي انم نينديمهسم

     
    

   
  

 

    
            إوي                             

محعر:مم(I)  عحرم شيقيقم إعيي ةم

 

(   ) 
  ∑         

 

   

        (  ) 

(   )يسضعمم م:مسيعساضديمحعرم  
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(  (   ))
   ∑     (   )   

 

   

  
 

  
      (   ) 

محعر:ممaييمم(II)يض بمط فجم إعذلنم

    
 

  
      ∑ (   )     

مسوح :مم( )  إط فم ااولمهسم للم

 ( )  
 

 
  

  حساب الانحراف المعياري: هذا بضرب العلاقة رقم(III)  بيx  :نجد 

 

(   ) 
  ∑       

 

   

 

مهيي م إعيي ةمحعر:ممسييشيقيقم

   

(   ) 
  ∑          

 

   

         ( ) 

م لم:م

 (  )  ∑    (   )         ∑   (   )    

(   )سإكلمييعساضم محعر:مVفجم إعيي ةممم   

  (   )

(  (   )) 
  ∑      (   )   

 

   

  
   

  
 ∑      (   )   

 

   

  

محعر:ممaيض بمط فجم إعذلنمفجمم

   

  
   ∑      (   )   

 

   

  (  ) 

 ( )   (  )  [ ( )]   
   

  
  (

 

 
)
 

 
     

  
  
   

  
  

 ( )  
   

  
        ( )  √
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 استنتج     ( )  

  ( )   ( ) 
 

 
 
  

  
( )  

 

 
 

 حل التمرين الخامس: 

  {   }  
  

  
     

  حساب ( )     ( ): 

 إراحي:م

        
  

  
      

  

  
   

محش م إيييعم انج:م

   ∑
  

  
           ( )

 

 

   

 

ملمفحعر:م4ييشيقيقمهلعم إعذلنم)

   ∑
      

   

 

   

  يض ب  إعذلن يي   

     ∑
     

   

 

   

           ( ) 

∑        ممممممممممممممممممممم                       إعذلنم:ممممممممممممممإحشيقمهلع
        

  
 

 
م   

محعرم:مxيض بمهلعم إعذلنم اخا ةمييم

         ∑
      

  
 

 

   

          (  ) 

م:م(Iعحرهيمحعرمولم)م   اسضعم

     ∑
     

  
             

 

 

   

 ∑
    

  
  ( ) 

محعرم:م(( ) )تنبم
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 (  )       ∑
     

  
     [               ]       

 ( )   (  )  [ ( )]            

 ( )          ( )  √  

 حل التمرين السادس: 

  الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي:ايجاد دالة 

م          إويةا م إعشس  جمايسزاميسزاعم حي جم إترالمسزاعمي لم

          (     ) 

 ( )   (   )   (
 

 
)                                  

 سعيا ماوكلميو الم إر إنمكويمايج:م

 ( )   (   ) X 

(
 

 
م0                   (

(
 

 
م1                   (

(
 

 
)                   2 

(
 

 
م3                   (

 

 محساب التوقع الرياضي والتباين للمتغير العشوائي: 

 ( )       (   )      

 ( )      (   )   (   )(   )       

  :ايجاد الاحتمالات التالية 
 :مممممممممممممممممم             إتصسلمعيىمصس يال (   )   ( )        
 إتصسلمعيىمصس يالمعيىم الل:مممم  

 (   )   ( )   ( )                    
 إتصسلمعيىمصس ةمس ترةمعيىم اك  :م  

 (   )   ( )   ( )                    
 إتصسلمعيىم ذثمكيييي :م  
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 (   )   ( )        

 

 حل التمرين السابع: 

 م   س       مو   موعحيع:م0م إسعداليويم لملطعنم إحقسرمويس زحنمفيلم تيويلمظدس مكلمولم 

م          إويةا م إعشس  جمايسزاميسزاعم حي جم إترالمسزاعمي لم

          (     )     
  (   )  (   )            

 :حساب التوقع الرياضي والتباين والانحراف المعياري 

 ( )       (   )    

 ( )      (   )   (   )(   )    

σ( )  √ ( )  √       

 حل التمرين الثامن: 

 اعبم لماكسلمإراحي:مم يييعمك يفنم تيويلمإويةا معشس  جمم( ) تيىماكسلم إيييعم 

 ( )  ∫  

  

  

   | |    

مإكلمإراحي:م

∫   | |
  

  
  ∫       ∫    

  

 
     

 

  
      

  سوح ماكسلمإراحي:مممممممممممممممممممممممممممممممممممممممم
 

 
م

  تحديد تابع توزيع المتغير  : 

 ( )  ∫ ( )  

 

  

 

مإراحي:مم    فولم علم

 ( )  
 

 
 ∫  
 

  

    
 

 
    

 

 
   |  | 
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( ) إراحي:مم   فولم علم  
 

 
 ∫  | | 

  
    

 

 
 ∫      
 

  
 
 

 
 ∫    
 

 
     

   

 
   

 

 
م| |   

مسوح ماكسلمإراحي:م

 ( )  {

 

 
   | |                      

  
 

 
   | |               

 

 حل التمرين التاسع: 

 م   سوح محعرمم     ولم علمم    سمم     رسويموسعبمالمم( )  -4
 اعبم لمييتققم إعذلن:مم -2

∫  ( )     ∫ (    )

 

 

  

  

    (  
  

   
 )    

مسوح ماكسلمإراحي:م

  
   

 
  

   لم إو ييطنمييإعذلنم عذعم يم    حي ان)ولم علمكلم

 
يع فمر إنم تيويلمم( ) فيلممل    )ممل(  

مسإراحيمو ذ:م

(   ) (
 

 
  )  (

 

 
  )          (

   

 
  ) 

مk=2ولم علم

 ( )  {
 

 
(    )                          

                                     

 

 ( )  {

                                             
 

 
(  

  

 
)                   [   ]                
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