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Résumé

Résume
Le but de ce travail est le développement d’une nouvelle théorie de
déformation en cisaillement quasi-3D raffinée pour étudier le comportement en
flexion de poutres FG simplement appuyées soumises aux chargements hygro-
thermo-mécanique non linéaire. De plus, I'influence de I'étirement transversal est
prise en compte dans la présente étude. Les équations d’équilibres sont dérivees
en utilisant le principe du travail virtuel et résolues en utilisant la technique de
Navier. Les resultats obtenus montrent qu'il y a une bonne corrélation des
contraintes et des déplacements non dimensionnels avec ceux obtenus par les
autres théories 3D, Quasi-3D. Ce qui prouve I’efficacité et la précision de la
théorie actuelle. L’étude paramétrique sont fournie et discutée en detail dans cette
these.
L’étude paramétrique a permis de quantifier les termes adimensionnels tels
que la fleche, le déplacement axial, les contraintes et ont mis en évidence ’effet

de charges thermique et d'humidite.

Mots-clés : Matériaux fonctionnellement gradués, Etirement transversal ;
chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire ; comportement en flexion ;

poutres FG.




Résumé

Abstract

The aim of this work is the development of a new refined quasi-3D shear
deformation theory to study the bending behavior of simply supported FG beams
subjected to nonlinear hygro-thermo-mechanical loadings. In addition, the
influence of transverse stretching is taken into account in the present study. The
equilibrium equations are derived using the principle of virtual work and solved
using Navier's technique. The results obtained show that there is a good
correlation of the non-dimensional stresses and displacements with those obtained
by the other 3D, Quasi-3D theories. This proves the effectiveness and accuracy of
the current theory. The parametric study is provided and discussed in detail in this
thesis.

The parametric study made it possible to quantify the dimensional terms such
as deflection, axial displacement, stresses and highlighted the effect of thermal

loads and moisture.

Keywords: Functionally graded materials; Transverse stretching; nonlinear

hygro-thermo-mechanical loading; bending behavior: FG beams.
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Introduction générale

Introduction géenérale

L’allégement des structures et la longévité des structures pour un colt de fabrication
raisonnable est la préoccupation majeure des constructeurs. La réduction de masse et le
comportement mécanique dans un environnement a haute température sont ainsi difficiles a
concilier.

En effet la forte variation de tempeérature et le chargement cyclique alterent leurs
propriétés mécaniques et diminuent considérablement leur durée de vie. Dans ce cas, pour
garantir la sécurité de la structure, des moyens financiers supplémentaires sont a prévoir pour
des interventions réguliéres de maintenance. Face a cette problématique, les matériaux
composites a gradient de propriétés constituent une solution potentielle, pour satisfaire le cahier
de charge. En effet, grace a leurs propriétés matériaux graduellement continues et la présence
de la céramique comme composant, les matériaux a gradient de propriétés (Functionaly Graded
Materials, FGM) sont d’excellentes barrieres thermiques.

Les poutres fonctionnellement graduées (FGM) sont des éléments structuraux constitués
de deux matériaux différents. En raison de leur faible poids et de leur grande rigidité, ces
éléments sont couramment utilisés dans plusieurs industries telles que la construction,
I'aérospatiale, les transports, I'aéronautique et la marine. La prévention des risques peut passer
par la connaissance des caractéristiques mécaniques essentielles pour éviter la ruine précoce
des structures par fatigue ou I’instabilité thermique par flambage assurer une durée de vie
satisfaisante de la structure. L'évolution continue des caractéristiques mécaniques de la surface
inférieure vers la surface supérieure élimine l'interface entre les couches, zone d'accumulation

et de concentration de contraintes.

Soucieux des effets occasionnés par les chargements couplés (mécaniques, thermiques et
d'’humidité) auxquels sont soumises les poutres FGM dans de nombreux domaines
d’application: aérospatial, automobile, aéronautique, génie civil, il est impératif d'étudier la
flexion statique des poutres FG dans ces conditions de chargement. Dans ces applications, les
sandwichs étaient au début de leurs utilisations, constitués de couches isotropes. Avec le souci
d’incorporer davantage de propriétés dans les infrastructures tout en assurant leur légerete, les
matériaux composites sont devenus incontournables pour améliorer et optimiser les propriétes

requises.
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L’avantage de I’utilisation de ces matériaux composites réside dans le bon rapport
poids/rigidité qu’ils offrent en plus de leur multifonctionnalité intégrée. En ce sens, les
composites a fibre, au-dela de leur légéreté et leur bonne rigidité, offrent la possibilité de jouer
sur ’orientation de leurs fibres, pour améliorer la résistance et les propriétés de résistance des
structures. Les structures composites sont congues et adaptées aux domaines spécifiques et aux
sollicitations auxquelles elles doivent faire face en service.

Mais aujourd’hui ce concept de matériaux a gradient de propriétés retrouve un regain
d’intérét dans 1’ingénierie grace a la flexibilité qu’il offre dans le controle de la microstructure
et de la texture des composites. Avec ce nouveau concept, il est devenu plus simple d’adapter
les propriétés du matériau aux sollicitations et proposer des modeles robustes pour étudier le
comportement de ces matériaux.

Ce travail a pour but d’enrichir les théories existantes et de développer une nouvelle
théorie raffinée a deux variables pour 1’étude du comportement mécanique des poutres FG
soumises a un chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire.

La présente these est articulée autour de cing chapitres :

Le premier chapitre manuscrit une présentation des matériaux composites et les
matériaux fonctionnellement gradués allant de leur fabrication ou les concepts de base
nécessaires a la compréhension des mécanismes mis en jeu lors de 1’élaboration sont présentés

jusqu’aux mécanismes d’endommagement de ces matériaux.

Le second chapitre présente les modéles existants avec les différentes formulations de
la théorie de 1’¢lasticité ou des modeles théoriques qui en dérivent (théorie des poutres, des
plaques et des coques) pour analyser le comportement mécanique et définir la conception de

ces structures.

Le troisieme chapitre est consacré aux travaux récents dans le domaine dédié aux
comportements statique et dynamique des matériaux FGM. Une lecture générale de leurs

principes de base et leurs hypothéses sont aussi discutées.

Le quatrieme chapitre présente la formulation mathématique proposé, décrivant le
comportement d’une poutre fonctionnellement graduee, soumise a un chargement combiné

hygro-thermo-mécanique non linéaire a l'aide d'une nouvelle théorie de déformation de

e
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cisaillement raffinée quasi-3D, Afin d'étudier le comportement en flexion des poutres FG
simplement appuyées

Le cinquiéme chapitre, plusieurs exemples numériques concernant I’analyse de la
flexion de poutre FG sous des sollicitations hygro-thermo-mécaniques combinées sont
présentés et discutés afin de Vérifier I'exactitude de la théorie proposée. Ou nous avons obtenu
des courbes représentant I'efficacité de cette théorie

Enfin, une conclusion générale relative a la recherche effectuée incluant des perspectives
pour des travaux futurs.
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I.1. Introduction

Dans le développement de nouveaux matériaux, on s'efforce souvent d'atteindre
I'nomogénéité des caractéristiques du matériau. Les efforts visant a uniformiser la
composition chimique, la structure et la texture ont entrainé le progrés continu de la science et
de la technologie des matériaux. Cependant, ces dernieres années, a mesure que les
environnements dans lesquels les matériaux sont utilisés deviennent plus exigeants, il existe
fréquemment des cas dans lesquels les matériaux homogénes conventionnels ne peuvent pas
résister a des environnements séveres. Par exemple, dans les applications aérospatiales telles
que les turbines et les chambres de combustion, il n'y a pas de matériau homogeéne approuve
qui peut résister aux températures dominantes (jusqu'a 1800°C dans les chambres de
combustion) & un niveau de contrainte utilisable. Pour répondre au besoin croissant de
matériaux industriels, des études ont également été menées pour concevoir des composites
non homogeénes, tels que des matériaux enrobés et assemblés. Ces composites inhomogenes se
caractérisent par des caractéristiques différentes sur des surfaces ou des piéces séparées, et ont
donc deux fonctions différentes ou plus dans le matériau donné. Malheureusement, cependant,
ces matériaux possédent des limites nettes, dont I'existence se traduit souvent par divers
comportements indésirables causés par les discontinuités des caractéristiques physiques et
chimiques a la frontiere. La séparation des limites dans un matériau revétu due a une

contrainte thermique est un exemple typique de tels inconvénients [1].

Le monde industriel en perpétuel développement est a la recherche continue de
perfection. Cette évolution ne peut se concrétiser sans une avancée technologique qui met a la
disposition de I’industrie les résultats d’études et de recherches scientifiques permettant de
concevoir des procédés innovants pour le développement industriel. Le domaine des
matériaux est considéré comme un axe de recherche trés important et fondamental pour tout
développement industriel, car toute piece, tout composant sont a la base un matériau et

innover dans cette discipline, c’est révolutionner le monde de 1’industrie.

Dans les années 1980, dans le but de développer des matériaux résistants aux contraintes
thermiques pour les applications aérospatiales, un nouveau concept de matériaux a éte

proposé pour traiter le probléeme des frontieres [2,3].

C'est-a-dire qu'un revétement céramique sur métal ou un matériau joint céramique/métal

a texture continue a été développé afin d'augmenter la force d'adhérence et de minimiser la

e
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contrainte thermique pres de la frontiere céramique/métal. Ce nouveau type de matériau est

appelé "matériaux a gradient fonctionnel” (FGM).

I.2.  Notions de matériau composite

Définition Selon le dictionnaire Larousse, une définition de matériau composite peut
s’énoncer ainsi : Matériau formé de plusieurs composants élémentaires dont I’association
confére a I’ensemble des propriétés qu’aucun des composants pris séparément ne possede.
Une pléiade de matériaux réponde a ce critére et sont par suite catalogués dans la vaste
famille des matériaux composites. Dans la majorité des cas le matériau est composé de deux
phases : des renforts mouillés par une matrice. Les renforts assurent la tenue aux efforts
mécaniques de la structure : ce sont souvent des fibres, longues ou courtes. La matrice quant a
elle permet de répartir les contraintes sur les renforts, elle garantit la géométrie de la piéce et
peut aussi conférer au matériau des qualités telles que la résistance au feu, des travaux

numeériques a eté menes sur ce sujet dont [4].

I.3. Dégradation des matériaux composites

De nombreuses campagnes expérimentales ont été menées pour observer et caractériser
la dégradation des composites depuis I’apparition de microfissures a I’interface fibre matrice
jusqu’a la rupture brutale des fibres, certaines sont rapportées notamment dans [5-9]. De par
sa structure multi-échelle (fibre, couche, empilement), la dégradation d’un composite est
susceptible de se produire a plusieurs échelles. Les mécanismes majeurs de rupture identifiés
expérimentalement sont classifiés ci-aprés. La rupture finale de la structure est ainsi la
synthése de plusieurs mécanismes d’endommagement qui interviennent successivement ou en
concert a I’échelle de la fibre et a 1’échelle du pli pour aboutir a la rupture de la

macrostructure.

.4, L’endommagement a I’échelle de la fibre

On distingue trois principaux mécanismes d’endommagement a I’échelle de la fibre,
longueur caractéristique ~ 10—5m :

- L’endommagement diffus dans le pli : des microfissures apparaissent dans les couches
et conduisent a des décohésions a I’interface entre les fibres et la matrice (figure 1.1) ;

- Le micro délaminage : des microfissures apparaissent dans la zone riche en résine
entre deux plis, initiees par les fissures transverses qui créent des concentrateurs de

contraintes au niveau de I’interface (figure 1.2) ;
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Figure I. 1 : La rupture des fibres

B T L

Figure I. 2 : Délaminage

I.5. L’endommagement a I’échelle du pli
On répertorie deux mécanismes d’endommagement remarquables a 1’échelle du pli,
longueur caractéristique = 10—4m :
- Le delaminage (Figure 1.3) correspond a un décollement de deux couches entre elles :
les plis se détachent, les efforts ne sont plus repris que par certains plis : a ce moment la
structure est considérée comme totalement ruinée.
- La fissuration transverse est une macro-fissure qui se développe dans le pli,
parallélement aux fibres (Figure 1.4) : elle apparait par un mécanisme de percolation des

microfissures sous-jacentes a I’endommagement diffus ;
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Figure I. 3 : La décohésion des fibres et de la matrice

e

Figure 1. 4 : Fissuration transverse

Enfin, cette discontinuité des propriétés matérielles a travers D’interface des
constituants de ces matériaux composites, provoque des concentrations de contraintes sous
des chargements mécaniques ou dans un milieu thermique ultra-chaud, la différence relative
du coefficient d’expansion thermique provoque des contraintes résiduelles importantes. A cet
effet, le concept du matériau fonctionnellement gradués (Functionally Graded Materials «
FGM ») est introduit pour satisfaire la demande dans un environnement ultra chaud et aussi
pour éliminer les contraintes singulieres [18].

I.6. Matériaux a gradient fonctionnel (FGM)

Une nouvelle catégorie de matériaux composites est apparue, il s’agit des matériaux
fonctionnellement gradués ou (Functionnally Graded Materials FGM), Ces types de matériaux
possedent des propriétés souhaitables pour des applications spécifiques, en particulier pour les
avions, les véhicules spatiaux, l'optique, la biomécanique, I'électronique, la chimie, la
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mécanique, la construction navale et d'autres structures d'ingénierie soumises a une

concentration de contraintes, a des contraintes thermiques et residuelles élevées [14].

Ces matériaux ont une microstructure et une composition qui varie graduellement et
continuellement de maniére a optimiser les performances mécaniques et thermiques de la
structure qu’ils constituent (Figure 1.5). L’idée d’intégration des fonctions désirées deés la
conception, au cceur méme de la matiere les rend des matériaux intelligents. Les applications
spécifiques et les conditions environnementales conduisent a choisir chaque interface, ainsi du
point de vue de leur potentiel d’application, ces matériaux possédent de multiples avantages :
amelioration en termes de rigidité, tenue a la fatigue, résistance a la corrosion ou conductivité
thermique [10].

En plus d’avoir une gradation des propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de
moduler des performances telles que la réduction des contraintes locales [11,12]. Ou encore
I’amélioration du transfert de chaleur [13]. L'émergence de matériaux fonctionnellement
gradués (FGM) qui combinent les meilleures propriétés de ses matériaux constitutifs (par
exemple, la céramique et les métaux) est considérée comme une alternative a certaines classes
de structures aérospatiales exposées a un environnement a haute température. Les FGMs sont
caractérisées par une transition graduelle d'un matériau a un autre, évitant ainsi les contraintes
de cisaillement d’interface élevées et le probleme de délaminage qui persiste dans les
composites stratifiés. Avec l'utilisation accrue de ces matériaux, il est nécessaire d'étudier les
caractéristiques dynamiques des structures constituées de FGMS [15]. L'objectif était de
fabriquer le corps a partir d'un matériau ayant une résistance thermique et des propriétés
mécaniques améliorées en changeant progressivement les compositions pour résister a une

difference de temperature séveére de 1000 ° C.

Actuellement, la plupart des activités de recherches et de développements dans les
applications structurales se sont concentrées principalement sur secteurs de joindre deux
constituants de base, la céramique et le métal. Beaucoup d'avantages sont prévus d'employer
cette classe du FGM, par exemple, la face avec le contenu est élevee en céramique peut
fournir haute résistance a l'usure, alors que la face opposée ou le contenu est élevé en métal
offre la haute dureté et la force. Ainsi, de tels matériaux seront tres souhaitables pour des
applications tribologiques ou la résistance a l'usure et la dureté élevée sont requises

simultanément [17].
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~——

Figure 1. 5 : Une plaque fonctionnellement graduée

Les FGMs peuvent également fournir une barriere thermique et peuvent étre utilisées
comme revétement a haute résistance aux rayures et a réduction des contraintes résiduelles
[19]. De méme, les FGMs peuvent étre utilisées comme interface de liaison & haute résistance
pour connecter deux matériaux incompatibles [20]. La figure 1.6 illustre la variation possible

des propriétés des composites conventionnels par rapport aux FGM [21].

@ PhaseA
LR R R  Ea T a
@ FPheseB seseee +eee e
L B tr e e
e AT tey 2%
L Al
— Property A
—— Property B
—— Property C
Thickness Thickness Thickness
Conventional Single FGM Double FGM
Composite

Figure 1. 6 : Variation des propriétés des composites conventionnels et des FGM

I. 7. Bref historique sur (FGM)

Le concept des "Matériaux fonctionnellement gradués" a été développé dans le
laboratoire national d'aérospatial de Sendai dans une université Japonaise sur I'lle de Honshii
au Japon en 1984 par M. Niino et ses colléegues dont le but de réaliser un engin spatial dont un

revétement pouvant résister & des conditions thermiques tres sévéres. L'idée est alors de
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concevoir un matériau ayan d’excellentes propriétés mécaniques et qui peut répondre a des
exigences environnementales dans les structures spatiales et les réacteurs a fusion. Le résultat
est I’obtention d’un matériau avec une gradation continue dans la direction de 1’épaisseur,
passant d’une face totalement métallique vers une face totalement céramique [17, 22].

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la
technologie de base pour développement des matériaux fonctionnellement gradués et I'étude
de la relaxation des contraintes thermiques”. L'intérét du projet est de développer des
matériaux présentant des structures utilisées comme barriére thermique dans les programmes
aerospatiaux. 17 laboratoires nationaux de recherche, des universités et des entreprises ont été
engagées dans ce projet [23,18].

A la fin de la premiére étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des
petites piéces expérimentales (1-10 mm d'épaisseur et 30 mm de diametre) pouvant résister a
des températures maximales de 2000K (température de surface) et a un gradient de
température de 1000K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer les matériaux
présentant un gradient de composition et de structure. Les techniques utilisées dans la
fabrication de tels matériaux sont les suivantes :

> Le systéeme SiC/C par Le dép6t chimique en phase vapeur (chemical vapor deposition
C.V.D)

Le systéeme PSZ/Mo par la technique de la compaction seche des poudres,

> Le systeme TiB2/Cu par synthése par auto-propagation a haute température,

> Le systeme (Ni-Cr-Al-Y) /(ZrO2-Y203) par projection plasma a double torches.

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des piéces de tailles plus
grandes et de forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiéere étape.
Pendant les années 90, non seulement les champs d'applications des FGM s'est développé pour
les matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s'est aussi €largi a d'autres
applications : biomeécaniques, technologie de capteur optique.

En 1990-1991, c’est la réalisation des piéces de tailles plus grandes et de forme plus
complexes avec d’autres applications : Biomécaniques, Technologie de capteur,
Optiques...etc. [24].

En 1992, c’est la période de I’amélioration de I’efficacité des FGM dans la conservation
d’énergie photoelectrique, thermoélectrique, thermonucléaire [25].
A partir de ces résultats, un nouveau projet national intitulé « recherche sur les

matériaux pour la conservation de 1’énergie avec le plan fonctionnel gradient de structure »,
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communément dénommé « FGM partie 11, a été lancé en 1993, pour la promotion de la science
et technologie. Ce programme vise a s’appliquer la technologie des FGM dans le but

d’améliorer I’efficacité de la conservation de 1’énergiec comme I’énergie solaire, nucléaire,

photovoltaique, thermoélectrique [18].

I.8. Domaines d’applications des matériaux fonctionnellement gradués (FGM)

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués est applicable dans des nombreux
domaines, comme il est illustré dans la figure 1.7 1l a été initialement congu pour I’industrie de
I'aéronautique, ou les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires telles que la
conductivité et 1’isolation thermique dans un matériau. Actuellement, ils permettent la
production des matériaux légers, forts et durables, et ils sont applicables dans un large

intervalle des domaines tels que les matériaux de construction, matériaux de conversion

d'énergie, nucléaire et semi-conducteurs [13].
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Figure 1.7 : Les principaux domaines d’application des FGM.

1.9. Propriétés effectives des matériaux a gradient fonctionnel

Les FGMs sont trés hétérogenes, il sera tres utile de les idéaliser comme continua avec
leurs propriétés mécaniques varient continment par rapport aux coordonnées spatiales. Les
schémas d'homogénéisation sont nécessaires pour simplifier leurs microstructures hétérogénes
complexes afin de les analyser d'une maniere efficace. Des solutions fermées de certains
problemes fondamentaux de la mécanique des solides peuvent étre obtenues par cette
idéalisation et aussi il aidera a I'évolution et le développement de modéles numériques des
structures faites par les FGMs. Il est a noter que la répartition de matiere dans les structures

des FGMs peut étre congue pour diverses spécifications spatiales.
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Un FGM typique représente un composite de particules avec une distribution prescrite
des fractions de volume des phases constitutives. Les propriétés des matériaux sont
géneralement supposees suivre une gradation a travers I'épaisseur d'une maniere continue.
Deux types de fraction volumique (variations/gradations) sont populaires dans la littérature
qui couvre la plupart des modeles analytiques existants :

1. Une variation par morceaux de la fraction volumique de la céramique ou du métal est

assumée, et le FGM est pris pour étre posé avec la méme fraction volumique dans

chaque région, c- a-d couche quasi-homogéne de céramique-métal (figure 1.8.a);

2. Une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal est

assumé (figure 1.8.b), et la fraction volumique du métal peut étre représentée comme

une fonction de coordonnées suivant 1’épaisseur (z) [26].

(a) (b)

Figure 1.8 : Modg¢le analytique pour une couche d’un matériau

a gradient fonctionnel.
I.10. Techniques de fabrication des matériaux a gradient de propriétés
a) Procédé de poudre séche

PM (powder metallurgy) est une technologie apparente pour la fabrication du FGM
et elle est de plus en plus utilisée pour créer des gradients sur les matériaux. Cette méthode est
appropriée pour la fabrication du FGM utilisant des matériaux solides. Ici la technique est
utilisee pour produire des matériaux a gradient de propriétés en trois étapes de base a savoir :

le pesage et le mélange de poudre en fonction de la répartition spatiale de précongue comme
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dictée par l'exigence fonctionnelle, d'empilage et de damage des poudres pré-mélangées, et
enfin, le frittage comme illustré a la figure 1.9. La méthode de métallurgie des poudres est
I'une des techniques les plus couramment utilisées en raison de son contrdle de la grande,

plage de la composition, la microstructure et la capacité de mettre des formes [27, 28, 29].

Technique de la métallurgie despuD

Céramigque Métal

¥

Empilage

Couche par couche, pour former un produit
compact vert, i hasse pression

kL 4

Compression

Presse hydraulique i la température
ambiante

L 4

Frittage sans pression

L 4
h J

Finition

Figure 1. 9 : Organigramme de technique de la métallurgie des poudres

Pour la production des FGM
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b) Coulage Séquentiel en Barbotine (Slip Casting)

Le coulage en barbotine est une poudre basée sur une méthode de mise en forme
traditionnelle appliquée dans I'industrie céramique. En général le coulage en barbotine est un
procédé de filtration ou la poudre suspendue est versée dans un moule en platre poreux. En
raison des forces capillaires résultantes le liquide élimine la suspension et les particules de
poudre sont forcées vers les parois. Le gradient sera formé en changeant la composition ou la
taille des grains de la suspension de poudre appliquée pendant la procédure de coulée en
barbotine. Cette technique nécessite également I'étape ultérieure de consolidation, ou la
poudre est densifiée (frittée) et une structure de gradient de propriétés FGM sera produite
[30].

c) Coulage centrifuge (centrifugal casting)

La force centrifuge peut étre utilisée pour créer une composition de gradient dans une
masse fondue métallique qui contient une autre phase solide. En général, la fabrication du
FGM par le procédé de centrifugation est classée en deux catégories en fonction de la
température de fusion de la particule de renforcement (Figure 1.10). Si le point de fusion est
significativement plus élevé que la température de traitement, la particule de renfort reste
solide dans une matrice liquide.

Cette méthode est appelée la méthode particule-solide centrifuge (CSPM). Le
renforcement sélectif de la surface du composant obtenue par les résultats CSPM une
résistance a l'usure plus élevée dans la surface extérieure ainsi que le maintien de haute
ténacité en vrac. D'un autre c6té, si le point de la particule de renfort de fusion est inférieur a
la température de traitement, la force centrifuge peut étre appliquée au cours de la

solidification a la fois a la particule de renfort et a la matrice [17].
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Figure I. 10 : Représentation schématique du : (a)- procédure de coulage centrifuge Horizontale

(b)- Le produit final obtenu (Al : haute ténacité et SiC: résistance a 1’usure élevée) [29].
d) Coulage en bande

Le procédé de coulée de bande est représenté sur la figure 11.6. L’épaisseur de la
bande coulée est généralement comprise dans l'intervalle de 25 um et 1 mm (Figure 1.11). Les
bandes minimales inférieures a lum pourraient étre produites. Les différentes étapes de
coulage en bande sont :

1. élaboration de la matiere qui contient de I'eau, des particules de poudre et de liant,
2. le séchage du corps vert ou de la bande,
3. la consolidation de la matiére dense de band.

Afin d'obtenir un FGM des bandes ou des différents composites ont été préparés ; des
unités carrées ont été coupées a partir des bandes vertes qui ont ensuite été placés les uns sur
les autres.

Les bandes d'épaisseur appliquée est de l'ordre de 200um. La densification de la
bande est obtenue par frittage. Gradients superposés des matériaux en metal-céramique et
céramique-céramique sont produits par la coulée de bandes de composition différente et de
laminage subséquent. (Dumont 2001) ont fabriqué un FGM en MoSi2/Al203 avec des teneurs
en alumine variant de 20 a 80% mole en utilisant une combinaison de coulage en bande et la

réaction autoentretenue a haute température (SHS).

-17 -



Chapitre | Généralités sur les matériaux composites et les
matériaux fonctionnellement gradues FGM

Aprés déliantage, les échantillons verts ont été mis a feu a une température
ambiante. Les réactions de combustion ont été effectuées sous une charge faible pour

améliorer la densification de composition progressive des composites [31].

Lame de coules

Bande coulée

Figure I. 11 : Systeme de processus de coulage en bande [29]

e) Pressage a chaud

La zircone stabilisée par I'yttria (YSZ) et le nickel 20 chrome (NiCr) sont les deux
matériaux combinés en utilisant YSZ-NiCr FGM inter-couche via la méthode de pressage a
chaud (Li 2003). A I'étape initiale du traitement, la poudre YSZ et NiCr ont été mélangés dans
la boule fraiseuse pendant 12 h avant d'étre empilés couche par couche en graphite filiére
revétue de nitrure de bore. Cette étude applique le concept de dégradation progressive en
disposant la composition de chaque couche pour étre en pourcentage désiré. Le pré-
compactage de chaque couche a été réalisé sous une pression inférieure avant de stocker la
couche adjacente sous une pression supérieure (10 MPa) pour assurer la distribution de
composition exacte dans les couches. La jonction de YSZ-NiCr qui a été effectuee a 1200°C
pour 1h présente une bonne stabilité thermique et une résistance a I'oxydation jusqu'a 1000 °C
avant d'initier la fissure [27][33][32].

f) Processus de frittage

La gradation qui a été effectuée dans la poudre compacte doit étre préservée au cours
du processus de frittage ou de consolidation. Certaines des poudres métalliques légéres, tels
que le magnésium et I'aluminium aura tendance a réagir avec I'oxygéne et de se disperser dans

I'atmosphere qui doit étre évitée afin d'obtenir des matériaux appropriés qui en résultent. Le
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procedé de frittage est réalisé en méme temps que le processus de compactage si le FGM est
préparé au moyen du traitement de pressage a chaud. Cependant dans le processus de pressage
a froid, le procédé de frittage est effectué seulement aprés que les poudres ont été compactés
[34][32].

g) Processus d’infiltration

Infiltration est le processus pour lequel le fluide sur la surface précipite dans le sol.
Ce processus est dirigé soit par la gravité ou la force d'action capillaire. Le taux d'infiltration
et dépend des caractéristiques du sol tels que la capacité de stockage, le taux de transmission a
travers le sol et la facilité d'entrée. Le taux et la capacité du processus d'infiltration peuvent
étre controlés en ajustant certains parametres, y compris la texture du sol, les types de
vegétation et de la couverture, la teneur en eau dans le sol, la température du sol et de
I'intensité des précipitations. Comme le processus commun pour la mise en forme du moule
est le chauffage de la poudre a une température qui est supérieure a la phase liquide. D'apres
la littérature, il existe un nombre limit¢é de mise en ceuvre du processus d'infiltration. La
méthode d'infiltration a été mise en place pour le traitement des FGM depuis de nombreuses
années auparavant. Un gradient de composition Al-SiCp a été fabriqué avec succes en
utilisant la méthode d'infiltration sans pression au début de la derniére décennie. Il a été
indiqué que la conductivité thermique du FGM produit de plus en plus tendance non linéaire
tandis que la fraction volumique de I'élément en céramique diminue [35][32].

h) Projection thermique

La projection thermique est une technique pour laquelle une structure est revétue de
matériaux fondus a travers d’un processus de pulvérisation. Concernant le processus avec la
préparation FGM, les matiéres fondues seront les matériaux a gradient variés qu’ont construit
des couches de revétement. Dans ce procédé, le précurseur de revétement est chauffé
électriguement ou chimiquement. Un des avantages de l'utilisation de cette technique est que
ce revétement peut fournir des revétements épais (20 um to mm). En 2002, trois types de
revétements a gradient de propriétés de barriére thermique (TBCs) ainsi que des revétements
en double avec la méme résistance thermique ont été congus dans le but d'étudier le

comportement thermique a la rupture des structures FGM [32].
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I.11. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel « FGM » consistent en I’association de deux ou
plusieurs matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une
transition idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des
porosités entre ces matériaux de manicre a optimiser les performances de la structure qu’ils
constituent [36].

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures
non uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace. Un des parameétres clé a
déterminer lors de la fabrication de ces matériaux est la composition multi-phase a travers
I’épaisseur. La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la

loi des mélanges correspondant au modele de Voigt.
P = i:]_PiVFi (1.1)

Ou Pi et Vi sont respectivement les propriétés du matériau et la fraction volumique du
matériau constitutif i avec la somme des fractions volumiques de tous les matériaux

constituants donne 1’unité 1 :
D Ve=1 (1.2)

Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont a deux constituants : de la céramique et

du métal inoxydable en général (Figure 1. 12). Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit a :
P=PV.+PV,, (1.3)
V 4V, =1 (1.4)

Un FGM peut étre définie par la variation des fractions de volume. La plupart des
chercheurs emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction
sigmoide pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre
assez dures a I’intérieur pour résister a la rupture, et également assez dures a I’extérieur pour

empécher 1’usure.
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z
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Figure I. 12 : Géométrie d’une poutre FGM

Les coordonnées x et y definissent le plan de la poutre, tandis que 1’axe z origine a la
surface du milieu de la poutre et dans le sens de 1’épaisseur (Figure 1. 13). Les propriétés du
matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les faces supérieures et

inférieures sont différentes. Ils varient de fagcon continue, suivant 1’épaisseur (I’axe z), soit :
E=E(z) et v=v(z) (1.5)

Jin and Batra [37], Ziou et al. [38] ont indiqué que ’effet du coefficient de poisson sur les
déformations est négligeable comparativement a celui du module de Young. Par conséquent,
le coefficient de Poisson peut étre supposé comme constant. Cependant, Le module de Young
dans la direction de 1’épaisseur de la poutre FGM varié en fonction de la loi de puissance

(PFGM), la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

I.12. Propriétés matérielles de la poutre P-FGM

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance

comme suit :

z+h/2Y
V(z)= T (1.6)

Ou p est un parametre materiel et h est 1’épaisseur de la poutre. Une fois la fraction
volumique locale V(z) a éte definie, les propriétés matérielles d’une poutre P-FGM peuvent

étre déterminées par la loi des mélanges :

E(z)=(E.-E, V (z)+E, (1.7)
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Ou Ec et Em sont respectivement les modules de Young de la surface supérieure
(z=+h/2) et de la surface inférieure (z = -h/2) de la poutre FGM.

0,6 —

=

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
fraction volumique

Figure 1. 13 : Variation de la fraction volumique a travers 1’épaisseur P-FGM
La variation de la fraction volumique dans la direction d’épaisseur de la poutre P-FGM
est représentée sur la (Figure 1. 13). Il apparait clairement que cette derniére change
rapidement prés de surface inférieure pour P < 1, et augmenté rapidement pres de la surface

supérieure pour p > 1.
I. 13. Propriétés matérielles de la poutre S-FGM
Chi et al [39] ont défini la fraction de volume de la poutre FGM en utilisant deux

fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes

les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies par :

p

Vc(z):% h/hZ/+22 pour : —%SZ <0 (1.8a)
Vm(z):l—% h/hz/_ZZ pour: 0<z S% (1.8b)
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En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut étre

calculé par

E(z)=V,.(2)E +[1-V (2)]E, pour:—%gz <0 (1.9a)

E(z)=V,(z)E,+[1-V,(z)]E, pour:0<z s% (1.9b)

La (Figure I. 14) montre que la variation de la fraction volumique définie par les
équations (1-7a) et (1-7b) représente les distributions sigmoides, et cette poutre FGM est
appelée (Poutre SFGM).

0,6 —

0,4 —

0,2 H

< 0,0

N

-0,2

-0,4 -

-0,6 " . " . " . " . " ’ T ' T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
fraction volumique

Figure 1. 14 : Variation de la fraction volumique a travers 1’épaisseur (S-FGM)

I. 14. Propriétés materielles de la poutre E-FGM

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme [40].

E(z)=E,>""? (1.10a)

1, (E,
B:FIn(E j (1.10b)
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La variation du module de Young a travers I’épaisseur de la plaque E-FGM est

représentée sur la (Figure 1. 15).

Eef—— 1

E(z) | -

Em 4 =™

T T T T T T 1
05 04 <03 02 -01 ] 0.1 0z 0.3 0.4 0.5

zh

Figure 1. 15 : Variation du module de Young a travers 1’épaisseur (E-FGM)

. 15. Conclusion

Avec la naissance d’un nouveau matériau composite (matériau a gradient fonctionnel) et
son utilisation dans cette these, ce chapitre dédie a présenter le positionnement du probléme.
Une présentation générale sur les matériaux composites et le role des différentes phases (fibre,
interface, matrice...) y est faite avec ses avantages et ses inconvénients. Les mécanismes de
rupture des composites sont ensuite abordés en insistant sur le phénoméne de délaminage.
Puis nous avons défini les matériaux a gradient fonctionnel « FGM », I’histoire de leur
développement, leurs propriétés, leur conception ainsi leurs différents domaines d’application

dans les structures spéciales en génie mécanique et civil.
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1. 1. Introduction

Les structures complexes couramment étudiées sont constituées de sous-ensembles
aux géométries les plus diverses : barres ou poutres, plaques et coquilles minces ou épaisses,
parties solides. Les structures minces du type poutre, arc, plaque et coques sont tres répandues
dans I’environnement naturel (feuilles d’arbres, mollusques, cellules vivantes, etc.) ou créées
par I’homme tels que les cadres, voltes, réservoirs, caissons, ponts de pont, carrosseries
d’automobiles, coques de bateaux, ailes d’avions etc. Pour chacun de ces constituants, ils
existent des formulations de la théorie de 1’élasticité ou de la plasticité ou des modéles
théoriques qui en dérivent (théorie des poutres, des plaques et des coques) pour analyser le
comportement et définir la conception de ces structures. Dans ce chapitre, nous présentons
une analyse des structures de type « poutre ».

Il. 2. Historique des théories des poutres

La paternité de la théorie des poutres est attribuée a Galilée, mais des études récentes
indiquent que Léonard De Vinci l'aurait précédé. De Vinci avait supposé que la déformation
varie de maniere linéaire en s'éloignant de la surface neutre, mais il ne pat finaliser ses calculs
car il ne connaissait pas la loi de Hooke. De son c6té, Galilée était parti sur une hypothese
incorrecte (il supposait que la contrainte était répartie uniformément en flexion), et c'est
Antoine Parent qui obtint la distribution correcte.

Ce sont Leonard Euler et Jacques Bernoulli qui émirent la premiere théorie utile vers
les années 1750, alors que Daniel Bernoulli, le neveu du précédent, écrivit I'équation
différentielle pour I'analyse vibratoire. A cette époque, le génie mécanique n'était pas reconnu
comme une science, et on ne considérait pas que les travaux d'une académie des
mathématiques puissent avoir des applications pratiques et on continua a batir les ponts et les
batiments de maniéere empirique. Ce n'est qu'au XIXe siecle, avec la Tour Eiffel et les grandes
roues, qu'on demontra la validité de la théorie a grande échelle [41].

Voici dans un ordre chronologique les principaux événements marquants 1’évolution
de la théorie des plaques [42].

En 1750, Leonhard Euler et Jacques Bernoulli ont été les premiers a donner une
approche mathématique au comportement des poutres, en introduisant respectivement deux
notions, I’indéformabilité axiale de la fibre neutre (elle se déforme en flexion sans ne se
contracter ni se comprimer) et la faculté des sections droites a rester droites apres

déformation.
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En 1764, par analogie aux poutres, Leonhard Euler est arrivé a définir une équation
différentielle du second ordre décrivant la vibration libre de la peau des tambours assimilée a
une membrane élastique [42] [43].

En 1787, Ernst Chladni, physicien allemand, connu pour étre le fondateur de
I'acoustiqgue moderne, publia ses études expérimentales sur les vibrations des plaques, ou il
cherchait une méthode de mesure de la vitesse du son dans les corps solides. L’expérience de
Ernst Chladni consistée a faire vibrer des plaques de taille, de forme et d'épaisseur différentes,
saupoudrées de sable fin, et déposées horizontalement sur un support fixe a leurs centres, a
I’aide d’un archet. La vibration des plaques fait migrer les grains de sable des zones de forte
vibration aux zones de faible vibration, faisant apparaitre des figures correspondantes aux
différents modes de vibration des plaques.

En 1811, I’Académie Frangaise des sciences a lancé un concours pour la détermination
d’une théorie mathématique expliquant les travaux du physicien Ernst Chladni, et c’est en
1816 que Sophie Germain mathématicienne et philosophe frangaise obtient finalement
I’équation de la déformée en ajoutant un terme a 1'équation d'Euler tenant compte des rayons
de courbure dans les deux directions perpendiculaires.

En 1821, Henri Navier présente un meémoire sur les lois de I'équilibre et du
mouvement des corps solides élastiques, ces derniers sont considérés comme le fondement de
la théorie d’¢€lasticité.

Les travaux d’Henri Navier ont été suivi par d’autres travaux tels ceux d’Augustin
Louis Cauchy, de Siméon Denis Poisson, de Gabriel Lamé et d’Emile Clapeyron.

Gustav Robert Kirchhoff I’un des plus grands physiciens du XIXe siecle, a réussi par
ces travaux, a cerner le champ de validité de la solution de Navier, en calculant toutes les
composantes du champ de déformation et de contrainte. Et il constata que la solution
classique ne satisfaisait pas les conditions aux limites en déplacement pour une plaque
d'étendue finie (appuyée ou encastrée), mais précisa que l'ecart tend a s'annuler lorsque
'épaisseur relative de la plaque tend vers 0 et c’est en 1850 qu’il arriva a établir de fagcon
correcte des conditions aux limites en partant du principe des déplacements virtuels et de
I’expression du travail des contraintes de la plaque [42].

En 1888, Augustus Edward Hough Love utilise les hypothéses de Gustav Kirchhoff,
pour fonder une théorie des plaques minces.

C’est ainsi que les trois principales théories feront leurs apparitions dans les années

qui suivent.
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I1. 3. Définition d’une poutre
Le terme de « poutre » désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux

dimensions transverses (section fine). Une poutre est un élément de structure utilisé pour la

construction dans les batiments, les navires et autres véhicules, et dans la fabrication de

machines. Cependant, le modéle des poutres peut étre utilisé pour une grande variété des

piéces a condition qu'elles respectent certaines normes. Il est a noter que ce type d'élément

appelé élément "barre" quand les forces extérieures sont axiales, et il est appelé "arbre™ quand

il est soumis a la torsion, ou quand il a un mouvement de rotation [41,44].

I1. 4. Conditions aux limites des poutres

Elles sont définies en considérant les quatre grandeurs qui caractérisent le mouvement de
flexion qui représenté dans le tableau ci-dessous.

Tableau Il. 1 : Principales conditions aux limites pour les poutres

Extrémité libre Pas des contraintes sur le M (Xot ) =El M _.=0
déplacement et la rotation = le ox 2 e
_ moment de flexion et la force ow (x t )
%o de cisaillement s’annulent en xo | Q (X4t ) =—El T xmeT 0
Extrémité encastrée W (X,,t)=0
Les déplacements transversal et
: ow (x,t)
angulaires sont nuls en Xo 9(x t ) _ -0
0 X=Xq
Xo OX
Extrémité simplement )
SUDDOrtee Le déplacement transversal est | w (x,,t)=0
PP %o bloqué mais la rotation est »
libre=> le moment de flexion _ 0 (X 1t) _
M (xot)_EI cor. =0
est donc nul en xo ox 2 0
Extrémité guideée Le déplacement transversal est g(x o+ ) = ow (X 't ) =0
libre et la rotation est OX e
blogquée = la force de oW (x,t)
" cisaillement est donc nulen xo | Q (Xt ) =—El EVER T 0
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I1.5. Hypotheses cinématiques de la théorie des poutres

La théorie des poutres dans RDM peut étre vue principalement de deux manieres
différentes.

La premiere approche est a partir des considérations particuliéres pour des grandes
familles d'exemples, cette approche nécessite une bonne connaissance et une bonne maitrise
de la modélisation des problémes physiques a résoudre.

Tandis que la seconde approche, plus systématique, permet une formulation rigoureuse

de la théorie des poutres a partir de considérations purement mécaniques.

actions champ de déplacement
extérieures u(x.z)
principe d"'/’ deérivation
la coup l“rl,'{ \ intégratio
4'
champ des tlurn;tdd!
efforts de t?““”‘l i ‘f::;i
cohésion deformat ions
a
principe loi de Hoole
ia champ de AP
: neralisée
d équivalence tenseur des &
contraintes
i
i

Figure I1.1 : Principe de modélisation des poutres. [45]

— L'hypothése cinématique fondamentale de la théorie des poutres est I'hypothése de Navier.
(Navier -Bernoulli et Navier -Timoshenko) : "Toute section droite de la configuration de

référence est supposée rester plane et inaltérée au cours du mouvement" [46].

— L'hypothese de Navier s'énonce aussi de la fagon équivalente suivante : "Toute section

droite est considérée comme ayant un mouvement de solide indéformable”.

— L'hypothese d'Euler- Bernoulli énonce que la section droite de la poutre est indéformable
reste plane et perpendiculaire a la fibre moyenne avant et aprés déformation, et la déformation

transversale est nulle.
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— L'hypothése de Timoshenko énonce que la section droite de la poutre est indéformable ne
reste pas perpendiculaire a la fibre moyenne aprés deformation (il y a une rotation de la

section droite), et I'effet de cisaillement n'est pas nul et pris en compte.

Il.6. Les théories des poutres
a. La théorie classique des poutres (CBT Méthode d’Eluer-Bernoulli)

Il a été énoncé pour la premiére fois vers 1750, est une simplification de la théorie
linéaire de 1’¢lasticité qui fournit un moyen de calculer les caractéristiques de charge et
de déflexion des poutres, qui néglige I'influence de cisaillement dans le cas de la flexion
au cours de la déformation,

Il est bien connu que la théorie d’Euler-Bernoulli est basée sur la théorie élémentaire
de flexion des poutres qui ne tient pas compte des effets de la déformation de
cisaillement. Il est également connu qu’elle n’est applicable qu’aux poutres fines. Dans
cette théorie, le modéle est basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant
I’épaisseur de la poutre. Les déformations dues au cisaillement transversal sont négligées
(pas de cisaillement sur la hauteur de la poutre). La section reste perpendiculaire a la

ligne moyenne de la poutre et la section plane reste plane (Figure II. 3).

Figure 1. 2 : Cinématique de la poutre d'Euler Bernoulli.

La fonction qui décrit la répartition de déplacement suivant I'épaisseur de la poutre est:

f(z)=0 (I1.2)
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Pour le cas des poutres élancées et d'aprés la théorie classique des poutres, le

déplacement d'un point M est donné par les deux composantes suivantes :

oW, (x)
OX

u(x,z)=u,(x)-z (11.2a)

W (x,2)=w,(x) (11.2b)

Avec,
u,, wy sont les composantes de déplacement au milieu de la section et sur la ligne

moyenne de la poutre (Z = 0 ) respectivement le long des axes X et Z.
La rotation de I’axe Y, provoquée par la flexion est tel que :

W, (X) _ow, _ow (11.3)
OX oX  oX '

Cela veut dire que la distorsion est nulle et par conséquent la contrainte de

cisaillement est nulle puisque,

2 :GXZ}/XZ =O (II'4)

XZ

Figure 11.3 : Flexion d’une poutre d’Euler-Bernoulli (CBT).

b. La théorie des poutres de premier ordre (FSDBT Modele de Timoshenko)
Timochenko a été le premier a étudier les effets des déformations de cisaillement et

de I'inertie de rotation dans I'analyse des poutres, qui ont été développés au début du XXe

e
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siécle Timoshenko et Woinowsky-Kreiger [47], Reddy [48] et Miara et Podio-Guidugli
[49].

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (théorie de Timoshenko)
a prolongé la theorie classique des poutres en tenant compte de 1’effet de cisaillement
transverse. Elle s'applique pour le cas des poutres courtes, elle est basée sur le principe ;
qu'aprés déformation, la section plane reste plane mais elle perte sa perpendicularité par
rapport a la ligne moyenne de la poutre (figure 11.5).

Dans ce cas, la fonction f (z) est égale a z.

Il existe un cisaillement uniforme et les déformations dues au cisaillement transversal
ne sont pas négligées [44].

L’hypothé¢se de base porte sur une schématisation du champ de déplacement a
I’intérieur du solide (hypothése “cinématique") : le solide est assimilé a un milieu
curviligne, le champ de déplacement du milieu continu étant ensuite évalué a partir de la
solution trouvée en supposant qu’une section droite initialement plane et perpendiculaire
a la “ligne moyenne” ainsi définie reste plane mais non perpendiculaire. En un point

quelcongue du milieu curviligne [50].

Figure 11. 4 : Cinématique de la poutre de Timoshenko

Le champ de déplacement pour un point M (X, z) quelconque s’exprime en fonction

de ces inconnues :
u(x,z)=uy,(x)+z4 (x) (11.5a)
W (X,Z)=w,(x) (11.5b)

e
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¢(x ,Z ) C’est la distorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de
la poutre.
Tel que :

oW
g (x)=- oX

La TBT est donc une extension de la cinématique de la CBT par une déformation de

(x) (11.6)

cisaillement transversale de la poutre dans leur hypothese cinématique (Figure I1.6).

Poutre d'Euler-Bernoulli

Poutre de Timoshenko

oW
ox

.o
e
-
-
....
=

Figure 11.5: Illustration élémentaire d'une poutre en fonction de deux théories des poutres.

c. Lathéorie de déformation en cisaillement d'Ordre Elevé (HSDT)

(High Shear deformation Theory)

La théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution non linéaire des champs de
déplacement selon 1’épaisseur de la poutre. Contrairement a la théorie classique CPT et la
théorie de Timoshenko FSDT Elle est plus précise, puisqu'elle introduit une fonction qui
tient compte du phénomeéne de " gauchissement ".

Par définition ; le gauchissement apparait lorsque la section transversale de la poutre
perte sa planéite (figure 111.7).

La fonction f (z) représente le gauchissement et sa dérivée f '(z) le cisaillement
Ces modeles permettent de représenter le gauchissement de la section dans la
configuration déformée, plusieurs théories d’ordre élevé ont été proposées [51-57]. Ces

modeles n'exigent pas des facteurs de correction. [44, 50, 58].
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‘f)ﬂ.

P
N

Figure 11.6 : Cinématique de la théorie d'ordre élevé d’une poutre

Dans ce mode¢le de théorie, le champ de déplacement s’écrit sous la forme suivante :

u(x,z)=uy(x)-z aaWX°+f (z)o, (x) (11.7a)

W (x,2)=w,(x) (11.7b)
() =242 :_ang(x)” '(z)%(x)ﬁng(x)

Ve (X)=F (2) @ (x) (11.8)

Selon 1’expression de la frontiere de cisaillement f(z), quelques contributions
importantes de développement de modeles d'ordre élevé qui se sont distingués dans la
littérature et qui différent par la fonction de formes f (z) Nous citons en particulier :

- L’approche de Ambartsumyan [59] :

f (z)=%z (%hz—%zzj (11.9)

- L’approche de Reissner [60] qui est utilisée par Kaczkowski [61], Panc [62]
, Voyiadjis et Shi [63], Shi et VVoyiadjis [64] :

f (z):Ez (1—££j (11.10)
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- L’approche de Aydogdu [65] :

222

f(z)=zq M (1.11)

- Les approches de Levinson [66], Murthy [67] et Reddy [48] :
4772
f =z|1-—— .12
(z)=2 [ 3 th (1112)

Dans le modele de Reddy [48], le champ de déplacement membranaire est cubique et
le déplacement normal « w » est constant.

Cette approche se concentre principalement sur les théories de la couche unique
équivalente, y compris la théorie classique de la poutre (CBT), la théorie de la
déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT), les théories d'ordre élevé de la
déformation de cisaillement (HSDT), des théories simplifiées et théories mixtes
puisqu'elles ont été largement utilisées dans la modélisation des plaques et coques a
gradient fonctionnel [44].

Ce modele donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement
transverse par rapport a la solution élastique tridimensionnelle. La distribution des
contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans I'épaisseur. Les conditions
aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites [58].

- L’approche de Touratier [68] :

hsin(”zj
f(z)= (11.13)

T
Touratier propose le modele "sinus" qui est différent des autres modéles d'ordre
supérieur puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de
cisaillement dans I'épaisseur.
La précision de ce modéle par rapport a la solution exacte est meilleure que la théorie
de Reddy.

- L’approche de Afaq [69] propose un modele exponentiel avec une cinématique plus
riche.

222

f(z)=2e ™ (11.14)
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L’approche de Mechab [70] ,cette approche a été utilisée par Ait Atmane [71] et El
Meiche [72]

f(z )=@{z cosh (%]—%sinh(%ﬂ (11.15)

Il.7. Conclusion

Nous avons presenté Dans cette partie des différents types des théories des poutres
telles que la théorie classique (CBT), la théorie de cisaillement de premier ordre (FSDBT)
et les théories d’ordre élevé HSDBT (PSDBT, SSDBT, ESDBT). On a présenté les
difféerents modeéles des poutres avec une approche monocouche. Le modele monocouche
équivalent est mieux adaptée pour les matériaux FGM car il n’y a pas de changement
brusque dans les caractéristiques mécaniques contrairement aux composites conventionnels
ou le délaminage est un probléme a ne pas ecarter. En conclusion En raison de vaste
champ qui se développe rapidement sur les FGMs.

Les matériaux a gradient de propriétés représentent un domaine en évolution rapide
en sciences et en ingénierie avec de nombreuses applications pratiques. Les besoins de
recherche dans ce domaine sont particulierement nombreux et variées, les FGMs
promettent des avantages potentiels importants qui justifient la nécessité des efforts

importants.
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I11. 1. Introduction

Les Matériaux Fonctionnellement Gradués (FGM) c’est une nouvelle classe de
matériaux composites dont la microstructure et la composition varient graduellement et
continlment avec la position de maniere a optimiser les performances mécaniques et
thermiques de la structure qu’ils constituent. Ainsi, les FGMs peuvent étre confectionnés pour
répondre a des performances matérielles aux différentes parties de la structure. lls sont
considérés comme des matériaux intelligents dont les fonctions désirées sont intégrées, dés la
conception, au ceeur méme de la matiére. A chaque interface, le matériau est choisi selon les
applications spécifiques et les charges environnementales [42].

Ces matériaux possedent de multiples avantages qui peuvent les rendre attractifs du
point de vue de leur potentiel d’application. Il peut s’agir de I’amélioration de la rigidité, de la
tenue a la fatigue, de la résistance a la corrosion ou de la conductivité thermique en plus
d’avoir une gradation des propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de moduler des
performances telles que la réduction des contraintes locales. Récemment, plusieurs travaux
scientifiques s’intéressant au comportement statique et dynamique des matériaux FGM ont
vus le jour. L'objet de cette partie bibliographique est de présenter quelques travaux réalisés

sur les structures fabriquées en FGM [36].

I11. 2. Analyse de la stabilité des poutres en (FGM)

Ke et Wang [73] ont montré a travers des plusieurs études que l'effet de la taille des
matériaux sur la stabilité dynamique des micro-poutres en FGM ne peut étre pris en compte
que lorsque le paramétre d'échelle de longueur a la méme valeur que celui de I'épaisseur de la

poutre.

Autres chercheurs tel que Piovan et Machado [74] ont suggéré que les zones
dynamiquement instables des poutres FGM a parois minces varient inversement a la rigidité
élastique. Azizi et al., [75] ont fait une analyse de la stabilité sur des MEMS
piézoélectriques FGM (Micro-Electro-Mechanical Systems) et ont déduit que pour que les
micro-poutres piézoélectriqgues FGM soient dans I'état stable, une fréquence d'excitation et
une quantité de tension AC appropriees sont nécessaires. Pour I'analyse statique, la stabilité
des micro-poutres FGM capacitifs ne change pas lorsque la température de la source change, a
condition que la tension appliquée reste constante. D'autre part, dans le cas d'une analyse
dynamique, la température affecte la stabilité. Zamanzadeh et son groupe [76] ont suggéré que
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pour I'analyse du comportement mécanique, I'échelle de longueur des matériaux doit étre prise
en consideration. Esfahani et ses collegues [77] ont étudié le phénoméne du flambement
thermique, ils ont constaté que le flambement et le post — flambement des poutres FGM
reposant sur une fondation élastique non lineaire dépendent de la température de son
constituant. De plus, la température critique de flambement est affectée par les coefficients de
fondation élastique, lorsque la charge thermique est soumise a une augmentation de
température uniforme ou a une conduction thermique. Komijani et ses collaborateurs [78] ont
trouvé que les paramétres linéaires et non linéaires d'une fondation sont responsables de la
résistance au flambement des poutres FGM.

Kolakowski [79] a effectué une recherche sur la stabilité dynamique des poutres
trapézoidales en FGM. Il a été trouvé une relation entre les flambements statiques et
dynamiques de la structure et les flambements locaux primaires et secondaires. Nguyen et al.,
[80] ont travaillé sur la stabilité en flexion-torsionnelle des poutres FGM. Il a été observé que
la poutre longue n'est pas favorable au mode de flexion, et dans le cas de torsion, la poutre
courte n'est pas idéale. Une autre étude a été faite sur la vibration et la stabilité des poutres
FGM poreuses reposant sur des fondations élastiques par Fazzolari [81], il a utilisé des
différentes théories mathématiques, divers parameétres des matériaux ont été pris en compte

pour étudier la fréquence et la charge de flambement des poutres FGM.

I11. 3. Etudes de la problématique élasto-statiques des poutres en FGM

Une nouvel méthode des éléments fini des poutres basé sur la théorie du premier ordre
(la théorie de Timoshenko) a été développé pour étudier le comportement élastique des
poutres FGM par Chakraborty et al. [82-83] ont employé la fonction de loi de puissance et la
fonction exponentielle pour décrire la distribution des propriétés matérielles des structures
FGM. Kapuria et al. [84] ont présenté un modéle d'élément fini pour les réponses statiques et
de vibration libre d’une poutre FGM, par 1’utilisation de la théorie du troisiéme ordre pour
estimer le module d'élasticité effectif, et sa validation expérimentale pour deux systémes
différents d’un FGM sous diverses conditions aux limites. Kadoli et al. [85] ont proposé un
modele préecis d’élément fini basé sur une approximation de troisieme ordre de déplacement
axial et un deplacement transversal constant pour l'analyse statique des poutres FGM en
métal-céramique. La fraction volumique des composants était supposée varier selon une
fonction de loi de puissance. Une approche de couche discrete a été adoptée pour tenir en

compte la gradation du matériau. Autant que des solutions d'élasticité sont concernées.
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Shi et al. [86] ont présenté 1’élément fini quasi-conforme pour I'analyse de flexion des
poutres composites a l'aide des théories d’ordre élevé. Kutis et al. [87] ont présenté une
procédure d'éléments finis pour modéliser une poutre FGM avec une variation spatiale des
propriétés matérielles. En utilisant la méthode des éléments finis, Pindera et Dunn [88] ont
évalué la théorie d'ordre élevé en effectuant une analyse détaillée des éléments finis en FGM.

Ils ont constaté que les résultats (HOTFGM = Higher-Order Theory for Functionally
Graded Materials) coincident bien avec les résultats FEM. Aussi, Reddy [89] a congu un
modele d'élément fini super convergent pour les problémes statiques des poutres de
Timoshenko.

Chen et ces collaborateurs [90], ont développé une intégration nodale stabilisée pour la
méthode de maillage de Galerkin afin d'obtenir une plus grande efficacité avec la précision
souhaitée et les propriétés convergentes, une stabilisation de la déformation est introduite pour
calculer la déformation nodale par une contrepartie de divergence d'une moyenne spatiale de
la déformation.

I11. 4. Etudes des phénomenes de flambement thermomécanique thermomécanique

Le flambage des poutres, des plaques et des coques est un probléme tres important
étudié par beaucoup de chercheurs. Ces éléments structuraux sont en général gradés de fagon
non symétrique par rapport au plan moyen. Il existe alors un couplage flexion-traction. D0 a
ce fait, les charges critiques de flambage risquent d’étre plus importantes que celles obtenues
pour les mémes membres structuraux en matériau homogéne et symetrique. Le flambement
des plagues FGM devient tres dangereux lorsque celles-ci sont utilisées dans des systemes de
protection thermique.

L'une des recherches cible I'analyse du flambement des micro-poutres en FGM par
l'utilisant de la theorie de contrainte doublée modifiée a éte réalisée par Nateghi et ses
colléegues [91], Il a été constaté que la déviation de la charge de flambement peut étre obtenue
par la théorie de la contrainte doublée modifiée et d'autres théories classiques. En outre, le
coefficient de Poisson joue un réle important dans le flambement des micro-poutres en FGM.
Sahmani et Ansari [92], ont effectué une analyse de flambement des micro-poutres en FGM
soumises a un effet thermique. Il a été révélé que la charge critique de flambement des micro-
poutres FGM en milieu élastique diminue avec lI'augmentation de la température a condition
que le rapport d'élancement soit élevé. Dans le méme sujet, Simsek et Reddy [93], ont étudié

le flambement des micro-poutres FGM a l'aide de la théorie de la contrainte doublée modifiée.
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IIs ont montré que la charge critique de flambement peut étre augmentée en incluant une
constante de milieu élastique.

Une étude sur le flambement des structures FGM a été réalisée par Javaheri et Eslami
[94]. 11 s’est intéressé au flambement thermique des plaques FGM rectangulaires graduées
dans la direction de 1’épaisseur suivant une loi de distribution en puissance d’un mélange
métal-céramique. Ils se sont basés sur la théorie classique des plaques. Les charges critiques
de flambement sont influencées par les changements de température a travers 1’épaisseur.
Deux observations importantes ressortent de leur étude :

- La variation de la température critique de flambement d’une plaque FGM est
inférieure a celle d’une plaque homogene.

- En augmentant 1’indice k de la loi de distribution en puissance, la température critique
de flambement est réduite.

Na et Kim [95] analyserent le flambement des plaques FGM sous des
charges thermiques et mécaniques combinées en utilisant la méthode des éléments finis. Le
flambement thermique sous des changements de températures uniformes et non uniformes a
travers 1’épaisseur a été traité. Il ressort de cette étude que les caractéristiques du flambement
thermique des plaques FGM sont trés influencées par le champ de température, la distribution
de la fraction volumique et les parametres géometriques du systéme structural. En 2004, Wu
[96] a analysé le flambement thermique d’une plaque FGM d’épaisseur moyenne avec
des bords en appuis simples. Il appliqua la théorie de déformation du premier ordre. Les
équations d’équilibre et de flambement ont été résolues analytiquement.

L’analyse du post-flambement des plaques avec des propriétés dépendant de la
température a été abordée par Shen [97]. Les équations sont basées sur une théorie des
plaques d’ordre supérieur incluant les effets thermiques. Les imperfections géometriques
initiales sont prises en consideration. Les résultats publies concernent le post-flambage
thermique du plan moyen des plagques FGM symétriques. Bodaghi et Saidi [98] ont analysé le
flambement d’une plaque FGM rectangulaire €paisse en se servant de la théorie d’ordre
supérieur de Reddy et d’une méthode analytique. Les auteurs ont développé une procédure
pour découpler les cing équations différentielles et obtenir deux équations a résoudre. Pour les
conditions imposées, deux cotés de la plaque sont en appuis simples et la plague est soumise a
différents types de chargements en plan. D’autres études intensives sur le flambement des
plaques FGM ont été entreprises par Javaheri et Eslami [99-100], Shariat, Javaheri et al,

[101]. Récemment, Khalfi et al. [102] ont utilisé une théorie de déformation en cisaillement
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simple et raffinée pour le flambement thermique des plaques fonctionnellement graduees
reposant sur une fondation élastique. Zidi et al. [103] ont étudié le comportement hygro-
thermomeécanique des plaques FG supportées par des fondations élastiques en proposant une
théorie des plaques simple et raffinée a quatre variables.

Ait Amar Meziane et al. [104] ont développé une théorie de déformation en
cisaillement raffinée simple et efficace pour 1’analyses de flambement et de la vibration des
plagues EGM sandwiches sur fondations élastiques en considérant divers types de conditions
aux limites. Lanc et al. [105] ont fait une analyse du flambement des poutres FGM Sandwich
en considérant différentes conditions aux limites. Il a été déduit que la diminution du
flambement critique dans toutes les conditions aux limites a une relation directe avec le
rapport d'épaisseur peau-cceur-peau de la poutre en caisson. De plus, la répartition des
matériaux sur un volume de poutre en caisson joue un réle important dans la charge de
flambement critique. Nguyen et al. [106] ont introduit une nouvelle théorie de déformation
par cisaillement qui répartit la contrainte de cisaillement transversale dans les poutres FGM
Sandwich de maniére hyperbolique. Les résultats obtenus a travers a cette nouvelle théorie
tiennent compte de la charge de flambement critique en considérant des parameétres tels que
I'indice de loi de puissance, le rapport longueur/profondeur et I'épaisseur de la peau a I'dme et
correspondent a d'autres théories existantes. Huang et ses collaborateurs [107] ont examiné le
flambement des poutres FGM axiales en utilisant la théorie de Timoshenko. Il a été conclu
que le gradient et le parametre géométrique jouent un réle significatif dans la détermination
de la charge critique de flambement.

Nguyen et al. [108] ont utilisé la théorie de la déformation quasi-cisaillement pour
analyser le flambement des poutres FGM Sandwich. Divers parametres tels que I'indice de loi
de puissance, le rapport entre I'épaisseur de la couche de peau et I'épaisseur de la couche du
noyau et le rapport entre la portée et la profondeur ont été étudiés pour la charge critique de
flambement. Les résultats obtenus coincider avec les résultats précédents rapportés dans la
littérature Heydari et al. [110] a Examiné les influences de la gradation du matériau, de la
déformation en cisaillement et des différentes conditions aux limites sur le comportement au
flambement des poutres (2DFGM). Il a constaté que l'indice de gradient, le flambement des
poutres FGM Timoshenko bidimensionnelles peut étre contrélé [111] et [112] a travers des
plusieurs recherches, ils ont constaté que I'effet de I'indice de puissance de la poutre poreuse
FGM est plus important s'il varie dans la direction de lI'axe par opposition a la direction de

I'épaisseur. En outre, la charge de flambement non dimensionnelle diminue lorsque la fraction
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volumique augmente. Nguyen et al. [113] a étudié le flambement des poutres a gradation
fonctionnelle axiale basée sur la théorie du gradient de déformation non local. Les résultats
obtenus montrent que la charge de flambement critique a une relation directe avec le
paramétre d'échelle de longueur et une relation inverse avec le paramétre non local. En outre,
sur la base du paramétre dépendant de la taille, un effet d'assouplissement et de durcissement
de la rigidité peut étre produit par les poutres FGM axiales sur la charge de flambement
critiqgue. Nguyen et autres [114] ont analysé le flambement latéral des poutres FGM en
sections ouvertes. Les résultats révelent que les parametres de flambement dépendent de la
variation de l'indice de fraction volumique. De plus, il a été expliqué que le rapport du

moment final et le noyau céramique ont un effet considérable sur la capacité de flambement.

I11. 5. Etudes des problemes de vibration des poutres FGM

Il existe relativement peu de travaux consacrés au comportement dynamique de la
poutre FGM Rahmani et autres [115] ont étudié la vibration libre d'une structure en
sandwich ayant un noyau syntaxique FGM a l'aide de la théorie des panneaux sandwich
d'ordre supérieur. Les résultats obtenus révelent que I'inhomogénéité du matériau joue un role
important dans les modes propres de la poutre. De plus, les fréquences propres ont une
relation inverse avec le rapport entre la portée et I'épaisseur
En 2003, Chakraborty et al. [116] présentérent un nouvel élément poutre pour étudier le
comportement thermoélastique des poutres en matériau a gradient fonctionnel. L’étude est
basée sur une théorie de déformation du premier ordre. Les propriétés thermomecaniques sont
considérées varier dans la direction de 1’épaisseur de la poutre.

Aussi par I’utilisation de la méthode des éléments finis, Alshorbagy et al. [117] ont
étudié les caractéristiques des poutres Euler-Bernoulli pour la vibration libre des poutres FGM
a la fois axialement et transversalement a travers I'épaisseur de la poutre. En adoptant la
méthode de Ritz, Aminbaghai et al. [118] ont étudié la vibration libre des poutres FGM avec
une variation polynomiale spatiale continue de propriétés matérielles par une quatrieme
équation différentielle de la théorie du deuxiéme ordre, Oz [119] a calculé les fréquences
naturelles d'une poutre Euler-Bernoulli avec une masse concentrée en utilisant la méthode des
éléments finis avec différentes conditions aux limites. Aydogdu et Taskin [120] ont par la
suite analysé les vibrations libres d’une poutre FGM en appuis simples. Différentes
théories de déformation ont été utilisees (théorie classique, du premier ordre et d’ordre
supérieur). Le module de Young est considéré varier suivant des lois de distribution en

puissance et exponentielle. Les fréquences naturelles ont été obtenues en utilisant des

e
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solutions de type Navier. Aucune prise en compte de la température n’a été faite dans cette
étude. Ying et al. [121] ont obtenu des solutions exactes pour la flexion et la
vibration libre d’une poutre FGM sur un support élastique Winkler-Pasternak, en utilisant une
théorie bidimensionnelle de 1’élasticité. Ils ont considéré la poutre orthotrope et les propriétés
mécaniques sont supposées varier exponentiellement dans la direction de 1’épaisseur. Le
probleme a été resolu en utilisant la SSP (State Space Procedure). Simsek et Kocatiirk [122]
ont étudié la vibration libre des poutres FGM soumises a une charge harmonique mobile
concentrée.

Il a été conclu que I'exposant de la loi de puissance joue un réle important dans
I'analyse de la vibration libre en tenant compte de la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli.
Sina et al. [123] ont appliqué une nouvelle théorie des poutres pour étudier la vibration libre
des poutres FGM. Une analyse compléte a été présentée concernant les formes de mode des
poutres FGM en utilisant la théorie des poutres a déformation par cisaillement du premier
ordre (FSDBT1 et FSDBT2) et la théorie classique des poutres. Il a été démontré que
I'exposant de la loi de puissance, la distribution de la loi de puissance, le mode de vibration, la
géométrie de la structure et I'épaisseur affectent grandement la vibration libre des poutres
FGM. Huang et Li [124] ont proposé une nouvelle méthode basée sur les équations intégrales
de Fredholm et ont évalué la fréquence propre des poutres FGM ayant une section
transversale non uniforme en tenant compte de la rigidité a la flexion, de la densité de masse
et du parameétre de gradient axial. Les résultats ont été jugés utiles pour la conception de
structures de poutres non homogenes. Alshorbagy et ses collaborateurs [125] ont utilisé la
méthode des éléments finis pour élaborer la vibration libre des poutres en FGM. Il a été
montré que le présent modéle est efficace pour comparer la poutre conique de largeur ou
profondeur linéairement variable et les poutres graduées de non-homogénéité polynomiale
spéciale. De plus, il a été suggeré d'utiliser les théories de Timoshenko ou de Reddy pour
étudier I'effet du rapport d'élancement. Sur la base de la théorie de la poutre de Timoshenko,
les micro-poutres de FGM ont été analysées par Ansari et al. [126]. La fréquence propre sans
dimension a été examinee par rapport a divers parameétres tels que l'indice de gradient, le
rapport d'élancement, le mode de la poutre et I'épaisseur de la poutre en utilisant la théorie
classique, la théorie de la contrainte doublée modifiée (MCST) et la théorie du gradient de
déformation (SGT). Il a été conclu que les micropoutres de FGM ont une valeur de fréquence
propre sans dimension plus élevée que les autres micro-poutres et moins que les micro-

poutres de carbure de silicium (SiC). De plus, les micropoutres de FGM ont des fréquences
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intermédiaires dans les micro-poutres métalliques et céramiques. Hein et Feklistova [127] ont
utilisé I'approche par ondelettes de Haar pour trouver les fréquences des poutres en FGM en
utilisant différentes géometries, densités de masse et coefficients aux limites. Les résultats
montrent que I'approche par ondelettes de Haar est capable de calculer des fréquences pour les
poutres avec différentes formes, rigidité, densité de masse, petits ou grands coefficients aux
limites de translation et de rotation. L'avantage de la nouvelle approche c'est sa simplicité.
Mohanty et al. [128] ont étudié l'instabilité dynamique des poutres ordinaire a gradient
fonctionnel (FGO = Functionally Graded Ordinary) et la poutre sandwich FGM (FGSW =
Functionally Graded Sandwich Beam) repose sur une fondation de type Winkler en utilisant la
méthode des éléments finis.

Shahba et al. [129] ont étudié la vibration libre et I’analyse de stabilité des poutres

coniques FGM de Timochenko selon des conditions aux limites classiques et non classiques et
a travers une approche d’élément fini.
Les premiéres publications réalisées sur I'analyse des vibrations par élément fini des poutres
ont été présenté par Mei [130-132]. Venkateswara et al. [133] ont formulé les grandes
amplitudes des vibrations libres des poutres et des plaques par la linéarisation des termes
quadratiques dans les relations contraintes-déplacements. Cependant, ils ont ignoré I'effet du
déplacement axial. Aprées, des efforts énormes ont été fait sur la recherche des solutions
d’¢élément fini pour ce probleme. Gupta et al. [134] ont présenté une formulation élément fini
relativement simple donnant les fréquences naturelles non linéaires des poutres d'Euler-
Bernoulli avec des supports d'extrémité de tout type. Leur formulation commence avec une
hypothése de la (SHM = Simple Harmonic Motion) et par conséquent corrigée par
I'application de la méthode du bilan harmonique (HBM = Harmonic Balance Method).
Ensuite, ils ont continué leur travail et ont etudié le méme probléme basé sur la théorie de
Timoshenko [135].

Les caractéristiques dynamiques d’une poutre FGM dans laquelle les propriétés des
matériaux changent soit dans une direction axiale ou le long de I'épaisseur suivant une loi de
puissance sont étudiées par Sudhanwa et al. [136]. Le systéme résultant des équations
differentielles ordinaires d'analyse de vibration libre sont résolus en utilisant une méthode
analytique. La méthode des éléments finis est utilisée pour discrétiser le modele et obtenir une
approximation numérique d'équation de mouvement. Le modéle a été vérifié avec les articles
déja publiées et ils ont trouvé une bonne conformité avec eux. Mohammad Azadi [137] a

étudié une méthode d'élement fini (FEM) pour la vibration latérale libre et forcee des poutres
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en matériau a gradation fonctionnel avec différentes conditions aux limites et les fréquences
naturelles ont été obtenues. Ses résultats ont été comparés avec la solution analytique et les
résultats des logiciels ANSYS et NASTRAN. Les résultats numériques ont été obtenus pour
montrer l'influence et la dépendance de la température des propriétés matérielles, la
distribution de la fraction de volume, les parameétres géométriques et les conditions aux
limites. En 2008, Xiang et Yang [138] étudicrent les vibrations libres et forcées d’une poutre
FGM multicouche d’épaisseur variable, sous des contraintes thermiques initiales. La poutre de
Timoshenko étudiée a été prise sous les conditions aux limites : encastré-libre, encastré-
encastré et sur appuis simples. Les inerties axiales et de rotation ont été prises en
considération. M. Hemmatnezhad et al. [139] ont étudié lI'analyse de vibration libre a grande
amplitude des poutres a gradient fonctionnel a I’aide d'une formulation par éléments finis. Les
relations de type non linéaires de déformation - déplacement de Von-Karman sont employées
lorsque les extrémités de la poutre sont contraintes de se déplacer axialement. Les effets de
cisaillement transverse et de l'inertie de rotation sont inclus sur la base de la théorie des
poutres de Timoshenko. Les propriétés du matériau sont supposees étre variées dans le sens
de I'épaisseur selon une distribution de loi de puissance.

Une théorie des poutres de déformation en cisaillement efficace basée sur la
position de la surface neutre a été proposée par Ould Larbi et al. [140] pour la flexion et la
réponse des poutres FG en vibration libre. Draiche et al. [141] ont examiné la vibration libre
des plaques composites rectangulaires avec une masse de piece en utilisant un modele de
plaque a quatre variables trigonométriques Saidi et al. [142] ont utilisé la nouvelle théorie de
déformation en cisaillement hyperbolique dans laquelle I'effet d’étirement (stretching) est
inclus pour étudier la réponse en flexion thermomécanique des plagues FGM. Shahba et ses
collaborateurs [143] ont analysé la vibration libre des poutres coniques de Timoshenko en
FGM. Les résultats montrent que la fréquence propre diminue avec le rapport de conicité.
Yousefi et Rastgoo [144] ont utilisé la méthode de Ritz pour analyser la vibration libre des
poutres courbes spatial en FGM qui se présentent sous la forme d'un ressort hélicoidal
cylindrique. Il a été rapporté qu'en augmentant le nombre de tours et I'angle de pas d'hélice, le
parameétre de frequence augmente. Shahba et Rajasekaran [145] ont utilisé la méthode des
éléments de transformation différentielle (DTEM) et la méthode des éléments de quadrature
différentielle (DQEM) d'ordre inférieur pour déterminer les fréquences transversales et
longitudinales des poutres en FGM d'Euler-Bernoulli. Les résultats montrent que la DTEM est

rapide par rapport a la DTM (la méthode de transformation différentielle), et que les résultats
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obtenus sont plus précis. Thai et Vo [146] ont développé des théories de fortes
similitudes avec la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli dans certains aspects, pour I'analyse
de flexion et la vibration libre de poutres FGM. Les théories développées tiennent compte de
la variation d'ordre supérieur de la déformation de cisaillement transverse a travers la
profondeur de la poutre, et satisfont les conditions aux limites. Il a été conclu que les effets de
déformation par cisaillement réduisent les fréquences propres des poutres de FGM.
Wattanasakulpong et ses collaborateurs [147] ont utilisé une théorie améliorée de la
déformation par cisaillement du troisieme ordre pour formuler une équation déterminante
pour prédire la vibration libre de poutres en couches de FGM, il a été conclu que la position
de la masse ajoutée a la poutre a un effet substantiel sur les fréquences. Wei et al. [148] ont
utilisé la méthode de la matrice de transformation pour étudier I'effet du nombre et de
I'emplacement des fissures, de l'inertie rotative et de la déformation par cisaillement sur les
fréquences des poutres d'Euler-Bernoulli et de Timoshenko. Les resultats montrent que
I'existence de fissures dans les poutres de FGM diminue les fréguences et modifie le mode de
vibration. De plus, I'inertie en rotation a un effet négligeable, et la déformation en cisaillement
a un effet significatif sur la vibration libre des poutres en FGM. Aydin [149] a étudié la
vibration libre des poutres FGM contenant un nombre arbitraire de fissures a bord ouvert.
L'étude est basee sur une poutre Euler-Bernoulli et des ressorts de rotation sans masse reliant
deux segments intacts de la poutre. Une étude paramétrique détaillée a été effectuée pour
examiner les influences de la profondeur des fissures, de lI'emplacement des fissures, du
nombre total de fissures, de la distribution des propriétés des matériaux et des conditions aux
limites sur les fréquences propres des poutres FGM endommagées par un déterminant du
troisieme ordre. Les résultats montrent que la fréquence diminue lorsque les fissures se
développent a un point ou le moment de flexion est concentre. En plus, par rapport aux études
précédentes, cette diminution de l'ordre des déterminants peut conduire a des avantages
significatifs dans le temps de calcul. Huang et autres [150] ont présenté une nouvelle
approche pour étudier les comportements de vibration des poutres de Timoshenko a gradation
fonctionnelle axiale avec une section transversale non uniforme pour obtenir des fréquences
propres d'ordre supeérieur et inférieur de maniére efficace. Une autre analyse de la vibration
libre des poutres rectangulaires en FGM chargées axialement a été réalisée par Nguyen et ses
collaborateurs [151]. Il a été conclu qu'en changeant le mode de force axiale de la tension a la

compression, les fréquences propres disparaissent. De plus, la fréquence propre augmente
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sous I'effet du coefficient de Poisson. Paradhan et Chakraverty [152] ont utilisé la méthode de
Rayleigh-Ritz pour examiner la vibration libre des poutres d'Euler et Timoshenko en FGM.

L'objectif de ce travail est d'étudier les effets des fractions volumiques constituantes,
des rapports d'élancement et des théories des poutres sur les frequences propres. Akgoz et
Civalek [153] ont étudié la réponse aux vibrations libres d'une micro-poutre FGM en porte-a-
faux conique en conjonction avec la poutre d’Euler Bernoulli et la théorie des contraintes
doublées modifiées. Il a été conclu que les fréquences sans dimension augmentent en
augmentant le rapport du module de Young des surfaces supérieure et inférieure de la poutre
jusqu'a ce que la valeur de I'indice de loi de puissance soit faible. Ziane et ses collaborateurs
[154] ont utilisé la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) pour
calculer les fréquences propres des poutres en caisson FGM a parois épaisses et minces. Il a
été conclu que les fréquences propres de torsion sont directement proportionnelles au rapport
entre I'épaisseur et le c6té. Hadji et ses collaborateurs [155] ont développé une théorie des
poutres de déformation par cisaillement d'ordre supérieur pour l'analyse des vibrations
statiques et libres de poutres FGM. La théorie tient compte de la variation d'ordre supérieur de
la déformation de cisaillement transversale sur la profondeur de la poutre. La précision des
solutions a été vérifiée par comparaison des résultats obtenus avec les solutions existantes.
Aghazadeh et al. [156] ont utilisé trois théories de poutre, a savoir la théorie d'Euler-
Bernoulli, la théorie de la poutre de Timoshenko et la théorie des poutres a déformation par
cisaillement du troisieme ordre (TSDT) pour étudier la vibration libre des
poutres FGM ayant un parametre d'échelle de longueur variable. Les résultats montrent qu'en
augmentant le parametre d'échelle de longueur, la fréquence du mode de déformation
transversale augmente. Il a également été déclaré que la méthode présentée peut étre utile
pour analyser et concevoir des poutres FGM a petite échelle. Li et ses collégues [157] ont
étudié des poutres FGM a moyeu rotatif en utilisant la théorie de la dynamique couplée rigide-
flexible.

Le modele dynamique développé ici peut étre utilisé dans la conception de matériaux
gradues des poutres FGM pour obtenir des caractéristiques dynamiques spécifiées. Liu et Shu
[158] ont développé une solution analytique pour étudier I'impact du délaminage sur les
fréquences des poutres FGM de maniére exponentielle en utilisant I'nypothese d'Euler-
Bernoulli, les hypothéses de "mode libre" et de "mode contraint”. Il a été conclu que les
fréquences en mode contraint et en mode libre augmentent en augmentant le rapport du

module de Young jusqu'a une unité, a condition que l'effet de délaminage n'existe pas. Au
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méme titre Liu et al. [159] ont conclu que le délaminage entraine une augmentation des
fréquences propres de la poutre FGM et cet effet devient plus important en augmentant le
rapport du module de Young et en diminuant les propriétés des matériaux. Mashat et ses
collaborateurs [160] ont utilisé la formulation unifiée de Carrera (CUF) et d'autres théories
pour analyser la vibration libre des poutres FGM. Il est conclu que pour déterminer avec
précision les fréquences de flexion et de torsion des poutres a parois épaisses et minces en
FGM, il faut utiliser des théories d'ordre supérieur. En outre, le (CUF) est utile pour obtenir
divers modeles unidimensionnels. Yang et autres [161] ont présenté une méthode d'équation
intégrale de domaine limite sans maillage pour analyser les comportements de vibration libre
des structures de FGM Sur la base de la théorie de I'élasticité bidimensionnelle, cette méthode
conserve l'avantage de réduction de dimensionnalité de la méthode des éléments aux limites
(BEM) classique et utilise des solutions fondamentales élastostatiques simples. Enfin ils ont
démontré efficacité et sa précision elevées de la présente méthode par des exemples
numériques. Hadji et autres [162] ont utilisé une théorie raffinée de la déformation par
cisaillement exponentielle pour I'analyse des vibrations libres d'une poutre FGM en tenant
compte des porosités qui peuvent éventuellement se produire a l'intérieur des FGM pendant
leur fabrication. Des exemples illustratifs sont également donnés pour montrer les effets de
gradients variables, de fraction volumique de porosité, de rapports d'aspect et de rapports
épaisseur/longueur sur la vibration libre des poutres FGM. Jin et Wang [163] ont évalué les
fréquences des poutres de FGM en utilisant la méthode des éléments en quadrature de forme
faible. Les résultats se sont avéres étre en bon accord avec ceux de la littérature existante.
Simsek [164] a étudié la vibration libre de la poutre de Timoshenko bidirectionnel
(BD) de FGM en utilisant la théorie de la poutre de Timoshenko. Il a été signalé que pour
répondre aux exigences de conception du (BD) FGM, il faut tenir compte de l'indice de
gradient de matériau et des propriétés. Calim [165] a examiné les vibrations libres et forcées
des poutres FGM Timoshenko sur des fondations élastiques/viscoélastiques. Il a été avéré que
le gradient de matériau est un parametre important qui joue un rdle vital dans les fréquences
propres et fondamentales de la structure FGM et ajouté que la variation de I'indice de gradient
de matiere affecte la période de vibration et le déplacement de la poutre de Timochenko en
FGM. Chen et ses collaborateurs [166] ont étudié les caractéristiques de vibration libre et
forcée des poutres poreuses en FGM avec une distribution de porosité non uniforme dont les
modules d'élasticité et la densité de masse sont echelonnés de maniére non linéaire le long de

la direction de I'épaisseur. Il a été rapporté que I'augmentation de la porosité des poutres FGM
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entraine une augmentation de la fréquence fondamentale des poutres ayant 10 couches de
porosité mais diminue pour les poutres ayant 20 couches de porosité. Jing et ses
collaborateurs [167] ont utilisé la théorie des poutres de Timoshenko et la méthode des
éléments finis pour étudier les vibrations statiques et libres des poutres FGM. Il a été rapporté
que les fréquences propres diminuent avec l'augmentation de I'exposant de la fraction
volumique et augmentent avec l'augmentation du rapport entre la portée et la profondeur. Li
et al. [168] ont présenté un modeéle de poutre de Timoshenko dépendant de la taille, qui tient
compte de la variation de la loi de puissance sur I'épaisseur d'un matériau a gradient
fonctionnel (FGM) a deux constituants. Il a été conclu que les fréquences propres des poutres
FGM peuvent étre contrbélées en classant le matériau selon I'épaisseur et I'indice de loi de
puissance. La déformation par cisaillement a un impact plus considérable sur les fréquences
d'ordre supérieur que sur les fréquences d'ordre inférieur.

En outre, les poutres de FGM peuvent exercer un impact de durcissement et de
ramollissement de la rigidité en fonction de la valeur comparative du parametre des
caractéristiques du matériau et du parametre non local. Rezaiee Pajand et Hozhabrossadati
[169] ont présenté une analyse des vibrations libre de deux systémes a double poutre pour
étudier I'effet de la rigidité du ressort, de la masse suspendue et du parameétre de gradient sur
des poutres FGM a double axe. Il a été conclu que la fréquence des poutres FGM est
directement proportionnelle au facteur de constante du ressort et inversement proportionnelle
a I'épaisseur de la poutre. Tossapanon et Wattanasakulpong [170] ont étudié la vibration des
poutres sandwich FGM reposant sur une fondation élastique a deux paramétres comprenant
des ressorts a couche Winkler et de cisaillement. 1l est révélé que les constantes de ressort des
fondations élastiques ont un impact significatif sur les résultats de vibration des poutres. Zhao
et autres [171] ont présenté une nouvelle approche basée sur la théorie des polynémes de
Chebyshev pour analyser les vibrations libres de poutres Euler-Bernoulli et Timoshenko a
gradation fonctionnelle axiale avec des sections transversales non uniformes. La méthode
adoptée s'est avérée pratique, et les résultats obtenus sont comparés a ceux d'autres méthodes.
Lee et son collegue [172] ont developpé une méthode de matrice de transfert exacte pour
analyser les caractéristiques de vibration libre d'une poutre FGM, La matrice de transfert pour
la poutre FGM est déduite de la relation des déplacements et des forces aux deux extrémités
de la poutre. lls ont démontré I'exactitude de la méthode proposée par comparaison des
fréquences propres calculées a celles discutées dans les articles précédents. Hadji et autres

[173] ont développé diverses théories des poutres de deformation par cisaillement d'ordre
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supérieur pour la propagation des ondes dans des poutres FGM. 1l a été discuté en deétail sur
I’effet des distributions de fractions volumiques sur la propagation des ondes d'une poutre
FGM. Il a été conclu que les résultats obtenus peuvent étre utilisés dans les techniques
d'inspection par ultrasons et la surveillance de I'état de la structure.

D'apres les recherches de Fang et ses collegues [174], il a été conclu que le parametre
d'échelle de longueur et la variation du gradient de matériau jouent un réle essentiel dans la

déformation des micro-poutres FGM en rotation en fonction de leur taille.
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Chapitre IV Effets de chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire
sur le comportement en flexion des poutres FG

IV.1 Introduction

Les poutres fonctionnellement graduées (FGM) sont des éléments structuraux

constitués de deux matériaux différents. En raison de leur faible poids et de leur grande
rigidité, ces éléments sont couramment utilisés dans plusieurs industries telles que la
construction, l'aérospatiale, les transports, I'aéronautique et la marine. Par conséquent,
connaitre leur caractéristique statique est essentiel pour les scientifiques et les ingénieurs.
Les deux matériaux constitutifs des poutres composites classiques sont solidaires, ce qui
augmente le risque de délaminage. Notamment, I'évolution continue des caractéristiques
mécaniques de la surface inférieure vers la surface supérieure élimine l'interface entre les
couches, zone d'accumulation et de concentration de contraintes. De plus, les structures FG
ont deux propriétés essentielles : la résistance au chargement mécanique a travers la face
métallique et le chargement thermique le long du c6té céramique. Par conséquent, ces
caractéristiques attirent de nombreux chercheurs pour étudier et analyser la réponse
mécanique de ces structures matérielles sous différentes sollicitations.

Les poutres FG sont souvent soumises a des chargements couplés (mécaniques,
thermiques et d’humidité) dans plusieurs domaines d'ingénierie. Ainsi, il est crucial d'étudier
la flexion statique des poutres FG dans ces conditions de chargement. Cependant, les théories
CBT et FSDBT sont imprécises pour prédire les différents comportements des poutres
épaisses en raison de la négligence de l'effet de déformation normale transversale. Par
conséquent, de nombreux modéles de calcul raffinés sont proposés par de nombreux
chercheurs pour prédire avec précision la réponse statique des poutres FG avec précision
[175-190].

De plus, la flexion thermomécanique des poutres FG est également un sujet intéressant
et attire toujours les chercheurs du monde entier. Sankar et Tzeng [191] ont développé une
théorie de poutre simple de type Euler-Bernoulli pour piloter la distribution des contraintes
axiales. Les parametres thermoélastiques de la température ont été considérés comme variant
exponentiellement a travers I'épaisseur. De plus, des solutions sous forme fermée des
équations d'équilibre ont été extraites. Nirmala et al. [192] ont dérivés des expressions
analytiques a partir de I'étude de la répartition des contraintes thermiques dans des poutres
sandwich a trois couches avec un noyau FG comme couche intermédiaire. Ma et Lee [193]
ont étudié le comportement statique et dynamique de ces éléments sous des charge thermique

dans le plan en utilisant le modele physique de surface neutre. Encore une fois, Ma et Lee
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[194], sur la base des travaux précédents et en réduisant les équations gouvernantes a une
seule équation différentielle non linéaire du quatrieme ordre, les réponses post-flambement et
de flexion des poutres fonctionnellement graduées sous charge thermique sont discutées.

Zamanzadeh al.[195], ont analysé la stabilité statique et dynamique de cing micro-
faisceaux FG différents soumis a une pression électrostatique non linaire et a des
changements thermiques a I'aide d'une théorie modifiée des contraintes de couple. Megharbel
[196] a utilisé une analyse théorique pour examiner l'influence du chargement thermique et
des parametres mécaniques sur la contrainte axiale résultante dans les poutres FG. Les
caractéristiques matérielles des poutres FG sont considérées comme changeant en fonction de
la fonction de puissance le long de la direction de la profondeur.

Toudehdehghan et al.[197] ont examiné le comportement statique de poutres a
revétement mince serrées-serrées soumises a des chargements thermomécaniques. Les
équations aux dérivées partielles gouvernantes ont été dérivées sur la base de la théorie
d'Euler-Bernoulli. L'analyse thermique de la poutre 2D FGM a été réalisée a l'aide du code
d'éléments finis COMSOL et d'une méthode des moindres carrés pondérés sans maillage
(MWLS), Zhou et al. [198] Les résultats obtenus sont validés avec la littérature existante, et
un excellent accord est observé entre les approches analytiques et numériques.

Plus important encore, des recherches considérables ont été menées pour analyser la
réponse statique et dynamique des plaques FG sous chargement hygro-thermo-mécanique tel
que [199-207]. Cependant, pour les poutres FG soumises a des charges hygro-thermo-
mécaniques non lineaires, la littérature relative a ce sujet est tres limitée. Récemment,
Bouazza et Zenkour [208] ont utilisé une approche analytique fondée sur une théorie raffinée
de la déformation par cisaillement pour analyser le comportement en flambement des poutres
mixtes sous chargement hygro-thermo-mécanique. Ghumare et Sayyad [209] ont étudié le
comportement en flexion des poutres FG soumises a un chargement hygro-thermo-mecanique

sur la base d'une nouvelle théorie du cinquieme ordre.

IV.2 Propriétés matérielles de la poutre

La poutre simplement appuyée considérée de longueur (a), largeur (b) et épaisseur (h)
est constituee d'un matériau composite a gradient fonctionnel et soumise a des charges hygro-
thermo-mécaniques non linéaires, voir Fig.IV.1 Les caractéristigues mecaniques sont
progressivement et variant en continu a travers I'épaisseur de la surface inférieure en métal a

la surface supérieure en matéeriau céramique.
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Figure. IV.1: Géométrie et systéme de coordonnées d’une poutre FG.

Il est important de noter que les propriétés du matériau de la poutre P (z) telles que le
module de Young, la dilatation thermique et les coefficients de concentration d'humidité sont

exprimees sous la forme :
P(z)=Pm+(Pc—Pm ) Vc (IV.1)

Ou : P¢ et Py désignent respectivement les propriétés de la céramique et du metal.
Le V. désigne la fraction volumique du constituant de la surface supérieure et est donné selon

la loi de puissance suivante :

k

1 z
7_}_7
2 h

Ve = (IV.2)

Ou : k est I'exposant de la fraction volumique.

IV.3 Formulation théorique d’une poutre FG

La presente étude est étendue pour étudier le comportement en flexion de poutres FG
simplement appuyées soumises a un chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire a

I'aide d'une nouvelle théorie de déformation de cisaillement affinée quasi-3D.
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1V.3.1 Champ de déplacement et les déformations et les contraintes
En considérant les hypotheses ci-dessus, le champ de déplacement est consideré

comme suit ;

u(x,z)=uy(x)-z —f (z2)— (IV.3a)

W (X,2)=w, (X )+w (X )+g(z)p(x) (1V.3b)

Ou u, est le déplacement axial d'un point sur le plan médian de la poutre le long de I'axe x.
w, et w, sont les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement transversal,
respectivement, ¢ est l'effet de I'étirement en épaisseur.

Dans la présente théorie raffinée a quatre variables, les nouvelles fonctions de forme f(z) et

g(z) sont proposees comme suit :

Srh z°
f (Z ): YRS A (m—7j (|V4a)
g(z)=1-f (2) (1V.4b)

De plus, sur la base de la théorie de I'élasticité, les composantes de déformations linéaires non

nulles sont obtenues a partir des équations (3a) et (3b) comme suit :

PTG AL S AALP (IV.5a)
x x| ox ox
:, =?N—z=g'(z )6 (x) (IV.5b)
_ op oW,
Vxa —9(2)( o j (IV.5¢)

Ou ¢ et g sont les déformations normales et transversales, y,, est la déformation de

cisaillement transverse.
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IV.3.2 Equations constitutives
En supposant que le matériau de la poutre FG suit la loi de Hook, les équations constitutives

élastiques linéaires en un point sont énoncées comme suit :

o, =Qu(z)[& —a(z)T (x,2)-B(2)C (x,2)]+Qu(z)[ &, —a(z)T (x.2)-B(z)C (x.,z)]
(IV.6a)

o, =Qu(z)[& —a(z)T (x,2)-B(2)C (x,2)]+Qu(z)[& —a(z)T (x,2)-B(z)C (x,z)]

(IV.6h)
7, =Qss(2 )% (IV.6¢)
. E E E
Ou: Qll(z):Qsa(Z):ﬁ’ Qla(z)zvl_—(vzz) ) Q55(Z):2(1(_23)

E,aet g Sont respectivement le module de Young, la dilatation thermique et les

coefficients de concentration d’humidité.

La poutre est soumise a une charge mécanique sinusoidale g (x, z) combinée a un
champ thermique externe T (X, z) et a une concentration en humidité C (x, z). La répartition de
I'numidité et le champ de température sont supposés comme suit [27] :

T (x,2)=T,(Xx)+ZT,(x )+ (z )T;(x) (IV.7a)
C (x,2)=C,(x)+ZT,(x )+w(z)C4(x) (IV.7b)
h nz
ou: z_:% et W(Z)_ETM (IV.8)

Avec Ti représente une température constante, T correspond a une température linéaire et T3
représente une température non linéaire. La méme signification peut étre supposée pour les

termes d'humidité C1, C, et C3, comme le montre la Figure. V. 2.
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Tl’Cl TZ’CZ T3’C3

S/

Uniforme Linéaire Non linéaire

Figure. 1V.2: Variation de température et de I'numidite.

IV.3.3 Equations d’équilibres

En utilisant le principe du déplacement virtuel, les quatre équations d'équilibre

gouvernantes cohérentes variation elles sont développées comme suit :

(" 0,06, +0,0¢, +1,,07,, |dxdz = q 5w, +w, ) |dx
0 J-h/2

a oou, 65W o’ 85¢ OOW ¢
-[ N X o°x ) +Q( j}j I[q

0 0°X OX

Ou N, ,M,,M_,N, et Q sont les résultantes de contrainte, exprimées comme :

[N MM ]=[0 T12. (2)]ode

N, :J.h/2 9'(z)o,dz

—hy/2

Q= Ih/z r ,0z

h/2

(IV.9)

Sw, +w, :|dx

(IV.10)

(IV.11a)
(IV.11b)

(IV.11c)

Les equations différentielles déterminantes (IV.12a) — (IV.12d) sont obtenues en

intégrant I'équation (1V.10) par parties et en mettant du,,ow,,ow , ¢ égal a zéro :
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ON
ou, =0 1IV.12a
O o ( )
W, : asz =—q (IV.12b)
°T ox 2 '
0*M aQ
: S~ =— 1IV.12c
SToox? X f ( )
op . Q -N, =0 (1v.12d)

Les équations différentielles determlnantes (IV.13a) — (IV.13d) en termes de variables
de déplacement inconnues sont obtenues en remplacant les équations (IVV.11a) — (IV.11c) dans

les équations (1V.12a) — (1V.12d) comme suit :

. 82u 63\N s a*°vv5 6¢ oT, a aT, a oT
ou, A, 8X2 -B,; ox 3 -B;; PYE +L, 3 ox (A1T1 A1Ts) ax ( B1Tl B )6X (aBsTn BsTls) 6X3 (|Vl3a)
oC, a oC, a oC
-(AS +Af3)a—x—(a8f1 By) ~ ~(aBS, +BSs) 6x3 =0
Foal ow, _,ow, , & o, oT, T,
W, :Bnyg_ 11 6X4 -Dy— o LlBa é (bBlTl bBB)aX (DlTl D1T3)3X (stTn stTia)a 2 (|V13b)
o°C, oC, oC
(585 +'25) 2% (05 D) 202 05, +'05,) 25
o’ A oW, L ow, 0 L 0T, o1\ 0T, oT
&NS-BM 5:0 D, 6X4b Hy o’ A — ox? (R13+A55)6X¢ (CBT BsTl3)aT_(CDT DT)(;X (HSTH H513)6X723 (|V13C)
i) 0C enc) 0C, ac
—(CBfl+ st)ax;—(CDﬁ"' DC)(;X (Hscu Hsl3) 8X23 =
2 OW, oW, 0
op: L13 o -L o 2 (R13+A )8 2 A556¢; R33¢+(L13+LT33)T (L;13+LT5133)T2+(R1T3+R;3)T3 (|V13d)

(L(133+L(3:3)C1+(L§13+L§33)C2 +(Rf3 +R33)C3 =0

Les constantes mécaniques, thermiques et de I'humidité mentionnées dans les équations
(IV.13a) — (1V.13d) sont exprimées comme sulit :

- Constantes mécaniques

[A;B,.D,]=[""Q, (z)[12.2]dz (IV.14a)
(84,04 Hay J= [0y (2)[F (2).2 (2).F (2)" Jez (IV.14b)
(L. L5 Ry |= I“SZQ” )g'(z)[Lz.f (z)]dz (IV.14c)
[R }Jh/zQu (2)|9'(2) |dz (IV.14d)
[Ax]=] ()] 9 (2) Jez (IV.14e)
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- Constantes thermiques

[Ar.%B] "B} D} |=["" Q, (2)a(z)[L1.2.27]dz (IV.15a)

ij ij ij h/2

[aB],,°8],,°D],, "D}, H1, = j“/ZQU (2)a(2)[#(z)f (2)2@(@)f (2)T.F (2)i(z)]dz (IV.15b)

h/2

[0 R =] Qy (2)a(2)g ' (2)[L2.7(2 ) Jdz (IV.15¢)

h/2

- Constantes de I'humidité

[AI(J:’aBC bBC

ij ! j !

D5 1=["" Qs (2)A(2)[1.7.2,27]0z (IV.162)

h/2

[aBS,*BC ,°DS,,*DS HE |= j“/ZQU (2)p()[#(z)f (2).29(2)f (2)2.F (2)7(2)])dz (IV.16b)

h/2
(518 RS ]=[0Qy (2)A(2) (2277 (2 ) Jaz (IV.16¢)

Pour une poutre FG simplement appuyée a x = 0 et x = a, les conditions aux limites

sont exprimées comme suit :

Soit N, =0 ou u,=0  estprescrit (Iv.17a)
Soit M, b -0 estprescrit (IV.17b)
Soit M = = =0 est prescrit (IV.17¢c)
Soit Q=0 ou ¢=0 est prescrit (Iv.17d)
Soit Q=0 ou w, =0 estprescrit (IV.17¢)

IV.3.4 Solutions analytiques de Navier pour poutre FG

Nous nous intéressons ici a trouver des solutions exactes pour l'analyse en flexion
d'une poutre FG simplement appuyée. En utilisant la technique de solution de Navier, les

charges q, T et C sont exprimées en une seule série trigonométrique comme :

{l}:{; }sin(ﬂx) (i=12,3) (Iv.18)

Ou: A=
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T,.,C, Sont respectivement les charges thermiques et d'humidité. T, C sont donnés dans les

équations (8a-b).

La charge transversale q est exprimée par :

q(x)=>.".Q,sinx (1V.19)
Ou Qn est I'amplitude de charge déterminée comme suit :
2 L .
Q, =f-[0 q(x )sin Ax dx (1V.20)

Les coefficients Qn sont donnés comme suit :

e Pour charge sinusoidale g, :
Q, =0y (n=1) (IV.21)

e Pour une charge uniforme q, :
4q,
Q,=—2(n=135) (1V.22)
nz

Suivant la technique de résolution de Navier, les variables de déplacement sont exprimées

dans la série trigonométrique unique comme suit :

U, | [U,=cos(z)
w, | W, =sin(zl)
w, [ W, =sin(z2)

¢ ¢, =sin(zA)

(IV.23)

U, W, W,_,et ¢ Sont les coefficients inconnus.
En substituant la forme trigonométrique q,T ,C,u,,w, W, et ¢ des équations (1V.18, 19, 21

et 23) aux équations différentielles gouvernantes (IV.13a) — (1V.13d), I'équation d'opérateur

résultante se trouve sous la forme :
[K{A}={P} (IV.24)
Ou [K] représente la matrice de rigidité, {A} représente le vecteur des coefficients inconnus et

{P} représente le vecteur de charge généralisée. Les éléments de [K], {A} et {P} sont

exprimés comme suit :
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__All;tz B1143 Blslﬂvs |—13/1
K] B,A* -D, A’ ~DiA* —L7 A2 .25
7| BiA® -DiAt —(HiA +ALA%) AP (R+AS) '
LA LA A (Rz+As)  —(Rs +A;5,12)_
{A} :{UO’Wb’Ws'¢a}T (|V26)
{P}={P.,P,,P,P,}' (IV.27)
Les composantes du vecteur de charge généralisé {P} sont données par :
o (AL +AL)T,+(aB], +*BJ; )T, + (8B, + "Bl )T, + (A5 +A5)C, + ( )
= i ; IV.28a
(aBJ; + B )C, +(aBS, + *BS;)Cs
) (bBJ, + "By JT, +(Df, + Dy JT, + (0D, + "D, T, +(bB + "B )C, + (v.280)
P,=—q-4 V.28
(DS +Dg)C, +(bDS, +°DE;)C,

P,=—q -4 (CBsTll +°Bis )Tl +(CDsTll +'Dyyg )TZ +(H5Tll +H STl3)T3 +(CBSC“ * aBscla)Cl i (IvV.28c)
’ (CDsCll‘*'aDsCm)Cz+(HsCll+Hscla)C3 |

P4 = _(Lls + LT33)T1 _(LLI?: + L£33)T2 _(RlTs + R3T3)T3 _(L(133 + L§3)C1 _(Lgm + L§33)C2 _(Rlcs + Rscs)c3 (IV'ZSd)
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Chapitre V Résultats numeriques et discussion

V.1. Introduction

Ce travail vise a développer une théorie originale de déformation par cisaillement quasi-
3D raffinée pour étudier le comportement en flexion d'une poutre FG simplement appuyée sous
chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire en prenant en compte I’influence de
I'étirement. Les équations d’équilibre sont déterminées en utilisant le principe du travail virtuel
et résolues en utilisant la technique de Navier. L'efficacité et la précision de la théorie actuelle
sont confirmées en comparant les résultats calculés avec ceux obtenus par d'autres théories.
Enfin, de nombreuses études paramétriques sont fournies et discutées.

La présente théorie est vérifiée a travers différents exemples tridimensionnels de flexion
de poutre FG sous des charges hygro-thermo-mécaniques combinées. Des comparaisons sont
faites avec différentes théories de poutres bidimensionnelles disponibles dans la littérature. De

plus, les caractéristiques d’une poutre FG sont données comme :
> Céramique : E, = 380GPa,v = 0.3,a. =7 X 107%/°C et B, = 0.001.
> Métal : E, = 70GPa,v = 0.3,a,, = 23 X 107¢/°C etpB,, = 0.44.

V.2. Résultats et discussion

Les résultats numériques du déplacement axial, de la fleche et des contraintes sont

présentés dans des formules non dimensionnelles comme suit :

_( h] 100E, h°u _(a j 100E, h*w
00-=|=—n = W = T W

2 at 2 a*
“33) o R
22) Q,a 2 2) Q@ g, a

Le Tableau V.1 présente les résultats des déformations et des contraintes adimensionnelles
sous une charge uniformément répartie obtenus par la théorie actuelle comparés a ceux obtenus par
Thai et al. [211] et Vo et al. [210]. On note qu’il y a une bonne corrélation entre les résultats
obtenus et ceux de la littérature. Ceci demontre que le modéle proposé peut predire avec
précision le comportement hydro thermomécanique de la poutre FG.

Dans le tableau V.2, sont présentees les valeurs des fleches non dimensionnelles w

utilisant des chargements thermomécaniques linéaires et non linéaires pour a/h=10 obtenues

par le modele propose et celles obtenues par Ghumarea et Sayyada [209]. L'effet d'étirement de
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I'épaisseur sur le comportement en flexion de la poutre FG est mis en évidence par les écarts
entre les valeurs obtenues en 2D et 3D.

Le matériau utilisé dans cette étude est : Riche en céramique (alumine, Al203) : E, =380GPa
v=03, o, =7.11x10°/°Cet S, =0, ou riches en métaux (aluminium, Al) Al) E, =70GPa

,v=03, o, =10.33x10°/°C et S, =0.33.

Le Tableau V.3 présente I'évolution du déplacement axial adimensionnel maximalt , de

la fleche transversalew, de la contrainte de flexion & et de la contrainte de cisaillement
transversale 7, des poutres FG sous chargement thermomécanique linéaire pour différentes

valeurs de l'indice de loi de puissance k. On note que lorsque I’indice de loi de puissance
augmente, la rigidité des poutres FG diminue et par conséquent une augmentation de la fleche
et du déplacement axial. Les contraintes sont également sensibles a la variation de I'indice de

loi de puissance k.

Le tableau V.4 montre les valeurs du déplacement axial adimensionnel maximal v, de la

fleche w, de la contrainte de flexion &, et de la contrainte de cisaillement transverse 7,, pour

différentes valeurs de I'indice de loi de puissance k en utilisant une théorie de déformation de
cisaillement affinée quasi-2D ou 3D. Les observations sont les mémes pour le chargement
thermomécanique. Cependant, une augmentation importante des valeurs des parametres non

dimensionnels est obtenue en raison du chargement thermique non linéaire.

Le tableau V.5 présente une comparaison des différents parametres adimensionnels
maximaux des poutres FG sous chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire pour
différentes valeurs d'indice de loi de puissance k. Dans ce cas, les remarques sont identiques
aux précédentes. Néeanmoins, la présence de la charge d'humidité augmente a nouveau les
valeurs des parametres non dimensionnels. Par consequent, la charge d'humidité ne peut étre

négligée pour examiner correctement le comportement des poutres FG.
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Tableau V.1 : Comparaisons des déformations et des contraintes adimensionnelles sous une charge
uniformément répartie.

Paramétres Kk
a’h non- Théories
dimensionnels 0 1 2 > 10
Présent (2D) 3.1654 6.2594 8.0677 9.8281 10.9382
- Thaietal. (2D) [210] | 3.1654 | 6.2594 8.0677 9.8281 | 10.9381
Présent (3D) 3.1397 6.1338 7.8606 9.6038 10.7578
Vo et al. (3D) [211] 3.1397 6.1338 7.8606 9.6037 10.7578
Présent (2D) 0.9398 2.3038 3.1130 3.7100 3.8864
q Thai et al. (2D) [210] | 0.9398 2.3038 3.1130 3.7100 3.8864
Présent (3D) 0.9264 2.2167 2.9729 3.5490 3.7467
Vo etal. (3D) [211] - - - - -
. Présent (2D) 3.8020 5.8837 6.8827 8.1107 9.7124
5 Thai et al. (2D) [210] 3.8020 5.8836 6.8826 8.1106 9.7122
X Présent (3D) 3.8006 5.8813 6.8819 8.1141 9.7165
Vo etal. (3D) [211] 3.8005 5.8812 6.8818 8.1140 9.7164
Présent (2D) 0.7333 0.7333 0.6707 0.5906 0.6468
r Thai et al. (2D) [210] 0.7332 0.7332 0.6706 0.5905 0.6467
ad Présent (3D) 0.7233 0.7233 0.6623 0.5840 | 0.6397
Vo etal. (3D) [211] 0.7233 0.7233 0.6622 0.5840 0.6396
5 Présent (3D) 0.1352 0.0670 0.0930 0.0180 -0.0182
z Vo et al. (3D) [211] 0.1352 0.0670 0.0925 0.0180 | -0.0181
Présent (2D) 2.8962 5.8049 7.4421 8.8182 9.6905
- Thai et al. (2D) [210] 2.8962 5.8049 7.4421 8.8182 9.6905
Présent (3D) 2.8947 5.7201 7.2805 8.6479 9.5749
Voetal. (3D) [211] | 2.8947 | 5.7201 7.2805 8.6479 | 9.5749
Présent (2D) 0.2306 0.5686 0.7691 0.9134 0.9536
q Thai et al. (2D) [210] | 0.2306 0.5686 0.7691 0.9134 0.9536
Présent (3D) 0.2303 0.5520 0.7401 0.8804 0.9275
Vo etal. (3D) [211] - - - - -
20 Présent (2D) 15.0130 23.2054 27.0992 31.8131 | 38.1387
5 Thai etal. (2D) [210] | 15.0129 | 23.2053 | 27.0991 | 31.8130 | 38.1385
X Présent (3D) 15.0126 23.2048 27.0991 31.8140 | 38.1398
Voetal. (3D) [211] | 15.0125 | 23.2046 | 27.0988 | 31.8137 | 38.1395
Présent (2D) 0.7457 0.7457 0.6830 0.6027 0.6601
- Thaietal. (2D) [210] | 0.7451 | 0.7451 0.6824 0.6023 | 0.6596
Y Présent (3D) 0.7434 0.7434 0.6801 0.6012 0.6585
Vo et al. (3D) [211] 0.7432 0.7432 0.6809 0.6010 0.6583
5 Présent (3D) 0.0335 -0.5870 -0.6280 -1.1680 | -1.5555
: Voetal. (3D)[211] | 0.0337 -0.5880 | -0.6269 | -1.1698 | -1.5572
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Tableau V.2 : Comparaison des fleches adimensionnelles sous chargement thermomécanique linéaire
et non linéaire (a/h=10).

Type de k
yP Théorie
chargement 0 1 2 5 10 o0
Présent-2D 2.8318 | 5.2446 | 6.5819 | 7.7558 | 8.5024 | 13.3678
Présent-3D 2.8255 | 5.1765 | 6.4538 | 7.6177 | 8.4032 | 13.3384
00=100 Ghumarea et Sayyada-2D
T.=10 2.8186 | 5.2001 | 6.4961 | 7.7387 | 8.4827 | 13.3451
2 [209]
T5=0 Ghumarea et Sayyada-3D
2.8214 | 5.5257 | 6.5080 | 7.7374 | 8.4799 | 13.3446
[209]
Présent-2D 3.2220 | 5.7062 | 7.0510 | 8.2387 | 8.9924 | 13.9348
100 Présent-3D 3.2147 | 5.6421 | 6.9274 | 8.1041 | 8.9084 | 13.9039
o= Ghumarea et Sayyada-2D
T2=0 3.2314 | 5.7324 | 7.0821 | 8.3387 | 9.0378 | 13.9289
[209]
T3=10
Ghumarea et Sayyada-3D
[200] 3.2265 | 5.6475 | 6.9469 | 8.1126 | 8.8763 | 13.9323

Tableau V.3 : Les paramétres adimensionnels utilisant un chargement thermomécanique linéaire
(a/h=10, go=100, T»=10, Ts=0, C, =C3=0).

k Théorie g U W o, T,
Présent-2D =0 0.4360 2.8240 7.4354  0.47730
° Present-3D #0 0.4350 2.8177 8.0071  0.47730
Present-2D =0 1.0549 55909  11.5275 0.47596
. Présent-3D #0  1.0408  5.5486 12.4251 0.47531
Présent-2D =0 1.3814  7.0014  13.3423 0.43547
? Présent-3D #0 13493  6.9047  14.3377 0.43459
Present-2D =0 1.6240 8.2782  15.6581 0.38434
> Present-3D #0 15837 8.1641  16.8204 0.38354
Présent-2D =0 1.6987  9.1042  18.5667 0.42124
0 Présent-3D #0 1.6654 9.0195 19.8736 0.42048
. Present-2D =0 21997 14.267 6.9104  0.47730

Présent-3D #0 21934  14.234  7.2561  0.47735
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Tableau V.4 : Les paramétres adimensionnels utilisant un chargement thermomécanigue non linéaire
(a/h=10, qo=100, T,= T5=10, C,= C3=0).

<

Kk Théorie g, W o, Ty
Present-2D =0 0.4963 3.2082  8.4649  0.47630
° Présent-3D #0 0.4953  3.2009  9.4795  0.47582
Present-2D =0 11909 6.3295 13.1668 0.47380
' Présent-3D #0 1.1871  6.3117  14.7702 0.47224
Présent-2D =0 1.5275 7.8036  15.1514 0.43303
? Présent-3D #0 15064  7.7352  16.9253 0.43114
Présent-2D =0 1.7823  9.1700  17.7409 0.38222
> Présent-3D #0 1.7513  9.0777  19.7990 0.38051
Présent-2D =0 1.8658  10.0663 20.8773 0.41921
10 Présent-3D #0  1.8402  9.9952  23.1779 0.41756
. Présent-2D =0 23979 155287 7.5335  0.47670

Présent-3D #0 2.3920 154938 8.1473  0.47644

Tableau V.5 : Les parametres adimensionnels utilisant un chargement hygro-thermo-mécanigue non
linéaire (qo=100, T.= T5=10, C,= C3=100).

<

k Théorie g, W o, T,
Présent-2D =0 0.49830 3.2207 8.4984  0.47630
0 Présent-3D #0 0.49731 3.2134 9.5277 0.47580
Présent-2D =0 1.2387 6.5565  13.5681 0.47302
' Présent-3D #0  1.2412 6.5542 15.3443 15.3443
Présent-2D =0  1.5826 8.0738 15.6621 0.43201
? Présent-3D #0 15683  8.0240  17.6558 0.42965
Présent-2D =0 1.8456  9.5003  18.4333 0.38121
° Présent-3D #0  1.8205 9.4222 20.7891 0.37910
Présent-2D =0  1.9346 10.4427 21.7248 0.41827
10 Présent-3D #0  1.9134 10.3802 24.3900 0.41624
. Présent-2D =0 24849  16.0822 7.80655 0.47660

Présent-3D #0 2.4791  16.0460 8.53809 0.47619
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Le tableau V.6 présente les valeurs des fleches non dimensionnelles pour différentes du
rapport portée/profondeur. On remarque lorsque le rapport portée/profondeur augmente, les
valeurs des fleches non dimensionnelles diminuent. L’introduction des termes non linéaires
présentent les valeurs les plus élevées de la fleche poura/h =5. Cependant, I'effet de la charge
hygrothermique non linéaire devient moins critique a mesure que le rapport portée / profondeur

augmente.

L’ensemble des résultats obtenus montrent que les déplacements transversaux
adimensionnels de la théorie affinée quasi-3D sont Iégérement inférieurs a ceux obtenus par les
théories 2D. Cette légeére différence est due au non prise en compte de I'effet d'étirement de

I'épaisseur.

Tableau V.6 : Fléches adimensionnelles sous chargement hygro-thermo-mécanique linéaire et hygro-
thermo-mécanique non linéaire (k=10).

00=100, T,=10, T3s=0 et | go=100, T,=T3=10 et
a/h  C»=100, C:=0 C.=C3=100

Présent-2D  Présent-3D | Présent-2D  Présent-3D
5 14,5221 14.4134 19.0098 18.9275
10 9.31602 9.23643 10.4427 10.3802
20 8.01025 7.92525 8.29219 8.21212
40 7.76822 7.68169 7.75402 7.66816
60 7.62298 7.53542 7.65436 7.56735
80 7.60181 7.51411 7.61946 7.50295
100 7.59199 7.50421 7.60333 7.51569

Le Tableau V.7 présente les valeurs de la fleche non dimensionnelle 3D sous des
chargements mécaniques, thermomécaniques linéaires, thermomécaniques non linéaires et
hygro-thermo-mécaniques non linéaires pour différentes valeurs du rapport portée/profondeur
a/h et d'indice de loi de puissance k. On note que les valeurs de la fleche adimensionnelle
décroissent lorsque le rapport portée/profondeur augmente pour une valeur de I’indice de la loi
de puissance donné d’une part, d'autre part, lorsque I'indice de loi de puissance augmente, la
fleche augmente en raison de la diminution de la rigidité des poutres FG. Les valeurs les plus
élevées des fleches sont obtenues dans le cas du chargement Non Linéaire Hygro-Thermo-

Mécanique (NHTM) comparés aux autres types de chargement (chargement M, LTM et NTM).

e
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De plus, la différence est plus importante pour les poutres épaisses (a=>5h) et les poutres

moyennement épaisses (10 <a < 20h) en métal plein (k = ).

Tableau V.7 : Fléches 3D non dimensionnelles sous chargement mécanique, thermomécanique

linéaire, thermomécanique non linéaire et hygro-thermomécanique non linéaire.

Type de chargement k  Rapport d’épaisseur (a/h)
5 10 20 40 60 80

0 248098 2.32245 228262 227265 227079 227016
Mécanique : (M) 1 484547 457775 451045 4.49363 4.49052 4.48943
=100 2 621075 5.83531 574101 571742 571299 571152
T,=T5=0 5 759378 6.97504 6.81969 6.78082 6.77358  6.77109
C.=Cs=0 10 850882 7.74312 7.55081 7.50273 7.49383  7.49070

w 134681 126076 12.3914 12.3372 12.3272  12.3237

0 444717 281770 2.40666 2.30367 2.28458 2.27792
Thermo-Meécanique 1 869987 554860 4.75366 4.55445 451755 4.50464
Linéaire : (LTM)

2 104508 6.90468 6.00893 578445 574281 5.72827
C]o=100
10 5  12.3007 8.16459 7.11788 6.85539 6.80674  6.78975
=
o 10 135565 0.01943 7.87081 7.58281 7.52938  7.51072
T3=C,=C3=0

w 109285 142348 127989 124392 12.3725  12.3492

,_ 0 5096648 3.20087 250266 2.32769 229526 2.28392

Thermo-Mécanique Non
o 1 117262 6.31170 4.94480 4.60227 453881 4.51660
Linéaire : (NTM)
100 2 137392 7.73521 621709 583648 576598 5.74128
:O:T 10 5 15.9070 9.07767 7.34688 6.91273 6.83224  6.80405
cz:cs_—o 10 17.4083 999516 8.11556 7.64402 7.55660  7.52603
e w 249205 154938 13.1143 125181 124076  12.3689
Hygro-Thermo- 0 601626 3.21342 250580 2.32847 229562 2.28413
Mécanique Non Lindaire 1 ~ 12.6884 6.55418 500557 4.61746 4.54556 4.52041
: (NHTM) 2 14.8830 8.02403 6.28944 585461 577403 5.74580
q0=100 5 17.2672 9.42221 7.43325 6.93434 6.84185 6.80947
T=T5=10 10 18.9275 10.3802 8.21212 7.66816 7.56735  7.53208
Co=C4=100 w 271114 160460 13.2527 125527 124229 12.3776
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Les Figures V.la-c montrent I'évolution du déplacement axial non dimensionnel a
travers I'épaisseur de la poutre FG soumise & un chargement mécanique, un chargement
thermomécanique non linéaire et un chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire,

respectivement. Dans le cas du chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire, les

Résultats numériques et discussion

déplacements axiaux sont légérement plus importants.
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Figure.V.1 : Evolution du déplacement axial adimensionnel & travers I'épaisseur en utilisant :
(a) un chargement mécanique, (b) un chargement thermomécanique non linéaire et (c) un chargement

hygro-thermo-mécanique non linéaire.

L'évolution de la fleche wen fonction du rapport coté/épaisseura/h en utilisant un
chargement thermomécanique non linéaire et un chargement hygro-thermo-mécanique non
linéaire est illustrée sur les Figures V.2a-c. Dans le cas d'un chargement thermique non linéaire,
les valeurs de la fleche présentent un maximum pour les poutres épaisses (a/h=5) puis ces
valeurs diminuent légérement pour 10<a/h<20 rapport correspondant aux poutres
moyennement épaisses. Au-dela de a/h>20, 1’évolution de la fléche présente un palier (\Voir
Figure V.2a). Dans le cas du chargement Non Linéaire Hygro-Thermo-Mécanique (NHTM),
I’évolution suit la méme tendance que précédemment avec les valeurs plus élevées pour les
poutres épaisses et moyennement épaisses. L'influence du chargement Non Linéaire Hygro-
Thermo-Mécanique (NHTM) ne peut étre négligée pour les poutres épaisses (a/h=5 ) et
moyennement épaisses (10 <a/h <20 ) lorsque la valeur de I'indice de loi de puissance k est

comprise entre 5 et co.
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Figure.V.2 : Evolution de la fleche adimensionnelle en fonction du rapport coté/épaisseur en utilisant
: () chargement mécanique, (b) chargement thermo-mécanique non linéaire et (c) chargement hygro-

thermo-mécanique non linéaire

L’évolution de la contrainte de flexion adimensionnelle &,a travers I'épaisseur sous un

chargement mécanique, un chargement thermomécanique non linéaire et un chargement hygro-
thermo-mécanique non linéaire est présentée a la figure V.3.

Lorsque les poutres FG sont en céramique pleine k=0, les contraintes maximales de
traction et de compression sont les mémes dans les trois types de chargement (chargement M,
NTM et NHTM). Cependant, lorsque l'indice de la loi de puissance k>0, les contraintes de
flexion maximales en traction sont plus faibles en chargement (NHTM). Cette différence est

principalement due a I’introduction des charges dues a 1”’humiditeé.
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Figure. V. 3 : Evolution de la contrainte de flexion adimensionnelle &, a travers I'épaisseur en

utilisant : (a) un chargement mécanique, (b) un chargement thermomécanique non linéaire et (c) un

chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire

Les Figures V.4a-c représentes I'évolution de la contrainte de cisaillement transversale
non dimensionnelle respectivement sous un chargement mécanique (M), thermomécanique non
linéaire (NTM) et hygro-thermo-mécanique non linéaire (NHTM). L'évolution de la contrainte
de cisaillement transverse adimensionnelle suit la méme tendance dans les trois types de
chargement sauf pour les poutres FG en métal purk =oco. La contrainte de cisaillement
transversal diminue légerement pour les poutres métalliques soumises a des chargements
(NTM) et (NHTM) par rapport au chargement mecanique (M). Pour les poutres en céramique
pure et en métal pur, les évolutions de la contrainte de cisaillement transverse sont paraboliques.

Leurs maximums se produisent a I'axe neutre en raison des propriétés homogénes et isotropes
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de ces matériaux. Les évolutions de la contrainte de cisaillement transverse ne sont pas

paraboliques, et leurs maximums sont décalés vers la phase métallique.
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Figure.V.4 : Evolution de la contrainte de cisaillement non dimensionnelle & travers I'épaisseur en
utilisant : (a) le chargement mécanique, (b) le chargement thermomécanique non linéaire et (c) le

chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire.
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Les paramétres non dimensionnels (U, W, &, et7,, ) avec différentes charges thermiques

et d'humidité non linéaires (T3 et C3) sont résumés dans le Tableau V.6 pour différentes valeurs

du rapport portée/profondeur a/h et de I'indice de loi de puissance k. On remarque que les

parametres non dimensionnels (U, W etgo,) diminuent lorsque le rapport porté sur profondeur

a/h augmente, alors gu'ils augmentent avec I’augmentation de 1’indice de loi de puissance k

et de la charge thermique non linéaire Tz ainsi que la charge d’humidité non linéaire Ca.

Les Figures V.5a-d présentent I'évolution de la fleche adimensionnelle sous différentes
charges thermiques et d'humidité non linéaires (T3 et C3). On note sur la Figure V.5a que la
fleche augmente avec 1’augmentation des charges thermiques et d’humidité non linéaires (T3
et Cz). Les valeurs de la fleche sont plus importantes pour les poutres épaisses (a/h=5) et
moyennement épaisses (10 <a/h <20), comme le montre la Figure V.5b, mais diminuent avec
I’augmentation du rapport a/h. Cependant, d'une part, elle augmente considérablement & mesure
que la charge thermique non linéaire induite (Ts) augmente, Fig.V.5c. D'autre part,
I’introduction de la charge d'humidité non linéaire a un léger effet sur la fleche lorsque cette
charge est inférieure & 15. Au-dessus de cette valeur, la fleche reste constante (voir Fig.5d).
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Figure. V. 5 : Evolution de la fleche adimensionnelle W : (a) dans I'épaisseur, (b) en fonction du
rapport coté sur épaisseura/h, (c) et (d) pour différentes valeurs de charges thermiques et

d'humidité non linéaires (Ts et Cs).

L'évolution du déplacement axial non dimensionnel Ua travers I'épaisseur et en
fonction du rapport coté sur épaisseur a/h en utilisant différentes charges thermiques et
d'’humidité non linéaires (T3 et Cs) est respectivement illustrée dans les Figures V.6a et V.6b.
Concernant I'évolution du deplacement axial, les interprétations sont similaires a celles du

déplacement transversal. De plus, pour les charges thermiques non linéaires T, =-300et

T, =+300, les deplacements axiaux sont respectivement de -35,45 et 40,07. Ces valeurs

confirment que le comportement des poutres FG n'est pas symétrique vis-a-vis de la charge

thermique non linéaire Ts.
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Figure.V.6 : Evolution du déplacement axial adimensionnel T avec différentes valeurs de charges
thermiques et d'humidité non linéaires (Ts et Cs) : (a) a travers I'épaisseur et (b) en fonction du

rapport coté sur épaisseura/h.

Les Figures V.7a et V.7.b présentent la variation de la contrainte de flexion non

dimensionnelle &, a travers I'épaisseur pour différentes valeurs de charges thermiques et

d'’humidité non linéaires (T3 et C3). Sur la figure V.7a les contraintes de compression maximales
sont a la surface supérieure et les contraintes de traction maximales se produisent a la surface
inférieure pour les températures positives, par contre pour les températures négatives, les
contraintes de compression maximales se situent a la surface inférieure et les contraintes de

traction maximales se produisent a la surface supérieure (Figure V.7b).
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Figure.V.7 : Evolution de la contrainte de flexion adimensionnelle &, a travers I'épaisseur en utilisant

différentes valeurs de charges thermiques et d'humidité non linéaires (Ts et Cs).
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La variation de la contrainte de cisaillement non dimensionnelle T,, atravers I'épaisseur
a l'aide de différentes valeurs de charges thermiques et d'humidité non linéaires (T3 et C3) est
présentée a la Fig.V.8. La sensibilité des charges thermiques et d’humidité non linéaires sur la

contrainte de cisaillement est bien représentée aux valeurs maximales.

0,5
0,4
0,3 p —— T,=-300, C,=150
0,2 | —& T;=-150, C;=75
0.1 [~ Ts= 150, C;=75

< | —~—T,=300, C,=150

= 0,0

N L i
0,1+ 4
0,2+ 4
03l L/h=10, k=2, qg=100 ]
-0,4 + 4

_015 ) . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

z-XZ

Figure.V. 8 : Evolution de la contrainte de cisaillement non dimensionnelle 7,, grace a I'utilisation de

différentes valeurs de charges thermiques et d'humidité non linéaires (Ts et Cs).

V.3. Conclusion

Sur la base de la théorie raffinée de déformation en cisaillement quasi-3D proposée et de
la technique de solution de Navier, un modeéle analytique est développé pour étudier le
comportement en flexion de différentes poutres FG simplement supportées soumises a un
chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire. Les contraintes et les déplacements
adimensionnels sont calculés sous différents chargements externes (M, LTM, NTM, LHTM et
NHTM). Les résultats obtenus par 1’utilisation de cette théorie de déformation par cisaillement
quasi-3D comparés a ceux obtenus par différentes théories 2D d'ordre supérieur, mettent en
évidence la déformation de cisaillement et les effets d'étirement d'épaisseur sur les parametres

non dimensionnels. Les différents paramétres tels que I’indice de puissance, le rapport d’aspect
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a/h, les charges thermiques et d’humidité influent sur le comportement en flexion des poutres
FG. Les résultats obtenus montrent qu’il y a une bonne corrélation entre les résultats obtenus
par le présent modele et ceux de la littérature, ce qui montre I’efficacité et la précision du présent

modéle.
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Conclusion générale et perspectives

Les poutres fonctionnellement graduées (FGM) sont des éléments structuraux
couramment utilisés dans plusieurs industries telles que la construction, I'aérospatiale, les
transports, I'aéronautique et la marine a cause de leur faible poids et de leur grande rigidité. Ces
structures travaillent dans des environnements agressifs et des chargements couplés
(mécaniques, thermiques et d'humidité) dans plusieurs domaines d'ingénierie. Pour répondre a
cette problématique nous avons développé un modele analytique qui a été développé pour
étudier le comportement en flexion de diverses poutres FG simplement supportées soumises a
un chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire. Les contraintes et les déplacements
adimensionnels sont calculés a I'aide de divers chargements externes hygro-thermo-mécaniques
(M, LTM, NTM, LHTM et NHTM). Pour mettre en évidence la déformation de cisaillement et
les effets d'étirement d'épaisseur sur les parametres non dimensionnels, les résultats numériques
actuels sont comparés a ceux prédits par les théories d'ordre supérieur 2D et quasi-3D. Les
termes adimensionnels tels que la fleche, le déplacement axial, les contraintes sont obtenus pour
différents paramétres k, a/h, T,, C, et T

Les fleches sont plus élevées en chargement hygro-thermo-mécanique non linéaire
(NHTM) que dans les autres cas (chargement M, LTM et NTM). De plus, leurs valeurs sont
plus critiques pour les poutres (a=5h ) en metal plein (k =« ). Par contre, la contrainte de
cisaillement transversal diminue légérement pour les poutres métalliques soumises a des
chargements NTM et NHTM par rapport au chargement M. Il est crucial de souligner que
lorsque I'indice de la loi de puissancek >0, les contraintes maximales de flexion en traction
sont beaucoup plus faibles en chargement (NHTM). Cette différence est principalement due a
la présence de charges thermiques et d'humidité. Par conséquent, lI'influence de la charge
thermique et de I'humidité est importante et doit étre introduite lors du processus de conception
pour étudier correctement le comportement de flexion des poutres FG pour des applications

techniques spéciales dans I'aérospatiale, I'automobile et le génie civil.
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La formulation quasi-3D développée peut étre étendue pour étudier d'autres modeles de

structures et de matériaux.

Perspectives

Ces travaux ouvrent la voie a de nombreux axes de recherche :

- La modélisation numérique avec 1’utilisation des codes de calcul pour simuler le
comportement des structures en matériaux FGM sous la combinaison des différents
types de chargement (mécanique, thermique, hygrothermique).

- Réalisation d’un banc d’essai avec une centrale d’acquisition des données,

- Enplus, il serait trés intéressant d’étudier 1’influence des défauts de fabrication a savoir
la porosité sur la réponse globale des structures en matériaux FGM sous différentes

sollicitations.
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