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NOTATION

R"™ : L'ensemble des éléments x qui contient n composants de R.

<< x,y >> : Prodiuiit scalaire de deux vecteurs x ety dans R"

Yoy : Sommation de 1 a n.

||| : Norme d'un vecteur  dans R™

dom(f) : Domaine effectif d'une fonction f.

Epi(f) : Epigraphe de f.

conv(k) - Enveloppe convexe d'un ensemle K.

B(xz,r) : Boule ouverte de centre x et de rayon r.

B(x,r) : Boule fermé de centre x et de rayon 7.

Vf : Vecteur de dérivées partielles défini sur R™ (gradient de f).
V2f=H : La matrice des dérivées partielles du second ordre défini sur R

(Hessienne).

x! : La transposé d'un vecteur colonne x.
| x| : La partie entiere de .

P, : Matrice psitif.

S, : Matrice symetrique.
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INTRODUCTION

Les problemes d'optimisation comportent généralement trois éléments fondamen-
taux. Le premier est une seule quantité numérique, ou fonction objective, qui doit
étre maximisée ou minimisée. L'objectif peut étre les colits de production ou les
bénéfices d'une entreprise, |'"heure d'arrivée d'un véhicule a une destination déter-

minée.

Le deuxiéme élément est un ensemble de variables, qui sont des quantités dont
les valeurs peuvent étre manipulées afin d’optimiser I'objectif. Par exemple, les
quantités de stock a acheter ou a vendre, les quantités de ressources diverses a

affecter a différentes activités de production.

Le troisieme élément d'un probleme d'optimisation est un ensemble de contraintes,
qui sont des restrictions sur les valeurs que les variables peuvent prendre. Par
exemple, un processus de fabrication ne peut pas exiger plus de ressources que celles
qui sont disponibles, ni n’'employer moins de zéro ressources. Dans ce cadre général,

les problemes d'optimisation peuvent avoir différentes propriétés mathématiques.

Les problemes dans lesquels les variables sont des quantités continues nécessitent
une approche différente des problémes dans lesquels les variables sont des quantités

discrétes ou combinatoires.

Une classe importante d'optimisation est connue sous le nom d'optimisation

convexe. Ou les variables sont des nombres réels, I'objectif et toutes les contraintes
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sont des fonctions convexes.

Minkowski (1864-1909) a été le premier a étudier systématiquement la convexité
et ses travaux de recherche contiennent la plupart des idées importantes utilisées
pour ce theme. R. T. Rockafellar, W. Fenchel et J. J. Moreau sont Les fondateurs
de I'analyse convexe moderne, ils étudiaient les fonctions convexes de facon ap-
profondie. En particulier, R. T. Rockafellar a fait des progres considérables dans
le domaine durant les années 1970 en étendant |'analyse convexe a des espaces

vectoriels plus généraux que R™ dans ses divers articles.

Notre these est répartie en trois chapitres. Le premier chapitre présente des résul-
tats sur les ensembles convexes. Le deuxieme chapitre, est consacré a |'étude des
fonctions convexes et ses propriétés. Dans le dernier chapitre, nous illustrons notre

étude avec quelques applications de la convexité.




CHAPITRE 1

ENSEMBLES CONVEXES

Dans tout ce travaille, E est |'éspace véctoriel réel

1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soient x et y deux points de E. Le ségment entre @ et y
noté [x, y] est définit par :

[z,y] = {tz + (1 — )y, t € [0,1]}.

Définition 1.1.2. On appelle simplexe de R™ I’ensemble K,, définit par :
Kn : {(t17t2?”' ,tn) € Rn/tz Z 0 et th = ]_}
i=1

Définition 1.1.3. Soient 1, x2, -+ ,x, € E. On appelle combinaison convexe

des éléments xq, X2, -+ , T, tout éléments
n
T = Zti x; tels que (t1,t2,+++ ,t,) € K.
1=1
Définition 1.1.4. Un sous ensemble K de E est dit convexe si pour tout
x,y € K le segment [x,y] est inclus dans K. Donc il vient que : [4]

[K est un ensemble convexe] <= [Vx,y € K, Vt € [0,1] : tx+[1—t] y € K]

Exemple 1.1.1. Nous donnons quelques exemples élémentaires :

1. L’ensemble vide ¢, les singletons {x} et 1'espace vectoriel E tout entier

sont convexes.

10
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2. Tous ensemble affine est convexes.
3. Dans R les ensembles convexe sont exactement les intérvalles.

4. Soit ||.|| une norme sur Iespace vectoriel E. Pour tout « € FE et r 2|?|,

La boule centrée en « et de rayon r (ouverte ou fermé) est convexe [11]:

B(X,r):={y € X/|lz —y| <7}

F1G. 1.1: En haut : quelques exemples d’ensembles convexes en 2 dimensions. En bas : quelques
exemples d’ensembles non convexes( notez qu'il existe des segments dont les extrimités appartiennent

a I'ensemble, qui ne sont pas entiérement contenue dans les ensembles).

Définition 1.1.5. (Enveloppe convexe) Soit E C R™ un ensemble. On
appelle enveloppe convexe de E et on note conv(E) 'ensemble convexe le plus
petit contenant E. En dimension finie, c¢’est aussi I’ensemble des combinaisons
convexes d’éléments de E ﬁ] ;

Conv(E) : {x € R" pouvant s’écrire € = > t; ¢; ol x; € E,n €
N et Z?:l t; = 1, t; Z 0}

11




CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 1.1

F1c. 1.2: Exemples d'enveloppes convexes. A gauche : enveloppe convexe d'un ensemble discret. A
droite : enveloppe convexe d'un ensemble continue.

Proposition

Proposition 1.1.1. Une combinaison linéaire de convexes est un convexe.

Démonstration 1. Soient C; et C5 des convexes,
1,22 € C1, Yy1,Y2 € Co, A ERett € [0,1]. On a :

t(x1+y1) + (A=) (z2+y2) =txr + (1 — )z +tyr + (1 — t)y2 € C1 + Co
et

Proposition 1.1.2. Si C, Cy, C5 Sont des convexes alors on a :
1. Pour tout A € R, A(Cy + C2) = ACy 4+ AC,
2. Pour tout A, p € R, (A4 p)C = AC + uC
Démonstration 2. 1. L’égalité A(Cy, 4+ C2) = ACy 4+ AC; est évident

2. L’inclusion (A + p)C C AC + pC est facile. On montre que
AC + puC C (A+ p)C. Le cas ou A = p = 0 est trivial. On peut

supposer que I'un des coefficients n’est pas nul, &1, x5 € C alors :

A
A — (A A
x1 + pxs = ( +H)<>\+u$1+)\+“-’£2>

12




CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 1.1

D’aprés la convexité de C on a :

A
( T + H wz)EC-
A+ p A+

Proposition 1.1.3. Soient E4, - - - , E,, des espaces de Banach et Cy,--- ,C,,
des convexes de FEq,--- , E,, Respectivement. Alors C; X -+ X C,, est un

convexe de F4 X «-- X E,,.

Théoréme 1.1.1. Soit (E, ||.||) un espace normé. Alors toutes les boules

(fermé , ouverts) sont des ensembles convexes.

Démonstration 3. On a : B(zg,7) = {x € E/||x — zo|| < r}.
Soit ¢,y € B(xg,T),Vt € [0,1], on montre que : tx + (1 — t)y € B(xzo, 7).
Il suffit de montrer que : ||xg — tx — (1 — t)y|| < r. Or:

|lzo —tex — (1 — t)y|| = ||xo —tx — (1 — t)y — tag + txg — (1 — t)xo
+ (1 = t)zo|-
< lt(zo — =) + (1 — t)(x0 — y)|

< tllwo — z[| + (1 = t)[[zo — |
<tr+(1—-t)r <.

Donc B(xg, T) est convexe.

Proposition 1.1.4. Tout intersection des ensembles convexes est convexe.

Démonstration 4. On note G = (| K; avec K; est un ensemble convexe de
E.

Pour montrer que G est convexe il suffit de montrer que :
Ve,y € G,t € [0,1]: te+ (1 — t)y € G.

Soient x,y € G, t € [0, 1] alors :

x € G ZBEQIKi reK;Viel
p— —
yeG y € NK; yeEK;Viel
iel

13
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Donc te+(1—-t)ye K;Viel =te+ (1—-t)y e K;

el
Dot tx+ (1 —t)y € G. Alors G est convexe.
Remarque 1. L’union des ensembles convexes n’est pas forcement convexe.
Contre exemple :
Prenons :  B; = B((0,0),1) = {(z,y) € R, 2*> + y?> < 1}.
Et B, = B((3,0),1) = {(z,y) € R (z — 3) + y* < 1}.
Ona By UBy; = {(z,y) € R?, 22 +y>* < louz?>+y?> — 6z +8 <0}
On a (0,0) et (3,0) € By U By, alors si on prend t = % , il vient que :

2(0,0) +5(3,0) = (5,0) € B1U B>,
Donc B U B3 n’est pas convexe.

Proposition 1.1.5. Soit E un espace vectoriel normé et K un ensemble fermé

de E. Si K vérifiant la propriété de ”“demi-somme” suivante :
Ve,y € K, wzﬂ € K.
Alors K est convexe.

Démonstration 5. K est convexe <> pour tout xi,xs € K le segment
[€1,x2] C K Montrons que Vi, x2 € K, Vx € [®1,22], ¢ € K

Comme x € [x1,x2], alors © € [:131, %]

ou bien : & € [%, 332} et on le
note :
[x], 3] I'un des deux segments qui contient . On construire la suite ™ sui-

vante :

Tp+Tpi1
1 2 2 n Ln + 2

[wia wz]a [wla wz]a ) [mZa wn+1] OU Tpy1 =

2
Alors :

x € [zn, ) ] C -+ C[eg,x5] C |21, 2]

lim 7 = lim =7 =«
n—oo n— 00

Mais grace a la propriété de ”demi-somme” de K, toutes les extrémités

a7, xy sont dans K. Comme K est fermé, alors la limite x est dans K. [4]

14
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Proposition 1.1.6. L’enveloppe convexe de E est l’ensemble de toutes les

combinaisons convexes finies d’éléments de F :

1=1 =1

conv(E) = {Zt, x; /n>1,t, € E, t; >0, Zti = 1}

Démonstration 6. Comme conv(FE) est convexe, cet ensemble contient toutes
les combinaisons convexes finies de ses éléments, donc en particulier celles des
éléments de E.

Inversement, il est facile de voir que ’ensemble :

K:{thwz/nZI, x; € E, t; > 0, thzl}

est convexe, il contient donc aussi conv(FE)

Proposition 1.1.7. .

1. Si E est fini, Soit E = {eq,-++ ,e,} alors :
conv(E) = {zn: t;e;/t; > 0, Zn:ti =1}.
i=1 i=1
2. Plus généralement, si Eq, .-+ , E, sont des convexes de E, alors [2] :
conv(E1UE,U---UE,) = {Zn:t,w,/ x; € E;, t; > O, zn:t,- = 1}
i=1 i=1

Démonstration 7. 1. Est évident

2. Montrons ’'inclusion :
{thm,/ xz;, € E;, t; > O,Zti = 1} C conv(E4yUE,U---UE,)
=1 =1

est évidente. Montrons 'autre inclusion dans le cas ou n = 2 pour sim-
plifier les notations :

Si x € conv(E; U Es), x s’écrit :

15
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x =73 tixiavect; >0, =1,-++,m, > I  t; =

Les x; sont dans Fq U Es. Soit : I = {i € {1,--- ,n},x; € E1}
J={ie{l,---,n},x; € Ex}ett =3, ;t;, Alors0 <t < 1et
1—t=) ;csts

Sit = 0oul, x est alors dans conv(E;) ou dans conv(E;) et par suite

dans conv(FE, U E3). Sinon, on écrit :

x =t Z—a:z—k(l—t) Z 1_t)

el

=ty + (1 —1)ya, y1€E1, Y2 € Es

On en deduit bien que & € conv(E; U E,), d’ou l'inclusion :

2 2
conv(E, U Es) C {Z tix;/ x; € E;,t; > 0, Zti = 1}
i=1 i=1
Théoréme 1.1.2. Soit K une partie de E. Alors conv(K) est égale a l'en-
semble de tout les combinaisons convexes des éléments de K.

Autrement :

conv(K) = {w/w = Ztimi, x;, € K, t; € Ry, Zti = 1} .

Démonstration 8. On veut montrer que :

conv(K) = {xz/x = Zt xz;, v; € K, t; >0, Zt

1=1 1=1
On sait que ’ensemble de tout les combinaisons convexes des éléments de K est

un convexe contient K, et comme conv(K) est le plus petit convexe contient
K alors :

conv(K) C {z/x = Ztiwi, xz, € K, t; > O,Zti =
i=1 1=1

D’autre part conv(K) est un ensemble convexe donc il contient les combinai-

sons convexes de ses éléments, et comme K C conv(K) il vient que conv(K)

16
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contient tout les combinaisons convexes d’éléments de K.

d’ou :
n n
{z/x = Ztﬂ?z’, xz, € K, t; > O,Zti =1} C conv(K).
i=1 i=1
Donc le résultat.

1.2 Théoreme de Carathéodory

Théoreme 1.2.1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n et K
une partie non vide de E.

Alors pour tout € conv(K) :

n+1 n+1
x:Ztiwi/tiZO, Zti:]., V; € K.

Démonstration 9. soit * € conv(K) donc il existe p € N* tel que :
p P
w:Ztiwi/tiZO, Ztizla Vz,; € K.
i=1 i=1
l.Sip<n+lona:x=>> tx

="t /i =0porp+1<i<mn+1.

i=1
Donc le probléme est résolu.

2.85ip>n+1doncp—1>n=dimkE.
Donc la famille (x; — x1)2<i<p est liée dans E.

Donc il existe des ¢ (2 < 7 < p) tels que :

p
> ai(wi —x1) =0/ Fdp,2 < ig < p, i, #0
1=2

i s — — S P . . P L — .
Posons maintenant : o; = — > 7 _,a; donc : ) 7 o = 0. Car :
P P p P
Eai:al‘i‘g ai:_gai+§ai:0
i=1 i=2 i=2 i=2

17
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Pour montrer que : © = Z?ill t;x; il suffit de montrer que : x = Zf;ll tiz;

(et par reccurence attenidre l'ordre n + 1).

/ . _1
Pour écrire : & = Y 7 " tix;ona:x =) o oyx; = 0. Car:
P P
E o = 0Ty + E oG T
i=1 i=2
P P
- — E o;ry + E G5
P
= ai(mi —x1) =
i=2

D’autre part, pour & € conv(K) on a :

p
VteR: Z(t" + tai)a:i =x.
1=1
Car :

p

p p
Z(ti + tai)a:i = Z timi + t Z o r; = &
=1 =1

=1
p
et (t Zaiwi = 0).
i=1
Maintentent comme » »_ a; = 0 donc 35 € {1,2,---,p} tel que o; < 0.
On pose K = {;—t’/ 1 =1,2,---,p: oy < O}, K admet une borne infé-
rieur. Donc on pose :

T = min{ /a; <0, 1<1i<p}

(2

Si on pose A; = t; + Tad il vient que A; > 0et > 7 Ay =1 Carona:

1.A; 2 0car: T < ;—t il vient que Ta; > —t; avec a; < 0 donc :

i

t; + Ta; > 0. alors A\; > 0.

18
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2. On a :
p p
Z Ai = Z(tz + Toy)
=1 z;l » »
=) L+T) ;=) t;=
=1 =1 =1
Finalement :

Comme T' = min {;t} alors 35 € {1,2,--- ,p} tel que :

—i; 2]
T =—=donc A\j =t; — — a; =0.
127 Q;
P
alors @ = Z)\,LIZ@ = Z )\iZCz'
i=1 ie{1,- ,p—1}
1#]

On fait la méme technique pour avoir p—2, p—3, n+1, de nombre d’opération

égale (p — (n + 1) — 1) = p — n opérations. [4]
1.3 Exemples
Exemple 1: Soit S C R"™ vérifiant la propriété de "demi-somme” suivante :
(xeS, yes) = (Hres)
1. S est-il convexe?

2. méme question si I'on suppose S férmé.

La solution :

1. Non, Il suffit pour le voir de prendre pour S I'ensemble des rationnels compris
entre 0 et 1.

2. Oui, si S est férmé.

prenons x, et x5 dans S et considérons

x € [r1, 23] :={(1 —t)x; +tan/ 0 <t < 1}.

19
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wl-é—wz] , [wl—;’ng

2 /. 7 .-/ \ -
,:I:g )]. On séitére le processus de maniére a obtenir :

On prend des deux segments [a:l, wz} t; Celui qui contient x,

et on le note [mﬁl)

k k
) L0 ..

x € Xy Ty - C [x1, z2].
im z{® = lim 2 =
k—oo k—o0

Mais grace a la propriété de “"demi-somme” de S, toutes les extrémités
wgk), azék) sont dans S. Le caractere fermé de S fait qu’ensuite la limite x est

dans S.

Exemple 2: Soit C le convexe défini comme étant |'enveloppe convexe de S :
C = conv(S).

e Montrer que tout point extrémal de C' est nécessairement dans S.

La solution : Soit « un point extrémal de C' et supposons qu'il ne soit pas dans
S.

Comme C = convS. |l existe une représentation de x sous la forme :

T = Ele o;T;, AVeC Ty, -+ , &k dans S et (g, -+ , ) dans le simplexe-
unité de R¥.

Puisque ¢ S, on a nécessairement k > 2. On peut supposer, sans perte de

généralité, que 0 < ap < 1. Ainsi :

r = arr + (1 — ay) Zf:_ll 1fak Li

ol Yy := T et z := Zfz_ll oo @; sont des éléments de C differents ( différents

car, sinon, © = xy, ce qui est impossible vu que & &€ S). La représentation de x
sous laforme x = ary+ (1 —ag)z, avecyet zdansC, y # zet 0 < o < 1,

entre alors en contradiction avec le caractére extrémal de .

Exemple 3: Montrer que conv(A X B) = (convA) X (convB)

la solution : A C conv(A), B C conv(B) et (convA) X (convB) est
convexe (produit cartésien de deux convexes). Par conséquent, conv(A X B) C
(convA) X (convB).

Démontrons l'inclusion réciproque, soient U € conv A et convB ; alors il existe

20




CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES 1.3

—des entiers non nuls p et q.

—des éléments a4, -+ ,a, de A et des éléments by,--- ,b, de B (1)
4

—(Niy+++ 5 Ap) dans le simplexe-unité de RP,

— (1, ++ 5 pq) dans le simplexe-unité de RY,
tel que :
P q
U = Z )\iai, V = Z [l,jbj (2)
i=1 j=1

d'ou :

U, V) =33 Aisg (i by) (3)

i=1 j=1
Mais (a;, b;) € A X B pour tout (%, 7) et

(>\1H17”’ 7)\1an“‘ s Aofbyy e 7A2N/q”” ’)\pllfla”’ 7>\p/1'q)

est dans le simplexe-unité de RP? (en effet tous les coefficients A;pt; sont positifs

et :

p q
Z Aiprj = <Z /\i> Zm =1
1<:<p =1 Jj=1

1<j<q

Il résulte donc (3) que (U, V') est bien dans conv(A X B) [5]

Exemple 4: Si on prend E = R2.

1. L'ensemble K tel que K = {(x,y) € R?/ & + y > 0} est un ensemble
convexe de R? car :

Sion prend * = (x1,¥y1) et y = (x2,y2), t € [0,1] il vient que :

reE K< x1+y1 >0
yeE K<< x3+1y>>0
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Alors :

te + (1 — t)y = (tz,ty,) + (1 — t)@2, (1 — t)y2)
= (txy + (1 — t) 2, tyy + (1 — t)1)

Et comme :
tei+(1—t)xs+tyn + (A1 -ty = t(x1+y1) + (1 —t)(x2+y2) >0

donc tx + (1 — t)y € K, d'oil K est convexe de R?

2. L'ensemble K telle que K = {(z,y) € R?/ x? + y?> = 1} n'est pas
convexe de R? car :
Sionprend : x = (1,0) et y = (0,1), t = 1/2 il vient que :

te + (1 — t)y = (1/2,0) + (0,1/2) = (1/2,1/2)

et (1/2,1/2) ¢ K car (1/2)2 + (1/2)? # 1.

3. Le cylinder circulaire droit
C:{a}ER"‘H : Tpt1 € R, a:f—i—---—i—a:i <1}

est un convexe de R®T1. En effet, Soient x et y des éléments de C et soit
t € [0,1]. On obtient :

(tz1+ (1= )y1)* + -+ +(tzn + (1 — t)y,)* = t* f)w? + (1 —t)?

Doyl +2t(l—t)) iy
=1 1=1

<y @i+ (1—t)7 ) yl+2t(1—1)
1=1

=1
n
=1
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d’aprés inégalité de Cauchy-Schwarz [4] :

<N a1t -, Sa? | v
=1 =1 ]

<t +(1—-t)2+2t(1—t) =1.

1.4 Une vue géométrique pour des ensembles convexes

et non convexes

1.4.1 Les formes convexes
Une forme F' (partie du plan) est convexe quand, pour tous point A et B de

F, le segment (rectiligne) qui joint A a B est tout entier contenue dans F'.

Exemple : Un polygone est convexe si tous ses angles intérieure ont une mesure

inférieure a 180°

1.4.2 Les formes non convexes

son contraire est convexe ou bombé, soit une forme arrondée vers |'interieur.

Exemple : Un polygone est non convexe s'il posséde au moin un angle intérieur

dont la mésure est supérieure a 180°
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CHAPITRE 2

LES FONCTIONS CONVEXES

2.1 Définition de la convexité

La convexité est a la base une propriété géométrique, assez intuitive d'ailleurs,
qui permet de caractériser certains objets. On voit asses bien ce qu'est un objet

convexe dans un espace a deux ou trois dimensions.

Nous allons maintenant montrer comment cette propriété peut aussi s'appliquer

aux fonctions de R™ dan R

2.2 Fonctions convexes
Définition 2.2.1. Soit K € R™ ensemble convexe f : K — R une fonction.
1. On dit que f est convexe sur K si :
Fz+ 1 =A)y) < Af(z) + (1 =N f(y), Y(z,y) € K*, A€ [0,1]
2. On dira que f est strictement convexe si :

f(ACU—F(l_)‘)y) < )‘f(w)—'_(l_)‘)f(y)a ‘v’(w,y) € KZ, A€ [Oa 1]’ & 7é Yy

Lorsque m = 1 cette définition s'interpéte bien géométriquement : le graphe

de la fonction est toujours en dessous du segment reliant les points (x, f(x))

et (y, f(y))
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3. On dit que f est fortement convexe sur K s'il existe a > 0 tel que :

FOz+(1-N)y) < Af(2)+(1-N)f(y)—at(1-t)||z—y|? V(z,y) € K2,

A€ 0,1]

Proposition 2.2.1. Soit f une fonctionnelle convexe définie sur un convexe non
vide K.

1. Si u et v sont deux points de minimum locaux alors f(u) = f(v)
2. Si de plus f est strictement convexe, alors u = v.

Démonstration 10. 1. Soient u et v deux minima. Comme K est convexe,
u + 6(v — u) € K pour tout 8 € [0,1]. De plus 36y, tq : pour tout
0 €]0, 6y :
flu) < flu+6(v—u))

Comme f est convexe, on obtient, pour tout 8 €]0, 6] :
f(u) < fut0(v—u)) = f(1-0)ut6v) < (1-06)f(u)+6f(v)

et on déduit facilement que f(u) < f(v). De méme on montre que f(u) >

f(v). On dona bien f(u) = f(v).

2. Supposons que f soit strictement convexe. Si u et v sont deux points de

minimum, on a vu que f(u) = f(v). Si u et v sont distincts,
flut+6(w—u)) <(1—0)f(u)+8f(v) = f(u) 6€]0,1]

ce qui contredit le fait que w est un minimum local. On a donc bien u = v.

Nous en déduisons. 1]
Exemple 2.2.1. L'application £ — x% est convexe sur R.

Définition 2.2.2. Soit C une partie de E et f : C — R une application. On
appelle epigraphe de f noté Epi(f) I'ensemble

{(y,t) € C xR, f(y) <t}
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c'est une partie de E X R. [6]

Proposition 2.2.2. Une fonction est convexe si et seulement si son épigraphe est

convexe dans E X R.

Démonstration 11. condition necéssaire : considérons deux éléments (y,t1) et
(y2, t2) de I'épigraphe de f et a € [0, 1].

La convexité de f nous permet d'écrire :

flaoyi + (1 —a)y2) K af(y) + (1 — o) f(y2) < aty + (1 — a)ts

Le point (ay; + (1 — a)yz, aty + (1 — «)ts) appartient bien a I'épigraphe de
f, qui est donc convexe.

condition suffisante : Considérons deux éléments y1,y2 € C, a € [0,1] et
notons t; = f(y;), ¢ = 1,2. Les deux couples (y;,t;), i = 1,2 appartiennent
a I'épigraphe de f, qui est convexe par hypothése. Il en résulte que (ay; + (1 —
a)ys2, aty + (1 — a)ty) € Epi(f) et donc f(ay: + (1 — a)y:2) < aty +
(1 — a)ta, ce qui prouve la convexité de f. [V]

Définition 2.2.3. (Domaine effectif d’une fonction).
Le Domaine effectif d'une fonction f : E — R U {400} est I'ensemble :

dom f ={x € E/f(x) < +o0}.

Remarque 2. La fonction f : E — R U {+00} est convexe si et seulement

Si :
1. son domaine effectif est convexe.

2. sa restriction f|gom s @ son domaine effectif est convexe.

Exemples :

1. Soit f(x) = |x|. Alors, f est convexe sur R. En effet par I'inégalité triangu-

laire, on obtient :
[t(z) + (1 = t)y| < |t =] + |1 — 2] |y| = t|z] + (1 —t)]y|
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2. Soit f(x) = |z|?. Par 'inégalité 2ab < a® + b?, on obtient [8] :

(H(x) + (1 — )y)* = 22? + (1 — £)%* + 26(1 — )y
< a4 (1 —t)%y? + t(1 — ) (2® + y°)

D'ou :
(tx + (1 —t)y)? < te®(t+ (1 —t)) + (1 — )y*(t + (1 — t))

3. Les fonctions suivantes sont convexes selon la convexité de leurs épigraphe.

® x — exp(x) est convexe.

300
250
200
150
100

50

1
o (x1,x2) —> 5(:0% + x3) est convexe.
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2.3 Caractérisation de la convexité par le gradient

Théoréme 2.3.1. Soit C' C R™ un ouvert convexe et f : C — R, différen-

tiable. Alors, f est convexe sur C si et seulement si

Va,y e C : f(y) 2 f(x) +(V f(z),y —x) (2.1)

Démonstration 12. Soit f est convexe i.e.

Ve,y,€ C A€ [0,1]: f(z + Ay —z)) < f(z) + A (f(y) — f(=))
En retranchant f () des deux termes de I'inégalité et en dévisant par A, on obtient :

fl+ Ay —z)) — f(z)
A

< fly) — f(=z)
En faisant tendre X vers 0, on a la nécessité

o @t Ay =) - £(@)
A—0 A

= (Vf(x),y —x) < f(y) — f(x)

Soient a présent x,y € C et A € [0,1]. Posons : xy =  + A(y — «). En
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retranchant respectivement x et y de x) on obtient :

xyx—x = Ay — x) (1)

zx—y=(1— ANz —y) (2)

En appliquant la relation (1) a la fonction f respectivement aux point (x, xy) et

(y, x), on obtient :

f(@) 2 f(za) — MV f(za)y — )
fy) 2 f(xa) + (1 = A)(Vf(zr),y — o)
En multipliant respectivement ces deux inégalités par (1 — A) et A :
1= f(x) 2 A=A f(zx) = AA = A)(Vf(zr),y — z)
Af(y) = Af(xx) + A1 = A)(f(zr),y — )

En somment les deux inégalités, on obtient la relation
YA€ [0,1], Va,y € C: f((1 — Nz + Ay) < (1 — N f(z) + Af(y).

assurant la convexité de f.

2.4 Caractérisation de la convexité par la Hessienne

Théoreme 2.4.1. Soit C C R™ un ouvert convexe : f : C —> R, de classe
C?. Alors, f est convexe sur C' si et seulement si pour tout x € C, V2f(x) est

semi-définie positive sur C' i.e :
Vy € R": (y, Vif(z)y) >0 (2:2)

f est strictement convexe sur C si V2 f(x) est définie positive.

Démonstration 13. Supposons que f est convexe, et soit € € C. On veut
montrer |a relation (2.2). Vue que C' est ouvert. Alors pour tout y € R”, il existe
A suffisamment petite avec |A| £ 0 et  + Ay € C. Du théoréme précédent et
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la différentiabilité d'ordre 2 de f on a:
f@+Ay) > f(x) + A (Vf(x),y) (2.3)

1
F@+2y) = £(@) + MV (@), y) + AV F @)y, y) + Xz|*e(A)
(2.4)
En substituant (2.4) dans (2.3) on obtient

%V(sz(w)y,w + X¥|z]|*e(Az) > 0 (2:5)

En divisons la relation (2.5) par A? et en faisant tendre A — 0, d’ou la relation
(2.2). Inversement, supposons que la matrice Hessienne et semidéfinie positif en
tout point dans C'. Considérons x et y dans C, du développement de Taylor avec

reste de la Moyenne, on a :
1 A
f(y) = f(z) +(Vf(z),y —x) + §<V2f(y)y — T,y — T) (2.6)

oul @ = Ax 4+ (1 — A)y pour un certain A €]0,1[. Notons que g/) € C par
convexité, de la semidéfinie positivité de la matrice Hessienne V2f(;z/>) et de (2.7),
on déduit que :

f) 2 f(x) +(Vf(z),y — z)

Puisque x et y sont quelconque dans C, la convexité de f se déduit du Théoréme
précédent. Considérons la forme quadratique g définie par la relation (2.5), on sait
déja que sa matrice Hessienne est H.

Ainsi, du précédent Théoreme, en déduit que g est convexe (strictement convexe) si
et seulement si la matrice Hessienne H est semidéfinie positive (définie positive). Le
Théoreme suivant, un classique de I'algebre linéaire nous donne une caractérisation

pratique.

Théoréme 2.4.2. Une matrice H € S,,(R), est définie positive (semidéfinie

positive) si et seulement si ses valeurs propres sont strictement positives(positives)

Corollaire 2.4.1. Une forme quadratique q définie par la relation (2.5), est
convexe (strictement convexe) si et seulement si les valeurs propres de la matrice

Hessienne H sont positives (strictement positives).
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La convexité d'une forme quadratique nécessite le calcul de tous ces valeurs propres,

ceci peut s'avérer couteux point de vu numérique.
Donnons d'abord quelques définitions :

Définition 2.4.1. Soit H = (h;;):; € Sn(R). Une sous matrice k X k formée,
a partir de A, en éliminant n — k colonnes, disons les colonnes 21,22, ...y %_k
et les mémes n — k lignes 21, %2,...,%,_k est appellée une sous matrice de A,
d'ordre principal k. Le déterminant d'une sous-matrice principale k X k est appellé

le mineur principal d'ordre k de la matrice H.

Exemple 2.4.1. Soit H une matrice 3 X 3

hii  hia  his
H = ha1  haz  has
_’131 h32 ’133_

Les mineurs principaux dominants de premier ordre est seulement hq;, obtenue en
éliminant les 2 dernieres lignes et colonnes. Les mineurs principaux dominants de

second ordre on a seulement

hi1  hia
ha1  hao

det

ou la sous-matrice est obtenue en éliminant la troisieme ligne et colonne. Les
mineurs principal dominant de troisieme ordre et un seul est c'est le déterminant

de la matrice H.
Théoreme 2.4.3. .

1. Une matrice H € S,,(R), est semi-définie positive si et seulement si chacun

des mineurs principaux de H est > 0.

2. Une matrice H € S,,(R), est semi-définie négative si et seulement si chacun
des mineurs principaux d'ordre impaire de H est < 0, et chacun des mineurs

principaux d'odre paire de H est > 0.
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3. Une matrice H € S, (R), est définie positive si et seulement si chacun des

mineurs principaux dominants de H est > 0.

4. Une matrice H € S,,(R), est définie négative si et seulement si ses 1 mineurs

principaux dominant alternent en signe de la maniere suivante :

hll h’12 h13
> 0, det h,21 h22 h23 <0 ...etc.
h’31 h’32 h33

h h
hll < 0, det [ 1 12

h21 h22

Exemple 2.4.2. La matrice :

Sl P

n'est pas semidéfinie positive, est-elle définie négative ?

h h
Il se trouve que hq1 < 0 et det 1 2> 0, d'ou H est définie négative.
ha1  ha
[12]
Examples :

1\ Dans S,,(R) structuré en espace euclidien grace au produit scalaire {({ ., . ))
(rappel :({ A, B)) :=tr(AB)). on considére I'ensemble suivant :

Q, :={M € P,(R)| tr M =1}

* Montrer que €2 est un convexe compact de S, (R).

* Montrer que les points extrémaux de €27 sont exactement les matrices de la

T

forme xx ', ou x est un vecteur unitaire de R™.

La solution :

1°) € est par définition I'intersection du cdne convexe fermé P, (R) avec |'hyper-

plan
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affine d'équation ((M, I,,)) = 1 : c’est donc un convexe fermé. Par ailleurs, si

M € S, (R) etsi Aq,..., A\, désignent ses valeurs propres.
n
IM||? := tr(M?) =) A
1=1
si a présent M € €4, ses valeurs propres A; sont toutes positives (puisque M €
P, (R)) et inferieures a 1 (puisque > ;- ; A; = tr M = 1). Par conséquent.

|IM||? < n pour tout M € ;.

Q; est donc borné : c’est un convexe compact de S, (R)

T

2°) Montrons que €25 est I'enveloppe convexe de xx ', ol x est de norme 1 :

Q) = conv{zz'| ||z| = 1} (2.7)

T

Toute matrice de la forme xzax ' avec || = 1, est symétrique semi-définie positive

et de trace 1 (car tr(zx ') = ||x||?); par conséquent, toute combinaison convexe

de telles matrices est dans €2;.

Réciproquement, soit M € 2. Par décomposition spectrale, on peut exprimer M

sous la forme

n
M=) Nz, (2.8)
i=1
ou les x; sont des vecteurs unitaires de R™ et les \; les valeurs propres de M.

Mais ces valeurs propres sont positives et de somme égale a 1; ce qu’exprime (2.8)

est donc que M est une combinaison convexe d'éléments de {zx | ||x|| = 1}.

Visualisation géométrique de (2.7)
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Fia. 2.1:

D'aprés I'expression (2.7) de €24, les points extrémaux de €2y figurent nécessaire-

T

ment parmi les matrices de la forme xx ', ou ||| = 1.

T

Réciproquement, soit xx' avec ||x| = 1 et montrons qu'il s'agit d'un point

extrémal de €2;. Supposons que |'on ait la décomposition :

zx'| = aM + (1 — a)N, a €]0,1]
M et N dans {2
Et montrons que cela conduit nécessairement 3 xx' = M = N.

En faisant le produit scalaire ({ ., . )) avec zx' dans chaque membre de la

premiére ligne de (2.9), on obient :

l1=a(Mz,z) + (1 — a)(Nz,x) (2.10)

Comme (Mz,x) < A (M) < 1(A (M) désignant la plus grande valeur
propre de M) et (Nx,x) < A1(IN) < 1 il vient de (2.10) que A (M) =
A1(N) =1.
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Puisque les valeurs propres de M (et de IN) sont positives et de somme égale a 1,
T

la seule possibilité pour M (et IN) est d'étre derang 1. M = uu ' avec ||u|| =1
(et N = vvT, avec ||v|[ = 1). Avec la premiére ligne de (2.9), on conclut ensuite
dzx’ =uu' =vv'. 5

2\ La fonction & — x2 est-il convexe?

La solution 6] :
x — x2 est convexe car :

tf(z1) + (1 —t)f(z2) — fltz1 + (1 — t)z2] = tx? + (1 — t)x2
— [twl —|— (1 — t)$2]2
= t(l — t)(a:l — $2)2

Etpour0<t<1;ona:

t(1 —t)(xy —22)2 >0
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Quelques inégalités classiques :
Dans ce chapitre, on va présenter quelque inégalitées nécéssaires et donner quelques

définitions.

3.1 La convexité et la norme

Soit E un espace vectoriel normé. On peut dans la définition d'une norme,
remplacer la troixieme propriété (inégalité triangulaire) par la suivante :

L'ensemble des éléments € FE tels que ||z|| < 1 est une partie convexe de E.

Démonstration 14. Soit || . || : E — R™ une application, et telle que I'en-
semble A = {x € E : ||x|| < 1} soit une partie convexe de E.

Montrons que || . || vérifie I'inégalité triangulaire.

x
Pour tous x,y € E.{G}, on a bien T € A.{0} et ”y_” € A. En posant
€ Yy
_ =l .
= _————— € [0,1], on obtient :
(] + Iyl
€T Yy € Yy
A— 4+ (1=2X) = + €A
|l]| Hyll Ml + 1yl el + [yl ’

Puisque A est convexe. Ce qui entraine :

|+ * ) <
Tl -+ 110l 1T+ 191/ || =
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d'ou :

||l + yl|
]| + [yl —
Soit :
& + yll < [lel] + Iyl
Réciproquement supposons que ¢ soit une norme sur E et montrons que I'ensemble
A ={x € E : ||x|| < 1} est alors une partie convexe de E.
Soient ¢ et y € A tels que ||z|| < 1 et ||ly|| < 1.
Pour tout réel t € [0,1], on a:

[tz + (1 — ) y|| < [[tz|[ + [[(1 — )y
< tllz]| + (1 —t)|[y]]
<t+(1-—-t)y=1, carx,y € A

Il s'en suit donc que tx + (1 — t)y € A, ce qui montre que A est bien une partie

convexe de F.|[8]

3.2 Inégalité de Jensen

I'négalité de Jensen a été découverte a la fin du XIX¢™€ siecle et il donna la preuve
en 1906 par le mathématicien Denois Johan Jensen, cette inéglité est une généra-
lisation de l'inégalité de la convexité a plusieurs nombres, comme par exemple, la
comparaison entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique de plusieurs

nombres. On peut I'écrire de deux manieres :

3.2.1 Le cas discret

Théoréme 3.2.1. Soit f une fonction convexesur I C R, © = (x1,Z2,...,xy,) €

I", (n > 2)etp=(p1,P2,P35--+,Pn) € Ri alors

1 & 1 &
f <— ZZ%%) < — Zpif(wi) (3.1)
S Pn ;=

n
avec pp, = Y .4 Di-
Démonstration 15. On va démontrer par réccurrence.
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Pour n = 2 :

1 2 1
—— S pai | = [ ———(pr@1 + pas) )
f<p1+p2 P ) (p1+pz(p1 1T P2 2)>

Comme f est une fonction convexe, alors :

1
f (plsz(PliIh + P2$2)) o + p2f( x1) -|- f(wz)

< 1+ 2(p1f(:v1)+p2f(332))

P1 -|-P2 (;p@ (w,))
1
< P (; pif(wi))

Donc I'inégalité (3.1) est vrai pour n = 2. On suppose que I'inégalité (3.1) est vrai

pour . et on montre quel est vrai pour n + 1,

1 n+1 pn—i—l
f( Z ) —f< n+1+ _szwz>

Pn+1 . n—|—1 n+1
1=1

Comme ['inégalité (3.1) est vrai pour n + 1, alors elle est vrai pour tout n € N

n+1
( szm) <5 szf(asz)

3.2.2 Le cas intégrale (continue)

La forme intégrale de I'inégalité de Jensen a la forme suivante :

Théoréme 3.2.2. Soit f une fonction convexe sur l'intervalle I, w : [a,b] — I

une fonction continue. Alors :

] (fa p(a)u(x) da:) L ['p@)f (u(e)) da )
[, p(x) dx f p(x) dz

ou p est positif continue sur [a, b]

Démonstration 16. Comme f est une fonction convexe sur l'intervalle [a, b],
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alors pour tout ty € [a, b, il existe 3 € R tel que :

f(t) — f(to) = B(t —to), t € [a,b]
d’ou
p(t) f(u(t)) = B(u(t) —to)p(t) + f(to)p(t) (3.3)

posons
_ Jup()u(t) di
[P p(t) dt

et on intégre I'inégalité (3.3) on obtient :

0

b b [P p(t)u(t) dt
/a p(t)f(u(t)) dt > B / p(t) <u<t>— oty a ) d

[Pp@)u(t) dt\ [P
”( 1 p(t) dt )fap(t) “

=5 ([ puto) at — [ poyutv at)
f (f:p(t)u(t) dt) /abp(t) dt

[P p(t) dt

_|_

Ce qu'implique :

Ly p®)f(u®) dt _ [ [y p®)u(t) dt
Pp@yat  —\ [Pp(t) dt
3.2.3 Applications

Dans ce qui suit on donne quelques application direct de I'inégalité de Jensen

Proposition 3.2.1. (Comparaison entre moyennes géométrique et moyenne arith-
métique) Soit (1, T2,...,Tn) € RY.
Ona:

1

| < —) x
([{I=) <0%
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Démonstration 17. Considérons la fonction f définie par :
Ve € R, f(x) = —In(x)
on a alors :

(@) =

1
12

on en déduit que f est convexe. En appliquant I'inégalité de Jensen, on obtient :

—In (i %) < zn: — h:fxi)

i= i=1
donc :
- l (3 - (3
> (3 2)
=1 n =1 n
qui s'écrit :
In H z' | <ln Z =
=1 =1 n
donc :
1
n n n wz)
[[=) <(X+
(z_l ) (i—l n
alors :

Proposition 3.2.2. Soit n € N*,Vp € N* et (1, Z2,...,Tn) € R}

1
1 & 1 & p
—Y x| <[=) 2P
(nE=) < (72)
=1 =1
Démonstration 18. Considérons la fonction f : R — R définie par :
f(x) = P

on a alors
f’(x) = p(p — 1)xP?
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Par conséquent f est convexe. En appliquant I'inégalité de Jensen, on obtient :
p n
1 <& 1
n “ n 4
=1 =1

et en élevant les deux membres a la puissance — on obtient
p

1

(+5) = (i)

Remarque 3. Si I'on pose p = 2 dans la formule précédente on obtient [3]

Par conséquent

({1=) <

3.3 Inégalité de Hermite-Hadamard

Théoréme 3.3.1. Soit f : [a,b] — R est une fonction convexe. Alors :

f(a—;—b)_b_ /f(w)d <f(a)‘2i‘f(b)

Pour la démonstration, on a besoin du Lemme suivant

Lemme 3.3.1. Soit f une fonction intégrable dans I. Alors on a

b_a/ f(w)dw—/ F(Ab+ (1 — A)a) dA

- / Fha—+ (1 — A\)b) dA
0
Preuve du Théoréme 3.4.1. Soit f est une fonction convexe on a pour tout
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A€ [0,1]

f(a+b) :f()\b—l-(l—)\)a—l—)\a—l—(l—)\)b)

2 2
L FOb+ (= Na) + Ff(Aa + (1 — A)b)

Af(b) + (1 — A)f(a) + Af(a) + (1 =) f(b)
2

IA

f(a) + f(b)
2

IA

alors en peut écrire :

f<a+§> FOb+ (1= Na) + fQa+ (1 =2b) _ f(a) + £(b)

2 2 2
(3.4)

En integre I'inégalité (3.4) sur [0, 1], par rapport a A et on utilise le Lemme 3.4.1
on obtient 3|

/01 7 <a —2F b) % (/ FOb + (1 — Na)dA + / Fa+ (1— ,\)b)dx>
/ f(a) + f(b) 5
2

IA

alors

f(a;—b)_b_a/ f(a) de <f(eb)-zhf(b)

3.4 Inégalité de Fejér

L'inégalité de Fejér est une généralisation de I'inégalité de Hermite-Hadamard.

Théoréme 3.4.1. Soit f une fonction convexe sur [a, b], et soit p : [a, b] — R
a—+b

est une fonction intégrable et symétrique par rapport a @ =
pla+ b — x)). Alors :

(550 [war< [(oos a < TOTIO o ar
(3.5)

(ie. p(x) =

pour la démonstration on besoin du lemme suivant

43




CHAPITRE 3. APPLICATIONS 3.4

Lemme 3.4.1. Soit f : [a,b] — R une fonction convexe, alors

2f ("’T“’) < f(x) + flatb—x) < f(a) + £(b)

Preuve du Théoréme 3.5.1. Comme f une fonction convexe sur [a, b], et soit

a+b

p : [a, b] — R une fonction intégrable et symétrique par rapport & * =
On a

f(a—2|—b> /abp(t)dt:/aaTerf(a-2|-b>p(t)dt_|_/;f(aT_M)p(t)dt

b .
on obtient [3]

Comme p est symétrique par rapport a * =

(50 [ oty at = f(""z”’) p(t) dt
a+b
+/ f(a;b>p(a+b—t) dt
[f (“3°) 7 (57| o a.

on utilise le Lemme 3.5.1 on obtient

a+b

(50 [pwyar< [ 7 i@+ et o - o) a

a+b
—/ f(#®)p(t) dt+/+bf(t)p(t) de (3.6

- / p(t) f(t) dt
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et

a b a
{CEICY / EICESCI

+/ (a)+f(b) pla+b—t) dt

a+b
=/2me¢@mma

d'prés le Lemme 3.5.1 on obtient

a-+b

ﬂ®;¢“{4pmduzlz[ﬂw+fm+b—ﬂmmdt

a+b
-/ f@ﬂﬂﬁ+/wﬂmﬁMt@U

z/p@ﬂﬂﬁ

Alors de (3.6) et (3.7) on obtient :

(50 [ ar< [(oosw a < TOTIO o) ar

3.5 Inégalité de Holder

L'inégalité de Holder est une inégalité fondamentale relative aux espaces de

fonctions LP

3.5.1 Le cas déscrit

Théoreme 3.5.1. Soient a = (a1, az,...,a,) € R}, b= (b1,bs,...,b,) €

1 1
R* et p,q € R} telsque —+ —=1ona:
P q

1

Zalb < (Zaf> (g )é (3.8)

1=0 1=0
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3.5

Preuve 3.5.1. On applique I'inégalité de Jensen avec n = 2, py = —, ps = —,

f(x) = —In(x) et &y > 0, x2 > 0 on obtient

—1In <E + ﬁ) < _ln(:vl)

B In(xz)

p q p

1
< —In (:L'f

Par la fonction exponentielle on obtient

Posons

On obtient

p
7

)

C'est a dire

L

q

) - ()

b?
<Z?:o bf’)

a; bi a,

< D +
D Zi:() a’f

p b

Sommons

a;b;

= (s

0 azi)) P (Z?:o bg)

1 1= P D
(30 ab)p (7, bd)a P ico

+ n

1 1
q

Z?zo a;b; < Z?zo

Sgpz

p q
a; b;
n

a”+q2" b;

1=0 1 =0 ~1

aP n o pd
1 + 21_0 1

(Z?:o a

qui se simplifie

1=0 "2

> aib;
1

(Z?:o aﬁ’)ﬁ (Z?:o bgﬁ -
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et finalement )

3.5.2 Le cas intégrale (continue)

Théoréme 3.5.2. Soient f et g deux fonctions continue et intégrable sur [a, b],

1 1
soient 1 < p, ¢ < 400 avec — + — = 1. Alors
p q

([ smr )< [ ) ([

Pour la démonstration on a besoin du Lemme sivant

Lemme 3.5.1. (inégalité de Young) Soit a,b € R’ et p > 0, g > 0 tels que
1 1
—+ —-—=1,0na

p q
aP b4

ab < — 4+ —
p q

Preuve du Théoréme 3.6.2. On suppose que [3]

b b
[ 1@ dz£oe [ i) dz 0
On applique I'inégalité de Young avec

|f ()]

o oy 9@

(J2 1 (@) da)? (/2 1g()le da)

Q=

On obtient

£ ()] 1 ()]
(e 1 @) da)? ([ lg(@)o de)

L W@P 1 @
LT P @ de ! |g(x)| de
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On intégre sur [a, b] par rapport a & on obtient

Ju (@) |g(z)| da L@ de 1 g(@)|" de
([P 15@r da)? (P lg@ie ac)s Pl @ de - dilo(l de
1 1
< +4-
p q
= 1.

Alors :

([ o) < ([ (] )

3.6 Inégalité de Minkovsky

L'inégalité de Minkovsky est |'inégalité triangulaire pour la norme des espaces
LP pourp > 1

3.6.1 Le cas discrét

Théoréme 3.6.1. Soient a = (ay, az,...,a,) € R} etb = (b1, bs,...,b,) €
R?, p > 1 Alors

(Secror)" = () (S)

=1

sip < 1(p # 0), I'inégalité s'inverse. Dans les deux cas I'égalité est valide si et

seulement si a et b sont proportionnel.

Preuve 3.6.1. Nous donnons la démonstration dans le cas ou p > 1, 'autre

cas se pouvant pareillement. Nous avons :

zn:(ai + b;)? = z”: a;(a; + b;)P~ " + z”: bi(a; + b;)P 1.
=1 =1

=1

On applique alors I'inégalité de Holder a chacune des deux sommes, avec les
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1 —1
| (qui sont bien tels que — 4+ p—) Cela nous donne
pb— p b

coefficients p et

[y

Z(ai + b;)P < (Z af) ’ (Z(ai + bi)p> ’

1 p—1

+ (i@)p (i(ai+bi)p> ’

1

P
En divisant chaque membre par (Z?:l (a; + bi)p) P . on obtient exactement

I'inégalité de Minkowski.

3.6.2 Le cas Intégrale(Continue)

Théoréme 3.6.2. Soient f et g deux fonctions continue et intégrable sur [a, b],

alors :
([’ ([ af o [
oip>1
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Preuve 3.6.2. On utilise I'inégalité de Holder, on obtient [3]

b b
/ F +gl? dws/<|f|+|g|> F+glP da

b b
=/ £ 1F + gP! dw+/ 9] 1f + gl da

< (( / (Fla))y dw)’l’ 4 ( (a(@)? dw)%>

p—

(/b F+ g1 0G5 da;) ’

- (( / (Fla)) dw)’l’ +( (a(@)? dw)’l’>
(/ablergl” dw)p |

= R

*|

ce qui est implique

1 1

ol +glde | (/ @y dw>; ( (g())” dw)’_’

(J21f + gl da) P

donc
(/ 1+ gl da:)l_ " (/ () dw)’% +(f (o)) dw)%
alors

([’ = ([ af o [

3.7 Inégalité de Chybechev

L'inégalité classique de Chybechev implique la différence entre la moyenne du

produit de deux fonctions et le produit du moyen des fonctions individuelles.
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3.7.1 Le cas discret

Théoréme 3.7.1. Soienta = (a1,a2,...,a,) € R"etb = (by,by,...,b,) €

R"™, monotone dans la méme direction et n € N* alors :

()08

si a et b sont monotone dans le sens inverse, alors I'inégalité (3.9) s'inverse;

Preuve 3.7.1. On suppose que @ = (a@1,a2,...,a,) € R™", b = (by,ba,...,b,) €

R™, monotone dans la méme direction et n € N* Alors
(@i —a;)(b;—b;) >0, 1<i<j<n

ce qu'implique
aibi —|— G,jbj Z ajbz- —|— a,-bj, (310)

En somment I'inégalité (3.10) par rapport a ¢ on obtient

(i aibi) + na;b; 2 a; i b; + b, i a; (3.11)
=1
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En somment I'inégalité (3.11) par rapport a j on obtient
PSTARTIO LA D 9% SUES 91 ot
P P ; ; ; ;

en fait I'inégalité en méme indice 2

Donc

Alors

3.7.2 Le cas Intégrale (continue)
Théoréme 3.7.2. Soient f,g : [a,b] — R et p : [a,b] — R, une fonction
intégrable, si f et g sont monotone dans la méme direction alors

b b b b
[ p@) dz [ p@)f@g(e) de > [ p@)f@) do [ pa)g(a) da
' ’ ’ ’ (3.12)
Si f et g sont monotone dans le sens inverse, alors I'inverse de I'inégalité (3.12)
s'inverse, dans les deux cas, |'égalité dans (3.12) reste vrai si et seullement si f ou

g est constante.

Preuve 3.7.2. Comme f, g : [a,b] — R, deux fonctions monotones dans la

méme direction et p : [a,b] — R, fonction intégrable on a [3];:

(f(z) — f(y))(g(x) —g(y)) >0 (3.13)

en multiplie (3.13) par p(x)p(y) on obtient

p(x)p(y)(f(x) — f(y))(9(x) —g(y)) =2 0 (3.14)
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on intégre I'inégalité (3.14) par rapport a « et y on obtient
b b
|| p@pw)(t@ - 1@) @) - 9w) dzdy =0 (315

1
en multiplie (3.15) par 5 on obtient

b b
o[ [ p@p) @) - 1@ e@) - 9w) dedy 20, (3.10)
d’ou
b b b b
| p@ do [ p@F@)9(@) do— | p@)f@) do [ pa)g(@) do
“ 1 b b ¢ * ¢
= | [ p@p@)(F@ - f@)e@) - 9v) de dy 2 0

Donc

[ 0@ dz [ p@ri@oe) de> [ p@1@) de [ page) d

3.8 Inégalité de Griiss

3.8.1 Le cas discrét

Dans le cas discrét I'inégalité de Griiss est une estimation de la déffirence :

I(a,b,p) := P, Zpiaibi — Zpiai Zpibi (3.17)
1=1 1=1

=1
N n
ou P, = Zi:l Di-

Théoréme 3.8.1. Soienta = (a1,a2,...,a,) € R"etb = (by,bs,...,b,) €

R"™, deux n-uplet de tels que

(a; —a;)(bi —bj) 20, 1<i<j<mn
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et soit p = (p1,P2;---,Pn) € RY. Alors

1(a,b39)| < lan — a1l by = bil | _max_ Py(Pa = Pyia)

OEJ Pj = Z?e:l Pk

Une autre version de I'inégalité de Griiss due a M. Biernacki, H. Pidek et C. Ryll-

Nardzewski est donné par

Théoréme 3.8.2. Soienta = (a1,a2,...,a,) € R"etb = (by,ba,...,b,) €
R", telsquer < a; < R,et s < b; < S pourtousz =1,...,n. Alorson a:

Zazb ——Zaz Zb <= {—J (1-% EJ) (R —7)(S — s)

=1
ol |x] est la partie entiere de x, x € R.

3.8.2 Le cas Intégrale (continue)

Dans le cas continue |'inégalité de Griiss est donnée une approximation de I'in-

tégrale du produit en termes de produit de intégrales comme suit

Théoréme 3.8.3. Soient f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R. Soient
également a < f(t) < Aet 8 < g(t) < B o, A et 3, B des réels tels que
vVt € [a, b],

alors

[ rwswae= ([ s a) ([ a0 ar)| < Ga-rs -

Preuve 3.8.1. Comme f, g : [a,b] — R deux fonctions intégrables sur [a, b] et
Vte |a,b]

a<f(t)<AetB<g(t) <B

[ 1wt ae— ([ s at) ([ oty at),

Tout d’abord, nous utilisons cette identité prouvée par K.A.Andreiev, qui affirme

on note que

T(f,9)| =
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que T'(f, g) peut étre écrit comme

T(f,g) = / / (F(2) — F())(g(x) — g(y)) de dy

d"aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

T*(f , 9) < T(f, f)T(g,9)

On désigne par K (f) la moyenne intégrale arithmétique

K() == [ f@) de

d’'autre part

(5. 0) = | T F) £ dt - ( / 1) dt) ( / 1) dt)
— /abf(t)2 dt — (/abf(t) dt>2

=K(f*) —K*(f) >0

On peut facilement voir que I'identitie suivante est également vraie

T(f,5) = (A~ K(DIK() —e) = - / (A— f(@)(f(2) - a) do

ce qui implique

T(f,f) < (A—-K(f)(K(f) — o).
De méme , on a

T(g9,9) < (B — K(9))(K(9) — B)

En combinant les étapes précédentes

T*(f,9) < (A — K(f))(K(f) — a)(B — K(g9))(K(g) — B)
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Enfin, par I'inégalité A — G, il est évident que
(4~ K(D)K() — @) < (A - o)’
(B~ K(9)(K(g) — §) < 4(B - B,

donc
2 1 2 2
T (fag) S E(A_a) (B_/B) 9
d'ot[3] )
T(£,9)| < {(A - Q)(B - B).
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons fait une étude générale sur la convexité en prenant en

concidération les fonctios convexes, ellles sont utiles dans I'optimisation comme le

sera montré dans ce travail, mais aussi dans plusieurs domaine de mathématiques

appliquées.

Donc nous éspérons que ce travail, soit un document utile et un point de départ

pour d'autre themes de recherches.
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Abstract

In this memory we deal with the theory of convexity and its applications. It's
devised in three chapters. The first chapter presents results on convex sets. The
second chapter is devoted to the study of convex functions and their properties. In

the last chapter, we illustrate this study with some applications of convexity.

Résumé

Notre mémoire apporte des études sur la théorie de convexité et ses applications.
Elle est devisée en trois chapitres. Le premier chapitre présente des résultats sur les
ensembles convexes. Le deuxieme, est consacré a |'étude des fonctions convexes et

ses propriétés. Dans le dernier chapitre, nous illustrons notre étude avec quelques

applications de la convexité.




	Notations
	Introduction
	Ensembles Convexes
	Définitions
	Théorème de Carathéodory
	Exemples
	Une vue géométrique pour des ensembles convexes et non convexes

	Les fonctions convexes
	Définition de la convexité
	Fonctions convexes
	Caractérisation de la convexité par le gradient
	Caractérisation de la convexité par la Hessienne

	Applications
	La convexité et la norme
	Inégalité de Jensen
	Le cas discrèt
	Le cas intégrale (continue)
	Applications

	Inégalité de Hermite-Hadamard
	Inégalité de Fejér
	Inégalité de Hölder
	Le cas déscrit
	Le cas intégrale (continue)

	Inégalité de Minkovsky
	Le cas discrét
	Le cas Intégrale(Continue)

	Inégalité de Chybechev
	Le cas discrèt
	Le cas Intégrale (continue)

	Inégalité de Grüss
	Le cas discrèt
	Le cas Intégrale (continue)


	Conclusion
	Bibliographie
	 Résumé

