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Résumé 

 

       Cette thèse étudie certaines équations différentielles d’ordre 

fractionnaire avec des conditions aux limites sur un intervalle borné. En 

se basant sur les théorèmes du point fixe,  des conditions suffisantes pour 

l’existence de solutions ont été proposé pour une nouvelle classe 

d’équation de Langevin  introduisant les différentes dérivées d’ordre 

fractionnaire au sens de Caputo et pour une classe d’équations 

différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Hadamard. Les inégalités 

de type de Hartman-Wintner et de Lyapunov pour une équation 

différentielle d’ordre fractionnaire de Hadamard ont été discuté, ainsi que 

leurs applications sur un problème de valeurs propres et non-existence de 

la solution. Des exemples ont été utilisé pour valider les résultats obtenus, 

et à la fin de notre travail, nous avons proposé quelques problèmes 

ouverts. 

 

Mots clés: calcul fractionnaire, équation différentielle, équation de 

Langevin, conditions aux limites, existence, unicité, non-existence, 

inégalité de Hartman-Wintner, inégalité de Lyapunov. 
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Abstract 

 

       This thesis, investigate some fractional differential equations with 

boundary conditions on a bounded interval. Based on fixed point 

theorems, sufficient conditions were determined  for the existence of 

solutions for a new class of Langevin equation involving Caputo 

fractional derivatives of different order and a class of differential 

equations with Hadamard fractional  derivative. The Hartman-Wintner 

and Lyapunov type inequalities for a differential equation with Hadamard 

fractional derivative discussed, with their applications on the eigenvalues 

problem, and proving of non-existence of solution. Examples were used 

to validate the results obtained. Finally, some open problems were 

proposed. 

 

Key words: Fractional calculus, differential equation, Langevin 

equation, boundary conditions, existence, uniqueness, non-existence, 

Hartman-Wintner-type inequality, Lyapunov-type inequality. 
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 ملخص 

 

التفاضلية ذات رتب كسرية مع شروط حدية هذه الأطروحة تتناول دراسة بعض المعادلات         

النقطة الصامدة تم تحديد شروط كافية لوجود   على فترة زمنية محدودة. إعتمادا على نظريات 

شروط كافية لوحدانية الحل  حلول لنمط جديد من معادلة لونجوفا ذات مشتق كابوتو الكسري، و

-الكسري. تمت دراسة متراجحات هارتمان لصنف من معادلات تفاضلية ذات مشتق هادامار

الكسريو القيم    إشكالية وتطبيقاتها على  ،  ينتنر وليابونوف لمعادلة تفاضلية ذات مشتق هادامار 

الحل. أمثلة لإظهار فعالية النتائج المتوصل إليها.  الذاتية وعدم وجود  وفي الأخير تم   أستعملت 

  لمفتوحة.يات ا شكالتقديم بعض الإ

 

معادلة لونجوفا، شروط حدية، وجود، وحدانية،  معادلة تفاضلية، مشتق كسري،   دلالية:كلمات 

 ، متراجحة ليابونوف. وينتنر-، متراجحة هارتمانعدم وجود
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Introduction générale

————————————————————————————————————————

Cette introduction présente un aperçu historique sur l’intégrale et la dérivée d’ordre frac-

tionnaire et ses applications naturelles par des équations différentielles d’ordre fraction-

naire. Toutes les informations de base introduites dans cette introduction proviennent des

références [1–9].

————————————————————————————————————————

L’idée généralisée de la notion de dérivation d’ordre fractionnaire (non entier) a com-

mencé par certaines spéculations, la première tentative pour discuter de cette idée enre-

gistrée dans l’histoire par une question posée en 1695 par l’Hôpital à Leibniz, s’enquiert de

la signification de cette notation dn

dtn
dans le cas de la dérivation d’ordre non entier, quand

n = 1
2

"Que se passe-t-il si n = 1
2
?". En 30 Septembre 1695, Leibniz [10] a répondu comme

suit : «C’est un paradoxe apparent à partir duquel, un jour on tirera des conséquences

utiles». Pour plus de détails voir [1].

En 1738, Euler [11] a fait le premier pas. Il a observé que le résultat de l’évaluation de

la dérivée dqxa

dtq
de la fonction puissance : xa a une signification pour q non entier. Laplace

en 1812 [12] a proposé l’idée de dérivation d’ordre non entier pour des fonctions pouvant

1



Introduction générale

être représentées par une intégrale de
∫
f(x)x−tdx.

En 1819, Lacroix [13] a discuté un simple exercice mathématique en utilisant la fonc-

tion f(x) = xk, où k est un entier positif, il a pu développer facilement la nème dérivative

comme suit
dnf(x)

dxn
=

k!

(k − n)!
xk−n, k ≥ n, n ∈ N (1)

et en utilisant le symbole Γ de Legendre pour le factoriel généralisée, il a obtenu

dnf(x)

dxn
=

Γ(k + 1)

Γ(k − n+ 1)
xk−n, (2)

en remplaçant la fonction f(x) par x et l’ordre n par 1
2
, Lacroix a pu développer la formule

dnf(x)

dxn
=

Γ(2)

Γ(3
2
)
x

1
2 =

2√
π

√
x. (3)

Ce résultat obtenu par Lacroix est le même que celui de la définition actuelle de Riemann-

Liouville d’une dérivée fractionnaire.

En 1822, Fourier [14] a proposé l’idée d’utiliser le principe d’égalité

dqf(t)

dtq
=

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
τ qf(x) cos(τt− xτ +

qπ

2
t)dτdx, (4)

afin de définir la dérivée pour un ordre non entier. C’était la première définition de la

dérivée d’ordre positif arbitraire appropriée pour toute fonction suffisamment "bonne", pas

nécessairement une fonction de puissance (f(x) = xk).

La véritable histoire du calcul fractionnaire a commencé par Abel [15,16] et Liouville

sur l’équation intégrale

ϕ(t) =

∫ t

a

(t− τ)−κf(τ)dτ, κ ∈ (0, 1), t > a. (5)

Bien que les recherches d’Abel n’ont pas mené à la généralisation de la dérivation, mais

elles ont pu joué un rôle énorme dans le développement du calcul fractionnaire. La raison

en était que le côté gauche de l’équation d’Abel représente, comme il deviendra évident

par la suite, l’opération intégrale fractionnaire d’ordre 1−κ, tandis que l’inversion de cette

équation conduit à une dérivée fractionnaire. Cependant, les notions d’intégro-différentiel

d’ordre fractionnaire sous une telle forme ont été mises en forme un peu plus tard [2].

Introduction générale 2



Introduction générale

Allant de 1832 jusqu’à 1837, Liouville a publié huit articles [17–24], faisant de lui de

droit le véritable créateur de la théorie substantielle de l’intégro-différentielle d’ordre frac-

tionnaire, ces articles de Liouville ont été les premiers à contenir une application du calcul

fractionnaire à la solution de certains types d’équations différentielles ordinaires linéaires,

dans ses articles, des idées importantes et de grandes portées étaient proposées. Pour toute

fonction f qui pouvant être développer comme une série f(t) =
∑∞

k=0 cke
akt, la définition

initiale proposée par Liouville était basée sur la formule de dérivation d’une fonction ex-

ponentielle. Ensuite il a mis en oeuvre la formule d’intégrale fractionnaire d’ordre q > 0

comme suit [5]

D−qf(t) =

∫ +∞

0

f (x+ t)xq−1

(−1)qΓ(q)
dx, t ∈ R. (6)

En 1847, Riemann a rédigé un papier alors qu’il n’était qu’un étudiant et ne fut publié

qu’en 1876 [25], dix ans après sa mort, dans cet article, Riemann était arrivé à l’expression

D−qf(t) =
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− x)q−1 f (x) dx, t > 0, (7)

pour l’intégration fractionnaire, depuis lors, cette formule est devenue l’une des princi-

pales formules d’intégration fractionnaire avec la construction de Liouville, la formule (7)

s’appelle maintenant la forme de Riemann-Liouville d’intégration fractionnaire.

Quelques années plus tard, Grunwald [26] et Letnikov [27] en 1872, ont exposé une

approche de la dérivée fractionnaire basée sur l’expression

Dκf(t) = lim
h→0

∆κ
hf(t)

hκ
,∆κ

hf(t) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh), n− 1 < κ ≤ n. (8)

En 1892, Hadamard [28] propose une idée de la dérivée fractionnaire d’une fonction

analytique via la dérivation de la série de Taylor, où il la comme un outil mathématique de

travail efficace. Hadamard a traité l’intégration fractionnaire sous la forme

Iκf(t) =
tκ

Γ(κ)

∫ 1

0

(1− τ)κ−1f(tτ)dτ, (9)

ce qui l’a amené à examiner davantage les intégrales fractionnaires généralisées de la

forme ∫ 1

0

ϕ(τ)f(tτ)dτ, (10)

Introduction générale 3



Introduction générale

et par cette idée, il avait considéré le cas ϕ(τ) = (− ln τ)κ−1

Γ(κ)
.

Le lecteur intéressé peut trouver d’autres détails sur l’historique de la dérivation fraction-

naire entre 1695 et 1900, décrits par Ross dans [1].

Entre 1900 et 1970, un nombre réduit d’ouvrages ont été publié sur le calcul fraction-

naire par certains des contributeurs comme M. Al-Bassam, H. T. Davis, A. Erdelyi, G. H.

Hardy, H. Kober, J. E. Littlewood, E. R. Love, T. Osier, M. Riesz, S. Samko, I. Sneddon, H.

Weyl et A. Zygmund, ... etc. Par exemple, en 1931, Watanabe [29] a donné la preuve de la

formule (règle de Leibniz) suivante

Dκ(fg) =
+∞∑
j=0

(
κ

j

)
(Dκ−jf)Dkg. (11)

En général, les détails historiques au cours du dernier siècle occupèrt un grand espace

même s’ils devaient uniquement déterminer les résultats importants obtenus. Pour plus de

détails voir §4, §9, §17, §23, §29, §34, §39 et §43 dans le livre [2].

Le calcul fractionnaire a reçu beaucoup d’attention au cours des dernières 30 an-

nées [3] et est devenu un important domaine de recherche en raison à la fois par le dé-

veloppement intensif de la théorie du calcul fractionnaire lui-même et par ses plusieurs

applications. Il existe deux définitions les plus couramment utilisées d’une intégrale frac-

tionnaire et de la dérivée fractionnaire : au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo.

Et il y a plusieurs autres définitions d’une intégrale fractionnaire et de la dérivée fraction-

naire. Par exemple, la dernière définition a été publiée par Jarad et autres en 2017 [30] et

il est de forme

J α,ρ
a f (t) =

1

ραΓ (α)

∫ t

a

(t− τ)α−1 e
ρ−1
ρ

(t−τ)f (τ) dτ, for α > 0, 0 < ρ ≤ 1. (12)

Cette définition est appelée intégrale fractionnaire proportionnel généralisé. Et ils ont re-

présenté aussi un nouveau opérateur de dérivé fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

(GFP Derivative) et un nouveau opérateur de dérivé fractionnaire au sens de Caputo

comme suit :
R
p D

α,ρ
a f (t) = Dn,ρ J n−α,ρ

a f(t), (13)

Introduction générale 4
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C
pD

α,ρ
a f (t) = J n−α,ρ

a (Dn,ρf) (t), (14)

(resp.) où n−1 < α ≤ n, n ∈ N. et Dn,ρf(t) = DρDρ · · ·Dρ︸ ︷︷ ︸
n-fois

f(t), avec Dρf(t) = (1−ρ)f(t)+

ρf ′(t). Et en 2020, Abdeljawad [31] a généralisé la dérivée Dρ dans le cas ρ ∈ R+ sous la

forme

Dρf(t) = (1− ρ+ n)f (n)(t) + (ρ− n)f (n+1)(t), ρ ∈ (m,m+ 1],m ∈ N. (15)

Plusieurs problèmes complexes de la vie quotidienne ont été modélisés par des équa-

tions différentielles et des équations intégro-différentielles d’ordre fractionnaire, voir [5–

8, 32] et ce fait trouver des applications étendues dans divers domaines scientifiques et

technologiques et dans plusieurs domaines de l’économie, branches de la physique, de la

chimie et de l’astronomie, de la biologie, de l’économie, de l’ingénierie comme l’ingénierie

thermique acoustique, la théorie du contrôle, les matériaux viscoélastiques, le traitement

du signal, l’électromagnétisme, la robotique, la diffusion anormale et les milieux fracturés,

la théorie du potentiel et les statistiques électriques, l’aérodynamique, l’électrodynamique

des milieux complexes, la rhéologie polymère, ... etc. Nous demandons vivement au lecteur

de lire l’article [4] avec toutes ses références.

En analyse mathématique, les conditions aux limites sont une contrainte sur les solu-

tions des équations différentielles aux dérivées ordinaires et partielles sur une frontière. Il

existe un grand nombre de conditions aux limites possibles en fonction de la formulation

du nombre de variables en jeu et ainsi en fonction de la nature de l’équation.

Un problème aux limites est constitué d’une équation différentielle ou une équation aux

dérivées partielles (que ce soit d’ordre entier ou d’ordre fractionnaire) dont on cherche des

solutions qui prennent plus de valeurs imposées par les limites du domaine de résolution.

Pour le problème de Cauchy, on a une ou plusieurs conditions qui sont imposées en un

mème point, mais ils existe plusieurs types de conditions aux limites permettant de bien

poser un problème différentiel, on cite ici les conditions aux limites de Dirichlet où l’on

impose la valeur de la solution aux bords du domaine, les conditions aux limites de Neu-

mann où l’on impose la valeur de la dérivée de la solution aux bords du domaine, il y a les

Introduction générale 5
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conditions de Robin où la valeur de la solution aux bords du domaine est imposée comme

une équation différentielle d’ordre un, on trouve aussi les conditions mixtes, et les condi-

tions aux limites de Cauchy où l’application des conditions doubles Dirichlet/Neumann est

systématique. Par exemple, voir [33–39].

Le but de notre travail est d’étudier certaines équations différentielles non linéaires

d’ordre fractionnaire sur un intervalle fini dans un espace de Banach.

Cette thèse est constituée de quatre chapitre comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques principes de base sur le calcul

fractionnaire à partir de fonctions Gamma, ensuite, quelques définitions des approches

d’intégration et dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, de Caputo et de

Hadamard avec leurs propriétés. Après cela, nous présentons le concept de l’opérateur

compact et encore le théorème d’Arzela-Ascoli, ainsi qu’un aperçu de principe de contrac-

tion de Banach et le théorème de point fixe de Krasnoselskii.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité des solutions d’une

nouvelle classe de problèmes aux limites d’équations de Langevin à plusieurs termes d’ordre

fractionnaire avec conditions aux limites. Les résultats principaux sont obtenus à l’aide des

théorèmes de point fixe.

Dans le troisième chapitre, nous étudions l’estimation forte de la condition suffisante

sur l’intervalle donné pour l’existence de la solution unique d’une classe de problèmes aux

limites avec dérivée fractionnaire au sens de Hadamard. La méthode d’analyse est obtenue

par le principe de contraction de Banach. De plus, nous obtiendrons aussi un résultat pour

un problème de valeurs propre.

Dans le quatrième chapitre, nous répondons à la question qui récemment posée concer-

nant l’inégalité de Lyapunov pour un problème aux limites d’ordre fractionnaire au sens de

Hadamard. En utilisant certaines aptitudes en analyse mathématique et on obtient aussi

les inégalités de type de Hartman-Wintner sur un intervalle [a, b]. Puis, leurs applications.

Finalement on présente une conclusion et notre perspectives et nous proposons quelques

problèmes ouverts.

Introduction générale 6



Notations

N : ensemble des nombres entiers positifs.

R : ensemble des nombres réels.

R+ : ensemble des nombres réels positifs.

C : ensemble des nombres complexes.

Γ : fonction gamma d’Euler.

d·e : fonction de partie entière supérieure.

Dn : opérateur de dérivée ordinaire dordre n ∈ N.

L1[a, b] : espace des fonctions mesurables et intégrables sur [a, b] à valeurs dans R.

C([a, b]) : espace des fonctions continues sur [a, b] à valeurs dans R.

AC([a, b]) : espace des fonctions absolûment continues sur [a,b] à valeurs dans R.

ACn([a, b]) : espace des fonctions Ψ telle que Ψ(i) ∈ AC([a, b]), i = 0, 1...n.

Iκa : opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre κ ∈ R+.

RDκ
a : opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dordre κ ∈ R+.

CDκ
a : opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo dordre κ ∈ R+.

HIκa : opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de Hdamard d’ordre κ ∈ R+.

HDκ
a : opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Hadamard dordre κ ∈ R+.
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Chapitre 1

Concepts de base et généralités sur le

calcul fractionnaire

————————————————————————————————————————

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et certaines propriétés des inté-

grales fractionnaires et des dérivés fractionnaires, aussi, les théorèmes de point fixe que

nous allons utiliser dans les prochains chapitres. (Voir [40–44]).

————————————————————————————————————————

1.1 Intégrale et dérivée au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1 (La fonction Gamma [40]) La fonction Gamma d’Euler (notée par Γ) est

définie par la formule

Γ (κ) =

∫ +∞

0

τκ−1e−τdτ, (1.1)

tel que κ ∈ C avec Re(κ) > 0.

Nous avons les propriétés suivantes :

Γ (κ) =
Γ (κ+ 1)

κ
, pour tout κ ∈ C, Re(κ) > 0; (1.2)

8
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Γ (n+ 1) = n! pour n ∈ N; (1.3)

Γ

(
n+

1

2

)
=


√
π, pour n = 0,

1·3·5·····(2n−1)
2n

√
π, pour n ∈ N∗.

(1.4)

En particulier, on a

Γ (1) = 0! = 1, Γ (2) = 1! = 1. (1.5)

L’approche de Riemann-Liouville de l’intégrale fractionnaire pour une fonction Ψ s’ap-

puie sur la formule de calcul de l’intégrale répétée n fois (n ∈ N∗) et qui est donnée par

InaΨ (t) =

∫ t

a

dτ1

∫ τ1

a

dτ2 · · ·
∫ τn−1

a

Ψ (τn) dτn =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− τ)n−1 Ψ (τ) dτ,

où −∞ < a < t < +∞. Cette formule est appelée formule de Cauchy, qui a été généralisé

en une formule d’ordre κ ∈ R+ et en remplaçant la fonction factorielle par la fonction

Gamma, ce qui donne la définition suivante :

Définition 1.2 ( [40]) Soient a, b ∈ R (−∞ < a < b < +∞), et κ ∈ R+. L’intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre κ ∈ R+ pour une fonction Ψ ∈ L1[a, b] définie par

IκaΨ (t) =

 1
Γ(κ)

∫ t
a

(t− τ)κ−1 Ψ (τ) dτ pour κ > 0,

Ψ (t) , pour κ = 0,
(1.6)

où t ∈ [a, b].

Définition 1.3 ( [40]) Soient a, b ∈ R (−∞ < a < b < +∞). La dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre κ pour une fonction Ψ ∈ L1[a, b] définie par

RDκ
aΨ (t) =

 Dn In−κa Ψ (t) = Dn

Γ(n−κ)

∫ t
a

(t− τ)n−κ−1 Ψ (τ) dτ pour κ > 0,

Ψ (t) , pour κ = 0,
(1.7)

où Dn = dn

dtn
, t ∈ [a, b] et n = dκe, tel que d·e est la fonction de partie entière supérieure.

Proposition 1.1 ( [40,41]) Soient Ψ ∈ L1[a, b] et κ > 0. L’intégrale IκaΨ (t) existe pour tout

t ∈ [a, b] et la fonction IκaΨ est un élément de L1[a, b].

1.1. Intégrale et dérivée au sens de Riemann-Liouville 9
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Proposition 1.2 ( [40,41]) Pour σ > 0, κ ≥ 0, n = dκe, et Ψ ∈ L1[a, b], nous avons les

propriétés suivantes :

Iκa IσaΨ(t) = Iσa IκaΨ(t) = Iκ+σ
a Ψ(t), (1.8)

Iκa (x− a)σ−1(t) =
Γ (σ)

Γ (κ+ σ)
(t− a)κ+σ−1. (1.9)

Lemme 1.1 ( [40]) Soit κ > 0 avec n = dκe. La solution générale de l’équation différentielle

d’ordre fractionnaire RDκ
au(t) = 0 est donnée par

u(t) = q1 (t− a)κ−1 + q2 (t− a)κ−2 + ...+ qn (t− a)κ−n , (1.10)

où qj ∈ R, j = 1, 2, ..., n.

Proposition 1.3 ( [40]) Soit κ > 0. Alors

Iκa RDκ
au(t) = u(t) + q1 (t− a)κ−1 + q2 (t− a)κ−2 + ...+ qn (t− a)κ−n , (1.11)

où qj ∈ R, avec j = 1, 2, ..., n, et n = dκe. Et nous avons la propriété suivante :

RDκ
a Iκau(t) = u(t). (1.12)

1.2 Dérivée au sens de Caputo

Définition 1.4 ( [40]) Soient a, b ∈ R (−∞ < a < b < +∞). La dérivée fractionnaire de

Caputo d’ordre κ ∈ R+ pour une fonction Ψ ∈ Cn[a, b] définie par

CDκ
aΨ (t) =

 In−κa DnΨ (t) = 1
Γ(n−κ)

∫ t
a

(t− τ)n−κ−1 Ψ(n) (τ) dτ pour κ > 0,

Ψ (t) , pour κ = 0,
(1.13)

où t ∈ [a, b], n = dκe.

Proposition 1.4 ( [41]) Soient κ > 0 et σ ≥ 0 tel que n = dκe, on a

CDκ
a (t− a)σ =

 0 if σ = 0, 1, ..., n− 1,

Γ(σ+1)
Γ(σ+1−κ)

(t− a)σ−κ if σ > n− 1,
(1.14)

1.2. Dérivée au sens de Caputo 10
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Proposition 1.5 ( [40]) Pour κ > 0 tel que n = dκe, nous avons les propriétées suivantes :

CDκ
a IκaΨ (t) = Ψ(t), Ψ ∈ L1[a, b], (1.15)

Iκa CDκ
aΨ (t) = Ψ (t)−

n−1∑
j=0

Ψ(j) (a) (t− a)j

j!
, Ψ ∈ Cn[a, b]. (1.16)

En particulier, lorsque 0 < κ ≤ 1, on a

Iκ0 CDκ
0Ψ (t) = Ψ (t)−Ψ(0). (1.17)

Lemme 1.2 ( [40]) Soit κ > 0 avec n = dκe. La solution générale de l’équation différentielle

d’ordre fractionnaire CDκ
au(t) = 0 est donnée par

u(t) = q0 + q1(t− a) + q2(t− a)2 + ...+ qn−1(t− a)n−1, (1.18)

où qj ∈ R, j = 0, 1, 2, ..., n− 1.

1.3 Intégrale et dérivée au sens de Hadamard

L’approche de Hadamard de l’intégrale fractionnaire était basée sur la généralisation

de la n-ième intégrale

InaΨ (t) =

∫ t

a

dτ1

τ1

∫ τ1

a

dτ2

τ2

· · ·
∫ τn−1

a

Ψ (τn)
dτn
τn

=
1

(n− 1)!

∫ t

a

(
ln
t

τ

)n−1
Ψ (τ)

τ
dτ,

où 0 < a < t < +∞. Ce qui donne la définition suivante :

Définition 1.5 ( [40]) Soient a, b ∈ R (0 < a < b < +∞) et κ ∈ R+. L’intégrale fraction-

naire au sens de Hadamard d’ordre κ pour une fonction Ψ ∈ L1[a, b] définie par

HIκaΨ(t) =

 1
Γ(κ)

∫ t
a

(
ln t

τ

)κ−1
Ψ(τ)dτ

τ
, pour κ > 0,

Ψ (t) , pour κ = 0,
(1.19)

où t ∈ [a, b].

1.3. Intégrale et dérivée au sens de Hadamard 11
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Définition 1.6 ( [40]) Soient a, b ∈ R (0 < a < b < +∞), et κ ∈ R+ avec n = dκe et

δ = t d
dt
, et soient AC[a, b] est un espace des fonctions absolument continues et ACn

δ [a, b] =

{Ψ : [a, b] → R; Ψ, δn−1Ψ(t) ∈ AC[a, b]}. La dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

d’ordre κ ≥ 0 pour une fonction Ψ ∈ ACn
δ [a, b] définie par

HDκ
aΨ(t) =

 δn HIn−κa Ψ(t) = 1
Γ(n−κ)

(
t d
dt

)n ∫ t
a

(
ln t

τ

)n−κ−1
Ψ(τ)dτ

τ
pour κ > 0,

Ψ (t) , pour κ = 0,
(1.20)

où t ∈ [a, b].

Proposition 1.6 ( [39,40]) Soient a, b ∈ R (0 < a < b < +∞), et κ > 0, n = dκe, pour

Ψ ∈ L1[a, b]. Nous avons les propriétés suivantes :

HDκ
a
HIκaΨ(t) = Ψ(t), (1.21)

HIκa HDκ
aΨ(t) = Ψ(t)−

j=n∑
i=1

(
δn−j HIn−κa Ψ

)
(a)

Γ(κ− j + 1)

(
ln
t

a

)κ−j
, (1.22)

tel que HIn−κa Ψ ∈ ACn
δ [a, b].

Lemme 1.3 ( [39,40]) Soit κ > 0 avec n = dκe. L’équation HDκ
au(t) = 0 admet la solution

générale suivante :

u(t) =

j=n∑
j=1

qj

(
ln
t

a

)κ−j
, t ∈ [a, b], (1.23)

où qj ∈ R (j = 1, ..., n) sont des réels constants.

Remarque 1.1 Dans l’article [42], Jarad et autres ont présenté une nouvelle définition de la

modification de type de Caputo de dérivée fractionnaire de Hadamard comme suit :

CDκaΨ(t) = HIn−κa δnΨ(t) for κ ∈ N∗; et CDκaΨ(t) = δnΨ(t) for κ ∈ N,

et ont présenté les propriétés de cette dérivée. Pour plus de détails voir [42].

Remarque 1.2 Pour simplifier la notation on a écrit Iκ, HIκ, RDκ, CDκ et H Dκ à la place

de Iκ0 , HIκ1 , RDκ
0 ,
CDκ

0 , et HDκ
1 respectiveme

1.3. Intégrale et dérivée au sens de Hadamard 12
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1.4 Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.7 (Ensemble relativement compact [43]) Soit X un espace métrique com-

plet. Une partie Ω de X est relativement compacte si et seulement si son adhérence est com-

pacte.

Définition 1.8 (Opérateur compact [43]) Soient (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ) deux espaces de

Banach et B une partie non vide de X. Une application T : X → Y est dite compacte si

et seulement si, elle est continue et l’image de tous ensemble bornée B ⊂ X est un ensemble

relativement compact de Y .

Définition 1.9 (Ensemble des fonctions uniformément bornées [43]) Soit Ω un domaine

borné fermé de l’espace euclidiene X. Considérons l’espace des fonctions continues C(Ω). soit

M un ensemble de fonctions dans C(Ω). On dit que les fonctions d’un ensemble M sont uni-

formément bornées s’il existe une constante c > 0, commune à toutes les fonctions de M, telle

que pour toute fonction Ψ ∈M on a |Ψ(t)| < c, t ∈ Ω. Ainsi donc, dire que M est borné dans

C(Ω).

Définition 1.10 (Equicontinuité [43]) On dit qu’une partie M ⊂ C(Ω) est équicontinue si,

pour tout ε > 0 il existe un δ = δ(ε) tel que pour tous deux éléments quelconques t1, t2 ∈ Ω

vérifiant l’inégalité ‖t1 − t2‖X < δ, alors l’inégalité |Ψ(t1)−Ψ(t2)| < ε est vérifiée à la fois

pour toute les fonctions Ψ de M.

Théorème 1.1 (Théorème d’Arzela-Ascoli [43]) Soit Ω un sous ensemble dans l’espace

normé X, et soit C(Ω) un espace de Banach formé de fonctions continues Ψ(t), où t ∈ Ω.

Pour qu’un ensemble M ⊂ C(Ω) soit compact, il faut et il suffit que les fonctions de M soient

uniformément bornées et équicontinues.

Définition 1.11 (Application contractante [43]) Soit (X, d) un espace métrique, T : X →

X est une application contractante si

∃k, 0 < k < 1, ∀ (x, y) ∈ X ×X : d(T (x);T (y)) ≤ kd(x; y).

1.4. Outils d’analyse fonctionnelle 13
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Théorème 1.2 (Principe de contraction de Banach [43]) Soit (X, d) est un espace mé-

trique complet, T : X → X est une application contractante. Alors T admet un point fixe

unique dans X.

Théorème 1.3 (Théorème de point fixe de Krasnoselskii [44]) Soit X un ensemble non

vide fermé et convexe dans un espace de Banach E, et soient M et N deux opérateurs définies

sur X vers E. Si

(i) Mu1 +Nu2 ∈ X pour tout u1, u2 ∈ X;

(ii) M est un opérateur contractant ;

(iii) N est compact et continue.

Alors il existe v ∈ X tel que Mv +Nv = v.

1.4. Outils d’analyse fonctionnelle 14



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions d’une

équation d’ordre fractionnaire à

multi-termes de Langevin avec

conditions aux limites

————————————————————————————————————————

Dans ce chapitre on présente essentiellement l’article [45] intitulé : "Existence and unique-

ness of solutions for multi-term fractional Langevin equation with boundary conditions",

publié dans : Dyn. Contin. Discrete Impuls. Syst. Ser. A Math. Anal., Vol. 27, no. 5a, 2020,

339-350.

————————————————————————————————————————

Inspiré par le développement récent de l’équation de Langevin [46–54], nous étu-

dions dans ce chapitre l’existence et l’unicité des solutions pour une nouvelle classe de

problèmes aux limites d’équations de Langevin à plusieurs termes impliquant des dérivées
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Chapitre 2. Existence et unicité des solutions d’une équation d’ordre fractionnaire à
multi-termes de Langevin avec conditions aux limites

fractionnaire de Caputo d’ordre différent de la forme :

CDκ
(CDσ + λ

)
u (t)−

m∑
i=1

ξi
CDκ

(CDσi + λi
)
u (t) = f (t, u (t)) , (2.1)

avec les conditions aux limites :

u(0) = u′(0) = u(1) = 0, (2.2)

où t ∈ J = [0, 1], 0 < σ1 < σ2 < ... < σm ≤ 1, et 1 < σ ≤ 2, 0 < κ ≤ 1, 1 ≤ σ − σi < 2, m ∈

N∗, λi, ξi ∈ R, et CDε l’opérateur de dérivé de Caputo d’ordre fractionnaire ε (ε = κ, σ, σi),

f : J×R −→ R est une fonction non linéaire donnée. Les résultats principaux du problème

(2.1)-(2.2) sont obtenus à l’aide du théorème de point fixe de Banach et du théorème de

point fixe de Krasnoselskii et en appliquant des outils modernes d’analyse fonctionnaire.

Des exemples sont donnés pour illustrer les résultats principaux.

2.1 L’équation intégrale équivalente au problème

Notre premier résultat traite la variable linéaire du problème (2.1)-(2.2) et il joue un

rôle important dans l’obtention des résultats principaux.

Lemme 2.1 Pour h ∈ C([0, 1],R). La fonction u est une solution du problème fractionnaire

suivant :
CDκ

(CDσ + λ
)
u (t)−

m∑
i=1

ξi
CDκ

(CDσi + λi
)
u (t) = h (t) , (2.3)

u(0) = u′(0) = u(1) = 0, (2.4)

si seulement si u est une solution de l’équation intégrale

u(t) = −
∫ t

0

(
Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

)
u (τ) dτ

+
1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 h (τ) dτ

+tσ
∫ 1

0

(
Ω (1− τ)σ−1

Γ (σ)
−

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

)
u (τ) dτ

− tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 h (τ) dτ, (2.5)

2.1. L’équation intégrale équivalente au problème 16
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où

Ω = λ−
m∑
i=1

λiξi. (2.6)

Preuve. Par application de l’opérateur Iκ sur les deux côtés de (2.3), on obtient

CDσu (t)−
m∑
i=1

ξi
CDσiu (t) = Iκh (t)− Ωu (t) + q0, (2.7)

où Ω est donné part (2.6) et q0 ∈ R.

Ensuite, en appliquant l’opérateur Iσ sur les deux côtés de (2.7) et en utilisant la propriété

(1.17), on obtient

u (t)− q1 − q2t−
m∑
i=1

ξiIσ−σi [u (t)− u (0)] = Iκ+σh (t)− ΩIσu (t) + q0
1

Γ(σ + 1)
tσ, (2.8)

où q1, q2 ∈ R. D’après (2.8), on a

u′ (t) = q2 +
m∑
i=1

ξiIσ−σi−1 [u (t)− u (0)] + Iκ+σ−1h (t)− ΩIσ−1u (t) + q0
1

Γ(σ)
tσ−1, (2.9)

on utilise les conditions u′(0) = u(0) = u(1) = 0 dans (2.9) et (2.8), ce qui donne q1 = q2 =

0 et

q0 = Γ(σ + 1)

(
−

m∑
i=1

ξiIσ−σiu (1)− Iκ+σh (1) + ΩIσu (1)

)
. (2.10)

En substituant les valeurs de q0, q1 et q2 dans (2.8) avec l’utilisation de (2.6), on obtient

u (t) = −

(
ΩIσu (t)−

m∑
i=1

ξiIσ−σiu (t)

)
+ Iκ+σh (t)

+tσ

(
−

m∑
i=1

ξiIσ−σiu (1) + ΩIσu (1)

)
− tσIκ+σh (1) .

L’inverse s’ensuit par calcul direct. La preuve est complète.

Soit X = C(J,R) un espace de Banach de toutes fonctions continues de J à valeurs

dans R muni de la norme ‖u‖ = sup
t∈J
|u(t)| .

2.1. L’équation intégrale équivalente au problème 17
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Et nous définissons l’opérateur A : X → X par

Au(t) = −
∫ t

0

(
Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

)
u (τ) dτ

+
1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 f (τ, u(τ)) dτ

+tσ
∫ 1

0

(
Ω (1− τ)σ−1

Γ (σ)
−

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

)
u (τ) dτ

− tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 f (s, u(τ)) dτ. (2.11)

Remarque 2.1 Notons que l’existence des points fixes de l’opérateur A équivalente à l’exis-

tence de solutions du problème (2.1)-(2.2).

2.2 Résultat d’unicité

Théorème 2.1 Soit f : J ×R→ R une fonction continue vérifiant l’hypothèse :

(H1) Il existe L > 0 tel que |f(t, ω)− f(t,$)| ≤ L |ω −$| , pour tout t ∈ J , ω,$ ∈ R et

|f(t, 0)| ≤ φ(t) tel que φ est une fonction continue sur J vers R+ avec φ̂ = sup
t∈J

φ(t).

Alors le problème (2.1)-(2.2) admet une solution unique sur J à condition que

|Ω|
Γ (σ + 1)

+ µ+
L

Γ (κ+ σ + 1)
<

1

2
, (2.12)

où Ω = λ−
m∑
i=1

λiξi et µ =
m∑
i=1

|ξi|
Γ(σ−σi+1)

.

Preuve. Choisissons r > 0 satisfaisant

r ≥ φ̂

Γ (κ+ σ + 1)
(

1
2
− |Ω|

Γ(σ+1)
− µ

)
− L

, (2.13)

et considérons Br = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ r} . Afin de vérifier les hypothèses du principe de

contraction de Banach, nous montrons d’abord que ABr ⊂ Br, où A est défini par (2.11).
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Pour u ∈ Br, et t ∈ J, on a

|Au(t)| ≤
∫ t

0

∣∣∣∣∣ Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)| dτ

+
1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 |f (τ, u(τ))| dτ

+tσ
∫ 1

0

∣∣∣∣∣Ω (1− τ)σ−1

Γ (σ)
−

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)| dτ

+
tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 |f (τ, u(τ))| dτ

≤ |Ω| r
Γ (σ)

∫ t

0

(t− τ)σ−1 dτ +
m∑
i=1

r |ξi|
∫ t

0
(t− τ)σ−σi−1 dτ

Γ (σ − σi)

+
1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 (|f (τ, u(τ))− f(τ, 0)|+ |f(τ, 0)|) dτ

+
|Ω| rtσ

Γ (σ)

∫ 1

0

(1− τ)σ−1 dτ +
m∑
i=1

rtσ |ξi|
∫ 1

0
(1− τ)σ−σi−1 dτ

Γ (σ − σi)

+
tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 (|f (τ, u(τ))− f(τ, 0)|+ |f(τ, 0)|) dτ

≤ r |Ω| tσ

Γ (σ + 1)
+

m∑
i=1

r |ξi| tσ−σi
Γ (σ − σi + 1)

+
Lr + φ̂

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 dτ

+
|Ω| rtσ

Γ (σ + 1)
+

m∑
i=1

rtσ |ξi|
Γ (σ − σi + 1)

+

(
Lr + φ̂

)
tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 dτ

≤ r |Ω|
Γ (σ + 1)

+
m∑
i=1

r |ξi|
Γ (σ − σi + 1)

+
Lr + φ̂

Γ (κ+ σ + 1)

+
r |Ω|

Γ (σ + 1)
+

m∑
i=1

r |ξi|
Γ (σ − σi + 1)

+
Lr + φ̂

Γ (κ+ σ + 1)

= 2r

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+ µ+

L+ φ̂
r

Γ (κ+ σ + 1)

)
≤ r,

ce qui implique que ‖Au‖ ≤ r pour tout u ∈ Br. Par conséquent, on obtient ABr ⊂ Br.

Nous montrons que l’opérateur A est une application contractante. Pour u, v ∈ X, et pour
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tout t ∈ [0, 1], on a

|Au(t)−Av(t)| ≤
∫ t

0

∣∣∣∣∣ Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)− v(τ)| dτ

+
1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 |f (τ, u(τ))− f (τ, v(τ))| dτ

+tσ
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ Ω

Γ (σ)
(1− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)− v(τ)| dτ

+
tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 |f (τ, u(τ))− f (τ, v(τ))| dτ,

≤ ‖u− v‖
∫ t

0

∣∣∣∣∣ Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ dτ
+
L ‖u− v‖
Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 dτ

+ ‖u− v‖ tσ
∫ 1

0

∣∣∣∣∣Ω (1− τ)σ−1

Γ (σ)
−

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ dτ
+
L ‖u− v‖ tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

∣∣(1− τ)κ+σ−1
∣∣ dτ

≤ ‖u− v‖

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+

m∑
i=1

|ξi|
Γ (σ − σi + 1)

)
+

L ‖u− v‖
Γ (κ+ σ + 1)

+ ‖u− v‖

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+

m∑
i=1

|ξi|
Γ (σ − σi + 1)

)
+

L ‖u− v‖
Γ (κ+ σ + 1)

,

ce qui donne

‖Au−Av‖ ≤ 2

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+ µ+

L

Γ (κ+ σ + 1)

)
‖u− v‖ .

Alors, d’après la condition (2.12) par le principe de contraction de Banach, on obtient que

l’opérateurA est contractant. Ainsi, l’opérateurA admet un point fixe unique, on en déduit

que le problème (2.1)-(2.2) admet une solution unique sur [0, 1].

La preuve est terminée.
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2.3 Résultat d’existence

Théorème 2.2 Soit f : J × R → R une fonction continue et |f(t, ω)| ≤ ϕ(t) pour tout

(t, ω) ∈ J × R tel que ϕ est une fonction continue sur J vers R+ avec ϕ̂ = sup
t∈J

ϕ(t). Alors, le

problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution sur J à condition que

|Ω|
Γ (σ + 1)

+ µ <
1

2
. (2.14)

Preuve. Considérons une boule fermée Br = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ r} avec

r ≥ 2ϕ̂

Γ (κ+ σ + 1)

[
1− 2

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+ µ

)]−1

,

et nous définissons les opérateurs M et N sur Br comme suit :

Mu(t) = −
∫ t

0

(
Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

)
u (τ) dτ

+tσ
∫ 1

0

(
Ω (1− τ)σ−1

Γ (σ)
−

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

)
u (τ) dτ (2.15)

et

Nu(t) =
1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 f (τ, u(τ)) dτ

− tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 f (s, u(τ)) dτ. (2.16)

On remarque que Au = Mu+Nu. Nous vérifions maintenant les hypothèses du théorème

de point fixe de Krasnoselskii.

Étape 1. Mu+Nv ∈ Br pour tout u, v ∈ Br. on a

|Mu(t) +Nv(t)| ≤
∫ t

0

∣∣∣∣∣ Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)| dτ

+tσ
∫ 1

0

∣∣∣∣∣Ω (1− τ)σ−1

Γ (σ)
−

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)| dτ

+
1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 |f (τ, v(τ))| dτ

+
tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 |f (τ, v(τ))| dτ, (2.17)
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ce qui implique que

‖Mu+Nv‖ ≤ 2r

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+ µ+

ϕ̂/r

Γ (κ+ σ + 1)

)
≤ r. (2.18)

Ainsi Mu+Nv ∈ Br.

Étape 2. M est une application contractante. Pour u, v ∈ Br, on a

|Mu(t)−Mvt)| ≤
∫ t

0

∣∣∣∣∣ Ω

Γ (σ)
(t− τ)σ−1 −

m−1∑
i=1

ξi (t− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)− v (τ)| dτ

+tσ
∫ 1

0

∣∣∣∣∣Ω (1− τ)σ−1

Γ (σ)
−

m∑
i=1

ξi (1− τ)σ−σi−1

Γ (σ − σi)

∣∣∣∣∣ |u (τ)− v (τ)| dτ

≤ ‖u− v‖

(
|Ω|

Γ (σ)

∫ t

0

(t− τ)σ−1 dτ +
m∑
i=1

|ξi|
∫ t

0
(t− τ)σ−σi−1 dτ

Γ (σ − σi)

)

+ ‖u− v‖

(
|Ω|

Γ (σ)

∫ 1

0

(1− τ)σ−1 dτ +
m∑
i=1

|ξi|
∫ 1

0
(1− τ)σ−σi−1 dτ

Γ (σ − σi)

)

≤ 2

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+ µ

)
‖u− v‖ ,

ce qui donne

‖Mu−Mv‖ ≤ 2

(
|Ω|

Γ (σ + 1)
+ µ

)
‖u− v‖ . (2.19)

D’après (2.14) et (2.19), on en déduit que M est une application contractante

Étape 3. N est compact et continue. Soit lim
n→+∞

un = u. Alors

|Nun(t)−Nu(t)| ≤ 1

Γ (κ+ σ)

∣∣∣∣∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 [f (τ, un(τ))− f(τ, u(τ))] dτ

∣∣∣∣
+

tσ

Γ (κ+ σ)

∣∣∣∣∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 [f (s, un(τ))− f(τ, u(τ))] dτ

∣∣∣∣
≤ 1

Γ (κ+ σ)

∫ t

0

(t− τ)κ+σ−1 |f (τ, un(τ))− f(τ, u(τ))| dτ,

+
tσ

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 |f (τ, un(τ))− f(τ, u(τ))| dτ,

ce qui implique que lim
n→+∞

‖Nun −Nu‖ = 0 comme f est continue. Ainsi, N est continue.
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Ensuite, pour u ∈ Br et pour t2, t1 ∈ J avec t2 > t1, on a

|Nu(t2)−Nu(t1)| =
∣∣∣ 1

Γ (κ+ σ)

∫ t2

0

(t2 − τ)κ+σ−1 f (τ, u(τ))dτ

− 1

Γ (κ+ σ)

∫ t1

0

(t1 − τ)κ+σ−1 f (τ, u(τ))dτ

+
tσ2 − tσ1

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 f (s, u(τ))dτ
∣∣∣

≤ 1

Γ (κ+ σ)

∫ t1

0

(
(t2 − τ)κ+σ−1 − (t1 − τ)κ+σ−1) |f (s, u(τ))| dτ

+
1

Γ (κ+ σ)

∫ t2

t1

(t2 − τ)κ+σ−1 |f (τ, u(τ))| dτ

+
tσ2 − tσ1

Γ (κ+ σ)

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 |f (τ, u(τ))| dτ

≤ ϕ̂

Γ (κ+ σ)

(∫ t1

0

[(t2 − τ)κ+σ−1 − (t1 − τ)κ+σ−1]dτ

+

∫ t2

t1

(t2 − τ)κ+σ−1 dτ + (tσ2 − tσ1 )

∫ 1

0

(1− τ)κ+σ−1 dτ
)

=
ϕ̂

Γ (κ+ σ + 1)
[(t2 − t1)κ+σ + tσ2 − tσ1 ],

qui tend à zéro lorsque t2 → t1, indépendant de u ∈ Br, ceci implique que N est équi-

continu. Donc d’après le théorème d’Arzela-Ascoli en déduit que N est compact sur Br.

Alors, d’après le théorème du point fixe de Krasnoselskii on en déduire que le problème

(2.1 )-(2.2) admet au moins une solution dans Br. Ceci complète la preuve.

2.4 Exemples

Considérons l’équation de Langevin d’ordre fractionnaire à trois termes non linéaires

suivante :
CDκ

(CD7/4 + 5
2

)
u (t)− CDκ

(
(CD1/2+5)

8
+

(CD3/4+7)
4

)
u(t)

= f(t, u(t)), 0 < κ ≤ 1, t ∈ (0, 1),

(2.20)

vérifiant les conditions aux limites :

u(0) = u′(0) = u(1) = 0, (2.21)
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Ici σ = 7/4, σ1 = 1/2, σ2 = 3/4, λ = 5/2, λ1 = 5, λ2 = 7, ξ1 = 1/8, ξ2 = 1/4.

i). Supposons f(t, u(t)) =

√
u2(t)+1−t2

7
− sin2 t+ 1 et κ = 1

2
.

En utilisant les valeurs données, on trouve que

Ω = λ− λ1ξ1 − λ2ξ2 = 1/8, µ =
|ξ1|

Γ (σ − σ1 + 1)
+

|ξ2|
Γ (σ − σ2 + 1)

≈ 0.36033.

Pour (t, u1), (t, u2) ∈ [0, 1] × R, on obtient |f(t, u1)− f(t, u2)| ≤ L ‖u1 − u2‖ avec

L = 1/7. De plus

|Ω|
Γ (σ + 1)

+ µ+
L

Γ (κ+ σ + 1)
≈ 0.494 09 <

1

2
. (2.22)

Ainsi, par le théorème 2.1 on en déduit que le problème (2.20)-( 2.21) admet une

solution unique sur [0, 1].

ii). Afin d’illustrer le théorème 2.2, on prend f(t, u(t)) = 1√
1+t2

tan−1 u(t) + e−t.

On voit que |f(t, u(t))| ≤ π
2
√

1+t2
+e−t = ϕ(t) avec ϕ̂ = π+2

2
. Alors, la condition (2.14)

reste vraie comme
|Ω|

Γ (σ + 1)
+ µ ≈ 0.438 05 <

1

2
. (2.23)

L’hypothèses du théorème 2.2 sont satisfaites. Donc le problème (2.20)-(2.21) ad-

met au moins une solution sur [0, 1] pour κ ∈ (0, 1].
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Chapitre 3

Estimations précises pour la solution

unique d’une classe d’équations

différentielles d’ordre fractionnaire au

sens de Hadamard

————————————————————————————————————————

Dans ce chapitre on présente essentiellement l’article [55] intitulé : "Sharp estimates

for the unique solution of the Hadamard-type two-point fractional boundary value pro-

blems" et il a été accepté pour publication dans : Appl. Math. E-notes, 2021. Voire aussi

arxiv.org/abs/2008.05301 .

————————————————————————————————————————

Inspiré par les travaux [56–59], dans ce chapitre, nous présentons l’estimation précise

sur la condition de l’intervalle donné qui permet de trouver la solution unique pour une

classe d’équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Hadamard avec des condi-

tions aux limites sous la forme suivante :
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 HDκ
au(t) = −F(t, u(t)), 0 < a < t < b, 1 < κ ≤ 2,

u(a) = 0, u(b) = B, B ∈ R,
(3.1)

où f est une fonction continue et B est une constante réelle.

Par l’utilisation de la fonction de Green et le principe de contraction de Banach, de plus,

nous obtiendrons aussi la borne inférieure des valeurs propres pour un problème de valeurs

propres suivant :

 HDκ
au(t) = λu(t), 0 < a < t < b, 1 < κ ≤ 2,

u(a) = 0 = u(b).
(3.2)

Dans ces sections nous présentons la démonstration des résultats principaux du pro-

blème (3.1), puis la déduction des résultats de (3.2). De plus, un exemple est présenté

pour clarifier les résultats principaux.

3.1 Fonction de Green associée au problème

Lemme 3.1 Soit y ∈ C([a, b],R). La fonction u est une solution du problème fractionnaire

suivant :  HDκ
au(t) = −y(t), 0 < a < t < b, 1 < κ ≤ 2,

u(a) = 0, u(b) = B, B ∈ R,
(3.3)

si seulement si u est une solution de l’équation intégrale

u(t) =

∫ b

a

G(t, τ)y(τ)dτ +B

(
ln t

a

ln b
a

)κ−1

, (3.4)

où

G(t, τ) =
1

Γ(κ)



(
ln t
a

ln b
a

)κ−1 (
ln b

τ

)κ−1 1
τ
−
(
ln t

τ

)κ−1 1
τ
, a ≤ τ ≤ t ≤ b,

(
ln t
a

ln b
a

)κ−1 (
ln b

τ

)κ−1 1
τ
, a ≤ t ≤ τ ≤ b.

(3.5)

Preuve. En appliquant l’opérateur HIκa sur l’équation HDκ
au(t) = −y(t), on obtient

u(t) = − 1

Γ(κ)

∫ t

a

(
ln
t

τ

)κ−1

y(τ)
dτ

τ
+ q1

(
ln
t

a

)κ−1

+ q2

(
ln
t

a

)κ−2

, (3.6)
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où q1, q2 ∈ R.

Utilisant la condition initiale u(a) = 0, on trouve que q2 = 0. Puis par la condition u(b) = B,

on obtient

q1 =
1

Γ(κ)

(
ln
b

a

)1−κ ∫ b

a

(
ln
b

τ

)κ−1

y(τ)
dτ

τ
+B

(
ln
b

a

)1−κ

. (3.7)

En substituant les valeurs de q1 et q2 dans (3.6), nous obtenons

u(t) =

(
ln t

a

)κ−1 (
ln b

a

)1−κ

Γ(κ)

∫ b

a

(
ln
b

τ

)κ−1

y(τ)
dτ

τ

− 1

Γ(κ)

∫ t

a

(
ln
t

τ

)κ−1

y(τ)
dτ

τ
+B

(
ln
b

a

)1−κ

+B

(
ln t

a

ln b
a

)κ−1

=
1

Γ(κ)

∫ t

a

[(
ln
b

a

)1−κ(
ln
t

a

)κ−1(
ln
b

τ

)κ−1

−
(

ln
t

τ

)κ−1
]
y(τ)

dτ

τ

+
1

Γ(κ)

∫ b

t

(
ln
b

a

)1−κ(
ln
t

a

)κ−1(
ln
b

τ

)κ−1

y(τ)
dτ

τ
+B

(
ln t

a

ln b
a

)κ−1

=

∫ b

a

G(t, τ)y(τ)dτ +B

(
ln t

a

ln b
a

)κ−1

.

L’inverse s’ensuit par calcul direct. La preuve est complète.

Lemme 3.2 ( [55,60]) La fonction de Green G définie dans Lemme 3.1, possède les proprié-

tés suivantes :

i). G(τ, τ) ≥ G(t, τ) ≥ 0 pour tous (t, τ) ∈ [a, b]× [a, b],

ii). max
t∈[a,b]

∫ b
a
|G (t, τ)| dτ =

(κ−1)κ−1(ln b
a)
κ

κκ+1Γ(κ)
.

Preuve. Nous commençons par fixer un τ ∈ [a, b]. On dérive la fonction G(t, τ) par rapport

à t.

Pour 1 ≤ a < t ≤ τ ≤ b, nous avons

∂

∂t
g2 =

(κ− 1)(ln t
a
)κ−2(ln b

τ
)κ−1

Γ(κ)(ln b
a
)κ−1τt

≥ 0, (3.8)

on obtient

g2(τ, τ) ≥ g2(t, τ). (3.9)
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Pour 1 ≤ a ≤ τ < t ≤ b, on a

∂

∂t
g1 = − ∂

∂t
g2 −

(κ− 1)

Γ(κ)τt

(
ln
t

τ

)κ−2

=
(κ− 1)

Γ(κ)τt

(
ln t

a

)κ−2 (
ln b

τ

)κ−1(
ln b

a

)κ−1 − (κ− 1)

Γ(κ)τt

(
ln
t

τ

)κ−2

= −
(κ− 1)

(
ln t

a

)κ−2

Γ(κ)τt

( ln t
a

ln t
τ

)2−κ

−

(
ln b

τ

ln b
a

)κ−1
 . (3.10)

Par l’inégalités 1 ≤ a ≤ τ < t ≤ b, on obtient(
ln t

a

ln t
τ

)2−κ

≥ 1, (3.11)

et

0 <

(
ln b

τ

ln b
a

)κ−1

≤ 1, (3.12)

utilisant l’inégalités (3.11) et (3.12), on obtient(
ln t

a

ln t
τ

)2−κ

−

(
ln b

τ

ln b
a

)κ−1

≥ 0, (3.13)

Donc
∂

∂t
g1 ≤ 0. (3.14)

Alors, pour 1 ≤ a ≤ τ < t ≤ b, on a

g1(t, τ) ≥ g1(b, τ) = 0. (3.15)

D’autre part, pour tout τ ∈ [a, b), lim
t→s

g1(t, τ) = − 1
Γ(κ)

(ln τ
a)

κ−1
(ln b

τ )
κ−1

(ln b
a)
κ−1

1
τ

= g1(τ, τ),

donc pour tout t ∈ [τ, b],

g1(τ, τ) ≥ g1(t, τ), (3.16)

et, si t = τ alors

g2(τ, τ) = g1(τ, τ) = G(τ, τ), (3.17)

avec g2(a, τ) = g1(a, a) = 0, pour tout τ ∈ [a, b].
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D’après (3.9), (3.15), (3.16) et (3.17), on obtient

G(τ, τ) ≥ G(t, τ) ≥ 0. (3.18)

ii). D’aprés la fonction de Green (3.5), nous avons

Γ(κ)

∫ b

a

|G (t, τ) |dτ =

∫ t

a

( ln t
a

ln b
a

)κ−1(
ln
b

τ

)κ−1

−
(

ln
t

τ

)κ−1
 dτ
τ

+

∫ b

t

(
ln t

a

ln b
a

)κ−1(
ln
b

τ

)κ−1
dτ

τ

=

(
ln t

a

ln b
a

)κ−1 ∫ b

a

(
ln
b

τ

)κ−1
dτ

τ
−
∫ t

a

(
ln
t

τ

)κ−1
dτ

τ

=
1

κ

(
ln
b

a

)1−κ(
ln
t

a

)κ−1(
ln
b

a

)κ
− 1

κ

(
ln
t

a

)κ
,

ce qui donne ∫ b

a

G (t, τ) dτ =
Θ(t)

Γ(κ+ 1)
, (3.19)

où

Θ(t) =

(
ln
b

a

)(
ln
t

a

)κ−1

−
(

ln
t

a

)κ
, t ∈ [a, b]. (3.20)

Observons que Θ(a) = 0 et Θ(b) = 0. Pour t ∈ (a, b), on dérive la fonction Θ(t) on obtenir

Θ′(t) =
(κ− 1)

t

(
ln
b

a

)(
ln
t

a

)κ−2

− κ

t

(
ln
t

a

)κ−1

Donc l’équation Θ′(t) = 0 possède une solution unique, atteint au point

t∗ = a

(
b

a

)(κ−1)/κ

.

On voit facilement que t∗ ∈ (a, b). Par ce que Θ(t) est une fonction continue et t∗ ∈ (a, b),

on en déduit que
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max
t∈[a,b]

Θ(t) = Θ(t∗)

=

(
ln
b

a

)(
ln

(
b

a

)(κ−1)/κ
)κ−1

−

(
ln

(
b

a

)(κ−1)/κ
)κ

=
1

κ− 1

(
κ− 1

κ
ln
b

a

)κ
=

(κ− 1)κ−1 (ln b
a

)κ
κκ

. (3.21)

D’après (3.19) et (3.21), nous obtenons la deuxième propriété dans Lemme 3.2. La preuve

est terminée.

3.2 Résultat d’unicité

Théorème 3.1 Soit F : [a, b]×R→ R est une fonction continue et satisfait à une condition

de Lipschitz uniformément par rapport à la deuxième variable sur [a, b]×R avec la constante

de Lipschitz K, c’est-à-dire,

|F(t, u)−F(t, v)| ≤ K |u− v| ,

pour tous (t, u), (t, v) ∈ [a, b]×R, avec a, b ∈ R+.

Si
b

a
< exp

(
κ(κ+1)/κΓ1/κ(κ)

(κ− 1)(κ+1)/κK1/κ

)
. (3.22)

Alors, le problème aux limites d’ordre fractionnaire (3.1) admet une solution unique sur

[a, b] pour toute valeur B.

Preuve. Soit E = C ([a, b],R) espace de Banach muni de la norme ‖u‖ = supt∈[a,b] |u(t)| ,

on définit l’opérateur T : E → E par

Tu(t) =

∫ b

a

G(t, τ)F(τ, u(τ))dτ +B

(
ln t

a

ln b
a

)κ−1

, (3.23)
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où la fonction G est donnée par (3.5).

Notons que le problème (3.1) admet la solution u ∈ E si et seulement si u est un point fixe

de l’opérateur T.

Pour tous (t, u), (t, v) ∈ [a, b]×R, nous avons

|Tu(t)− Tv (t)| ≤
∫ b

a

G(t, τ) |F(τ, u(τ))−F(τ, v(τ))| dτ

≤
∫ b

a

KG(t, τ) |u (τ)− v (τ)| dτ

≤ K

∫ b

a

G (t, τ) dτ ‖u− v‖ ,

Utilisons la deuxième propriété dans le Lemme 3.2, on obtient

‖Tu− Tv‖ ≤
K (κ− 1)κ−1 (ln b

a

)κ
κκ+1Γ(κ)

‖u− v‖ . (3.24)

On peut facilement vérifier que l’hypothèse (3.22) mène au principe de l’application contrac-

tante. Par conséquent, T est une application contractante, on en déduit que le problème

(3.1) admet une solution unique.

3.3 Résultats sur un problème de valeurs propres

Dans cette section nous allons étudier la borne inférieure pour les valeurs propres du

problème (3.2).

Théorème 3.2 Si le problème de valeurs propres (3.2) admet une solution continue non

triviale, alors

|λ| ≥ κκ+1Γ(κ)

(κ− 1)κ−1 (ln b
a

)κ , (3.25)

Preuve. En utilisant Lemme 3.2, la solution du problème (3.2), peut être écrite comme

suit

u (t) =

∫ b

a

−λG (t, τ)u (τ) dτ.
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Ainsi, pour tout t ∈ [a, b], nous avons

|u(t)| ≤
∫ b

a

|λ| |G (t, τ)| |u (τ)| dτ

≤ ‖u‖ |λ|
∫ b

a

|G (t, τ)| dτ

≤ ‖u‖ |λ|
(κ− 1)κ−1 (ln b

a

)κ
κκ+1Γ(κ)

,

ce qui donne

‖u‖ ≤ ‖u‖ |λ|
(κ− 1)κ−1 (ln b

a

)κ
κκ+1Γ(κ)

.

Comme u est non triviale, alors ‖u‖ 6= 0, on obtient l’inégalité (3.25). La preuve est com-

plète.

Remarque 3.1 Si

|λ| < κκ+1Γ(κ)

(κ− 1)κ−1 (ln b
a

)κ , (3.26)

Alors le problème aux limites (3.2) n’admet pas une solution non triviale.

3.4 Exemples

1. Considérons le problème d’ordre fractionnaire suivant : HD
3/2
1 u(t) = (t− 1)2 +

√
t− 1 + u2(t), 1 < t < e,

u(1) = 0, u(e) = B, B ∈ R.
(3.27)

Ici κ = 3
2
, [a, b] = [1, e] et F(t, u) = (t−1)2 +

√
t− 1 + u2 pour tout (t, u) ∈ (1, e]×R,

on a

|∂uF(t, u)| =
|u|√

t− 1 + u2

≤ 1 := K.

En utilisant les valeurs données, on trouve que

exp

(
κ(κ+1)/κΓ1/κ(κ)

(κ− 1)(κ+1)/κK1/κ

)
= exp

(
3

4
(9π)1/3

)
> e.
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Donc, l’inégalité (3.22) est satisfaite. Par conséquent et d’après le théorème 3.1,

on en déduit que le problème aux limites d’ordre fractionnaire (3.27) admet une

solution unique sur [1, e].

2. Considérons le problème de valeurs propres suivant : HD
3/2
1 u(t) = λu(t), 1 < t < e,

u(1) = 0 = u(e),
(3.28)

Ici κ = 3
2
, et [a, b] = [1, e].

Utilisant les valeurs données, on trouve que

κκ+1Γ(κ)

(κ− 1)κ−1 (ln b
a

)κ =
9
√

3π

8
. (3.29)

D’après le théorème 3.2, on en déduit que : Si λ est une valeur propre du problème

(3.28), alors |λ| ≥ 9
√

3π/8.
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Chapitre 4

Inégalité de type de Lyapunov d’un

problème de Hadamard dérivatif avec

conditions aux limites sur un intervalle

[a, b]

————————————————————————————————————————

Dans ce chapitre on présente essentiellement l’article [60] intitulé : "Lyapunov-type in-

equality for the Hadamard fractional boundary value problem on a general interval [a,b]"

publié dans J. Math. inequal., Vol. 13, no. 3 (2019), 789-799.

————————————————————————————————————————

Inspiré par les travaux [61, 62], dans ce chapitre, nous allons étudier le problème

ouvert suivant :

Comment obtenir l’inégalité de type Lyapunov de l’équation différentielle d’ordre fraction-

naire au sens de Hadamard avec conditions aux limites suivante? :

34
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 HDκ
au(t) + q(t)u(t) = 0, 1 ≤ a < t < b, 1 < κ ≤ 2,

u(a) = u(b) = 0,
(4.1)

où HDκ
a dénote la dérivée de Hadamard et q : [a, b]→ R est une fonction continue.

De plus, nous avons obtenu plusieurs résultats pour des inégalités de type de Hartman-

Wintner avec leurs applications sur un problème de valeurs propres et de non-existence

des solutions.

L’intérêt de ce chapitre ne se résume pas seulement au fait de trouver une réponse au

problème ouvert, mais aussi en certaines aptitudes en analyse mathématique à surmonter

les obstacles difficiles pour tirer le maximum de la fonction de Green.

4.1 Fonction de Green associée au problème

Lemme 4.1 La fonction u ∈ C([a, b],R) est une solution du problème fractionnaire suivant : HDκ
au(t) + q(t)u(t) = 0, 1 ≤ a < t < b, 1 < κ ≤ 2,

u(a) = u(b) = 0,
(4.2)

si seulement si u est une solution de l’équation intégrale

u(t) =

∫ b

a

G(t, τ)q(τ)u(τ)dτ, (4.3)

où G(t, τ) est définie par (3.5).

Preuve. Voir Lemme 3.1 (avec B = 0 et y(t) = q(t)u(t)).

Lemme 4.2 La fonction de Green G définie dans le Lemme 4.1, possède les propriétés sui-

vantes :

1. G(τ, τ) ≥ G(t, τ) ≥ 0, pour tous (t, τ) ∈ [a, b]× [a, b].

2. Pour tout (t, τ) ∈ [a, b]× [a, b],

|G(t, τ)| ≤|G(τ, τ)| ≤ 1

4(κ−1)Γ(κ)a

(
ln
b

a

)(κ−1)

. (4.4)
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Preuve. 1. Pour la preuve de la première propriété, voir Lemme 3.2 et leur preuve.

2. Nous démontrons la deuxième propriété. On a G(τ, τ) = g2(τ, τ) = g1(τ, τ) ≥ g2(t, τ) ≥

g1(t, τ) ≥ 0.

On utilise l’inégalité AB ≤ (A+B)2

4
avec A = ln τ

a
et B = ln b

τ
, alors

|G(τ, τ)| =
1

Γ(κ)
(
ln b

a

)κ−1
τ

[(
ln
τ

a

)(
ln
b

τ

)]κ−1

≤ 1

4κ−1Γ(κ)
(
ln b

a

)κ−1
τ

[(
ln
τ

a
+ ln

b

τ

)2
]κ−1

=
1

4κ−1Γ(κ)τ

(
ln
b

a

)κ−1

≤ 1

4κ−1Γ(κ)a

(
ln
b

a

)κ−1

.

Par conséquent

|G(t, τ)| ≤ |G(τ, τ)| ≤ 1

4(κ−1)Γ(κ)a

(
ln
b

a

)κ−1

. (4.5)

La preuve est complète.

L’existence des solutions non triviales et continues pour des problèmes aux limites

d’ordre fractionnaire est assurée par les inégalités de Lyapunov et de Hartman-Wintner.

Dans ces sections nous présentons ces inégalités pour le problème (4.1).

4.2 Inégalité de Hartman-Wintner

Théorème 4.1 S’il existe une solution continue non triviale du problème aux limites avec la

dérivée fractionnaire de Hadamard (4.1), alors∫ b

a

1

τ

(
ln
τ

a
ln
b

τ

)κ−1

|q(τ)|dτ ≥
(

ln
b

a

)κ−1

Γ(κ). (4.6)

Preuve. Soit E = C([a, b],R) un espace de Banach muni de la norme

‖u‖ = sup
t∈[a,b]

|u(t)|.

On a

|u(t)| ≤
∫ b

a

|G(t, τ)||q(τ)||u(τ)|dτ,
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ce qui donne

‖u‖ ≤‖u‖
∫ b

a

|G(τ, τ)||q(τ)|dτ.

Comme u est non triviale (i.e. ‖u‖ 6= 0), donc

1 ≤
∫ b

a

1(
ln b

a

)κ−1
Γ(κ)τ

(
ln
τ

a
ln
b

τ

)κ−1

|q(τ)|dτ, (4.7)

d’après (4.7) on en déduit l’inégalité (4.6).

4.3 Inégalités de Lyapunov

Nous présentons l’inégalité de Lyapunov suivante :

Théorème 4.2 S’il existe une solution continue non triviale du problème aux limites avec la

dérivée fractionnaire de Hadamard (4.1), alors∫ b

a

|q(τ)| dτ ≥ 4(κ−1)Γ(κ)a

(
ln
b

a

)1−κ

. (4.8)

Preuve. Nous notons 1
s
≤ 1

a
, alors d’après le théorème 4.1 nous obtenons∫ b

a

|q(τ)| dτ ≥ a

(
ln
b

a

)κ−1
Γ(κ)

max
τ∈[a,b]

h(τ)
, (4.9)

où

h(τ) =

(
ln
τ

a
ln
b

τ

)κ−1

. (4.10)

Si τ = a ou τ = b, alors h(τ) = 0. sinon, on dérive la fonction h(τ), pour tout τ ∈ (a, b) :

h′(τ) =
(κ− 1)

τ
(
ln τ

a
ln b

τ

)2−κ

(
ln
b

τ
− ln

τ

a

)
=

(κ− 1)
(
ln ab

τ2

)
τ
(
ln τ

a
ln b

τ

)2−κ ,

nous avons une solution unique τ0 =
√
ab de l’équation h′(τ) = 0 sur (a, b). On obtient

max
τ∈[a,b]

h(τ) = h(τ0) =

(
ln

√
ab

a
ln

b√
ab

)κ−1

. (4.11)
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D’autre part on a

ab =
√
ab
√
ab⇔ ln

√
ab

a
= ln

b√
ab
⇔

(
ln

√
ab

a
− ln

b√
ab

)2

= 0

⇔ 4

(
ln

√
ab

a
ln

b√
ab

)
=

(
ln

√
ab

a

)2

+

(
ln

b√
ab

)2

+ 2

(
ln

√
ab

a
ln

b√
ab

)

⇔

(
ln

√
ab

a
ln

b√
ab

)
=

1

4

(
ln

√
ab

a
+ ln

b√
ab

)2

=
1

4

(
ln
b

a

)2

⇔

(
ln

√
ab

a
ln

b√
ab

)κ−1

=
1

4(κ−1)

(
ln
b

a

)2(κ−1)

, (4.12)

Par (4.11) et (4.12)

max
τ∈[a,b]

h(τ) = h(τ0) =
1

4(κ−1)

(
ln
b

a

)2(κ−1)

, (4.13)

Par substitution (4.13) dans (4.9), on en déduit∫ b

a

|q(τ)| dτ ≥ 4(κ−1)Γ(κ)a

(
ln
b

a

)1−κ

.

La preuve est complète.

Nous définissons les constantes :

ξ1 = exp

(
1

2

[
[2(κ− 1) + ln ba]−

√
4(κ− 1)2 + ln2 b

a

])
, (4.14)

et

ξ2 = exp

(
1

2

[
[2(κ− 1) + ln ba] +

√
4(κ− 1)2 + ln2 b

a

])
. (4.15)

Lemme 4.3 La fonction de Green G définie dans Lemme 4.1, vérifie la propriété suivante

max
t,τ∈[a,b]

|G(t, τ)|= 1

Γ(κ)ξ1

(
ln ξ1

a
ln b

ξ1

ln b
a

)κ−1

. (4.16)

Preuve. On observe que g2([a, b]× [a, b]) ⊂ G([a, b]× [a, b]), et par la première propriété du

Lemme 4.2, nous obtenons

max
t,τ∈[a,b]

|G(t, τ)|= max
τ∈[a,b]

|G(τ, τ)|, (4.17)
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où G(τ, τ) =
1

Γ(κ)
(
ln b

a

)κ−1

(
ln
τ

a
ln
b

τ

)κ−1
1

τ
.

ensuite que nous avons seulement obtenu la valeur maximale de la fonction

Q(τ) =

(
ln
τ

a
ln
b

τ

)κ−1
1

τ
, τ ∈ [a, b]. (4.18)

On a Q(a) = Q(b) = 0. On dérive la fonction Q(τ) sur (a, b).

Q′(τ) =

[
(κ− 1)

ln b
τ
− ln τ

a(
ln τ

a
ln b

τ

) − 1

](
ln
τ

a
ln
b

τ

)κ−1
1

τ 2
.

D’autre part on a

Q′(τ) = 0 ⇔ (κ− 1)
(
ln b

τ
− ln τ

a

)
= ln τ

a
ln b

τ

⇔ [2 (κ− 1) + ln b+ ln a] ln τ − [(κ− 1) + ln b] ln a− ln2 τ − (κ− 1) ln b = 0

⇔ ln2 τ − [2 (κ− 1) + ln ba] ln τ + [(κ− 1) ln ba+ ln b ln a] = 0,

donc l’équation Q′(τ) = 0 est équivalente à l’équation d’ordre 2 suivante :

x2 − [2 (κ− 1) + ln ba]x+ [(κ− 1) ln ba+ ln b ln a] = 0, (4.19)

où x = ln τ. Donc l’équation (4.19) admet deux solutions données comme suit :

x1 =
[2 (κ− 1) + ln ba]−

√
∆

2
= ln ξ1, x2 =

[2 (κ− 1) + ln ba] +
√

∆

2
= ln ξ2, (4.20)

tel que ∆ = 4 (κ− 1)2 + ln2 b
a
.

On a

x2 >
ln ba+

√(
ln b

a

)2

2
= ln b,

Alor ξ2 /∈ (a, b).

Nous avons aussi

x1 =
1

2

2 (κ− 1) + ln ba−

√(
2 (κ− 1) + ln

b

a

)2

− 4 (κ− 1)

(
ln
b

a

)
>

1

2

2 (κ− 1) + ln ba−

√(
2 (κ− 1) + ln

b

a

)2


=
1

2

(
2 (κ− 1) + ln ba− 2 (κ− 1)− ln

b

a

)
= ln a

⇒ ξ1 > a,
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et d’autre part on a

x1 =
1

2

2 (κ− 1) + ln ba−

√(
2 (κ− 1)− ln

b

a

)2

+ 4 (κ− 1) ln
b

a


<

1

2

2 (κ− 1) + ln ba−

√(
2 (κ− 1)− ln

b

a

)2


=
1

2

(
2 (κ− 1) + ln ba−

∣∣∣∣2 (κ− 1)− ln
b

a

∣∣∣∣)
≤ 1

2

(
2 (κ− 1) + ln ba−

(
|2 (κ− 1)| −

∣∣∣∣ln ba
∣∣∣∣))

=
1

2

(
2 (κ− 1) + ln ba−

(
2 (κ− 1)− ln

b

a

))
= ln b

⇒ ξ1 < b,

on en déduit que ξ1 ∈ (a, b).

Par conséquent

max
τ∈[a,b]

|Q(τ)| = 1

ξ1

(
ln
ξ1

a
ln

b

ξ1

)κ−1

. (4.21)

Donc

max
t,τ∈[a,b]

|G(t, τ)| = 1

Γ(κ)ξ1

(
ln ξ1

a
ln b

ξ1

ln b
a

)κ−1

. (4.22)

La preuve est complète.

Nous avons l’estimation précise de l’inégalité de type de Lyapunov suivante :

Théorème 4.3 S’il existe une solution continue non triviale du problème aux limites avec la

dérivée fractionnaire de Hadamard (4.1), alors∫ b

a

|q(τ)|dτ ≥ Γ(κ)ξ1

(
ln ξ1

a
ln b

ξ1

ln b
a

)1−κ

, (4.23)

où ξ1 est définie par (4.14).

Preuve. En utilisant Lemme 4.1, la solution du problème (4.1), peut être écrite comme

suit

u (t) =

∫ b

a

G (t, τ) q(τ)u (τ) dτ.
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Ainsi, pour tout t ∈ [a, b], nous avons

|u(t)| ≤
∫ b

a

|G (t, τ)| |q(τ)| |u (τ)| dτ

≤ ‖u‖
∫ b

a

|G (t, τ)| |q(τ)| dτ,

ce qui donne

‖u‖ ≤ ‖u‖
∫ a

a

|G (t, τ)| |q(τ)| dτ.

Puisque u est non triviale (i.e ‖u‖ 6= 0), alors

1

maxt,τ∈[a,b]|G(t, τ)|
≤
∫ b

a

|q(τ)| dτ.

En utilisant Lemme 4.3, on obtient l’inégalité (4.23). La preuve est complète.

Remarque 4.1 Nous avons résolu le problème tel qu’il était proposé sur le domaine [a, b] avec

(1 ≤ a < b). Mais un lecteur perspicace peut remarquer que les résultats restent corrects

lorsque 0 < a < b, sans rien changer dans la méthode d’étude ci-dessus.

Remarque 4.2 Soient a = 1, b = e, d’après le théorème 4.3, on peut déduire le résultat

dans [63] et nous avons résolu le problème ouvert (4.1) en utilisant la méthode d’analyse

directe. En outre, il existe une réponse du problème ouvert par une autre méthode différente

proposée dans [63].

4.4 Applications

Nous présentons maintenant l’applications des inégalités obtenues ci-dessus sur un

problème de valeurs propres et on obtient un résultat de non-existence des solutions pour

le problème aux limites (4.1).

4.4.1 Borne inférieure pour les valeurs propres

Considérons le problème de valeurs propres suivant :
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 HDκ
au(t) = λu(t), 0 < a < t < b, 1 < κ ≤ 2,

u(a) = u(b) = 0,
(4.24)

Théorème 4.4 Si le problème de valeurs propres (4.24) admet une solution continue non

triviale, alors

|λ| ≥ 4(κ−1)Γ(κ)(
ln b

a

)κ . (4.25)

Preuve. En utilisant l’inégalité de Hartman-Wintner (4.6), avec q(t) = λ, ce qui donne

|λ|
∫ b

a

1

τ
dτ ≥

(
ln b

a

)κ−1
Γ(κ)

max
τ∈[a,b]

h(τ)
,

tel que h(τ) est définie par (4.10). En utilisant uniquement l’égalité (4.13), on trouve

|λ| ln b
a
≥

(
ln b

a

)κ−1
Γ(κ)

1
4(κ−1)

(
ln b

a

)2(κ−1)
, (4.26)

D’aprés (4.26). on obtient l’inégalité (4.25).

Remarque 4.3 Le théorème 3.2 améliore le résultat de l’inégalité de la borne inférieure des

valeurs propres pour le problème de valeurs propres (3.2) car

κκ+1

(κ− 1)κ−1 ≥ 4(κ−1), pour toute κ ∈ (0, 2]. (4.27)

Donc, notez que le résultat du théorème 3.2 est meilleur que le résultat du théorème 4.4. De

plus, pour un intervalle général [a, b], le résultat du théorème 3.2 est toujours le meilleur, car

nous avons utilisé l’estimation précise pour l’intégration maxt∈[a,b]

∫ b
a
|G(t, s)|ds.

4.4.2 Résultat de non-existence

Dans cette sous-section, on obtient la non-existence de solutions du problème aux

limites (4.1).

Théorème 4.5 Supposons que∫ b

a

|q(τ)|dτ < Γ(κ)ξ1

(
ln ξ1

a
ln b

ξ1

ln b
a

)1−κ

, (4.28)
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où ξ1 est définie par (4.14). Alors le problème aux limites (4.1) n’admet pas de solution non

triviale.

Preuve. Supposons le contraire, i.e., le problème aux limites (4.1) admet une solution non

triviale u. D’après le théorème 4.3, l’inégalité (4.23) est vraie. Ceci contredit l’hypothèse

(4.28). La preuve est complète.

4.4.3 Exemples

Considérons le problème aux limites suivant : HD
3
2
1 u(t) + q(t)u(t) = 0, 1 < t < 2,

u(1) = u(2) = 0,
(4.29)

Ici κ = 3
2
, a = 1, b = 2. Utilisant les valeurs données, on trouve que ξ1 = 1.269 et

Γ(κ)ξ1

(
ln ξ1

a
ln b

ξ1

ln b
a

)1−κ

' 2.844 2,

i). Nous choisissons q(t) = t2 − 1. On a∫ b

a

|q(τ)|dτ =

∫ 2

1

(τ 2 − 1)dτ =
4

3
< 2.844 2.

Il est clair que l’hypothèse du Théorème 4.5 est satisfaite, Alors le problème aux

limites (4.29) n’a pas de solution non triviale.

ii). En particulier, dans le cas q(t) = λ, on a

4(κ−1)Γ(κ)(
ln b

a

)κ = (ln 2)−
3
2
√
π.

D’après le théorème 4.4 on en déduit que, si |λ| < (ln 2)−
3
2
√
π, alors le problème

(4.29) avec q(t) = λ n’admet pas une solution non triviale.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse nous avons étudié :

– L’existence et l’unicité de solutions d’une nouvelle classe d’équations à multi termes

de Langevin de dérivées d’ordre fractionnaire sur l’intervalle [0, 1];

– L’estimation précise sur la condition de l’intervalle donné qui permet de trouver la

solution unique pour une classe d’équations différentielles d’ordre fractionnaires au

sens de Hadamard avec conditions aux limites ;

– Les inégalités de type de Hartman-Wintner et de type de Lyapunov d’une équation

différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Hadamard sur un intervelle borné

[a, b] et on en déduit les conditions suffisantes pour la non-existence de solution de

la mème équation.

Comme perspectives, nous allons proposer les problèmes ouverts suivants :

1. Comment obtenir l’inégalité de Lyapunov pour le problème aux limites à trois points

suivant ? :  HDκ
au(t) + q(t)u(t) = 0,

u(a) = u(η) = u(b) = 0,
(4.30)

tel que HDκ
a dénote l’opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

d’ordre κ ∈ (2, 3], et t ∈ [a, b], η est un réel constant avec 0 < a < η < b, et

q : [a, b]→ R est une fonction continue.
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2. Comment effectuer une analyse similaire à celle présentée dans le troisième chapitre

sur le problème suivant ? : HDκ
au(t) = −f(t, u(t)),

u(a) = u(η) = 0, u(b) = B,
(4.31)

où κ ∈ (2, 3], t ∈ [a, b], 0 < a < η < b, B ∈ R et f : [a, b] × R → R est une fonction

continue.

3. Même questions ci-dessus avec changement de l’opérateur HDκ
a par l’opérateur de

la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville RDκ
a où a > −∞.
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