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Résumeé

Cette these ¢étudie certaines ¢€quations différentielles d’ordre
fractionnaire avec des conditions aux limites sur un intervalle borné. En
se basant sur les théorémes du point fixe, des conditions suffisantes pour
I’existence de solutions ont été proposé pour une nouvelle classe
d’équation de Langevin introduisant les différentes dérivées d’ordre
fractionnaire au sens de Caputo et pour une classe d’équations
différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Hadamard. Les inégalités
de type de Hartman-Wintner et de Lyapunov pour une équation
différentielle d’ordre fractionnaire de Hadamard ont été discuté, ainsi que
leurs applications sur un probleme de valeurs propres et non-existence de
la solution. Des exemples ont été utilisé pour valider les résultats obtenus,
et a la fin de notre travail, nous avons proposé quelques problémes

ouverts.

Mots clés: calcul fractionnaire, équation différentielle, équation de
Langevin, conditions aux limites, existence, unicité, non-existence,
inégalité de Hartman-Wintner, inégalité de Lyapunov.



Abstract

This thesis, investigate some fractional differential equations with
boundary conditions on a bounded interval. Based on fixed point
theorems, sufficient conditions were determined for the existence of
solutions for a new class of Langevin equation involving Caputo
fractional derivatives of different order and a class of differential
equations with Hadamard fractional derivative. The Hartman-Wintner
and Lyapunov type inequalities for a differential equation with Hadamard
fractional derivative discussed, with their applications on the eigenvalues
problem, and proving of non-existence of solution. Examples were used
to validate the results obtained. Finally, some open problems were

proposed.
Key words: Fractional calculus, differential equation, Langevin
equation, boundary conditions, existence, unigueness, non-existence,

Hartman-Wintner-type inequality, Lyapunov-type inequality.

MSC(2010): 34A08, 34A40, 26D15, 26A33, 34A12, 45J05, 34B15.
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Introduction générale

Cette introduction présente un apercu historique sur l'intégrale et la dérivée d’ordre frac-
tionnaire et ses applications naturelles par des équations différentielles d’ordre fraction-
naire. Toutes les informations de base introduites dans cette introduction proviennent des

références [1-9].

L’idée généralisée de la notion de dérivation d’ordre fractionnaire (non entier) a com-
mencé par certaines spéculations, la premiere tentative pour discuter de cette idée enre-
gistrée dans I’histoire par une question posée en 1695 par ’'Hopital a Leibniz, s’enquiert de

la signification de cette notation £ dans le cas de la dérivation d’ordre non entier, quand
1n

3 "Que se passe-t-il si n = 17". En 30 Septembre 1695, Leibniz [10] a répondu comme

n =
suit : «C’est un paradoxe apparent a partir duquel, un jour on tirera des conséquences
utiles». Pour plus de détails voir [1].

En 1738, Euler [11] a fait le premier pas. Il a observé que le résultat de ’évaluation de

diz?

o de la fonction puissance : 2 a une signification pour ¢ non entier. Laplace

la dérivée

en 1812 [12] a proposé 'idée de dérivation d’ordre non entier pour des fonctions pouvant
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étre représentées par une intégrale de [ f(z)x'dx.

En 1819, Lacroix [13] a discuté un simple exercice mathématique en utilisant la fonc-
tion f(x) = ¥, ol k est un entier positif, il a pu développer facilement la n®"¢ dérivative
comme suit

d"f(x) k!

= bl k> N 1
dzm (k‘—n)!x P = e )

et en utilisant le symbole I" de Legendre pour le factoriel généralisée, il a obtenu

d"f(z)  Tk+1) .,
dx™ _F(k—rH—l)x ’ 2)

en remplacant la fonction f(x) par z et I'ordre n par %, Lacroix a pu développer la formule

f@) @), 2
w1 VA

Ce résultat obtenu par Lacroix est le méme que celui de la définition actuelle de Riemann-

V. (3)

Liouville d’'une dérivée fractionnaire.

En 1822, Fourier [14] a proposé 'idée d’utiliser le principe d’égalité

dif(ty 1 free e qr
e /_OO /_oo 71f(z) cos(tt — x7 + Tt)dem, 4)

afin de définir la dérivée pour un ordre non entier. C’était la premiére définition de la
dérivée d’ordre positif arbitraire appropriée pour toute fonction suffisamment "bonne", pas
nécessairement une fonction de puissance (f(z) = x*).

La véritable histoire du calcul fractionnaire a commencé par Abel [15,16] et Liouville

sur '’équation intégrale

o(t) = /t(t — 1) "f(r)dr, k€ (0,1),t > a. 5

Bien que les recherches d’Abel n’ont pas mené a la généralisation de la dérivation, mais
elles ont pu joué un role énorme dans le développement du calcul fractionnaire. La raison
en était que le coté gauche de I'équation d’Abel représente, comme il deviendra évident
par la suite, 'opération intégrale fractionnaire d’ordre 1 — k, tandis que 'inversion de cette
équation conduit a une dérivée fractionnaire. Cependant, les notions d’intégro-différentiel

d’ordre fractionnaire sous une telle forme ont été mises en forme un peu plus tard [2].

Introduction générale
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Allant de 1832 jusqu’a 1837, Liouville a publié huit articles [17-24], faisant de lui de
droit le véritable créateur de la théorie substantielle de I'intégro-différentielle d’ordre frac-
tionnaire, ces articles de Liouville ont été les premiers a contenir une application du calcul
fractionnaire a la solution de certains types d’équations différentielles ordinaires linéaires,
dans ses articles, des idées importantes et de grandes portées étaient proposées. Pour toute
fonction f qui pouvant étre développer comme une série f(t) = Y .-, cxe®’, la définition
initiale proposée par Liouville était basée sur la formule de dérivation d’une fonction ex-
ponentielle. Ensuite il a mis en oeuvre la formule d’intégrale fractionnaire d’ordre ¢ > 0
comme suit [5]

D™f(t) = il e
o (=1)T(q)

En 1847, Riemann a rédigé un papier alors qu’il n’était qu'un étudiant et ne fut publié

dz,t € R. (6)

qu’en 1876 [25], dix ans aprées sa mort, dans cet article, Riemann était arrivé a 'expression

DTf(t) = ﬁ/o (t—2) f (2)da t > 0, %)

pour l'intégration fractionnaire, depuis lors, cette formule est devenue I'une des princi-
pales formules d’intégration fractionnaire avec la construction de Liouville, la formule (7)
s’appelle maintenant la forme de Riemann-Liouville d’intégration fractionnaire.

Quelques années plus tard, Grunwald [26] et Letnikov [27] en 1872, ont exposé une

approche de la dérivée fractionnaire basée sur 'expression

DR (t) = tim 20 Ax ey i(—l)k<n>f(t —kh),n—1<r<n. (8)

h—0  h-t k
k=0

En 1892, Hadamard [28] propose une idée de la dérivée fractionnaire d'une fonction

analytique via la dérivation de la série de Taylor, ou il la comme un outil mathématique de

travail efficace. Hadamard a traité I'intégration fractionnaire sous la forme
e [t
IO = [ (L= e ©)
I'(x) Jo

ce qui 'a amené a examiner davantage les intégrales fractionnaires généralisées de la

forme

/O o(7) f(t7)dr, (10)

Introduction générale
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(—InT)r—1

et par cette idée, il avait considéré le cas (1) = NG

Le lecteur intéressé peut trouver d’autres détails sur I'historique de la dérivation fraction-
naire entre 1695 et 1900, décrits par Ross dans [1].

Entre 1900 et 1970, un nombre réduit d’'ouvrages ont été publié sur le calcul fraction-
naire par certains des contributeurs comme M. Al-Bassam, H. T. Davis, A. Erdelyi, G. H.
Hardy, H. Kober, J. E. Littlewood, E. R. Love, T. Osier, M. Riesz, S. Samko, I. Sneddon, H.
Weyl et A. Zygmund, ... etc. Par exemple, en 1931, Watanabe [29] a donné la preuve de la
formule (regle de Leibniz) suivante

—+00

D (fg) = (j) (D" f)Dy. (11)

=0

En général, les détails historiques au cours du dernier siecle occupért un grand espace
méme s’ils devaient uniquement déterminer les résultats importants obtenus. Pour plus de
détails voir §4, §9, §17, §23, §29, §34, §39 et §43 dans le livre [2].

Le calcul fractionnaire a recu beaucoup d’attention au cours des dernieres 30 an-
nées [3] et est devenu un important domaine de recherche en raison a la fois par le dé-
veloppement intensif de la théorie du calcul fractionnaire lui-méme et par ses plusieurs
applications. Il existe deux définitions les plus couramment utilisées d’une intégrale frac-
tionnaire et de la dérivée fractionnaire : au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo.
Et il y a plusieurs autres définitions d’une intégrale fractionnaire et de la dérivée fraction-
naire. Par exemple, la dernieére définition a été publiée par Jarad et autres en 2017 [30] et

il est de forme

1 i
paF—@)/ (t—7) T (r)dr, fora>0,0<p<1. (12)

TP () =
Cette définition est appelée intégrale fractionnaire proportionnel généralisé. Et ils ont re-
présenté aussi un nouveau opérateur de dérivé fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
(GFP Derivative) et un nouveau opérateur de dérivé fractionnaire au sens de Caputo

comme suit :

p OGP () = D™ TP f(t), (13)

Introduction générale
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POLCf (8) = T (D™ f) (), a4

(resp)oun—1<a<n,neN.etD"f(t)=D'D"---DPf(t),avec D’ f(t) = (1—p)f(t)+

n-fois

pf'(t). Et en 2020, Abdeljawad [31] a généralisé la dérivée D” dans le cas p € R* sous la

forme
DOF(E) = (1= p+m)fD () + (o= m)fO (D), pe(mm+1,meN. (15

Plusieurs problemes complexes de la vie quotidienne ont été modélisés par des équa-
tions différentielles et des équations intégro-différentielles d’ordre fractionnaire, voir [5—
8, 32] et ce fait trouver des applications étendues dans divers domaines scientifiques et
technologiques et dans plusieurs domaines de ’économie, branches de la physique, de la
chimie et de 'astronomie, de la biologie, de ’économie, de I'ingénierie comme l'ingénierie
thermique acoustique, la théorie du controle, les matériaux viscoélastiques, le traitement
du signal, I'électromagnétisme, la robotique, la diffusion anormale et les milieux fracturés,
la théorie du potentiel et les statistiques électriques, ’'aérodynamique, I'électrodynamique
des milieux complexes, la rhéologie polymere, ... etc. Nous demandons vivement au lecteur
de lire l'article [4] avec toutes ses références.

En analyse mathématique, les conditions aux limites sont une contrainte sur les solu-
tions des équations différentielles aux dérivées ordinaires et partielles sur une frontiére. Il
existe un grand nombre de conditions aux limites possibles en fonction de la formulation
du nombre de variables en jeu et ainsi en fonction de la nature de ’équation.

Un probléme aux limites est constitué d’une équation différentielle ou une équation aux
dérivées partielles (que ce soit d’ordre entier ou d’ordre fractionnaire) dont on cherche des
solutions qui prennent plus de valeurs imposées par les limites du domaine de résolution.
Pour le probléme de Cauchy, on a une ou plusieurs conditions qui sont imposées en un
meme point, mais ils existe plusieurs types de conditions aux limites permettant de bien
poser un probléme différentiel, on cite ici les conditions aux limites de Dirichlet ot 'on
impose la valeur de la solution aux bords du domaine, les conditions aux limites de Neu-

mann ol I'on impose la valeur de la dérivée de la solution aux bords du domaine, il y a les

Introduction générale
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conditions de Robin ou la valeur de la solution aux bords du domaine est imposée comme
une équation différentielle d’ordre un, on trouve aussi les conditions mixtes, et les condi-
tions aux limites de Cauchy ot I'application des conditions doubles Dirichlet/Neumann est
systématique. Par exemple, voir [33-39].

Le but de notre travail est d’étudier certaines équations différentielles non linéaires
d’ordre fractionnaire sur un intervalle fini dans un espace de Banach.
Cette these est constituée de quatre chapitre comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques principes de base sur le calcul
fractionnaire a partir de fonctions Gamma, ensuite, quelques définitions des approches
d’intégration et dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, de Caputo et de
Hadamard avec leurs propriétés. Apres cela, nous présentons le concept de 'opérateur
compact et encore le théoreme d’Arzela-Ascoli, ainsi qu'un apercu de principe de contrac-
tion de Banach et le théoreme de point fixe de Krasnoselskii.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions I'existence et I'unicité des solutions d’une
nouvelle classe de problemes aux limites d’équations de Langevin a plusieurs termes d’ordre
fractionnaire avec conditions aux limites. Les résultats principaux sont obtenus a I'aide des
théoremes de point fixe.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions I'estimation forte de la condition suffisante
sur I'intervalle donné pour I'existence de la solution unique d’une classe de problemes aux
limites avec dérivée fractionnaire au sens de Hadamard. La méthode d’analyse est obtenue
par le principe de contraction de Banach. De plus, nous obtiendrons aussi un résultat pour
un probléme de valeurs propre.

Dans le quatrieme chapitre, nous répondons a la question qui récemment posée concer-
nant I'inégalité de Lyapunov pour un probleme aux limites d’ordre fractionnaire au sens de
Hadamard. En utilisant certaines aptitudes en analyse mathématique et on obtient aussi
les inégalités de type de Hartman-Wintner sur un intervalle [q, b]. Puis, leurs applications.

Finalement on présente une conclusion et notre perspectives et nous proposons quelques

problémes ouverts.

Introduction générale [



Notations

IN : ensemble des nombres entiers positifs.

R : ensemble des nombres réels.

R* : ensemble des nombres réels positifs.

C : ensemble des nombres complexes.

' : fonction gamma d’Euler.

[-] : fonction de partie entiere supérieure.

D" : opérateur de dérivée ordinaire dordre n € IN.

L'[a,b] : espace des fonctions mesurables et intégrables sur [a, b] & valeurs dans R.
C(la, b)) : espace des fonctions continues sur [a, b] a valeurs dans R.

AC([a,b]) : espace des fonctions absoliment continues sur [a,b] a valeurs dans R.
AC™([a, b]) : espace des fonctions ¥ telle que ¥ ¢ AC([a,b]),i = 0,1...n.

Zr : opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre x € R™.
RDr . opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dordre x € R*.
CD* : opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo dordre x € R*.

HTr . opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de Hdamard d’ordre x € R™.

DR . opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Hadamard dordre x € R*.



Chapitre 1

Concepts de base et généralités sur le

calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et certaines propriétés des inté-
grales fractionnaires et des dérivés fractionnaires, aussi, les théoremes de point fixe que

nous allons utiliser dans les prochains chapitres. (Voir [40—-44]).

1.1 Intégrale et dérivée au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1 (La fonction Gamma [40]) La fonction Gamma d’Euler (notée par I') est
définie par la formule
“+o00
I' (k) :/ e Tdr, (1.1)
0

tel que k € C avec Re(k) > 0.

Nous avons les propriétés suivantes :

r 1
['(k)= M, pour tout xk € C, Re(k) > 0;

K

(1.2)

8



Chapitre 1. Concepts de base et généralités sur le calcul fractionnaire

I'(n+1)=n! pourn e N; (1.3)
1 , our n = 0,
I (n+ —) = v (1.4
2 L3S nl) /7, pourn € N*,
En particulier, on a
r()=0=1,T(2)=1=1. (1.5)

L’approche de Riemann-Liouville de I'intégrale fractionnaire pour une fonction ¥ s’ap-

puie sur la formule de calcul de l'intégrale répétée n fois (n € IN*) et qui est donnée par

I(’;\If(t):/atdﬁ/aﬁ dTQ---/aTn1\1/(Tn)d7n:ﬁ/:(t—7)"1\1/(7)d7,

oll —o0 < a < t < 4o00. Cette formule est appelée formule de Cauchy, qui a été généralisé
en une formule d’ordre x € R* et en remplacant la fonction factorielle par la fonction

Gamma, ce qui donne la définition suivante :

Définition 1.2 ( [40]) Soient a,b € R (—o00 < a < b < 40), et k € R*. L'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville d’'ordre . € R™ pour une fonction ¥ € L'[a, b] définie par
s fj (t —7)* W (r)dr pour k >0,

IR (t) = ¢ "™
U (t), pourk =0,

(1.6)

out € la,b)

Définition 1.3 ( [40]) Soient a,b € R (—o0 < a < b < 400). La dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’'ordre x pour une fonction ¥ € L'[a, b] définie par

DM Iy (1) = p(f;) [t —7)"""" W (r)dr pour k >0,

RS (1) — 1.7)

U (t), pourk =0,

oit D" =4t € [a,b] et n = [k], tel que [-] est la fonction de partie entiére supérieure.

Proposition 1.1 ( [40,41]) Soient V € L'[a,b] et x > 0. L’intégrale "V (t) existe pour tout

t € [a,b] et la fonction Z5W¥ est un élément de L'[a, b).

1.1. Intégrale et dérivée au sens de Riemann-Liouville [}



Chapitre 1. Concepts de base et généralités sur le calcul fractionnaire

Proposition 1.2 ( [40,41]) Pour ¢ > 0,x > 0,n = [k], et ¥ € L'[a,b], nous avons les

propriétés suivantes :

TF IO (t) = I° T (t) = T (1), (1.8)
r
I (x —a) Ht) = %(t —a)"toL (1.9

Lemme 1.1 ( [40]) Soit k > 0 avec n = [k|. La solution générale de l'équation différentielle

d’ordre fractionnaire *®"%u(t) = 0 est donnée par
ut) =gt —a)  +@t—a) P+ g (t—a)", (1.10)
olg R, j=1,2,..n
Proposition 1.3 ( [40]) Soit x > 0. Alors
TERDut) =ut) +q (t—a) gt —a) P+ g (t—a) ", (1.11)
ot g; € R, avec j =1,2,...,n, et n = [k]. Et nous avons la propriété suivante :

RDE Tru(t) = u(t). (1.12)

1.2 Dérivée au sens de Caputo

Définition 1.4 ( [40]) Soient a,b € R (—oc0 < a < b < 400). La dérivée fractionnaire de

Caputo d’ordre k € R pour une fonction ¥ € C"[a, b] définie par

% D" (1) = —— [T (t — 7)™ (1) dr pour K > 0,
Corp (1) . () =t Ju ( ) (r)drp (1.13)

U (t), pourk =0,

out € la,bl,n =kl
Proposition 1.4 ( [41]) Soient k > Oet o > 0 tel que n = [k],on a

0 if co=0,1,...n—1,
COF (¢ — a)” = f (1.14)

T'(o+1 o—K .
1“(0(+J1r—)n)(t_a) if o>n—1,

1.2. Dérivée au sens de Caputo
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Proposition 1.5 ( [40]) Pour x > 0 tel que n = [k |, nous avons les propriétées suivantes :

COF TRV (t) = U(t), V€ L'a,b], (1.15)
n—1 \If )j
T DR (t , U e C"a,b). (1.16)
7=0

En particulier, lorsque 0 < k < 1, on a
TECDEW (t) = W (t) — U(0). (1.17)

Lemme 1.2 ( [40]) Soit k > 0 avec n = [k]. La solution générale de 'équation différentielle

d’ordre fractionnaire “®%u(t) = 0 est donnée par
ut) =qo+q(t—a)+ @t —a)+ ..+ g1t —a)" ", (1.18)

oltg; €R, j=0,1,2,...,n— 1.

1.3 Intégrale et dérivée au sens de Hadamard

L’approche de Hadamard de l'intégrale fractionnaire était basée sur la généralisation

de la n-iéme intégrale

1 Tn—1 t n—1
/ dTl / dTQ . / Y (Tn> dﬂ = ﬁ / (hl z) v (T) dT,
Tn n — Ja T T

ou 0 < a <t < +oo. Ce qui donne la définition suivante :

Définition 1.5 ( [40]) Soient a,b € R (0 < a < b < +0o0) et kK € RT. L'intégrale fraction-
naire au sens de Hadamard d’ordre x pour une fonction ¥ € L'[a, b] définie par
= ["(In 3)“_1 U(7)%, pour k > 0,

Hzgq](t) _ T'(k) Ja T
U (t), pourk =0,

(1.19)

out € la,b.

1.3. Intégrale et dérivée au sens de Hadamard
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Définition 1.6 ( [40]) Soient a,b € R (0 < a < b < +00), et kK € RT avec n = [k] et
§ =t et soient AC|a,b] est un espace des fonctions absolument continues et AC}[a,b] =
{U : [a,b] — R;V, 6" 10(t) € AC|a,b]}. La dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

d’ordre k > 0 pour une fonction ¥ € AC}[a, b] définie par

§"HT (1) = 2 (t)" [T (In 2)" " () pour k > 0,

I'(n—k) \"dt a T
U (t), pourk =0,

DR (f) = (1.20)

ot t € [a,b).

Proposition 1.6 ( [39,40]) Soient a,b € R (0 < a < b < 4+00), et K > 0, n = [k], pour

U € L'[a,b]. Nous avons les propriétés suivantes :

HOr Ao (t) = U(t), (1.21)
j=n 5n j HIn /{\Ij) ( ) ¢ K—J
Hrr Hys t
5 Drw(t § T i) <1na) : (1.22)

tel que "I " € AC}[a,b].

Lemme 1.3 ( [39,40]) Soit k > 0 avec n = [k]. L'équation "D"u(t) = 0 admet la solution

générale suivante :

Jj=n " K—J
u(t) =) ¢ (ln —) , t € la,b], (1.23)
o q; € R (j=1,...,n) sont des réels constants.

Remarque 1.1 Dans lUarticle [42], Jarad et autres ont présenté une nouvelle définition de la

modification de type de Caputo de dérivée fractionnaire de Hadamard comme suit :
CDEU(t) = MR "W (t) for k € IN*; et “DEU(t) = 6"U(t) for k€ NN,
et ont présenté les propriétés de cette dérivée. Pour plus de détails voir [42].

Remarque 1.2 Pour simplifier la notation on a écrit I, "I* R*D* D" et * D" a la place

de If, "Ir, RDE, CDE, et MDY respectiveme

1.3. Intégrale et dérivée au sens de Hadamard
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1.4 Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.7 (Ensemble relativement compact [43]) Soit X un espace métrique com-
plet. Une partie ) de X est relativement compacte si et seulement si son adhérence est com-

pacte.

Définition 1.8 (Opérateur compact [43]) Soient (X, |.||) et (Y, ||.|ly) deux espaces de
Banach et B une partie non vide de X. Une application T' : X — Y est dite compacte si
et seulement si, elle est continue et 'image de tous ensemble bornée B C X est un ensemble

relativement compact de Y.

Définition 1.9 (Ensemble des fonctions uniformément bornées [43]) Soit ) un domaine

borné fermé de Uespace euclidiene X. Considérons Uespace des fonctions continues C(). soit
M un ensemble de fonctions dans C(€2). On dit que les fonctions d’un ensemble M sont uni-
formément bornées s’il existe une constante ¢ > 0, commune a toutes les fonctions de M, telle
que pour toute fonction ¥ € M on a |¥(t)| < ¢, t € Q. Ainsi donc, dire que M est borné dans
@)

Définition 1.10 (Equicontinuité [43]) On dit qu’une partie M C C(2) est équicontinue si,
pour tout € > 0 il existe un § = () tel que pour tous deux éléments quelconques t,,t, € Q
vérifiant lUinégalité ||t, — 2| < 6, alors linégalité |V (t,) — U(ty)| < e est vérifiée a la fois

pour toute les fonctions ¥V de M.

Théoréeme 1.1 (Théoréme d’Arzela-Ascoli [43]) Soit Q) un sous ensemble dans Uespace
normé X, et soit C'(Q) un espace de Banach formé de fonctions continues V(t), ot t € €.

Pour qu’un ensemble M C C(f2) soit compact, il faut et il suffit que les fonctions de M soient

uniformément bornées et équicontinues.

Définition 1.11 (Application contractante [43]) Soit (X, d) un espace métrique, T : X —

X est une application contractante si

Jk0<k<1l V(r,y) € X x X :d(T(x);T(y)) < kd(z;y).

1.4. Outils d'analyse fonctionnelle
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Théoreme 1.2 (Principe de contraction de Banach [43]) Soit (X,d) est un espace mé-

trique complet, T' : X — X est une application contractante. Alors T" admet un point fixe

unique dans X.

Théoreme 1.3 (Théoreme de point fixe de Krasnoselskii [44]) Soit X un ensemble non
vide fermé et convexe dans un espace de Banach FE, et soient M et N deux opérateurs définies
sur X vers E. Si

(1) Muy + Nuy € X pour tout uy,us € X;

(1) M est un opérateur contractant;

(7i1) N est compact et continue.

Alors il existe v € X tel que Mv + Nv = .

1.4. Outils d'analyse fonctionnelle



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions d’une
équation d’ordre fractionnaire a
multi-termes de Langevin avec

conditions aux limites

Dans ce chapitre on présente essentiellement 'article [45] intitulé : "Existence and unique-
ness of solutions for multi-term fractional Langevin equation with boundary conditions",
publié dans : Dyn. Contin. Discrete Impuls. Syst. Ser. A Math. Anal., Vol. 27, no. 5a, 2020,
339-350.

Inspiré par le développement récent de I'’équation de Langevin [46-54], nous étu-
dions dans ce chapitre I'existence et l'unicité des solutions pour une nouvelle classe de

problémes aux limites d’équations de Langevin a plusieurs termes impliquant des dérivées
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fractionnaire de Caputo d’ordre différent de la forme :

D" (CD7+ A u(t) — zm:& D" (D7 + N)u(t) = f(tu(t)), (2.1)

i=1

avec les conditions aux limites :

uw(0) =4/ (0) =u(1) =0, (2.2)
outeJ=[0,1,0<o <0< ..<op,<lietl<o<2 0<k<1,1<0—0;,<2,m€E
IN*, A\, & € R, et D¢ I'opérateur de dérivé de Caputo d’ordre fractionnaire € (¢ = &, 0, 0;),
f:JxR — R est une fonction non linéaire donnée. Les résultats principaux du probleme
(2.1)-(2.2) sont obtenus a 'aide du théoreme de point fixe de Banach et du théoréme de

point fixe de Krasnoselskii et en appliquant des outils modernes d’analyse fonctionnaire.

Des exemples sont donnés pour illustrer les résultats principaux.

2.1 L’équation intégrale équivalente au probleme

Notre premier résultat traite la variable linéaire du probleme (2.1)-(2.2) et il joue un

role important dans 'obtention des résultats principaux.

Lemme 2.1 Pour h € C([0,1],R). La fonction u est une solution du probléme fractionnaire

sutvant :
D" (‘D7 + \) u Zg, D" (CO% + N)u(t) =h(t), (2.3)
=1
u(0) = u'(0) = u(1) = 0, 2.4

si seulement si u est une solution de 'équation intégrale

u(t) = _/O (F?a) Zéz t_UT_UU:n )ude
P
)/0 (t— )V (7) dr

+F(I€+O‘

+t"/0 (Q(l_T )" Z& 1_0_)00;71 >u(7‘)d7‘

o 1
_ﬁ /0 (1— 7)) h(r)dr, (2.5)

2.1. L'équation intégrale équivalente au probléme
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ol

Q=X-> \&. (2.6)
=1
Preuve. Par application de 'opérateur Z" sur les deux cotés de (2.3), on obtient
“D7u(t) = Y & D7u(t) = I"h(t) — Qu(t) + q, 2.7
=1

ou (2 est donné part (2.6) et ¢ € R.
Ensuite, en appliquant 'opérateur Z¢ sur les deux cotés de (2.7) et en utilisant la propriété

(1.17), on obtient

w(t) —q— gt — > &I [u(t) — u(0)] = I h(t) — QT%u (1) + qo

1
7 2.8
> fornl @9
ol ¢1, ¢2 € R. D’apres (2.8), on a
T 1
! _ qo—o;—1 . k+o—1 o o—1 o—1
W (t) = qo + ;&I [u(t) —u(0)] +Z h(t) = QI (t) + o (U)t . (2.9

on utilise les conditions «/(0) = u(0) = u(1) = 0 dans (2.9) et (2.8), ce qui donne ¢; = ¢ =
0 et
go=T(c+1) (—Z{;}I"“’iu (1) = IR (1) + QT%u (1)) . (2.10)
i=1

En substituant les valeurs de qg, ¢; et ¢ dans (2.8) avec I'utilisation de (2.6), on obtient
ut) = — (QI"U (t) — Zgisz—mu@)) + I h (1)
i=1

+t7 (—Z&I{f—aiu (1) + QZ°u (1)) — 7" h (1).
i=1

L’'inverse s’ensuit par calcul direct. La preuve est complete. m
Soit X = C'(J,R) un espace de Banach de toutes fonctions continues de J a valeurs

dans R muni de la norme |ju|| = sup |u(t)].
teJ
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Et nous définissons 'opérateur A : X — X par

Aut) = - [ (%@_7)0—1_;mlg(—gf_):;— )um N

1 ! K+o—1
—i—m /0 (t—1) f(ru(r))dr

S I TS
+1 /0 (T—Z F(U—O’i) >U(T)dT

=1

17 ! Kto—1
o =T o) /0 (1—71) f(s,u(r))dr. (2.11)

Remarque 2.1 Notons que Uexistence des points fixes de Uopérateur A équivalente a lexis-

tence de solutions du probleme (2.1)-(2.2).

2.2 Résultat d’unicité

Théoreme 2.1 Soit [ : J x R — R une fonction continue vérifiant ’hypothése :
(Hy) Il existe L > 0 tel que |f(t,w) — f(t,w)| < L|w — w|, pour toutt € J, w,w € R et
|f(t,0)] < &(t) tel que ¢ est une fonction continue sur J vers Rt avec 6= supo(t).

teJ
Alors le probléme (2.1)-(2.2) admet une solution unique sur J a condition que

€| L
_— _— - 2.12
To+rD) FTThtorn ~ 2 (2.12)
O = N SONE et = S &l
ol Q) =\ izzl)\z& et = ;F(aﬂﬁl).
Preuve. Choisissons r > 0 satisfaisant
r> ¢ (2.13)

T (k+0+1) (%—F(LLL)—”)—L

et considérons B, = {u € X : |ju|| < r} . Afin de vérifier les hypothéses du principe de

contraction de Banach, nous montrons d’abord que AB, C B,, ou A est défini par (2.11).
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Pouru € B,,ett € J,ona

Au(t)] < /0 % (t—r) Zfz ‘U_)U u (7)| dr
1 ! K+o—1
e | G ) ar
o1 -7"" &&—7n)7 7!
+t“/0 (F(a)> _;5 (F (a—>a7;) |u (7)| dr

t7 ' S
o [ 0= e

e
+ﬁ /Ot (t =) (f (ru(r) = f(7,0) + | f(,0)]) dr
+|£F2|(:f)”/o (1 ar +Zrt“|&|fo (2__0; "
+F(;—:U) /01 (1 =) (f (ru(r) = F(r,0)| + |f(7,0)]) dr

S S [
+F%£%§+§;m;ﬁ£;1)%gi:fgpzulﬂwa%h

= JT1+;;PJJ3+U+PéﬁtﬁU
+%+;r<g—|§+1) r(fitin

N R B
= 2r[ ————— S — r
To+1) " "Thtotn) ="

ce qui implique que ||.Au|| < r pour tout u € B,. Par conséquent, on obtient AB, C B

Nous montrons que 'opérateur A est une application contractante. Pour u,v € X, et pour
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toutt € [0,1],on a

)0’ oi—

0 &i(t
F(U) (t=7) Z (0 —0o;)
1

Au(t) — Av(t)| < /O () — o) dr

i [ =T ) = £ () e
7 gt - Gil—mfi(l_ﬂa—ai_l u(T) —o(r)|dr
[ 0= ) e ORIl
7 ! K+o—1
*W / (1= )" f () - £ (7o)
< ZSZ t_UT_)UUUZ | ar
L ||u _ UH k+o—1
I'(k+0) J (t_T) dr
Hoa-7n)"" &K&1—n)7 ot
+Hu—v||t"/ <F(0)) —;f (Pw_)gi) dr
L u—"v n+afl
i oo
<

1] S il L|u—v]
l UH( +er o—oitD)) TrtorD

2] . &l Liu—of
+lu UH( T(o+1) +ZF (0 —0;+1) +F(/{+a—|—1)’

=1
ce qui donne

_ e I N
|| Au Av’|§2(F(a+1)+u+F(m+a+1) lu—v].

Alors, d’apres la condition (2.12) par le principe de contraction de Banach, on obtient que
I'opérateur A est contractant. Ainsi, 'opérateur .4 admet un point fixe unique, on en déduit
que le probleme (2.1)-(2.2) admet une solution unique sur [0, 1].

La preuve est terminée. m

2.2. Résultat d'unicité
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2.3 Résultat d’existence

Théoreme 2.2 Soit f : J x R — R une fonction continue et |f(t,w)| < ¢(t) pour tout

(t,w) € J x R tel que ¢ est une fonction continue sur J vers Rt avec ¢ = supp(t). Alors, le
teg

probléeme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution sur J a condition que

Y 1
B - 2.1
To+rD) H<3 (2.14)

Preuve. Considérons une boule fermée B, = {u € X : ||u|| < r} avec

Zu%%{”(%w)r’

et nous définissons les opérateurs M et N sur B, comme suit :

Mu(t) = —/0 (F?U) (t—7)° Zfz U_)UU:” )U(T)dr

—|—t0/0 (% _ Z& (Il‘ (_UT_)GJ; > u(T)dr (2.15)

i=1

et
Nu(t) = m/o (t_’]‘)ﬁ+0'71f(7'7u(7—))d7-
[ ! kto—1
_m/o (1= 7)1 ¢ (s,u(r) dr. (2.16)

On remarque que Au = Mu + Nu. Nous vérifions maintenant les hypotheses du théoreme
de point fixe de Krasnoselskii.

Etape 1. Mu + Nv € B, pour tout u,v € B,. on a

Matt)+ Vo) < [ |- Z& U_Ulz .
| Q(l_T - Zg@ _(,_)(,Zz ju(r)|dr
1 ' Kt+o—1
+F(Fﬂ—+0)/o (t—1) |f (1,0(7))|dr
+F(:; 0)/0 (L= f (ro(r))dr, 2.17)

2.3. Résultat d’existence
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ce qui implique que

€] o/r
Mu+ No|| < 2r [ 220 B JAR— 2.18
[Mu+ Nol| < T(F(a+1)+’u+f‘(/{+a+l) " (2.18)

Ainsi Mu + Nv € B,.

Etape 2. M est une application contractante. Pour u,v € B,, on a

)a 04—

Q fz
o) Z

CMea-n & (1—r) 0
”/o I (o) Z =)

Mu(t) — Mut)| < /0 () — 0 ()] dr

IU(T) —v(7)|dr

< fu-of (%/Ov © i +Z’£Z|f0 oy dT)
Hllu—ol (%/0 (1= dr +Z|&|f° o dT)
< 2(%*‘#) lu—vlf,

ce qui donne

i < [ E— — . .
||Mu— Mvl|| <2 ( ( 0 + ) |lu— || (2.19)

D’apres (2.14) et (2.19), on en déduit que M est une application contractante

Etape 3. N est compact et continue. Soit lim u, = u. Alors

n—-+4o0o

Ny = Nul)] < g | [ =T ) = Ful)] o
| T () = Fe ()i
< Fomga | =TT ) = Sl dr
7 ! K+o—1
o | 0= () = Sl dr

ce qui implique que lim |[Nu, — Nu|| = 0 comme f est continue. Ainsi, N est continue.
n—-+00

2.3. Résultat d’existence
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Ensuite, pour u € B, et pour t,,t; € J avecty, > 1, 0ona

Nu(ts) — Nu(ty)] = ‘ﬁ/ot (b2 — 7)1 f (7 u(r))dr
—ﬁ /0 Y (= P f ()
% /01 (1 =) f (s, u(r)dr
< o [ (G =) U (e
Foperey | T G
Bl [ e )
< il ([ =t =
" /t :2 (b — 7Y dr 4 (1 — 1) /0 L=y dr)
'

= [ty —t))"TT 15— 1S
F(H+U+1)[<2 1) + 1 1]’

qui tend a zéro lorsque ¢, — t;, indépendant de u € B,, ceci implique que N est équi-
continu. Donc d’aprées le théoreme d’Arzela-Ascoli en déduit que N est compact sur B,.
Alors, d’apres le théoreme du point fixe de Krasnoselskii on en déduire que le probleme

(2.1 )-(2.2) admet au moins une solution dans B,. Ceci complete la preuve. m

2.4 Exemples

Considérons I'équation de Langevin d’ordre fractionnaire a trois termes non linéaires

suivante :
Cyl/2 5) (C®I3/4+7)
C@nC@?/4+§ut_C©n<(® + + )ut
(D7 +3) wlt) ; )l .20
= f(t,u(t)), 0 <kr <1, te(0,1),
vérifiant les conditions aux limites :
u(0) = u/(0) = u(1) =0, (2.21)

2.4. Exemples
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ICiO':7/4, 01 = 1/2, 0'2:3/4, /\:5/2, A1 =9, )\2:7, 61 = ]_/8, éz = ]_/4

i).

ii).

Supposons f(t,u(t)) = —W —sint+1letk = %

En utilisant les valeurs données, on trouve que

TR

Tlo—or51)  Tlo—oprt) - 00033

QIA—)\151—)\2§2:1/87 n=

Pour (t,uy), (t,us) € [0,1] x R, on obtient |f(¢,u;) — f(t,us)] < L |lug — ug|| avec
L =1/7. De plus

Ie] L 1
_ B  ~0.49409 < - 2.22
Tot+) " ThrorD 2 (2.22)

Ainsi, par le théoréme 2.1 on en déduit que le probleme (2.20)-( 2.21) admet une
solution unique sur [0, 1].

Afin d’illustrer le théoréme 2.2, on prend f (¢, u(t)) = @ tan~tu(t) + e

On voit que | f(t,u(t))| < 2\/++7+e*t = ¢(t) avec § = T£2. Alors, la condition (2.14)

reste vraie comme
i
I'(c+1)

L’hypotheses du théoréme 2.2 sont satisfaites. Donc le probleme (2.20)-(2.21) ad-

1
1~ 043805 < . (2.23)

met au moins une solution sur [0, 1] pour « € (0, 1].
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Chapitre 3

Estimations précises pour la solution
unique d’une classe d’équations
différentielles d’ordre fractionnaire au

sens de Hadamard

Dans ce chapitre on présente essentiellement l'article [55] intitulé : "Sharp estimates
for the unique solution of the Hadamard-type two-point fractional boundary value pro-
blems" et il a été accepté pour publication dans : Appl. Math. E-notes, 2021. Voire aussi

arxiv.org/abs/2008.05301 .

Inspiré par les travaux [56-59], dans ce chapitre, nous présentons I'estimation précise
sur la condition de I'intervalle donné qui permet de trouver la solution unique pour une
classe d’équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Hadamard avec des condi-

tions aux limites sous la forme suivante :
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HDru(t) = —F(tu(t), 0<a<t<bl<r<2,
u(a) =0, u(b) = B, B eR,

3.1)

ou f est une fonction continue et B est une constante réelle.
Par l'utilisation de la fonction de Green et le principe de contraction de Banach, de plus,
nous obtiendrons aussi la borne inférieure des valeurs propres pour un probleme de valeurs

propres suivant :

HDru(t) = du(t), 0<a<t<bl<r<2
u(a) =0 = u(b).

(3.2)

Dans ces sections nous présentons la démonstration des résultats principaux du pro-
bleme (3.1), puis la déduction des résultats de (3.2). De plus, un exemple est présenté

pour clarifier les résultats principaux.

3.1 Fonction de Green associée au probleme

Lemme 3.1 Soit y € C([a,b],R). La fonction u est une solution du probléme fractionnaire

sutvant :
HOru(t) = —y(t), O<a<t<bl<r<2,
sult) = —y(t) < 59
u(a) =0, u(b) =B, BeR,
si seulement si u est une solution de l’équation intégrale
b lni k—1
u(t) = / G(t,7)y(r)dr + B 1 ¢ , (3.4)
a n a
ou .
(25) ) )L a<r<i<h
1 a
G(t, 1) = = (3.5)
F</€) Int\r1 K—1
Gﬁ) (In2)" "1, a<t<7t<b
Preuve. En appliquant Popérateur *Z* sur 'équation *®%u(t) = —y(t), on obtient

1 t ¢ k—1 d " k—1 ¢ K—2
U(t) = —m/a (hl ;) y(T) ?T + a1 (ln a) + q2 (ln a) s (3.6)

3.1. Fonction de Green associée au probléme
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ou q1,q2 € R.

Utilisant la condition initiale u(a) = 0, on trouve que ¢ = 0. Puis par la condition u(b) = B,

1 DN [0 b\ dr b\ "
oorg(ne) [ (n3) woTen(ul) e

En substituant les valeurs de ¢; et ¢, dans (3.6), nous obtenons

- BB )

T T

on obtient

e M I () I T I (5 I PR
et [ (2) () (o2) (1)
_ /ab G(t,7)y(r)dr + B (E 2) - .

L’'inverse s’ensuit par calcul direct. La preuve est complete. m

Lemme 3.2 ( [55,60]) La fonction de Green GG définie dans Lemme 3.1, posséde les proprié-

tés suivantes :

). G(r,7) > G(t,7) > 0 pour tous (t, ) € [a,b] X [a,b],
yrL(1n 2)"

0. s 116 ()] dr = e

Preuve. Nous commencons par fixer un 7 € [a, b]. On dérive la fonction G(t, 7) par rapport

at.

Pour1 <a <t <7 <b, nous avons
0 (k—1)(In é)ﬁ‘z(lng)”_l
9t " T T(k)(nL)irt

> 0, (3.8)

on obtient

G2(T,7) = go(t, 7). 3.9)

3.1. Fonction de Green associée au probléme
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Pourl <a<7t<t<bona

o 9 (k—=1) (. t\"7?
o = ‘5Wf‘rm7¢(m;)
G M D MR G
C(k)Tt (In %)”_1 [(k)Tt

Par I'inégalités 1 < a < 7 <t < b, on obtient

Int\*"
(1n§) > 1,

et

Donc

Alors,pour 1 <a <7<t <b,ona

91(t,7) = g1(b,7) = 0.

r—1
D’autre part, pour tout 7 € [a, b), limg, (t,7) = —ﬁ (lng)” (s
—S
donc pour tout t € [, b],
91 (T, T) > 91 (ta 7-)’
et, sit = 7 alors

g2(1,7) = qu(7,7) = G(1,7),

avec gs(a,7) = g1(a,a) = 0, pour tout 7 € [a, b].

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

3.1. Fonction de Green associée au probléme
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D’apres (3.9), (3.15), (3.16) et (3.17), on obtient
G(r,7) > G(t,T) > 0. (3.18)

i1). D’aprés la fonction de Green (3.5), nous avons

k—1
b t lni b k—1 ¢ k—1 dr
rw [ I6 e = [ <lng> (111;) —(m;) "

ce qui donne

b
/ G (t,7)dr = %, (3.19)

o) = (m g) (m E)H _ (m 2) teab. (3.20)

Observons que ©(a) = 0 et ©(b) = 0. Pour ¢ € (a,b), on dérive la fonction ©(¢) on obtenir

o= () (n) -5 (n3)”

Donc I'équation ©'(t) = 0 posséde une solution unique, atteint au point

B (=1
t*=a (—) )
a

On voit facilement que t* € (a,b). Par ce que O(¢) est une fonction continue et t* € (a,b),

ou

on en déduit que

3.1. Fonction de Green associée au probléme
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maxO(t) = O(t")

t€la,b]

— ol (3.21)

D’apres (3.19) et (3.21), nous obtenons la deuxiéme propriété dans Lemme 3.2. La preuve

est terminée. m

3.2 Résultat d’unicité

Théoreme 3.1 Soit F : [a,b] x R — R est une fonction continue et satisfait a une condition
de Lipschitz uniformément par rapport a la deuxiéme variable sur [a,b] x R avec la constante

de Lipschitz K, c’est-a-dire,
|F(t,u) — F(t,v)] < K |u—v],

pour tous (t,u), (t,v) € [a,b] x R, avec a,b € R™.

Si

b H(n+1)/n1’*1/m(/{)
o < exp ((K - 1)(R+1)/H s | (3.22)

Alors, le probléme aux limites d’ordre fractionnaire (3.1) admet une solution unique sur
[a, b] pour toute valeur B.
Preuve. Soit £ = C' ([a,b],R) espace de Banach muni de la norme |[ul| = sup;c(, ) |u(?)],

on définit 'opérateur 7' : £ — E par

Tu(t) :/ G(t, 7)F(r,u(r))dr + B (1 2) , (3.23)

3.2. Résultat d'unicité
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ou la fonction GG est donnée par (3.5).
Notons que le probleme (3.1) admet la solution u € E si et seulement si u est un point fixe
de l'opérateur 7.

Pour tous (¢, u), (t,v) € [a,b] x R, nous avons

b
Tu(t) — T ()] < /G(t,T) |F(r,u(r)) = F(r,v(7))| dr
< / KG(t,7) |u(r) — v (r)|dr
< K/ G (t,7)dr |lu—vl,

Utilisons la deuxieme propriété dans le Lemme 3.2, on obtient

K(k—1)"(In2)" |

Tu—Tv| < “
7w~ Toll < =

u—vl. (3.24)

On peut facilement vérifier que I’hypothése (3.22) mene au principe de 'application contrac-
tante. Par conséquent, 7" est une application contractante, on en déduit que le probleme

(3.1) admet une solution unique. =

3.3 Résultats sur un probleme de valeurs propres

Dans cette section nous allons étudier la borne inférieure pour les valeurs propres du

probleme (3.2).

Théoreme 3.2 Si le probléme de valeurs propres (3.2) admet une solution continue non

triviale, alors
KT (K)

(k—1)""" (In )"

Preuve. En utilisant Lemme 3.2, la solution du probleme (3.2), peut étre écrite comme

A > (3.25)

suit

u(t) = / =AG (t,7)u(7)dT.

3.3. Reésultats sur un probléme de valeurs propres
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Ainsi, pour tout ¢ € [a, b], nous avons
b
) < [ WG () ()] dr

b
< Jull A / G (t,7)] dr

(k — 1)"“_1 (ln 2)”

< Il N

ce qui donne
(k—1)"" (In g)“
KT (K)

Comme u est non triviale, alors ||u|| # 0, on obtient l'inégalité (3.25). La preuve est com-

[ull < flull 1A

pléte. m

Remarque 3.1 Si

/4+1F
A< — L) (3.26)
(/{ — 1) (hl E)
Alors le probléme aux limites (3.2) n’‘admet pas une solution non triviale.
3.4 Exemples
1. Considérons le probleme d’ordre fractionnaire suivant :
D320t = (t— 12+ /E—1+u2(1), L<t<e
V() = (£ - 1) . , 527

u(l) =0, u(e) =B, BeR.

Icirk =2, [a,b] = [1,¢] et F(t,u) = (t—1)*++/t — 1 4 u? pour tout (¢,u) € (1,¢] X R,

ona
|u|
OuF(t,u)| =
0 F ()] t—1+u?
< 1:=K.

En utilisant les valeurs données, on trouve que

(k+1) /6T 1/K
exp (( " L (w) ) = exp (% (97?)1/3) > e.

i — 1) g1

3.4. Exemples
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Dongc, l'inégalité (3.22) est satisfaite. Par conséquent et d’apres le théoreme 3.1,
on en déduit que le probléeme aux limites d’ordre fractionnaire (3.27) admet une

solution unique sur [1, e].

2. Considérons le probléme de valeurs propres suivant :

D 2u(t) = Mu(t), 1 <t <e,

(3.28)
u(l) =0 =u(e),
Icik =3, etfa,b] = [1,¢].
Utilisant les valeurs données, on trouve que
n—l—lr
RUL(R) VST (3.29)

(k-1 " (ln2)y 8
D’apres le théoréme 3.2, on en déduit que : Si A est une valeur propre du probleme

(3.28), alors |\| > 9v/37/8.

3.4. Exemples



Chapitre 4

Inégalité de type de Lyapunov d’un
probleme de Hadamard dérivatif avec
conditions aux limites sur un intervalle

a,b

Dans ce chapitre on présente essentiellement l'article [60] intitulé : "Lyapunov-type in-
equality for the Hadamard fractional boundary value problem on a general interval [a,b]"

publié dans J. Math. inequal., Vol. 13, no. 3 (2019), 789-799.

Inspiré par les travaux [61, 62], dans ce chapitre, nous allons étudier le probléme
ouvert suivant :
Comment obtenir I'inégalité de type Lyapunov de '’équation différentielle d’ordre fraction-

naire au sens de Hadamard avec conditions aux limites suivante ? :

34



Chapitre 4. Inégalité de type de Lyapunov d'un probléme de Hadamard dérivatif avec
conditions aux limites sur un intervalle [a, 0]

HDRu(t) + qt)u(t) =0, 1<a<t<b 1<kr<2,
u(a) = u(b) =0,

“4.1)

ou *®D* dénote la dérivée de Hadamard et ¢ : [a,b] — R est une fonction continue.

De plus, nous avons obtenu plusieurs résultats pour des inégalités de type de Hartman-
Wintner avec leurs applications sur un probleme de valeurs propres et de non-existence
des solutions.

L’intérét de ce chapitre ne se résume pas seulement au fait de trouver une réponse au
probleme ouvert, mais aussi en certaines aptitudes en analyse mathématique a surmonter

les obstacles difficiles pour tirer le maximum de la fonction de Green.

4.1 Fonction de Green associée au probleme

Lemme 4.1 La fonction u € C([a, b], R) est une solution du probléme fractionnaire suivant :

HDru(t) + q(t)u(t) =0, 1<a<t<d 1<rk<2

(4.2)
u(a) = u(b) =0,
si seulement si u est une solution de 'équation intégrale
b
ult) = / G(t, 7)q(r)u(r)dr. 4.3)

ot G(t, ) est définie par (3.5).

Preuve. Voir Lemme 3.1 (avec B =0 et y(t) = q(t)u(t)). =

Lemme 4.2 La fonction de Green G définie dans le Lemme 4.1, posséde les propriétés sui-
vantes :
1. G(r,7) > G(t, ) > 0, pour tous (t,7) € [a,b] X [a,b].

2. Pour tout (t,7) € [a,b] X [a, ],

1 p\ Y
|G(t77')| S|G(T, 7')| S m (ln —) . (4.4)

4.1. Fonction de Green associée au probléme
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Preuve. 1. Pour la preuve de la premiere propriété, voir Lemme 3.2 et leur preuve.
2. Nous démontrons la deuxieme propriété. On a G(7,7) = ¢2(7,7) = ¢1(7,7) > go(t, 7) >
a1 (t, 7') Z 0.

(A+B)?

On utilise 'inégalité AB < “*=" avec A=InZ et B=1In2, alors

Gl = 5 (ml By Kln o) (ln 2)} -

45-10(k) (In 2

_ ; (ln é) r—1
A1 (k)T a
1 (ln é) K—1
45-1T(k)a a '

1 b k—1
616,11 < 667 < s (2) (45)

A
—_
|o~
SN—
B
N
\]
1
/;\
=
IS
+
=3
RSy
N~
%
=
|
—

Par conséquent

La preuve est complete. m
L’existence des solutions non triviales et continues pour des problemes aux limites
d’ordre fractionnaire est assurée par les inégalités de Lyapunov et de Hartman-Wintner.

Dans ces sections nous présentons ces inégalités pour le probleme (4.1).

4.2 Inégalité de Hartman-Wintner

Théoreme 4.1 S’il existe une solution continue non triviale du probléme aux limites avec la

dérivée fractionnaire de Hadamard (4.1), alors

b rk—1 k—1
/ ! (ln "I 9) lg(T)|dT > (111 é) (k). (4.6)
o T a T a

Preuve. Soit £ = C([a,b], R) un espace de Banach muni de la norme

[ull = sup |u(t)].
tela,b]

On a

b
|u(?)] S/ |G (&, 7)llg(r)l[u(T)ldr,

4.2. Inégalité de Hartman-Wintner
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ce qui donne
b
lull <l / G (r,7)g(r)dr.

Comme u est non triviale (i.e. ||u|| # 0), donc

b 1 T b\
1< / (ln é)n_l o (ln - In ;) lq(7)|dT, 4.7)

d’apres (4.7) on en déduit I'inégalité (4.6). m

4.3 Inégalités de Lyapunov
Nous présentons I'inégalité de Lyapunov suivante :

Théoreme 4.2 S’il existe une solution continue non triviale du probléeme aux limites avec la

dérivée fractionnaire de Hadamard (4.1), alors

b b 1-k
/ lq(7)] dr > 4" YD (k)a (ln —> . (4.8)
a a
Preuve. Nous notons + < %, alors d’aprés le théoreme 4.1 nous obtenons
b k—1
b r
/ ar)drza(w2) L (4.9)
“ a max h(T)
T€[a,b]
ou
A
h(t) = (ln —1In —) i (4.10)
a T

SiT=aour =b,alors h(7) = 0. sinon, on dérive la fonction i(7), pour tout 7 € (a,b) :
-1 b
B(r) = (r=1) — <ln ——1In Z)
T (ln Zln g) T a
(k—1) (In%)

T (ln Tln 2)2_'“

nous avons une solution unique 7, = vab de I'équation A/(7) = 0 sur (a,b). On obtient

rk—1
vab b
axh(t) =h =[In—1In— i 4.11
) =)= (0 @1

4.3. Inégalités de Lyapunov
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D’autre part on a

2
abz@\/@@lnﬂzlnié <ln@—lni) =0
a

ab

Kk—1
Vab b 1 AN
<~ (lnTln\/ﬁ = m (ln 5) s (4.12)

Par (4.11) et (4.12)

1 b 2(k—1)
Trg[z;?g]h(T) = h(m) = 1D (ln —) , (4.13)

Par substitution (4.13) dans (4.9), on en déduit

/|q Jldr > 45D (k)a @lef

La preuve est complete. m

Nous définissons les constantes :

1| D]
& =exp (5 2(k — 1) +Inba] — \/4(& —1)2 +In? o ) : (4.14)
et _ -
1 b
& = exp <§ [2(k — 1) + Inba] + \/4(,% —1)2 +1n? o ) . (4.15)
Lemme 4.3 La fonction de Green G définie dans Lemme 4.1, vérifie la propriété suivante
G L (mam 4.16
t L . .
t%%|(ﬂ|rw& In 2 (4.16)

Preuve. On observe que gs([a, b] X [a,b]) C G([a,b] x [a,b]), et par la premiere propriété du

Lemme 4.2, nous obtenons

max |G(t,7)|= maX|G(T 7|, (4.17)

t,7€[a,b] T€[a,b]

4.3. Inégalités de Lyapunov
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1 AN
(k) (ln g) a T T
ensuite que nous avons seulement obtenu la valeur maximale de la fonction
AN
Q(r) = <1nf In —> Zrelal) (4.18)
a T T

On a Q(a) = Q(b) = 0. On dérive la fonction Q(7) sur (a,b).
b T rk—1
Q'(r) = [(H— 0 % - 1] (m%m?) e
D’autre part on a
Q(r)=0 & (k—1)(In2—InZ)=InZln?
S 2(k—1)+nb+InallnT—[(k—1)+Inbllna—In*7 — (k- 1)Inb=0
e In*7r—[2(k—1)+Inba]ln7+[(k — 1)Inba +Inblna] = 0,

donc I'équation Q)'(7) = 0 est équivalente a I'équation d’ordre 2 suivante :
v —[2(k—1) +1Inba]x + [(k — 1) Inba +Inblna] = 0, (4.19)

ol z = In 7. Donc 'équation (4.19) admet deux solutions données comme suit :

[2(k—1) +1nba] — VA 2 (k — 1) +1nba] + VA
2 2

tel que A =4 (k —1)* +1n* L.

=1In&, (4.20)

Xy = =In&, wzy=

On a

In ba + (lng)2
To > 5 =Inb,

Alor &, ¢ (a,b).

Nous avons aussi

‘”’“:% 2<“—1>+1an—\/<2(H—1)+1n§>2—4<ﬁ_1) (mg))
>% 2(/{1)+1nba\/<2(ﬁ-1)+1ﬂ§>2)

2k —1)+Inba—2(k—1)—n2) = Ina
( )

a
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et d’autre part on a

= ey tmba (20— 1) - 2) s m®
2 =3 K nba K n- K n-
<1 2(k—1)+1Inb 2(k—1)—1 by’
5 K nba K n-
_1 2(k—1)+1Inb 2(k—1) -1 b
=3 K nba K n-
1 b
S—(2(/<;—1)—|-lnba— (]2(/1—1)]— ln—D)
2 a
1 b
:—<2(/<;—1)—|—lnba—<2(f<;—1)—ln—>):lnb
2 a
:>§1<b,
on en déduit que &; € (a,b).
Par conséquent
max |Q(7)| ! (mfl In b)“ (4.21)
X T) = — = In— . .
T€[a,b] 51 a 61
Donc )
o 1 ln%lngi " 4.9
t = . . .

La preuve est complete. m

Nous avons I'estimation précise de l'inégalité de type de Lyapunov suivante :

Théoréme 4.3 S’il existe une solution continue non triviale du probléme aux limites avec la
dérivée fractionnaire de Hadamard (4.1), alors

b In %1 In gﬂ ton
/ lq(T)|dT > T(K)&1 | ——5—— : (4.23)

hla

ol &, est définie par (4.14).

Preuve. En utilisant Lemme 4.1, la solution du probleme (4.1), peut étre écrite comme

suit

4.3. Inégalités de Lyapunov
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Ainsi, pour tout ¢ € [a, b], nous avons
b
u(t)] < / G (&, ) la(m)] |u (7)) d7
R
<l [ 16 €.l at)]dr.

ce qui donne
Jull < lell |16 (2.7l a(r)]

Puisque u est non triviale (i.e ||u|| # 0), alors

1 /b
< q(7)|dr.
maxy rcfq4 |G (t, T)| a l4(7)

En utilisant Lemme 4.3, on obtient I'inégalité (4.23). La preuve est complete. m

Remarque 4.1 Nous avons résolu le probléme tel qu’il était proposé sur le domaine |a, b] avec
(1 < a < b). Mais un lecteur perspicace peut remarquer que les résultats restent corrects

lorsque 0 < a < b, sans rien changer dans la méthode d’étude ci-dessus.

Remarque 4.2 Soient a = 1,b = e, d’apres le théoreme 4.3, on peut déduire le résultat
dans [63] et nous avons résolu le probléeme ouvert (4.1) en utilisant la méthode d’analyse
directe. En outre, il existe une réponse du probléme ouvert par une autre méthode différente

proposée dans [63].

4.4 Applications

Nous présentons maintenant I'applications des inégalités obtenues ci-dessus sur un
probleme de valeurs propres et on obtient un résultat de non-existence des solutions pour

le probléme aux limites (4.1).

4.4.1 Borne inférieure pour les valeurs propres

Considérons le probléme de valeurs propres suivant :

4.4. Applications
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HDru(t) = Mu(t), 0<a<t<b 1<r<2,
u(a) = u(b) =0,

(4.24)

Théoréme 4.4 Si le probléme de valeurs propres (4.24) admet une solution continue non

triviale, alors

A > 4(21;);)(5) (4.25)
Preuve. En utilisant 'inégalité de Hartman-Wintner (4.6), avec ¢(t) = A, ce qui donne
A / mal hl(l;)(m)7
€la,b)

tel que h(7) est définie par (4.10). En utilisant uniquement I'égalité (4.13), on trouve

k—1
Al s e L0
T gt ()"

D’aprés (4.26). on obtient I'inégalité (4.25). m

(4.26)

Remarque 4.3 Le théoréme 3.2 améliore le résultat de l'inégalité de la borne inférieure des

valeurs propres pour le probléme de valeurs propres (3.2) car

rk+1

# > 4=V pour toute x € (0,2]. (4.27)
.

Donc, notez que le résultat du théoréme 3.2 est meilleur que le résultat du théoréme 4.4. De
plus, pour un intervalle général [a, b], le résultat du théoréme 3.2 est toujours le meilleur, car

nous avons utilisé 'estimation précise pour lintégration maxc(.y) [, |G(t, s)|ds.

4.4.2 Résultat de non-existence

Dans cette sous-section, on obtient la non-existence de solutions du probléme aux

limites (4.1).

Théoreme 4.5 Supposons que

AN
/|q i < e | , (4.28)

4.4. Applications
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ol & est définie par (4.14). Alors le probleme aux limites (4.1) n’admet pas de solution non

triviale.

Preuve. Supposons le contraire, i.e., le probleme aux limites (4.1) admet une solution non
triviale u. D’apres le théoreme 4.3, 'inégalité (4.23) est vraie. Ceci contredit I’hypothese

(4.28). La preuve est compléte. m

4.4.3 Exemples
Considérons le probléme aux limites suivant :

HD2u(t) + q(t)u(t) =0, 1<t <2, 429)
| .

3

Ici k = 2,a = 1,b = 2. Utilisant les valeurs données, on trouve que &; = 1.269 et

11—k
r & ~ 2.8442
(H)gl ln — 4. 3

V)

i). Nous choisissons ¢(t) —1.0na

4
/|q |dr—/(7- ~)dr =5 <2.8042,

Il est clair que 'hypothese du Théoreme 4.5 est satisfaite, Alors le probleme aux
limites (4.29) n’a pas de solution non triviale.

ii). En particulier, dans le cas ¢(t) = A\, on a

4=1T (k)
(Ing)"

D’apres le théoreme 4.4 on en déduit que, si |A\| < (In 2)*% /7, alors le probléeme

= (In2)"2 V1.

(4.29) avec ¢(t) = A n’admet pas une solution non triviale.

4.4. Applications



Conclusion et Perspectives

Dans cette these nous avons étudié :

— L’existence et 'unicité de solutions d’une nouvelle classe d’équations a multi termes
de Langevin de dérivées d’ordre fractionnaire sur 'intervalle [0, 1];

— L’estimation précise sur la condition de l'intervalle donné qui permet de trouver la
solution unique pour une classe d’équations différentielles d’ordre fractionnaires au
sens de Hadamard avec conditions aux limites;

— Les inégalités de type de Hartman-Wintner et de type de Lyapunov d’'une équation
différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Hadamard sur un intervelle borné
[a, b] et on en déduit les conditions suffisantes pour la non-existence de solution de

la meme équation.

Comme perspectives, nous allons proposer les problémes ouverts suivants :

1. Comment obtenir 'inégalité de Lyapunov pour le probleme aux limites a trois points

suivant? :
HDru(t) + q(t)u(t) =

u(a) = uln) = u(b) =

tel que "D* dénote l'opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

(4.30)

d’ordre k € (2,3], et t € [a,b], n est un réel constant avec 0 < a < n < b, et

q : [a,b] = R est une fonction continue.
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2. Comment effectuer une analyse similaire a celle présentée dans le troisieme chapitre

sur le probléme suivant? :

HDGu(t) = = f(t,u(?)),
u(a) = u(n) = 0,u(b) = B,

(4.31)

ouk € (2,3,t€a,b,0<a<n<b BeRetf:]ab xR — R estune fonction
continue.

3. Méme questions ci-dessus avec changement de Popérateur *®* par 'opérateur de

la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville *®% olt a > —oo0.

Conclusion et Perspectives
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