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NOTATIONS. ..

espace des fonctions continues sur [0, 1]

espace des fonctions dérivables n fois et continues.sur[0, 1]
espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +-o0[
intégrables sur[0, 1] .

la dérivée fractionnaire au sens de Riemanne-Liouville
d’ordre a > 0.

la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a > 0.
I'intégrale fractionnaire au sens de Riemanne-Liouville
d’ordre a > 0.

La fonction Gamma.

La fonction Béta
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INTRODUCTION GENERALE. ..

L suUJET du calcul fractionnel (c’est-a-dire le calcul des intégrales

e et des dérivés d’ordre non entier, réel ou complexe) n’est
pas nouveau, la théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet
presque aussi ancien que le calcul classique que nous le connaissons
aujourd’hui, les origines remontent a la fin du 17°™ siecle, '’époque
ou Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développé les
fondements du calcul différentiel et intégral. En particulier Leibniz

a introduit le symbole Zi{,r pour désigner la dérivée n®*d"une fonc-

tion f .quand il a annoncé dans une lettre

a I’'Hopital en 1695, avec ’hypothése implicite que n € IN,

I’'Hopital a répondu :

n

1
Lo daf 1,
< Que signifie TS =51 >
Cette lettre de 1'Hopital, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le
fait que I’'Hopital a demandé spécifiquement pour n = %, c’est-a-
dire une fraction (nombre rationnel), a en fait donné lieu au nom
de ce domaine des mathématiques.

Les équations di érentielles fractionnaires peuvent décrire de
nombreux phénomenes dans divers domaines des sciences appli-
quées et de l'ingénierie tels que 'acoustique, électrochimie, visco-
élasticité, rhéologie, fractales, dynamique chaotique, physique des
polymeres, électromagnétique, médecine, économie, astrophysique,
génie chimique, physique statistique, thermodynamique, bioingé-
nierie, etc.

On peut noter ici que la plupart des travaux sur le calcul frac-
tionnaire sont consacrés a la solvabilité des problemes aux limites
engendrés par des équations différentielles fractionnaires linéaires .
Récemment, d’autres résultat traitant I’existence, 1'unicité des solu-
tions des problemes fractionnaires non linéaire par 1'utilisation des
techniques d’analyse non linéaire comme les théoremes de point
tixe telle que : celui de Banach, Krasnoselskii et Schauder.

en 2007, Xinwei et Landong[Xinwei, 2007a] ont examiné 1'exis-
tence des solutions d'un probléme de l'équation différentielle
d’ordre fractionnaire non linéaire données par :

{ ‘D*u(t)=f(t,u(t)*DPu(t)), 0<t<1l1l<a<20<B<L
u0)=u'(1)=0,0ouu' (0)=u(l)=0,ouu(0)=u(1)=0



Introduction Générale. . .

ou‘D* désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
d’ordre « et
f:[0,1] x R? — R est une fonctions continues donnée.

Su et Zhang en 2009 [Su, 2009],0nt étudié.l’existence et 1'unicté
de la solution du probléme de 'équation différentielle d’ordre frac-
tionnaire non linéaire suivante :

{%muﬂ:f@umfp%u»,0<t<L1<a§zo<5§L
ayu (0) — au’ (0) = A, et byu (1) + bou’ (1) = B.

Une autre étude dans en 2010 [Ahmad, 2010] ot Ahmad et
Sivasundaram a étudié l'existence des solutions d’un probleme de
I’équation fractionnaire intégro-différentielle non linéaire données

par :

{CD“u(t) £(tut), (gu) (), (pu) (1)), 0<t<1l<a<2

W (0) 4 au (i) = 0, et b’ (1) -+ u (112) = 0.

ou 0<m <m <1ab e l01] et “D*désigne la dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo d’ordre wet f : [0,1] x X x X x X — X
est une fonctions continues,puis ¢, P sont deux applications définies

par (¢pu) ( fo , (pu) (¢ ) = ft/\(t s) (s)ds ,avec
%A.mJ][QH [O+w[ tsdﬂ<

00 et sup;¢(q ) ’fot A(t,s) ds’ < 00.,X espace de Banach.

L'objectif principal de ce mémoire est 1’'étude de l'existence et
I"unicité de la solution de 1’équation intégro-différentielle fraction-
naire non linéaire avec des conditions non locales Ce mémoire se
compose de trois chapitres :

Le premier chapitre

notions et définitions concernant la dérivation et d’intégration
fractionnaire au sens de Riemann Liouville et Caputo, et leurs pro-
priétés.

Le deuxiéme chapitre.

nous citons quelques théoremes du point fixe.

Le dernier chapitre,

nous étudions 1’existence et I'unicité de la solution de 1’équation
intégro-différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions
non locales et on a donner un example .



CALCUL FRACTIONNAIRE

DANS ce chapitre nous nous intéressons au calcul fractionnaire

et surtout la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville et de Caputo. Nous donnons ici quelque définitions et
propriétés des fonctions Spéciales.



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

1.1 FONCTIONS SPECIALES

DANS cette section, nous présentons les fonctions Gamma , Béta

et leurs propriétés,Ces fonctions jouent un role tres important
dans la théorie du calcul fractionnaire et dans la théorie des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire.

1.1.1  La fonction Gamma

L'un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction
Gamma qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels
positifs (et méme aux nombres complexe a parties réelles positives).

Définition 1.1. [K.S. Miller, 1993, Erdelyi A et E, 1981] La fonction
Gamma est définie par l'intégrale suivante :

I'(x)= /0+oo e ' 1dt x>0 (1.1)
Proposition 1.2. Pour tout x > 0
I'(x+1)=xI'(x) (1.2)
en particulier Vn € IN*

I'(n)=(n-1)!

Démonstration. soit x > 0, nous avons :

+o00
I'(x)= / e~ 1dt
0

en effectuant une intégration par partie, nous avons :

—tix —+o00
e 't 1 [*
+—/ e tdt
x| x Jo

1 [t
= = / e tdt
x Jo

1
= —T(x+1
T (x+1)

I'(x) =

Alors :

['(x+1)=xI(x)

Et par récurrence, on trouve :

I'(n)=(n-1)!



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

Exemple. 1. T'(1)
2. T (%) =

Démonstration. 1. D’apres a propriété (1.2)nous avons :

rQ2) =1

(1) =1

rQe)=1=1

2. Nous montrons maintenant que I (%) =

De la définition (1.1) nous avons

1 +oo 1
r{=z) = a1y

—+o0
— / et 1t
0

Si nous posons t = 2, alors dt = 2tdt , et nous obte-
nons maintenant

sachant que f0+°° e TdT = \/TE (intégrale de Gauss) ,il vient
que

1.1.2 La fonction Béta

Permi les fonctions de base du calcul fractionnair la fonction
Béta. cette fonction joue un rodle important spécialement dans une
certaine

Définition 1.3. [K.S. Miller, 1993, S.G. Samko et Marichev., 1993] La
fonction Béta est une fonction définie par :

1
B(x,y) = /0 1 (1-— t)y_1 dt ,Vx,y >0 (1.3)



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

Remarque. La fonction Béta est symétrique i.e

B(x,y) = B(y,x)

Proposition 1.4. [Erdelyi A et F,, 1981]
La fonction Béta est liée a de la fonction Gamma par la relation
suivant :

Bix,y) — LT

= Tty) ,Vx,y > 0. (1.4)

Démonstration.
+oo —+00
F(x)T(y) = / / e e 21 dndiy
0 0

+oo —+00
_ — -1
= /0 # 1dt1/0 e~ Ithl = gt,

En effectuant le changement de variable

T =ty

on trouve

+ee x—1 e -T y—1
rxr'(y) = /0 t dtl/t e " (t—h) drt

IF(x)T(y) = /0+oo e dt /01 (t— TT/)y_l (TT/)X_l Tdt’



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

1.2 ['INTEGRALE FRACTIONNAIRE

DANS cette section , on va définir l'integrale d’ordre fractionnaire
au sens de Rimann-Liouville.

1.2.1 L'intégrale fractionnaire

Définition 1.5. [I.Podlubny., 1999, Podlubny, 1998] [B. Guo, 2015]
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, T|, T > 0,0n consi-
dere I'intégrale :

rf ()= [ £(5)ds

t
PF() = [ 10f(s)ds
0
£ s ) d
= /()(/Of(r) r) S
t s
= [as [ r(ryar
| ds [ Far
D’aprés Le Théoreme de Fubini On Trouve :

erw = [ ([ )i

= [-nrea 15)
Alors

t

Bf(t) = [ (t=5)f(s)ds

de méme, on a

Bf(t) = /0t12f(s)ds

= /Ot/os(s—r)f(r)drds
= /Otds/os(s—r)f(r)dr
D’apreés Le Théoreme de Fubini
= /Oidr/rt(s—r)f(r)ds
= /Of(r)dr/rt(s—r)ds
_ /Ot(t_zr)Zf(r)dr




Chapitre 1. Calcul fractionnaire

Alors

Pr)=g [ (=57 (s)as

ieme

Donc, pour n itération, on a la formule de Cauchy :

b

I”f(t):/otdtl/otldtz... O " F(b) dby
f) = L )!/Ot(t—s)"_lf(s)ds. (1.6)

n—1
Pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’apres la pro-
priété de Gamma I' (n) = (n — 1)! nous avons :

I"f(t) = T (1n) /Ot (t—s)""' f(s)ds,n e N* (1.7)

1.2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Rimann s’est rendu compte que le second membre de (1.7) paur-
rait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non-entieére, il
a définit I'intégrale fractionnaire de la maniere suivante :

Définition 1.6. [S.G. Samko et Marichev., 1993, J. Spanier, 1974]
Soient & un réel positif et f : [0, T| — R une fonction continue avec
T > 0. On appelle intégrale de Riemann-Liouville d’ordre « > 0 de
f l'intégrale suivante :
1 t
* t:—/ t—s)* L f(s)ds,a >0,t >0 1.8
FO =i ) =96 1.9
Soit f (t) = tP avec B > —1 l'intégrale de f au sens de Riemann-
Liouville est donnée par :

I“f (t) = ﬁ /Ot (t—s)* 'sPds (1.9)

en utilisant le changement de variable
s =tx
ot x =0 quand s = 0 et x = 1 quand s = tet ds = tdx, alors (1.9)

devient

(t — tx)"7 (tx)P tdx

O = Fw

[t (1—x)]* ! xPtPrdx

(1—x)* PP+l gy

! 1
(1—x)*""xPdx.

)1
~~
=
~—r



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

En utilisant la définition de la fonction Béta (1.3),on a :

a+p

I* (t’5> = It‘(zx)B (0, 6+1) (1.10)

D’apres la relation (1.4) ,on a:

o P T (a)T(B+1)
() = F(oc)(l"(uc+ﬁ+1)>
x+pB F(IB+1)
I(a+p+1)

Donc l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la
fonction f(t) = tP est donnée par :

« _ g L(B+1)
! (tﬁ>_t+ﬁf(zx+[3+1)

En particulier, la relation (1.11)montre que l'intégrale fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville d’ordre & > 0 d’une constante est
donnée par :

. (1.11)

I“(C) = ﬁt“.

Proposition 1.7. [[.Podlubny., 1999]
Soit & > 0, B > 0,pour tout fonction f continue sur[0, T| ,on a :

1. [* (IFf) = I*TFf.
2. &) () = (I*71f) (1) m > 1.

Démonstration. 1. d’apres la définition (1.8),on a :

G (zﬁf(t)) = r(la) /Ot (t—s)* L IPf (s)ds
= 1"(104) /Ot (t—s)“ ! (ﬁ /OS (s =P F(r) dr> ds

= W/ﬂt(t—s)“lds/os(s—r)ﬁ1f(r)dr

D’aprés Théoréme de Fubini :

r () = m/; (t—s)“‘ldr/rt (s — )P £ (r)ds

1 t t o B
_ W/Of(r)dr/r (t—s) ' (s—r)P lds



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

En effectuant le changement de variable

s=r+x(t—r)

oux =0quands =retx =1quand s =tetds = (t —r)dx,
on obtient :

I* (Iﬁf (t)) = m /Ot (t =P f (1) dr /01 (1—x)" T xPldx

Enfin, en tenant compte de la définition de la fonction
Béta( 1.3) puis de la relation (1.4), on obtient :

& <Iﬁf(t)) = l“(tx;Jrﬁ)/ot (t_s)zx+ﬁ—1f(s)ds

= I*Pf(). (1.12)

2. On a

-1

puisque f (s) et (t+ —s)* " sont continues donc I’application :

10



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

est continue, et ona alors :

%(szf) (t) = T (1“) /Ot% ((t - S)w—lf(5)> ds

_ r(la) /Ot(zx—l)(t—s)“ 2 £ (s) ds

_ (a_f);(la_l) /Ot(t—S)“_zf(S)ds
_ ﬁ/ot(t—s)“f(s)ds

= I"7If(b).

1.3 DERIVEES FRACTIONNAIRES

LE but de cette section est présentons les deux plus impor-

tantes approches du calcul fractionnaire : la dérivée fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo, y com-
pris quelques unes de leurs propriétés ainsi que la relation entre ces
deux approches.

1.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.8. [A. Kilbas, 2006]

soit f € L' ([0, T]) ,une fonction intégrable sur [0, T], la dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre
a > 0 notée RD* f est définie par :

EDUf(t) = D"I"f (1) (1.13)

= o= (%)n/ot(t‘s)n_a_lf (5)ds
t>0,n=[a]+1.

ou [.| dénote la partie entiere d’'un nombre réél..

Remarque. 1. poura =n € NN, alors

Ran(t) _ 1 <d:,:1)/f

d?’l
= gm (t)

SAUGE

11



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

ot (") (t) désigne la dérivée usuelle d’ordre n de f (t).
En particulier :

D) = i (3) [ @

r(1)
th)

2. pour 0 < « < 1, alors n = 1. alors

Rpf(t) = ﬁ%/{)t (t—s)" f(s)ds, t > 0.

Exemple. la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f avec
a>0:

ft)=th,t>0p> -1

D’aprés (1.13) ona:

Rszt,B — pnne (t’B>

en utilisant (1.10) ,on obtient :

o = (8 [

rg+1) A"\ pin-a
rp+n—a+1) (W) t#

(1.14)

En tenant compte

A ppin—a _ (B+n—a)(B+n—a—1)...(B—a+1)th "

dtn
F(ﬁ+n—o¢+1)tﬁ,a
rp—a+1)

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la
fonction f est donnée par :

Fr+1) 4

Rpag -~ \P T 1) B—a
DtP = t 1.1

T(B—a+t1) (1.15)

En particulier,Si B = 0 la relation (1.15)montre que la dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre &« > 0 d’une

12



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

constante f (t) = C est donnée par :

C
Ry —u
DC_—F(l—oc)t (1.16)

Alors la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction
constantef (t) = C est non nulle.

Proposition 1.9. [K.S. Miller, 1993] [A. Kilbas, 2006]

1. Pour a,f > O etn = [a]+1,m = [B]+1 tel que
(n,m € N*)ona:
L’opérateur de Riemann-Liouville est linéaire

D% (Af +8) (1) = A (RD*f) (1) + (RD"g) (1),4 € R,t>0

(1.17)
2. soient f € L'([0,T]) ,une fonction intégrable sur
[0, T|vérifiant :
RDf (1) =0
alors :
pourn—1<a <mnetn=[a]+1.
n—1
I'(k+1) kba—
t)y=)_ C HH NGy, Cp, ... Cu €R
f(t) ]gkr(k+a+1_n) 0, L1 n—-1 €
(1.18)

En particulier, si 0 < & < 1, alors

f(t)=Cct*"1,vC € R.

3. la propriété qui peut étre la plus importante de la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann_Liouville est que :

RDAI%F (£) = f (£),t > 0,& > 0. (1.19)

Démonstration. 1. soit f,¢ € L'([0,T]) ,A € R,ona:

KD (Af +g) (1) DI (Af () +8 (1))

AD'IE((f +8) (1))



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

comme la dérivée n'®"¢ et I'itégrale sont linéaires alors :

RDY(Af+¢)(t) = AD"I"“f (t) + D"I""“g (t)
= A (RD"‘f> (t) + (RD"‘g> ().
. soit RD*f (t) = 0,d’apres (1.13) ,on a:

RD<f (1) = D"I"*f (1) =

C’est-a-dire que la dérivée d’ordre n de (I"~*f) est nulle.donc
,on peut écrire :

"= “f Z th VCy,Cq1,...C1 €R (1.20)
k=0

L'application de I* aux deux membres de l'identité obtenue
(1.20) ; donne :

") = I () (1.21)
= ¢ (nzl th">
k=0
- Far(#)
_ (k+1) «
B ZC"( k+1+(x)) e

Ensuite, on applique D" a (1.21); on obtient :

n—1
f(t) _ ch< (r(k_i_l) )Dntk—HX

= I'k+1+a)

- ch< wirem) (rEeestoa’ ")

_ Z (k+1) tk+zx—n
‘Tk+a+1—n)

Finalement on obtient :

n-l T(k+1 e
f(t) = I(Z()Ckr k —i—(tx n 1)_ n)tk+ (1.22)

14



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

En particulier,si 0 <a <letn =1 alors:

f(t)=Ct"1,vC eR.

3. D’apres la définition(1.13) ,ona:

KDALY (1)

D'I"CT4f (4)
DI"f(t)
= f(t).

L'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration
fractionnaire.

O

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de caputo

Définition 1.10. [A. Kilbas, 2006]

soit « > 0,n = [a] +1, et f € C"([0,T]),une fonction intégrable
sur [0, T], la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de f d’ordre «
notée “D* f est définie par :

DUf(t) = I""(D"f (1)) (1.23)
- T (n—l— ) /0 (t—s)""" 7 f) (s) ds

Remarque. 1. Si 0 < a <1, alors n = 1.,]la dérivée fractionnaire
de Caputo est donnée par :

chXf (t) - [l (Df) (t) = ﬁ /Ot (t — 5)*“f(1)d5
SR A0

2. sia =n € IN la dérivée fractionnaire de Caputo est donnée
par :

DUf () = 1(D"F) (1)
d}’l
= Im (t)

SAGE
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Chapitre 1. Calcul fractionnaire

En particulier,

“DOf (1) = £ ().
Lemme 1.11. [A. Kilbas, 2006]
Supposons que f € L' ([o,T]), T > 0O,et a > Oalors :

n—1 (k)
reprf () = £ (1) - Y L D (1.24)

!
P S

Proposition 1.12. [Podlubny, 1998]

1. soitn—1<a<n,n €N, AeR, f € L' ([0, T]),La dérivation
fractionnaire Caputo est une opération linéaire :

‘DE(ASf (1) +g (1) = ADEf (1) +° D g (¢)

2. soit & > 0, f une fonction intégrable sur [0, T|vérifiant :
RpDf(t) =0

alors :

n—1
ft) =Y Gtt,¥Co,Cy,...Chuq € R (1.25)
k=0

3. pour f € L' (][0, T]) a > O,alors :

("DUIEf) (1) = f (1)
4. Soitaw > 0,8 > 0,avecn = [a] +1,et f € C"([0,T]) ona:
cp* (CDﬁ f (t)) — D*HF (1) (1.26)

Démonstration. 1. soitn—1<a <n,n €N, AeR,
f € L'([0,T]) ,ona:

DY(Af () +g(H) = D" (Af () +g (1))
AI"*D" (£ (1) + g (1))

on a la dérivée n'®" et I'itégrale sont linéaires alors :

‘DEAf+8) (1) = AI"D"f () +1""D"g ()
= A(DYf) (1) +(Dg) () -

16



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

2. soit ‘D*f (t) = 0,d’apres (1.23) ,on a
DUf (t) = ["“D"f () = 0
= () =0

n—1

Z Cit*

Finalement on obtient :

n—1
= Z thk,VCO, C,...C,1eR
k=0

3. soit f € L' ([0,T]) ona:

(D) () = "D (I°f (1))
= I"D"(f (1))
= f()

Alors, L'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de
Caputo est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration
fractionnaire.

4. D’apres la définition (1.23) ,on a:

‘D (‘DPf (1) = D (I"FD"f (1))
_ apn (Infﬁan(t))
_ In—(a+ﬁ)Dn1nan(t)
_ In—(a+/3)an(t)
= DEHEF(H).
O

Exemple. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction

=18

soitmunentieret0 <n—-1<a<navecp>n-—1,alorsona:

£ () = %Sﬁ—n,

d’ou

cyaysf r(ﬁ+1) ' n—a—1 _B—n
Dtﬁ_l’(n—oc)l"(ﬁ—n—l—l)/o(t_s) sP7ds  (1.27)

17



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

effectuant le changement de variable

s = tx,
ol x =0quand s = 0Oetx = 1 quand s = t et ds = tdx ,
alors( 7) devient :
I(g+1) /1 —a—1 -
cya . n—o p—n
Dt T—a T B-ns1) Jo (t — tx) (tx)P™" tdx

_ Ir(g+1) o ! n—a-1_pn
= Fa—orG—nsD) fy =t

D’apres la définition de la fonction Béta(1.3)puis de la relation
(14),ona:

FB+HI(n—aB-—n+1) 5,
F'(n—a)T(B—n+1)
_ I+ )I(n—)T(f—n+1) .
In—a)T(B—n+1)T(B—a+1)
r(,3+1) tﬁfuc
Fr(p—a+1) '

cph

Donc la dérivée fractionnaie au sens de Caputo de la fonction
f (t) = tPest donnée par :

e F(ﬁ"—l) B—u
D"t _I"(,B—tx—i—l)t . (1.28)

En particulier, 1'utilisation de la formule (1.23) pour calculer la dé-
rivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre & > 0 d’une constante
C € R exprime que cette dérivée est nulle c’est-a-dire :

‘D*C =0.

Relation entre la dérivée fractionnaire au sens de
caputo et celle de Riemann-Liouville

Théoreme 1.13. [K.S. Miller, 1993] [A. Kilbas, 2006]
soient f € C"([0,T]) ,et « > 0,avec n = [«] + 1, alors :

k—a
="y - L O )

En particulier ,pour 0 < « < l,et n =1 ona:
—
eprf () = R gy - O (1.30)

18



Chapitre 1. Calcul fractionnaire

Remarque. Si ) (0) = 0 pour k =0,...,n — 1, alors :
“DUf (t) = R DU (1).

19



QUELQUES THEOREMES DE POINT
FIXE

E but de ce chapitre est 1'étude de quelques théoremes du point
fixe. On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre
eux : le théoreme du point fixe de Banach pour les applications
contractantes qui assure 1'existence et 1'unicité. On verra ensuite le
théoreme du point fixe de Schauder n’assure que l'existence seule-
ment Enfin nous abordons le théoreme du point fixe de Krasnosels-
kii.



2.1

2.1.1

2.1.2

2.2

Chapitre 2. Quelques Théoremes de point fixe

THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH

LE théoreme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom
principe de l’application contractante) est un théoréme simple
a prouver, qui garantit I’existence d’un unique point fixe pour toute
application contractante,

Théoréeme de ’application contractante

Définition 2.1. (Point fixe).[Smart, 1974]
Soit X un espace de Banach et T : X — X.une application conti-
nue ,On appelle point fixe de T tout point x*tel que

T (x*) = x". (2.1)

Définition 2.2. (Application Lipschitzienne)[]. Spanier, 1974, Smart,
1974]

Soit X un espace de Banach,muni de la norme .||y et T : X —
X une application continue, on dit que T est lipschitzienne de
constante K > 0,si elle vérifie :

Vx,y € X,[|T(x) =T (y)llx < K|x—ylx (2.2)

Théoréme 2.3. (Application contractante)[]. Spanier, 1974]
Soit X un espace de Banach, et T : X — X une application continue,
on dit queT est contractante si T est lipschitzienne de rapport K < 1 :

K <1:Vry € X:||T(x) = T(y)llx < Kllx—yllx (2:3)

Principe des applications contractantes

Théoreme 2.4. (Le théoreme du point fixe de Banach) []. Spanier, 19741
Soit X un espace de Banach, et T : X — X un opérateur contractant
alors T admet un point fixe unique,c’est-a-dire :

dx* e X, : T(x")=x" (2.4)

THEOREME DU POINT FIXE DE SCHAUDER

Définition 2.5. Soit T : X — E un opérateur.On dit que :

— T est compact si 'image par T de tout borné de X est re-
lativement compact (c’est-a-dire que son adhérence est com-
pact)dans E.

— T est dit completement continu s’il est continu et compact.

Théoreme 2.6. (Arzela-Ascoli) :[Hale et Lune, 1993]

Soit C (X) l'espace des fonctions continues sur un espace X de Banach
, pour qu'un ensemble M C C (X) soit relativement compacte, il est
nécessaire et suffisant qu’elle soit :
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Chapitre 2. Quelques Théoremes de point fixe

— Uniformément bornée :

de>0;Vx e M,: ||x(t)| <c VteX. (2.5)

— Equicontinue :

Ve > 0,46 >0,Vty,tp € X :
|t —t] < d=|x(f1) —x(tr)] <eVx e M. (2.6)

Théoreme 2.7. (Théoréme de point fixe de Schauder).[Zeidler, 1986]

Soit Eun sous ensemble de X et f : E — X une fonction continue, E
compact, convexe et X espace de Banach. Alors f admet un point fixe dans
E.

2.3 THEOREME DU POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

Théoreme 2.8. (Krasnoselskii)[Stuckless, 2003]
Soit E un sous-ensemble d'un espace X, et f,g : E — X :
— E :fermé, convexe.
— X :espace de Banach.
— f et g sont continus,f est compact, g est une contraction et
f(x)+g(y) € E,Vx,y € E.
Alors f + g admet un point fixe x*dans E tel que f (x*) +
g (x") = x"
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EQUATION FRACTIONNAIRE
INTEGRO-DIFFERENTIELLE NON
LINEAIRE A MULTI TERMES

ANSs ce chapitre est consacré a prouver l’existence et l'unicité de

la solution pour I'équation intégro-différentielle fractionnaire

non linéaire avec des conditions multi termes [Being., 2010] [Xinwei,
2007b] [Li, 2010].

3



3.1

Chapitre 3. Equation fractionnaire intégro-différentielle non linéaire a multi
termes

PRESENTATION DU PROBLEME

Dans cette section, nous présenterons un probleme fractionnaire
(P) engendré par I’équation suivante :

‘D*u(t) = f (t,u (t), (¢u) (t), (pu) (t) £ DPru (t) £ DP2u (t), ...  DPru (t))

(3.1)
ou 0<t<l, 1<a<x?2
avec les conditions initiales
u(0)4+au(l) = 0
ur(0)+bu’' (1) = 0 (3.2)

ou ‘D" désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre
a, et f:]0,1] x R"t3 — R est une fonctions continues donnée,1 <
a <2,
0<pBi<la—pB;>1letad # —1.

Puis 4) P sont deux applications deﬁnies par

fo s)ds, fo s)ds ,avec
'y,/\ : [0,1] [O, 1] — [O, —I—oo[,telle que : supte[o,l] )fo (t,5) ds’ <

00 et Sup;cp ] ’fot/\ (t,5) ds‘ < 0.

Lemme 3.1. [A. Kilbas, 2006]
Soientw > 0,n = [a] +1et f € C[0,1] et“D*u(t) € C[0,1],ona:

I"(‘D*u (t)) = u(t) + Co+ Cit + Cot*> + ...+ C, 1" 1. (3.3)

ouC eR,i=123,...,n—1.

Démonstration. Soient « > 0,n = [«] + 1,En utilisant (1.24) ,on ob-
tient :

par le changement de variable C, = _u<k]i!(0) € R,pour chaque

i=1,2,3,...,n— 1,0n obtient :

I* (CD*u () = u (t) + f Cet*.
k=0
OJ

Lemme 3.2. soit1 < a < 2,ety € C[0,1],a,b # —1,alors I’équation :
“Dfu () = y (1), ¢ € [0,1]. (34

24



Chapitre 3. Equation fractionnaire intégro-différentielle non linéaire a multi

termes
avec les conditions initiales (3.2) admet une unique solution qui
est donnée par :
u(t) = — /t(t o)y (s)ds — — /1(1 — s)%Ly(s)ds
T T ST T @ o ’
ab—0b(1+a)t 1 4D
D CER, /0 (=) y(s)ds. G-5)
Démonstration. En appliquant [*sur I'équation (3.4) on obtient :
I*['D*u(t) —y ()] =0 <= I*D*u(t) — "y (t) =0
D’apres (3.3) etpourl <a <2,(n=[a]+1=2),0ona:
I*D*u (t) =u (t) + Co + Cit, Cp,Cq € R.
Donc
u(t)+Co+Cit—I"y(t) =0
Ce qui implique
u (t) = ley (t) - C() - Clt
par conséquent,la solution générale de I'équation (3.4) ,donne par :
_ 1 ' a—1
u(t) = gy ) (=9 ylo)ds — Gy~ Cat (3:6)
Les conditions aux limites implique que :
u(0)+au(l)=0= Co+al*y (1) —aCy—aCy =0
ul (0)+bu' (1) =0= Cy — ﬁ; (1—5)""2y(s)ds+bCy =0
Alors :
— (1 + Cl) Cy = —al"‘y (1) +aC; = Cy = 1;_7%1“]/ (1) — ﬁcl
1 — _
Cq —ﬁo(l—s)“ 2y(s)ds+bC1 =0=—=C; = ﬁl“ 1y(l)
donc
Co= 1l (1) - %5 (51w (1)
_ 1 _
Cr = 35" (1) = C1 = gy, (1—9)" "y (s)ds

a 1 a—1 1

Co= 1t [ty Jo (19" v () — et
)

G = mo (1-5)""y(s)
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Chapitre 3. Equation fractionnaire intégro-différentielle non linéaire a multi

termes

’equation (3.4) équivalentente a :

u(t) = /0 (t— )Ly (s) ds
- 1+HHX 11—s> e g [ a9
SR et
— | [ @ s s a9 e
AR T[]

1 a

t 1 -
= Fw b IO~ e [ -9 ()

ab—b(1+a)t 1 a—
(1+a)(1+b)F(oc—1)/() (19" y () ds

3.2 RESULTAT D’EXISTANCE ET D'UNICITE

Maintenant, on va montrer 'existence et 1'unicité de la solution
du probleme (P) a (3.1) (3.2),
Soit C (I) I’espace des fonctions continues sur I = [0,1],
et

X = {u:u e C(I)etDPiu € C(I) (0 < B < 1) pouri = 1,2,...,n}

c’est I'espace muni de la norme

n
- i ‘CDﬁi t ‘
lillc = max [ (5] + 3 max "D (£)

(X, ||.]|)est un espace de Banach.

Théoreéme 3.3 (2). Supposons qu'il existe k € [0,a —1] et u(t) €
L ([0, 1])telle que :

|f (t/x/y/w/ulluZI' . -/un) _f (t/x//y//wllvllvzr- . -/Un>|

(3.7)

< p)(x=o|+|ly—v|+|w—w' |+ jug —o1] + |Juzg —v2| + ... + |up — va|)
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Pour tout t € [0,1] et x,y, w, x!,y!, w!, uy, Uy, ..., Uy, 01,02,...,04 €
IR,donc le probleme (P)de (3.1) (3.2)admet une solution unique Si :

n T(ax —k A
A@+mm4+Z;Qwafg_£+nA“+F@%%5)]<1

(3-8)

A= (1+7 +Ag)

Ao = SUP;(o,1] ‘fot)\ (t,8)ds|,

OIL Y0 = SUPyc(o,1] ‘fot (t,s)ds
k
p= (fo )k ds)

Puis
(1+2)a))p* [1—k\'F
Ao =
14+a|l (a) \a—k

* 1-k
A = 1 1—k
Fa—1) \a—k—1

_ bl (1+2]a])
|14a| |1+ 0|

.
' 1+ b

Démonstration. Soit F : X — X ,on réecrit I'équation (3.5)sous la
forme suivante :

(Fu

(t)
Lo

T
£ (s, (5), (@) (5), (9u) (5) £ DPru (s DP2u (5), .. DPvu(5) ) ds

1
(1+@r()4(1_
f (s,u (s), (pu) (s), (pu) (s) S DPru (s) £ DP2u (s),...c DPru (s)) ds

ab—b(1+a)t 1 e
U+ﬂﬂ1+MFM—J)A(1_” 2

f (s,u (s), (pu) (s), (pu) (s) S DPru (s) £ DP2u (s),...c DPru (s)) ds.

~

)a—l

+
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Pour u,v € X et pour chaque t € [0,1], nous obtenons :
(Fu) (8) = (Fo) (8)
| e
(f (5:(s). (¢u) (5), () (5), DPraa (s) £ DP2u (s) .. DPrae (s) )
—f (5,2(5),(90) (5), (¥0) (5)  DP1o (s) £ D20 (s) ...  DPro (s) ) ) ds

a 1 y—
Gt b 9
(f (s (), (@u) (5), () (5). DPru (5) £ D2 (s) . DPrus (s) )
- (s,v (s), (¢0) (s), (y0) (s),c DP1v (s) £ DP20 (s), ... DPro (s))) ds

ab—b(1+a)t 1 a—
(1+a)(1+b)r(zx—1)/0 (1=9)"

(f (s (), (@m) (5), () (5). DPru (5) £ D2 (s) . DPrus (s) )
—f (5,0(5),(90) (5), (¥0) (5). DP1o (s) £ DF20 (s) ...  DPro (s) ) ) ds
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IN

<

g [ =9 e (u e o)

() (5) = (90) (5)| + [(wu) () = (0) ()] + |“DPrus (s) = DF1o (s)

_|_
+|DPu(s) CD@v<w

+ ...+ [*DPru (s) —¢ DPry Dds

%/u_sw (s) (Ju(s) — v (s)]

+1(gu) (s) = (¢v) ()] + [(yu) (s) — (o) (5)]
(

_|_

+ ...+ |°DPru(s) = DPro (s

+ |°DP1y (s) —¢ DP1oy (s)) + [°DP2y (s) —¢ DP2o ()
)

(5)]) as
bl (1+2]a]) ! .
\1+a]]1+b|r(“_1)0(1—5 21 (s) (Ju (s) — v (s)]

+[(pu) (s) — (¢v) ()| + |(pu) (s) — (Yv) (s)]
+|°DPu (s) —¢ DP1o (s))

*DPry (s) —¢ DPro (S)D ds

+|DP2u (s) — DP2v (s) + .. +

1+ +A) ||lu—2
e Aoz mﬁw()ﬁ
la| (14 70+ Ao) |M—UH
1+a|T («

|b|(1+2|a|)(1+70+)\o ||M—v||/
1+al|1+b/T(a—1)
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on applique I'inégalité de Holder avec les exposants p = 1%,( et

q= % On trouve

|(Fu) (t) — (Fo) (1)) .
t . - t 1 k
e A0 =od (o)) ([ et

Pl Ao bl () ) ([ et

a u—o 1 a— 11Tk o ' : k
e e (1 1oy ) ([ e

w1+ 0+ A0) lu—o| [1—k\'F
I'(«) a—k

¥ la] (14 70+ o) [lu—of| (1—Kk\"F
|1+ a|T («) x—k

Wbl (1+2a) A+y0+Ao) Jlu—of [ 1—k \*7F
I1+a||14+b|T(x—1) n—k—1

IN

IA

Donc :

|(Fu) (t) — (Fo) ()]
(1+2]a))p (
1

|14 a|T (a) tx—k)

. B 1—k
b+ 2a) 2 -
1+al |14+ T(x—1) \a—k—1

< (1+’YO+/\0)

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec
0 < Bi < lett e [0,1] nous obtenons

CDF: (Fu) (1) =€ DF: (Fo) (1)

— /Ot(t_—s)ﬁi (Fu)' (s)ds — /Ot(t_—s)ﬁl (Fo)' (s)ds

F(l—ﬁi) r(l_ﬁi)
o t (t — S)iﬁi / . /
-1/ gy (o) () = (Fo)' () ds
t(f—g) P , ,
< [y 1) ) = (o) (5] s 9)
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nous avons aussi:

|(Fu)' () = (Fo)' (1)]

B /t (t . S)tx—2

|Jo T(a—1)

F(5(5), (¢u) (5), () (5). DPrue s)  DP2u () ... DPrae (s) )

—f <s,v (s), (¢v) (s), (o) (s) ,f DP1o (s) £ DP?v (s), ...  DPro (s))} ds
b 1(1—s)""

140 /0 T(a—1)

F(5,(5), (gu) (5), () (5). DPrue (s) £ DP2u () .. DPrue (s) )

~f (5,2(5), (#0) (5). (90) (5) * D10 () * DP20 (5),...  DPro (5)) s |
(1+ 70+ Ao) [lu =] (£ —5)*

<
= T(a—1) Or(a—l)”(s)ds
(L+70+20) u—ol B]" o a2
+ Ta—1) 150 O(1 s)"“u(s)ds
* —k
CE et A ol 1k VL
- ['(a—1) a—k—1
—k
L+ 70+ A0) [lu—of [b] ([ 1—k
T T D1y a—k-1) (3-10)
Ainsi,

|(Fu)' (1) = (Fo) (1)
u*(1+vo+Ao>||u—vu( 1-k )“"ta_k_l

- I'(a—1) a—k—1
w1+ +A0) lu—vof o] { 1-k \"F (311)
T (x—1)]1+0b| a—k-1) '

En remplagant (3.11) dans l'inégalité (3.9), on obtient
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CDP (Fu) (t) =€ DF: (Fo) (1)

<t dolesl (1o 1)1"‘ /,? (t— o) Fsrtlge
e () [

W ;1(1_7%?2)“||_ul—)v|| <“:f 1)1‘ /01 (1 &)
M*(1+vo+)\o)||u—vH|b|< 1—k )“‘

_|_

Fr1—pg)r(a—1)1+b \a—k—1
Pusque B (a1~ ) = J} 1 5) 01 = e
on obtient

CDF: (Fu) (1) =€ DF: (Fo) (1)

I'(ae—k)p* 1—k \'*
Fa—1)T(a—pi—k+1) (a—k—l)

< (140 + Ao)

p |b| 1-k \'*
T2 ) Ta-1)[1+0] (oc—k—l) ] | =l

Finalemment, pour tout i = 1,2,...,n,Par conséquent, nous obte-
nons

|Fu — Fol|

142 (1 —k\ 1k
B [

1+a|T(a) \&—k

P b (1 +2]al) -k '
1+a||1+bT(x—1) \a—k—1

” I'(ao—k)p* 1—k \'F
+;<I‘(zx—1)1‘(zx—ﬁi—k—|—1) <oc—k—1>

i 1-k \'F
+Iﬁ(2—,3i)11(0é—1)|1+b| (oc—k—l) )] [l

< (14790 + )\0) [Ao + 170/

3
Lrw g ™

A B
Fag) e
— Allu—o.
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Puisque A < 1l,alors Fest une contraction, d’apres le prin-
cipe de l'application contractante de Banach,(2.4) F admet un
point fixe unique, qui est la solution unique du probleme
(P) a (3.1) (3.2) .Ceci complete la preuve. O

Corollaire 3.4. Supposons qu’il existe L > 0,tel que :

|f(tlxlylwlullu21"'/u7’l) _f(tlxllyl/w/rvlle/---Ivi’l)|
< L(lx=x|+|y—y|+ |w—w |+ |ug —o1| + [uz — 02| + ... + |up — vn)

Pour tout t € [0,1] ,etx, y, w, x/,y!, w!, uy, uy, ..., Up, V1,02, ...,0n €
R,donc le probleme (P)de (3.1) (3.2)admet une solution unique Si :

A= (1+7+Ag)

n T —k A
Ao + 10 +i; (F(oc _(gi—k)+ 1)A1+T(21——mﬁi)>] <!

7

. t t
ol Yo = SUP;c[q 1] ‘fo v (t,s)ds|, Ao = SUP; (0 1) ‘fo A(t,s)ds

pe= (il e(s)tas)”

Puis
(1+2)a))p* (1—k\'F
Ay =
1+a|T(x) \o—k
« B 1—k
A = 1 1—k
Fa—1) \a—k—-1
_ b (1 +2]af)

O T+a||1+0]

Exemple. Soit le probléeme (P) suivant :

( 7 et int +ef u(t
Diu(t) = sy /e [s e+ 1-‘i-\(u()t‘)\
1 3
. (@u)(B)+D2u(t) , ‘Diu(t)
oot | 4 ’ : ‘ 4 LS| ) (£) 4 A ‘ (3.12)
1+’(¢u)(t)+CD2u(t)’ 2(t244 1+ CD4u(t)‘
\ u0)+u(l)=0u0)+u'(1)=0
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Chapitre 3. Equation fractionnaire intégro-différentielle non linéaire a multi

termes
Posons :

£ (£ (8), (@u) (8), (pu) (£), DPru(t) £ DP2u (1), ..  DPu (1))
B e~ sint + ef lu (t))
24+ et { 1413 +1+!u( Bl

e~ cos 7Tt - ‘( u) (t) + +¢D3u (t)‘

1+e 1+ | (¢u) (1) D%uu)(
sin? CD4”
Lo ) (1) )]
2 <t2 +4> ‘

= F(but), (gu) (), (pu) (1), DIu(t) f Diu (1)

Il est clair que la fonction f est continue.

—(s—t)
ou (gu) () = [ <su(s)ds et (yu) () = [i “Z—u(s)ds,avec
—ed yo = Yol

Pour tous u,v € Ron a:

f (b (1), (pu) (£), (pu) (1) £ Dhu (1) £ Diu (1))
—f (t0(8), (¢0) (1), (90) (1)  Dro (1)  Div (1))
< 241ﬁ (I (£) = 0 (B)] + () (£) = (90) ()] + | (yu) () = (y0) (1)

DIy (t) —° D70 (t)‘ +

_|_

Diy (t) =D v(t)D :

alors k = 1 et u(t) = 1 e L*([0,1]), et u* =

24\/1T

1 4 1
0 (241ﬁ> ds) = ﬁ,et T(3) = V2T (3) ~1,2254,T (3)
0

Q

’ 16\/_11“ (3 (1)4
s )
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Chapitre 3. Equation fractionnaire intégro-différentielle non linéaire a multi

termes

N[ —

/A1
Alors :

(14 70 + Ao)

Ao+ oA +Zé (r G r_(gi__i)Jr A+ %)]
- (055 ) [ () s ()
1

%/ (7
*%< 4(L+ £>> "

3
2
1 3\i [ 1 1
v (2) (r(%) *r(%))]
0,1466 < 1.

2

=
—~
N
~—
—
—~

Q

alors (3.8) est satisfaite.

D’apres le principe de 1’application contractante de Banach,(2.4) le
probléeme (3.12)a une unique solution,
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CONCLUSION GENERALE. ..

ANS ce mémoire, nous étudions l'existence et 1'unicité des so-

lutions d'un probléme présente par une équation intégro-

différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire 1’outil fondamental
est le theoreme du point fixe de Banach .
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Résumé

Dans ce mémoire,on a traité 1’existence et I'unicité des solutions
d’une d’équations intégro-différentielle fractionnaires d’ordre a non
linéaire avec des conditions non locales,en utilisant le principe de
contraction de Banach.

Mots-clés :Dérivée fractionnaire au sens de Caputo,Dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville Equation intégro-
différentielle fractionnaire,Principe de l'application contractante.

Abstract

This paper deals with the existence and uniqueness of the so-
lution for a boundary value problem of fractional order a integro-
differential equation nonlinear non-local, using the Banach contrac-
tion principle.

Keywords :Caputo fractional derivative,Riemann-Liouville
fractional derivative,non-local nonlinear fractional differential equa-
tion, the Banach contraction principle.
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