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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et étude qui

occupe les mathématiciens depuis le dix -huitiéme siécle avec les travaux d�Euler, d�Alembert,

Lagrange et Laplace... ; au �ll de cette derniére quarantaine d�années beaucoup de phènoménes et

de problémes modernes physiques biologiques et technologique ont été modélés par des équations

aux dérivées partielle (EDP ) ; paraboliques ou hyperboliques ( modélisant des phénomènes de

propagation, émergeant par exemple naturellement en mécanique). Un simple type d�équation

aux dérivées partielles hyperbolique est l�équation d�onde :

@2ttu�4u = 0

Il existe un grand nombre d�équations di¤érentielles partielles non linéaires de type hyperbo-

lique dont la solution pour une donnée de données initiales ne peut pas être étendue globalement

dans le temps et développer une singularité dans le temps �ni

Un tel phénomène est appelé explosion et T est appelé le temps de l�explosion, L�explosion

est connue pour se produire dans diverses équations, Par exemple celles trouvées dans la théorie

de la combustion et les modèles de chimiotaxis.

L�étude des phénomènes d�explosion est non seulement intéressante du point de vue mathé-

matique, mais aussi importante pour une compréhension profonde de la nature des phénomènes

que ces équations décrivent.

Depuis 1966, avec le travail de Fujita, le phénomènes d�explosion dans les équation non-

linéaires parabolique et hyperbolique ont une grande attention en étude
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Un accent particulier a été mis sur les questions comme : quand, ou et comment les solutions

explosent.

Bien que le calcule di¤érentiel classique fournit des outils puissants pour la modélisation d�un

bon nombre de phénoménes étudiés par les sciences appliquées, ces outils ne permettent pas de

tenir compte de la dynamique anormale que présentent certains systémes complexes rencontrés

dans la nature ou dans les interactions de lasociété.Les résultats expérimentaux montrent que

plusieurs processus liés aux systémes complexes ont une dynamique non-locale impliquant des

e¤ets à long terme.Les opérateurs de dérivations et d�intégrations fractionnaire présentent des

similitudes avec certaines de ces caractéristiques,ce qui en fait un outil plus adapté pour la

modélisation de ces phénoménes.

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles à des ordres non-

entiers,Le calcul traditionnel étant basé sur la di¤érentiation et l�intégration d�ordre entier, le

concept de calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la manière dont nous voyons,

modélisons, et commandons la "nature" autour de nous. Plusieurs études théoriques et expé-

rimentales montrent que certains systèmes électrochimiques,thermiques et viscoélastiques sont

régis par des équations di¤érentielles à dérivées non-entières.L�utilisation de modèles classiques

basés sur une dérivation entière n�est donc pas appropriée. Par ce fait, des modèles basés sur

des équations di¤érentielles à dérivées non-entières ont été développés . Les origines du calcul

fractionnaire remontent à la �n du 17ème siècle, l�époque où Newton et Leibniz ont développé les

fondements du calcul di¤érentiel et intégral,mais ce n�est que l�ors des trois dernières décennies

que le calcul fractionnaire a connu le plus d�intérêt et les applications des dérivées fractionnaires

se sont le plus diversi�ées.

Notre travail se compose de trois chapiters :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fondamentales

sur l�espace des fonctions integrables et les dérivées fractionnaire.

Dans le deuxième chapitre : On mentionne le phénomène d�amortissement et puis on introduit

les problèmes de type Fujita et par suite la dé�nitions de l�explosion d�une solution de ce type de

problème et on termine par mettre en détail la première partie du travaille de Mokhtar Kirane

et Nassere-ddine Tatar Intitulé " la non-existence d�une solution à une équation hyperbolique
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avec un amortissement fractional du temps " concernant la non-existence d�une solution global

en utilisant la démonstration par l�absurde.

Dans le troisième chapitre : On conclut avec la deuxième partie du travaille de Mokhtar

Kirane et Nasser-eddine Tatar mentionné ci déçus concernant les conditions nécessaires pour

l�existence des solutions globales et locales.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on donne des outils de base et des résultats préliminaires essentiels à notre

travail

1.1 Espaces des fonctions intégrables

Dé�nition 1.1 Soient E et F deux espaces mesurables muni de leurs tribus respectives � ,z

Une fonction f : E ! F est dite (�;z)�mesurable si :

8B 2 z; f�1 (B) 2 �

Dé�nition 1.2 Soit 
 un ouvert de RN

1� Pour 1 � p <1; L�espace Lp(
) est l�espace des classes de fonctions f réelles sur 
 telles

que f est mesurable et Z



jf(x)jpdx < +1

muni de la norme :

kfkp =
�Z




jf(x)jpdx
� 1

p

2� Pour p =1, l�espace L1(
) est l�espace des classes de fonctions mesurables bornées presque

partout (p:p) sur 
 muni de la norme :
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Chapitre 1. Notions préliminaires

kfk1 = inf fM � 0 : jf(x)j �M p.p sur 
g

Dé�nition 1.3 Une fonction dé�nie sur un ouvert 
 de RN est dite localement intégrable si sa

restriction à tout compact K de 
 est p�intégrable :

c-à-d

LpLoc (
) = ff j f 2 Lp (K) 8 K � 
g

1.1.1 Inégalité importantes

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout u; v 2 L2(
), nous avons l�inégalité suivante :

Z



u (x) v (x) �
�Z




ju(x)j2dx
� 1

2
�Z




jv(x)j2dx
� 1

2

Inégalité de Hôlder

Soient u 2 Lp(
), v 2 Lq(
) et p; q 2 ]1;+1[ tel que 1
p
+ 1

q
= 1; alors :

Z



u (x) v (x) �
�Z




ju(x)jpdx
� 1

p
�Z




jv(x)jqdx
� 1

q

(1.1)

Cette inégalité est la généralisation de l�inégalité de Cauchy-Schwarz

Inégalité de Cauchy avec �

Pour tout � > 0, et pour tout a; b dans R; nous avons l�inégalité :

jabj � �

2
jaj2 + 1

2�
jbj2
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Inégalité de Young avec �

pour tout � > 0, et pour tout a; b dans RN et p; q 2 ]1;+1[ tel que 1
p
+ 1

q
= 1 nous avons

l�inégalité :

jabj � 1

P
j�ajp + p� 1

p

����b�
���� p
p�1

Or

jabj � � jajp + C� jbjq (1.2)

avec

C� =
1

q
(p�)

�q
p

qui est la généralisation de l�inégalité de Cauchy avec �

Proposition 1.1 Soit f : X ! [0;+1] une fonction mesurable

Z
X

f d� = 0() f = 0 �� presque partout (1.3)

Corollaire 1.1 Soit f 2 L2 (
) : Si pour tout fonction ' 2 D (
) ; on a

Z



f (u)' (u) = 0) f (u) = 0 presque partout 8u 2 
 (1.4)

Proposition 1.2 Soient �1 < a < b < +1 et f 2 L1 ([a; b]) on a

(b� a) inf
x2[a;b]

f (x) �
Z b

a

jf (x)j dx � (b� a) sup
x2[a;b]

f (x) (1.5)

Théorème 1.1 (Fubuni)
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Soient A;B deux sous ensembles de RN ; Si f (x; y) est sommable sur A�B; alors :

Z
A�B

f (x; y) d� (x) d� (y) =

Z
A

�Z
B

f (x; y) d� (y)

�
d� (x) (1.6)

=

Z
B

�Z
A

f (x; y) d� (x)

�
d� (y)

Si de plus

f (x; y) = g (x)h (y)

o¼u g (x) ; h (y) sont sommables sur A;B respectivement, alors :

Z
A�B

f (x; y) d� (x) d� (y) =

�Z
A

g (x) d�x

��Z
B

h (y) d�y

�

Lemme 1.1 Soit u et v deux fonctions dé�nis sur 
 , alors :

Z



(4u) vdx = �
Z



OuOvdx+
Z
@


@u

@n
vd� (formule de Green)

1.1.2 Fonctions test

Dé�nition 1.4 On appelle support de f , noté supp (f) ; l�adhérence de l�ensemble des points en

lesquels la fonction ne s�annule pas

c-à-d

supp (f) = fx 2 X; f (x) 6= 0g

Dé�nition 1.5 Soit 
 un ouvert de RN ; On appelle fonction test tout fonction indé�niment

di¤érentiable et à support compact

Les fonctions test sont des utiles dans la théorée des distrubutions ou l�orsqu�on cherche des

solutions faibles d�équations aux dérivées partielles

On appelle C10 (
) ou bien D (
) espace des fonctions test
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Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2 Calcule fractionnaire

1.2.1 Historique

Nous présentons ici les principales étapes historiques de l�élaboration du calcule fractionnaire

L�histoire du calcul fractionnaire commença par une question clé de Leibniz, qui on doit l�idée

de la dérivation fractionnaire. Il introduisit le symbole de dérivation d�ordre n.

dny

dxn
= Dny

où n est un entier positif.

Ce fut peut être un jeu naïf des symboles qui poussa L�Hospital à s�interroger sur la possibilité

davoir n dans Q:

Il posa la question : Et si n = 1
2
? : En 1695, dans une lettre à L�Hospital, Leibniz écrivit

prophétiquement : « Ainsi il s�ensuit que d
1
2x un paradoxe apparent dont l�on tirera un jour

d�utiles conséquences » . Dans une autre lettre à Bernoulli, il mentionne des dérivées "d�ordres

généraux".

1730

Euler est le second grand mathématicien à aborder la question. Il introduit sa célèbre fonction

Gamma � qui généralise la factorielle (�(n + 1) = n!), il conclut en proposant une dé�nition

pour la dérivée d�ordre � > 0 de x�, avec � > 0. Son cheminement est le suivant : pour m, n 2 N

avec m � n; on a tout d�abord :

dn

dxn
xm =

m!

(m� n)!x
m�n

Grâce à sa fonction Gamma cette formule s�étend directement à une puissance m > 0 :

dn

dxn
xm =

�(m+ 1)

�(m� n+ 1)x
m�n (1.7)

Le terme de droite de (1:7) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m+ 1), on peut

donc le considérer comme une dé�nition pour la dérivée d�ordre réel � > 0 de la puissance réelle
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Chapitre 1. Notions préliminaires

� > 0 :
d�

dx�
x� =

�(� + 1)

�(� � �+ 1)x
��� (1.8)

Notons ici qu�Euler ne considère en fait que des nombres rationnels (appelés aussi fractionnaires)

et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée "fractionnaire" pour exprimer en

fait une dérivée d�ordre réel pourrait donc trouver son origine historique dans ce travail.

1832� 1837

Liouville est le premier à étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent l�attester

les huit articles qu�il publia entre 1832 et 1837: Partant de la relation

dn

dxn
eax = aneax (1.9)

pour n 2 N , il propose de l�étendre pour � > 0, dé�nissant ainsi la dérivée d�ordre � de eax Par

conséquent toute fonction f pouvant s�écrire sous la forme :

f (x) =
1X
k=0

cke
akx (1.10)

Admet une dérivée d�ordre � > 0 donnée par

d�

dx�
f (x) =

1X
k=0

ck a
�
k
eakx (1.11)

A�n d�étendre cette dé�nition à d�autres types de fonctions que (1:10), Liouville remarque que :

8� > 0;8x > 0; x�� = 1

� (�)

Z 1

0

u��1e�xudu:

et ceci est obtenu, à l�aide de changement de variable xu = t, on a
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Z 1

0

u��1e�xudu =

Z 1

0

�
t

x

���1
e�t
1

x
dt

=

Z 1

0

�
t

x

���1
e�t
1

x
dt

= x��
Z 1

0

t��1e�tdt

= x�� � (�)

Donc

8� > 0;8x > 0; x�� = 1

� (�)

Z 1

0

u��1e�xudu:

À l�aide de(1:9), il trouve :

d�

dx�
x�� =

1

� (�)

Z 1

0

u�+��1e�xudu

Soit

d�

dx�
x�� =

(�1)� � (�+ �)
� (�)

x���� (1.12)

même si (1:8) et (1:12) concernent des exposants � di¤érents, la limite � = 0 est problématique.

Par exemple, pour � = 1=2

avec la dé�nition d�Euler
d
1
2

dx
1
2

x0 =
1p
�x

Alors qu�avec celle de Liouville
d
1
2

dx
1
2

x0 = 0

Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les dé�nitions modernes des dérivées fractionnaires.

On peut véri�er que la dé�nition d�Euler et Riemann correspondent tout les deux à la dérivée

de Riemann-Liouville, seulement ces dé�nitions di¤èrent par les bornes de leurs intégrales :
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Chapitre 1. Notions préliminaires

�
d�

dx�

�
Euler

x� =
1

�(1� �)
d

dx

Z x

0

(x� y)�� y�dy

�
d�

dx�

�
liouville

x�� =
1

�(1� �)
d

dx

Z x

�1
(x� y)�� y��dy

Remarque 1.1 L�expression
d

dx

Z x

�1
(x� y)�� y��dy

est dé�nie ici comme

lim
s!1

d

dx

Z x

s

(x� y)�� y��dy

1867� 1868

Grünwald puis Letnikov proposent de dé�nir une dérivée fractionnaire comme limite de dif-

férences �nies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la di¤érence �nie entre

f (x+ h) et f (x) divisée par h:

1.2.2 Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section on présente quelques fonctions spéciales comme la fonction Gamma, Bêta,

qui jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma.

Dé�nition 1.6 L�une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d�Eu-

ler � (z) elle est dé�nie par l�intégrale suivante :

� (z) =

Z +1

0

e�ttz�1dt pour Re (z) > 0 (1.13)

Remarque 1.2

1)On a

�(1) = 1;�(0+) = +1

13



Chapitre 1. Notions préliminaires

Et aussi

�(
1

2
) =

p
�

2) � (z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour

0 < z � 1

3)Une propriété importante de cette fonction est la relation de récurren, ce suivante :

8Re (z) > 0 �(z + 1) = z�(z)

Qu�en peut démontrer par une intégration par parties

� (z + 1) =

Z +1

0

e�ttzdt

=
�
�e�ttz

�+1
0

+ z

Z +1

0

e�ttz�1dt

= z� (z)

La fonction Gamma d�Euler généralise la factorielle car d�aprés la relation de récurrence précé-

dente :

�(n+ 1) = n (n� 1) (n� 2) : : : 3� 2� �(1)

Comme

�(1) = 1

Donc

�(n+ 1) = n! , 8n 2 N

1.2.3 La fonction Bêta

Dé�nition 1.7 La fonction Bêta est dé�nie par :

� (z; !) =

Z 1

0

tz�1 (1� t)!�1 dt , Re(z) > 0 ,Re(!) > 0 (1.14)
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Proposition 1.3 La fonction Gamma et Bêta sont liées par la relation suivante :

� (z; !) =
� (z) � (!)

� (z + !)
(1.15)

Preuve On a

� (z) � (!) =

Z +1

0

Z +1

0

tz�11 t!�12 e�t1e�t2dt1dt2

=

Z +1

0

tz�11

�Z +1

0

t!�12 e�(t1+t2)
�
dt2dt1

En e¤ectuant le changement de variable

t02 = t1+t2

On trouve

� (z) � (!) =

Z +1

0

tz�11

Z +1

t1

(t02 � t1)
!�1

e�t
0
2dt02dt1

=

Z +1

t1

e�t
0
2

Z t1

0

(t02 � t1)
!�1

tz�11 dt1dt
0
2

si on pose

t01 =
t1
t02
;

15



Chapitre 1. Notions préliminaires

On arrive a

� (z) � (!) =

Z +1

0

e�t
0
2

�Z 1

0

(t02 � t01t02)
!�1

(t1t
0
2)
z�1
t02dt

0
1

�
dt02

=

Z +1

0

e�t
0
2

�
(t02)

z�1
Z 1

0

(1� t01)
!�1

(t02)
!�1

(t02)
z�1
(t01)

z�1
dt01

�
dt02

=

Z +1

0

e�t
0
2

�
(t02)

z+!�1
Z 1

0

(1� t01)
!�1

(t01)
z�1
dt01

�
dt02

=

Z +1

0

e�t
0
2 (t02)

z+!�1
�Z 1

0

(1� t01)
!�1

(t01)
z�1
dt01

�
dt02

= � (z + !) � (z; !)

Ce qui donne le résultat désiré.

1.3 Dérivation d�ordre non entier

La dérivation d�ordre non entier est la généralisation de la dérivée entière classique à des ordres

non entiers quelconques. Cette généralisation peut être obtenue par deux manières di¤érentes.

On obtient alors deux dé�nitions, la dé�nition de Riemann-Liouville et la dé�nition de Caputo.

Une autre dé�nition de la dérivée d�ordre non entier est obtenue à partir de la généralisation

de la dérivée entière usuelle qui est la dé�nition de Grünwald-Letnikov.

1.4 Dérivées au sens de Reimann-Liouville

1.4.1 Intégrale au sens de Reimann-Liouville

Soit f une fonction continue sur l�intervalle [0; T ] on a :

aI
n
t f (t) =

Z t

a

Z �n�1

a

� � �
Z �1

a

f (�) d�d� 1 : : : d�n�1

=
1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d� (1.16)
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Preuve On va démontré cette égalité par récurrence

Pour n = 1 : Z t

a

f (�) d� = I1af (t)

Pour n = 2
1

(2� 1)!

Z t

a

(t� �)2�1 f (�) d� =
Z t

a

(t� �) f (�) d�

Par intégration par partier on trouve :

Z t

a

(t� �) f (�) d� =
�
(t� �)�

Z �

a

f (r) dr

��=t
�

+

Z t

a

Z �

a

f (r) drd�

Alors : Z t

a

Z �

a

f (r) dr = I2af (t)

On suppose que la formule est vraie pour n; et on montre pour n+ 1

Z t

a

Ina f (r) dr =

Z t

a

1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d�dr

=
1

(n� 1)!

Z t

a

Z t

�

(t� �)n�1 f (�) drd�

=
1

(n� 1)!

Z t

a

f (�)

Z t

�

(t� �)n��1 drd�

=
1

(n� 1)!

Z t

a

f (�)

�
1

n� 1 + 1 (r � �)
n�1+1

�r=t
r=�

d�

=
1

(n� 1)!

Z t

a

f (�)

�
1

n
(t� �)n � 1

n
(� � �)n

�
d�

=
1

(n� 1)!

Z t

a

f (�) (t� �)n d� = In+1a f (t)

Donc

aI
n
t f (t) =

1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d� (1.17)

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la génralisation du factoriel par la

fonction Gamma -Euler �(n + 1) = n!; Riemann rendu compte que le second membre de(1:17)
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pourait avoir un sens même quand � prenant une valeur non-entiére, il a défnit l�intégrale frac-

tionnaire de la maniére suivante :

Dé�nition 1.8 Soit � > 0 l�opérateur

(aI
�
t f) (t) =

1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1 f (�) d� ;� > 0 (1.18)

Est appelé opérateur d�intégration fractionnaire(à gauche) de Reimann-Liouville d�ordre �

Exemple 1.1 Soit fune fonction telle que f (t) = (t� a)n ; a 2 R: On calcule l�intégrale frac-

tionnaire de Riemann-liouville d�ordre �

aI
�
t (t� a)

n =
1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1 (s� a)n ds

à l�aide de changement de variable s = a+ (t� a)x on obtient :

aI
�
t (t� a)

n =
(t� a)n+1

�(�)

Z 1

0

(t� a)��1 (1� x)��1 xndx

Pour n = 2 ; � = 0:5 on aura :

I0:5 (t) =
�(3)

�(3:5)
(t� a)2;5

Dé�nition 1.9 (Intégrale fractionnaire de Reimann-Liouville à droite)

8t < T (tI
�
T f) (t) =

1

�(�)

Z T

t

(� � t)��1 f (�) d�

1.4.2 Dérivées au sens de Reimann-Liouville

Dé�nition 1.10 Soit � 2 R+ et f une fonction localement intégrable dé�nie sur [0; T ] :

La dérivée d�ordre � de f est dé�nie par :
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1- Dérivée au sens de Reimann-Liouville à gauche

R
0D

�
t f (t) =

1

�(n� �)
@n

@tn

Z t

0

f (�)

(t� �)��n+1
d� (1.19)

2- Dérivée au sens de Reimann-Liouville à droite

R
t D

�
Tf (t) =

(�1)n

�(n� �)
@n

@tn

Z T

t

f (�)

(� � t)��n+1
d� (1.20)

Où le nombre entier n est choisi telle que : n� 1 < � < n

Remarque 1.3 On a

R
0D

�
t C =

1

�(n� �)
@n

@tn

Z t

0

C

(t� �)��n+1
d�

=
C

�(n� �)
@n

@tn

Z t

0

(t� �)n���1 d�

=
C

�(n� �)
@n

@tn
�
� (t� �)n��

��=t
�=0

=
C

�(n� �)
@n

@tn
tn��

=
C

�(1� �)
@n

@tn
tn��

1.5 Dérivées au sens de Caputo.

1.5.1 Introduction

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un rôle important

dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967�1969)

ont rendu compte que cette défnition doit être révisé, car les problémes appliqués en visco-

élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales physiquement in-

terprétables par des dérivées classiques, ce qui n�est pas le cas dans la modélisation par l�approche

de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires
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1.5.2 Dérivées au sens de Caputo.

Dé�nition 1.11 Soit � 2 R+ et f une fonction localement intégrable dé�nie sur [0; T ] :

La dérivée d�ordre � de f est dé�nie par :

1- Dérivée au sens de Caputo à gauche

C
0D

�
t f (t) =

1

�(n� �)

Z t

0

f (n) (�)

(t� �)��n+1
d� (1.21)

2- Dérivée au sens de Caputo à droite :

C
t D

�
Tf (t) =

(�1)n

�(n� �)

Z T

t

f (n) (�)

(� � t)��n+1
d� (1.22)

avec n un entier positif véri�ant l�inégalité : n� 1 < � < n

Remarque 1.4 La dérivée d�une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

CD�f (t) =
1

�(n� �)

Z t

0

f (n) (�)

(t� �)��n+1
d�

=
1

�(n� �)

Z t

0

0

(t� �)��n+1
d�

= 0

1.6 Dérivée fractionnaire au sens de Grünwald �Letnikov

1.6.1 L�intégrale farctionnnaire

Dé�nition 1.12 Soit � > 0; f (t) est une fonction continues, l�intégrale fractionnaire de G�L

est dé�nie par :

GL
a I�t f (t) = lim

h!1
h�

�X
k=0

�
�

k

�
f (t� kh)

=
1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1 f (s) ds
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où �
�

k

�
=
� (�+ 1) : : : (�+ k � 1)

k!

et les valeurs de n et h sont relées par

nh = t� a

Si la dérivée f 0 (t) est continue dans [a; b] ; alors l�intégration par parties donne :

GL
a I�t f (t) =

f (a)

� (�+ 1)
(t� �)� + 1

�(�+ 1)

Z t

a

(t� s)��1 f 0 (s) ds

Si la fonction f (t) est de classe C(n); nous obtenos :

GL
a I�t f (t) =

n�1X
k=0

f (k) (a)

� (�+ k + 1)
(t� �)�+k + 1

�(�+ 1)

Z t

a

(t� s)�+n�1 f (n) (s) ds

1.6.2 Dérivée fractionnaire au sens de Grünwald �Letnikov

Dé�nition 1.13 Soit � > 0;et f (t) est une fonction continue sur un intervalle �ni [a; b] ;la

dérivée fractionnaire de (G� L) est dé�nie par :

G�L
a D�

t f (t) = lim
h!0
h��

nX
k=0

(�1)k
�
�

k

�
f (t� kh) (1.23)

=
nX
k=0

f (k) (a)

� (k � �+ 1) (t� �)
k�� +

1

�(k � �+ 1)

Z t

a

(t� s)n�� f (n+1) (s) ds

La formule (1:23) est obtenue sous l�hypothése que les dérivées f (k) (t) = (k = 1; :::n+ 1) sont

continues dans l�intervalle fermé [a; b] et que n est un nombre entier véri�ant la condition

n > �� 1
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1.7 Propriétés des dérivées fractionnaires

1.7.1 Linéarité

La di¤érentiation fractionnaire est une opération linéaire

D� (�f (x) + g (x)) = �D�f (x) +D�g (x)

où D� désigne n�importe quelle approche de dérivation considéréée dans ce mémoire

1.7.2 Non�commutation

dn

dxn
(D�f (x)) = Dn+�f (x) 6= D�

�
dn

dxn
f (x)

�

1.8 La relation entre la dérivée au sens de Caputo et celle

de Riemann-liouville

Soit � > 0 avec n�1 < � < n; (n 2 N) la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

et celle de Caputo sont relies par la formule :

�
R
aD

�
t f
�
(t) =

�
C
aD

�
t f
�
(t) +

m�1X
k=0

f (k) (a)

(k � �+ 1) (t� 1)
k�� (1.24)

Quand

f (k) (a) = 0 pour k = 0; 1; 2; :::;m� 1

La dérivée au sens de Caputo coïncide avec celle de Riemann-Liouville c�est�à�dire :

�
R
aD

�
t f
�
(t) =

�
C
aD

�
t f
�
(t)

L�avantage principal de l�approche de Caputo est que les conditions initiales des équations dif-

férentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme pour les
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équations di¤érentielles d�ordre entier, c�est�à�dire, contient les valeurs limites des dérivées

d�ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur t = a

Graghiquement on peut dire que le chemin suit pour arriver la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo est également l�inverse quand on suit le sans de Riemann-Liouville comme le montre

la fugure (FIG. 1.1) c�est�à�dire :

Pour trouver la dérivée fractionnaire d�ordre � oùm�1 � � < m par l�approche de Riemann-

Liouville, on commence d�abord par l�intégration fractionnaire d�ordre (m� �) pour la fonction

f(t) et puis on dérive le résultat obtenu l�ordre entier m.

Mais pour trouver la dérivée fractionnaire d�ordre où m � 1 � � < m par l�approche de

Caputo on commence par la dérivée d�ordre entier m de la fonction f(t) et puis on l�intégre

d�ordre fractionnaire (m� �)

(FIG:1:1) La di¢ rence entre l�approche de Rimanne et l�approche de caputo
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Chapitre 2

Non existence de la solution global

d�une équation hyperbolique avec

amortissement fractionelle

2.0.1 Introduction

L�amortissement date depuis plusieurs siècles, cette ancienneté n�est pas, pourtant, la seule

particularité de cette histoire. Un autre trait marquant réside dans le fait que l�usage de l�amor-

tissement a été mis en place pour la première fois par les ingénieurs et les architectes qui ont en

vue un moyen pour l�estimation de la valeur d�un eptions prises par le concept de l�amortissement

tout au long de son histoire : l�amortissement en tant que diminution du prix, l�amortissement

en tant que détérioration physique, ou l�amortissement en tant que diminution de la valeur.

Ainsi, ce n�est qu�avec l�industrialisation et le développement des chemins de fer que l�inter-

prétation de l�amortissement en tant que détérioration physique du bien vient en évidence. A

force d�employer une immobilisation, des phénomènes physiques de frottement et autres se pro-

duisent entre ses diverses parties provoquant la réduction de la quantité et la qualité des services

qu�elle rend.

Dé�nition 2.1 Un amortissement est l�évolution d�un phénomène vibratoire, survrnant quand

il n�est plus énergétiquement entretenu.Alors ce phénomène subit une diminution d�énergie
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(par exemple énergie perdue par frottement) ; d�où diminution de l�amplitude de l�onde por-

teuse

Exemple 2.1 - Probléme sans amortissement :

Considérons un corps de masse m suspendu à un ressort de raideur k sans masse. Supposons

que l�on communique à la masse m un déplacement de z vers le bas, à partir de sa position

d�équilibre et qu�on l�abandonne sans vitesse initiale. L�équation du mouvement s�écrit :

m
@2z

@t2
+ kz = 0

- Probléme avec amortisement

Considérons pour cela à nouveau l�exemple du corps de masse m suspendu a un ressort de

raideur k sans masse et relié à un amortisseur dont le rôle est d�introduire une force de frei-

nage proportionnelle à la vitesse relative. Le coe¢ cient de proportionnalité noté �, L�équation du

mouvement s�écrit donc :

m
@2z

@t2
+ �

@z

@t
+ kz = 0

2.0.2 Explostion de la solution d�un problème et l�exposant critique

Dé�nition 2.2 On dit que u (x; t) est une solution locale du probléme d�évolution si elle dé�nie

sur un temps �nie c-à-d

9T > 0;8t 2 [o; T ] : u (x; t) existe

Dé�nition 2.3 Si u (x; t) est dé�nie pour tout t 2 R+�alors u (x; t) est appelé solution globale

c-à-d

8t 2 [0;+1[ : u (x; t) existe

Dé�nition 2.4 Explosion

Soit u (x; t) est une solution d�un probléme d�évolution, telle que x 2 RN et t � 0; on dit que

u (x; t) explose en temps �ns T si

lim
�
t!T

ju (x; t)j = +1
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Dans ce cas

sup
x2RN

ju (x; t)j = +1

Le phénméne de l�explosion est a paris une grande importance depuis 1966; quand Fujita a etudié

le problème sous la forme 8>>><>>>:
@tu = 4u+ up dans RN � [0;+1[

u (:; 0) = ' dans RN

u � 0

(2.1)

Fujita a cherché des fonctions continues u (x; t) sur RN � [0; T ] avec T > 0 et prouvé que :

i) si p< 1 + 2
N
la solution de explose en temps �nis

ii) si p > 1 + 2
N
alors pour chaque t > 0 le probléme (2; 1) admet une solution positive non

triviale globale

En 1973 Hayakawa complétent l�etude de Fujita en démontrant que si p = 1 + 2
N
il n�existe

pas de solution globale positive

En 1997 Kiyoshi Mochizuki et Ryuichi Suzuki géneralisent les résultats de Fujita en étudient

les solutions faibles de probléme (2; 1) et démontrent que le phénoméne de Fujita s�étend à ces

solutions faible avec le méme exposent

p = 1 +
2

N
= pc

l�exposant pcest appelé exposant critique de Fujita pour l�equation (2; 1)

Dé�nition 2.5 Exposent critique

L�exposant critique pc est un nombre réel positive véri�eé les caractéristiques suivantes :

lorsque pc < p; toutes les solutions de(2; 1) avec des données initiales su¢ samment petites,

sont globales, tandis que lorsque 1 < p < pc, toutes les solutions du probleme d�evolution avec

des données moyennes positives explosent dans un temps �ni, quelque petites que puissent être

ces données.
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2.1 Etude d�un probléme avec amortissement

2.1.1 L�équation d�onde avec amortissement

L�équation d�onde en physique est une équation partielle du deuxième degré qui décrit géné-

ralement le mouvement des vagues, qu�il s�agisse de sons, de lumière ou d�ondes d�eau. Elle est

donc l�équation générale qui décrit la propagation d�une onde.

Cependant L�équation d�onde avec amortissement

utt �4u+ ut = 0 (2.2)

Est un modèle qui décrit la propagation de l�onde avec frottement. Cette équation est également

connue sous le nom d�équation télégraphique développée par Oliver Heaviside. De nombreux

mathématiciens ont étudié le fait que la solution de l�équation d�onde avec amortissement a un

phénomène dit de di¤usion, c�est-à-dire que la solution se comporte comme celle de l�équation

de chaleur correspondante :

ut �4u = 0 (2.3)

quand t!1:

2.1.2 Non existence de la solution global

Dans cette partie, on va étudiée la non existence de la solution global du problème de Cauchy

suivant : 8<: utt �4u+D�
+u = h (t; x) juj

p

u (0; x) = u0 (x) ; ut (0; x) = u1 (x)
(2.4)

avec

Q = [0;+1[� RN ; 0 < � < 1

o¼u La fonction h (x; t) est supposé être positive et satisfaisant :

h
�
R2t; xR

�
= R�h (t; x)
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La non-existence de solutions globaux qu�on va démontrer signi�eraient ; qu�en cas d�existence

d�une solution locale, cette solution doit exploser en temps �ni.

L�étude du problème (2:4) est motivé par d�autres études précédentes, comme pour Qi. Zhang

qui étudie le problème :

8<: utt + ut +4u = jujp (t; x) 2 [0;+1[� RN

u (0; x) = u0 (x) ut (0) = u1 (x) x 2 RN
(2.5)

avec Z
k

ui (x) dx > 0

Et conclut que : Si : 1 < p < 1 + 2
N
; la solution de (2; 5) n�éxiste pas, et montre que le cas :

p < 1 +
2

N

appartient au cas d�explosion

Ensuite, Todorova etYordanov changent les conditions initiale du problème de Qi. Zhang et

montrent que :

Si 1+ 2
N
< p < N

N�2 et N � 3 ou si 1+ 2
N
< p < +1 pour N = 1; 2; le problème (2; 5) admet

une unique solution globale telle que

u (0; x) = �u0 (x) ; ut (0) = �u1 (x) ; x 2 RN

Sinon ; si 1 < p < 1 + 2
N
; la solution u explose en temps �nis.

Pour le problème (2:4) ; la non éxistence de la solution global du problème est démontré par

l�absurd et ceci en supposant que le problème (2:4) admet une solution globale faible et on arrive

a une contradiction

Dé�nition 2.6 On dit que u (x; t) 2 L1loc (QT ) est une solution faible du problème (2; 4) ; si

u 2 Lploc (QT ; h dtdx) et véri�éeZ
Q

'uttdtdx�
Z
Q

'4udtdx+
Z
Q

D�
+u'dtdx =

Z
Q

h (t; x)' jujp dtdx (2.6)
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pour tout ' 2 C2
0
(QT ) ; ' � 0 et satisfaisant8>>><>>>:

' (T; x) = 't (T; x) = 0

't (0; x) = 0

' (0; x) = '
0
(x)

Remarque 2.1 i� u 2 Lploc (QT ; h dtdx) signi�e que
Z
QT

jujp h dtdx <1

ii� L�équation (2:6) donne :

Z
Q

h (t; x)' jujp dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx =

Z
Q

�
u'tt � u4'+ uD

�

�'
�
dtdx (2.7)

Théorème 2.1 On suppose que

Z
RN
u1 (x) dx > 0 et 1 < p � 1 +

2�+ �

2 +N � 2�

Alors le problème (2; 4) n�admet pas une solution globale non trivial.

Preuve On suppose que la solution du problème (2; 4) est globale.

Considérons une fonction '
0
2 C2

0
(R) telle que :

8>>>>>><>>>>>>:

'
0
� 0

'
0
est décroissante

'
0
(y) =

8<: 1; si jyj � 1

0; si jyj � 2

Choisissons comme fonction test, la fonction ' : R� RN ! R dé�nie par :

' (t; x) = '�
0
(�) o¼u � = R�4

�
t2 + jxj4

�
avec

� 2 R tel que � > p et R 2 R�

+
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et telle que

Z
supp p '

j4'jq jh'j
�q
p dtdx+

Z
supp'

j'ttj
q jh'j

�q
p dtdx+

Z
supp'

��D�
�'
��q jh'j�qp dtdx <1

On peut écrire : Z
Q

u'ttdtdx =

Z
Q

u (h')
1
p 'tt (h')

�1
p dtdx (2.8)

Comme ' est une fonction à support supp' compact et en utilisant l�inégalité de Holder(1; 1),

on trouve :

Z
Q

u'ttdtdx �
�Z

supp'

juj
p

jh'j dtdx
� 1

p

�
�Z

supp 'tt

jh'j
�q
p j'ttj

q dtdx

� 1
q

(2.9)

et en faisant appel à l�inégalité de ��Young(1; 2), on a :

Z
Q

u'ttdtdx � �
Z
supp '

juj
p

jh'j dtdx+ C�
Z
supp 'tt

jh'j
�q
p j'ttj

q dtdx (2.10)

pour " > 0

De mème pour le deuxième terme du membre droit de (2:7) ; nous obtenons les estimations :

Z
Q

u4'dtdx �
�Z

supp'

jujp jh'j dtdx
� 1

P

�
�Z

supp4'
jh'j

�q
p j4'jq dtdx

� 1
q

(2.11)

et

Z
Q

u4'dtdx � �
Z
supp'

jujp jh'j dtdx+ C�
Z
supp4'

jh'j
�q
p j4'jq dtdx (2.12)

pour " > 0

et de mème pour le troisième terme de (2:7) ; on a :

Z
Q

uD�
+'dtdx �

�Z
supp'

jujp jh'j dtdx
� 1

P

�
 Z

suppD�
+'

jh'j
�q
p

��D�
+'
��q dtdx! 1

q

(2.13)
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et Z
Q

uD�
+'dtdx � �

Z
supp'

jujp jh'j dtdx+ C�
Z
suppD�

+'

jh'j
�q
p

��D�
+'
��q dtdx (2.14)

D�aprés (2; 10) ; (2; 12) et (2; 14) ; on trouve :

Z
Q

h (t; x) jujp dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx � 3�

Z
supp'

jujp jh'j dtdx

+C�

Z
supp'

jh'j
�q
p
�
j'ttj

p + j4'jq +
��D�

�'
��q� dtdx(2.15)

Dans cette partie ,nous introduisons les variables (� ; y) dé�nies par :

t = R2� ; x = Ry

On pose :


 =
�
(� ; y) 2 [0;+1]� RN tq � 2 + jyj2 � 2

	
Par conséquent, on écrit :

' (t; x) = '
�
R2� ; Ry

�
= � (� ; y)

Comme :

't (t; x) =
@' (R2� ;+Ry)

@R2�

= R�2�� (� ; y)

donc

'tt (t; x) =
@

@R2�

�
@' (R2� ;+Ry)

@R2�

�
= R�4��� (� ; y)

et

dt = R2d� dx = RNdy
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alors

Z
supp'

jh'j
�q
p j'ttj

q dtdx = R

��q
p �4q+N+2 Z




jh (� ; y)j
�p
q j� (� ; y)j

�p
q j�tt (� ; y)j

q d�dy (2.16)

Aussi

4' (t; x) =

 
@
2

@x2
1

;
@
2

@x2
2

; :::;
@
2

@x2
N

;

!
' (t; x)

=

 
@
2

@ (Ry1)
2 ;

@
2

@ (Ry2)
2 ; :::;

@
2

@ (Ry
N
)
2

!
'
�
R2� ; Ry

�
= R�24�xx (� ; y)

donc Z
supp p '

jh'j
�q
p j4'jq dtdx = R

��q
p �2q+N+2 Z




h
�p
q �

�p
q j4�jq d�dx (2.17)

Or

D�
�' (t; x) (t) = D�

�'
�
R2� ; Ry

�
= R2�D�

�� (� ; y)

Par conséquence

Z
supp'

jh'j
�q
p

��D�
�'
��q dtdx = R��q

p �2�q+N+2 Z



h
�p
q �

�p
q

��D�
��
��q d�dx (2.18)

D�aprés (2; 16) ; (2; 17) et (2; 18) ; on a
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Z
Q

h jujp 'dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx � C�R

��q
p �4q+N+2 Z




h
�p
q j�j

�p
q

���
��

��q d�dy
+R

��q
p �4q+N+2 Z




h
�p
q j�j

�p
q j4�jq d�dx

+R

��q
p �2�q+N+2 Z




h
�p
q j�j

�p
q

��D�
��
��q d�dx

donc

Z
Q

h (t; x) jujp 'dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx � C

 
R

��q
p �2�q+N+2

+R

��q
p �4q+N+2

!
(2.19)

Notons que '
0
est choisi de manière à avoir

���
��

��q et j4�jq ont la même grandeur en R
Maintenant, nous imposons la condition

��q
p
� 2�q +N + 2 � 0

Comme p et q sont conjugués, on a

q =
p

p� 1

donc
�� p

P�1
p

� 2� p

p� 1 +N + 2 � 0

alors
��
p� 1 � 2�

p

p� 1 +N + 2 � 0

ainsi
��� 2�P
p� 1 � �N � 2

Par conséquence

p � N + 2� �
�2�+N + 2
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alors

p � 1 + 2�+ �

2 +N � 2� = pc

On distingue deux cas

Si p < pc, en passant à la limite quand R tend vers 1 dans (2:19) ; on trouve

lim
R!1

�Z
Q

h jujp 'dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx

�
� 0

D�aprés (1; 4) on a

lim
R!1

�Z
Q

h jujp 'dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx

�
=

Z
Q

h jujp dtdx+
Z
RN
u1 (x) dx � 0

Par conséquence Z
RN
u1 (x) dx � 0

Contradiction avec l�hypotése
R
RN u1 (x) dx � 0

si p = pc; de l�estimation (2:19), on obtientZ
Q

h jujp 'dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx � C

donc Z
Q

h jujp 'dtdx � C

On pose

CR =
�
(t; x) : R2 � t2 + jxj4 � 2R4

	
Par conséquence

lim
R!1

Z
CR

h jujp 'dtdx = 0
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D�aprés (2; 9) ; (2; 11) et (2; 13) on a

Z
Q

h jujp 'dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx �

�Z
cR

jujp jh'j dtdx
� 1

P

�8>>>><>>>>:

�R
supp 'tt

jh'j
�q
p j'ttj

q dtdx
� 1
q

+
�R

supp 4' jh'j
�q
p j4'jq dtdx

� 1
q

+
�R

supp D�
+'
jh'j

�q
p

��D�
+'
��q dtdx� 1

q

9>>>>=>>>>; (2.20)

Passant à la limite quand R! +1 dans (2:20) ; on a :

lim
R!1

�Z
Q

h jujp 'dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx

�
= 0

donc Z
RN
u1 (x) dx = 0 (2.21)

Contradiction avec Z
RN
u1 (x) dx > 0
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Chapitre 3

Conditions nécessaires pour l�existence

des solutions locales et globales

Théorème 3.1 Soit u une solution locale de (2:4) où T < 1 et p > 1 alors ils existent des

constantes 
 et L telles que

lim inf
jxj!1

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
� 1

q

�
3

p

� q
p
�


q

T 2q�1
+ LT (1��)q

�

PreuveDe la dé�nition d�une solution faible , et pour toute fonction test ' 2 C10 (QT ) ; ' � 0

telle que

supp' �
�
x 2 RN jxj > R > 0

	
on a

Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx+

Z
QT

h (t; x) jujp ' dtdx �
Z
QT

�
juj j'ttj+ juj j4'j+ juj

��D�
�'
��� dtdx (3.1)

En écrit

juj j'ttj = juj ('h)
1
p ('h)

�1
p 'tt

En utilisant l�inégalité de ��Young(1; 2) , on trouve :
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Z
QT

u'ttdtdx � �
Z
QT

juj
p

('h) dtdx+ C�

Z
supp 'tt

('h)
�q
p j'ttj

q dtdx (3.2)

Pour " > 0 et C" = 1
q
(p")

q
p

De mème pour le deuxième terme du membre droit de (2:7) ; nous obtenons l�estimations :

Z
QT

juj j4'j dtdx � �
Z
QT

jujp j'hj dtdx+ C�
Z
QT

j'hj
�q
p j4'jq dtdx (3.3)

Le mème est vrai pour le troisième terme (2:7) :

Z
QT

juj
��D�

�'
�� dtdx � � Z

QT

jujp 'h dtdx+ C�
Z
QT

('h)
�q
p

��D�
�'
��q dtdx (3.4)

Posons " = 1
3
d�aprés (3; 2) ; (3; 3) et(3; 4)

Z
QT

h (t; x) jujp ' dtdx+
Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx � 3�

Z
QT

jujp h (t; x)'dtdx (3.5)

+C�

Z
QT

(h')
�q
p
�
j'ttj

p + j4'jq +
��D�

�'
��q� dtdx

alors Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx � C 1

3

Z
QT

(h')
�q
p
�
j'ttj

p + j4'jq +
��D�

�'
��q� dtdx (3.6)

avec

C� =
1

q

�
3

p

� q
p

Choisissons la fonction test ' dé�nie comme suit :

' (t; x) = �
� x
R

��
1� t2

T 2

�2q
avec 8>>>>>><>>>>>>:

� 2 C10 (QT )

� � 0

supp' �
�
x 2 RN 1 < x < 2

	
j4�j � k�
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Il est clair que ' ainsi dé�nie, satisfait :8<: ' (T; x) = 0

't (T; x) = 't (0; x) = 0

Faisons le changement de variables suivant

t = T� T > 0

On a

'tt = (12� 16q)
q T�2q�q

et

0 < t < T ) 0 < � < 1

on obtient Z
QT

j'ttj
q ('h)

�q
p dtdx � 
qT 1�2q

Z
Q1

h1�q� dx (3.7)

avec


 = (12� 16q)

Aussi

4' (t; x) = R�24�
� x
R

�
D�aprés l�hypothése

j4�j � k�

on trouve :

Z
QT

j4'jq ('h)
�q
p dtdx � R�2qTkq

Z
Q1

h1�q� dx (3.8)

Pour le troisième terme
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Z
QT

��D�
�'
��q (h')�qp dtdx = Z

QT

h1�q
�
1� t2

T 2

�2q(q�1)
�

�����D�
�

�
1� t2

T 2

�2q�����
q

d�dx

On va calculer le terme

D�
�

�
1� t2

T 2

�2q

Utilisons la dérivé fractionnair au sens de Reimann-Liouville à droite

D�
�f (t) =

�1
�(n� �)

@n

@tn

Z T

t

f (�)

(� � t)��n+1
d�

) �(n� �)D�
�f (t) = �

@n

@tn

Z T

t

f (�)

(� � t)��n+1
d�

Pour n = 1

�(1� �)D�
�f (t) = �

@

@t

Z T

t

f (�)

(� � t)�d�

On a

�(1� �)D�
�

 �
1� t2

T 2

�2q!
=
d

dt

Z T

t

�
1� �2

T 2

�2q
(� � t)� d�

alors

T (1� �)D�
�

 �
1� t2

T 2

�2q!
= �T�4q d

dt

Z T

t

(T 2 � �2)2q

(� � t)� d�

On pose

I =

Z T

t

(T 2 � �2)2q

(� � t)� d�
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On fait le chengement de variable suivant

y =
� � t
T � t

) 1� y = T � �
T � t

) 1� y2 = T 2 � �2

(T � t)2
� 2t1� y

T � t

) T 2 � �2 =
�
1� y2 + 2t1� y

T � t

�
(T � t)2

) � � t = (T � t) y

) d� = (T � t)�1 dy

Alors

I =

Z T

t

(T 2 � �2)2q

(� � t)� d� = (T � t)4q��+1
Z 1

0

��
1� y2

�
+ 2t

1� y
T � t

�
y��dy

Donc

I = (T � t)4q��+1
Z 1

0

y�� (1� y)2q
�
(1 + y) +

2t

T � t

�2q
dy

Utilison la formule binomial pour ;

(X + Y )n =
nX
k=0

Cnk x
n�kyk tq Cn

k= n!
k!(n�k)!

aors �
(1 + y) +

2t

T � t

�2q
=

2qX
l=0

22q�lC2ql (T � t)
�2q+l t2q�l (1 + y)l

où

C2ql =
2q (2q � 1) (2q � 2) : : : (2q � l + 1) (2q � l)!

l (2q � l)!

2q

l

donc

I =

2qX
l=0

22q�lC2ql (T � t)
2q��+l+1 t2q�l

Z 1

0

y�� (1� y)2q (1 + y)l
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On utilise la formule binomiale pour la deuxième fois :

(1 + y)l =
lX

n=0

C ln1
l�nyn tq C l

n= l!
n!(l�n)!

avec

I =

2qX
l=0

lX
n=0

22q�1C2ql C
l
n (T � t)

2q��+l+1 t2q�1
Z 1

0

(1� y)
2q

yn��dy

D�aprés la relation entre la fonction Betta et Gamma ona :

� (u; v) =

Z 1

0

yv�1 (1� y)u�1 dy = T (u)T (v)

T (v + u)
=
T (2q + 1)T (n� �+ 1)
T (2q + 1 + n� �+ 1)

alors

I =

2qX
l=0

lX
n=0

22q�lC2ql C
l
n (T � t)

2q��+l+1 t2q�lml

avec

ml =
lX

n=0

C ln
T (2q + 1)T (n� �+ 1)
T (2q + 1 + n� �+ 1)

de plus

D�
�

 �
1� t2

T 2

�2q!
=

d

dt

 
�T�4q
T (1� �)

2qX
l=0

22q�lC2ql (T � t)
2q��+l+1 t2q�lml

!

=
�T�4q
T (1� �)

2qX
l=0

22q�lC2ql ml

�
�
(2q � l) t2q�l�1 (T � t)2q��+l+1 � (2q � �+ l + 1) (T � t)2q��+l t2q�l

�
=

�T�4q
T (1� �)

2qX
l=0

22q�lC2ql ml (T � t)2q��+l t2q�l�1

� ((2q � l) (T � t)� (2q � �+ l + 1) t)

=
�T�4q
T (1� �)

2qX
l=0

22q�lC2ql ml (T � t)2q��+l t2q�l�1

� ((2q � l)T � (4q � �+ 1) t)
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alors

Z
QT

��D�
�'
��q ('h)� q

p dtdx =
T 1��q

T (1� �)

Z
Q1

h1�q (1� �)2q(q�1)�
� x
R

�
�
�����
2qX
l=0

22q�lC2ql ml (1� �)2q��+l � 2q�l�1 ((2q � l)� (4q � �+ 1) �)
�����
q

d�

On a

0 < t < T ) 0 < � < 1

alors

Z
QT

��D�
�'
��q ('h)� q

p dtdx =
T 1��q

T (1� �)

Z
Q1

h1�q (1� �)2q(q�1)�
� x
R

�
�
�����
2qX
l=0

22q�lC2ql ml (1� �)2q��+l � 2q�l�1 ((2q � l)� (4q � �+ 1) �)
�����
q

dx

D�apres l�inegalité triangulaire, on a :

Z
QT

��D�
�'
��q ('h)� q

p dtdx =
T 1��q

T (1� �)

Z
Q1

h1�q�
� x
R

�
dx

�
�����
2qX
l=0

22q�lC2ql ml (6q � l � �+ 1)
�����
q

dx

donc Z
QT

��D�
�'
��q ('h)� q

p dtdx � LT 1��q
Z
Q1

h1�q (1� �)2q(q�1)�
� x
R

�
dx (3.9)

avec

L =
1

T (1� �)

�����
2qX
l=0

22q�lC2ql ml (6q � l � �+ 1)
�����
q

D�apres (3; 7) ; (3; 8) et (3; 9) dans (3; 6) ; on a :

Z
RN
u1 (x)'0 (x) dx � C 1

3

�

qT 1�2q + kqR�2qT + LT 1��q

� Z
Q1

h1�q�dx
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Comme Z
RN
u1 (t; x)'0 (x) dtdx =

Z
RN
u1 (x) � (x) dx

et

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1� Z
RN
h1�q� (x) dtdx �

Z
RN
u1 (x) � (x) dx

implique

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1� Z
RN
h1�q� (x) dx � C 1

3

�

qT 1�2q + kqR�2qT + LT 1��q

� Z
Q1

h1�q�dx (3.10)

Or

inf
jxj>R

h (t; x) > 0

alors

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1� � C 1
3

�

qT 1�2q + kqR�2qT + LT 1��q

�
Passant à la limite quand R! +1 ; on obtient :

lim inf
jxj!1

�
u1 (x)h

q�1� � C 1
3

�

q

T 2q�1
++LT 1��q

�

Corollaire 3.1 Soit p > 1

lim inf
jxj!1

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
= +1

Alors le probléme (2; 4) n�admet aucune solution locale pour tout T > 0

Preuve Soit p > 1 , et T > 0

On a :

lim inf
jxj!1

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
= +1

C�à�d
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8C > 0 lim inf
jxj>R

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
> C

On prend

C =

�

q

T 2q�1
+ LT 1��q

�
C 1

3

donc

lim inf
jxj>R

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
>

�

q

T 2q�1
+ LT 1��q

�
C 1

3

D�aprés le théoreme precédent,on déduit que la solution du probléme (2; 4) est n�exist pas

Corollaire 3.2 On suppoose que 1 < p < 1
1�� et u1 (x) > 0; si (2; 4) admet une solution faible

globale alors :

lim inf
jxj!1

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
= 0

Preuve On suppoose que (2:4) admet une solution faible globale et que

lim inf
jxj!1

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
> 0

On pose

P = lim inf
jxj!1

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
D�apres le théorème precédent on a

p �
�


q

T 2q�1
+

L

T�q�1

�
C 1

3

Quand

T 1�2q � T�q�1

Alors

T �
�

q + L

T�q�1

�
C 1

3
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et quand

T�q�1 � T 1�2q

on a

T �
�

q + L

T 1�2q

�
C 1

3

Donc

T � max
��


q + L

T�q�1

�
C 1

3
;

�

q + L

T 1�2q

�
C 1

3

�
contradiction avec la dé�nition de la solution globale

Théorème 3.2 Supposon que 1 < p < 1
1�� et u est une solution globale du probléme (2; 4)

alors il existe une constante k > 0 telle que :

lim inf
jxj>R

�
u1 (x)h

p
p�1 (t; x)

�
� K

Preuve Comme : 1 < p < 1
1�� et p et q sont conjugués, on a :

q

q � 1 <
1

1� �
��q + q < q � 1

�q � 1 > 0

Et pour T > 1

D�aprés l�inégalité (3; 10) on a


qT 1�2q + kqR�2q + LT 1��q � 
q + L

T�q�1
+ kqR�2qT

donc

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1 (t; x)
� Z

RN
h1�q�dx �

�

q + L

T�q�1
+ kqR�2qT

�
C 1

3

Z
Q1

h1��q�dx (3.11)
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On minimise (3; 11) par rapport à T; et on pose

f (T ) =

q + L

T�q�1
+ kqR�2qT

On trouve :

f 0 (T ) = (
q + L) (1� �q)T��q + kqR�2q

Or

f 0 (T ) = 0

donc

(
q + L) (�q � 1)T��q = kqR�2q

implique

T��q =
kqR�2q

(
q + L) (�q � 1)

Par conséquence

T =
((
q + L) (�q � 1))

1
�q

(kqR�2q)
1
�q

alors

T 1��q =
((
q + L) (�q � 1))

1
�q

(kqR�2q)
1
�q

kqR�2q

(
q + L) (�q � 1)

=
((
q + L) (�q � 1))

1
�q
�1

(kqR�2q)
1
�q
�1

=

�
(
q + L) (�q � 1)

kq

� 1��q�q

R�2
�q�1
�

=

�
(
q + L) (�q � 1)

kq

� 1��q�q

R�2
�q�1
�
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Comme

f (T ) = (
q + L)T 1��q + kqR�2qT

= (
q + L)

�
(
q + L) (�q � 1)

kq

� 1��q�q

R�2
�q�1
� + kqR�2q

((
q + L) (�q � 1))
1
�q

(kqR�2q)
1
�q

=
(
q + L)h

(
q+L)(�q�1)
kq

i�q�1�q

R�2
�q�1
� + kqR�2(

�q�1
� )

�
(
q + L) (�q � 1)

(kq)

� 1
�q

=
(
q + L)

(
q+L)(�q�1)
kq

�
(
q + L) (�q � 1)

kq

� 1
�q

R�2
�q�1
� + kqR�2(

�q�1
� )

�
(
q + L) (�q � 1)

(kq)

� 1
�q

=

�
(
q + L)

k1
+ kq

�
R�2(

�q�1
� )k

1
�q

1

où

k1 =
(
q + L) (�q � 1)

kq

alors

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1 (t; x)
� Z

RN
h1�q�dx � f (T )C 1

3

Z
Q1

h1��q�dx

donc

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1 (t; x)
� Z

RN
h1�q�dx �

�
(
q + L)

k1
+ kq

�
R�2(

�q�1
� )k

1
�q

1 C 1
3

Z
Q1

h1��q�dx

En utilisant maintenant l�hypothése sur �; à savoir

R < jxj < 2R
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On obtient :

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1 (t; x) jxj2
�q�1
�

�Z
RN
jxj�2

�q�1
� h1�q�dx �

�
(
q + L)

k1
+ kq

�
�
�
R�2(

�q�1
� )k

1
�q

1 C 1
3
jxj2

�q�1
�

�
�
�Z

Q1

jxj�2
�q�1
� h1��q�dx

�

implique

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1 (t; x) jxj2
�q�1
�

�Z
RN
jxj�2

�q�1
� h1�q�dx �

�
(
q + L)

k1
+ kq

�
�
�
C 1

3
22(

�q�1
� )k

1
�q

1 jxj2
�q�1
�

�
�
�Z

Q1

jxj�2
�q�1
� h1��q�dx

�

Comme Z
RN

inf
t2R+

jxj�2
�q�1
� h1�q�dx > 0

donc Z
RN
jxj�2

�q�1
� h1�q�dx > 0 8t > 0

alors

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1 (t; x) jxj2
�q�1
�

�
�
�
(
q + L)

k1
+ kq

�
C 1

3
22(

�q�1
� )

On prend

K =

�
(
q + L)

k1
+ kq

�
C 1

3
22(

�q�1
� )

donc

inf
jxj>R

�
u1 (x)h

q�1 (t; x) jxj2
�q�1
�

�
� K
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