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Résumé

Ce mémoire présente des résultats de controlabilité pour un systeme li-
néaire fractionnaire au sens du Caputo en dimension finie.

On commence par rappeler quelque résultats comme de calcul fraction-
naire puis de donner la solution implicite du systeme considere, en suite
entamer 1’objet de notre travail qu’est la contrdlabilité de notre systeme, en
présentant deux outils qui sont utilisés pour la caractériser.

On en déduit que tous les résultats sur le contréle des systémes linéaire
de premier ordre en dimension finie sont étendus aux systemes linéaires frac-
tionnaires.
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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que
le calcul différentiel et remonte aux temps ou Leibniz, Gauss, Newton ont
développé les fondements de ce type de calcul, mais ce n’est pas que lors des
trois dernieres décennies que le. Le calcul fractionnaire est devenu une im-
portante branche de mathématiques grace a son immense application dans
defférents domaine tels que la physique, la chimie, 'ingénierie, finance et
d’autre sciences qui ont été développé dans la derniere décennie, en plus de
I'intéret que lui portent beaucoup de chercheur en mathématiques elle meme
a des applications dans Espace des fonctions intégrables.

La théorie du controle étudie la possibilité d’agir sur un systeme dyna-
mique dépendant de la variable temporelle de fagcon a conduire ’état de ce
systéme a un état donné a un instant donné.

Dans la premier chapitre nous donnons quelque notions préliminaires es-
sentielles :la transformée de laplace, fonctions spéciales,... avec des exemples
et quelques propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons commencé, par rappeler les défini-
tions des derivées et intégrales fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville
et caputo, pour ensuite en poser la résolution explicite de quelques équations
différentielles fractionnaire.

Le troisieme chapitre présente la notion de controlabilité d’un systeme li-
néaire fractionnaire. La définition classique y sont adaptées, pour on suite
étendre le critere de Kalman.

Pour ce type de systeme ou on a définit la matrice de controlabilité et le
Gramian de controlabilité.
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Chapitre 1

Rappels et notions
fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et théoremes fon-
damentaux que nous utiliserons dans les autre chapitres.

1.1 Espaces fonctionnels
Espace LP

En mathémathiques, les espaces LP sont des espaces de fonctions dont la
puissance p'™® de la fonction est intégrable, au sens de Lebesgue.

Les espaces L? sont trés utilisés en analyse(et particuliérement en analyse
fonctionnelle).

Définition 1.1.1 Soit Q@ = (a,b)(—oc0 < a < b < +00) un intervalle borné
ou non borné de R. Pour 1 < p < +o00, on définit l’espace LP comme suit :

1. pour 1 <p < oo, LP(Q) est l’espace de classe ( de fonctions mesurables )
de puissance p*m¢ intégrables sur ) i.e.

b
ferrQ) <:>/ If(0)PdE < o0 (1.1)

fll, = (ff |f(t)|pdt)% est une norme sur LP($2).

11



chapitre 1 Espaces fonctionnels

(LP(2), ||-Il,) est un espace de Banach.

En particulier, si p = 2 alors

12(Q) = [ [ f2dt < oo, f (classe de fonctions mesurables a carré
n intégrablesurS)

(L2(Q); (., Dr2(o) st un espace de Hilbert; ot (., .)p2q,) est le produit
scalaire

(i = [ FO90 Vg€ L(Q) (12)

2. Pour p = oo, L*(Q) est l'espace des fonction essentiellement bornée sur

Q.

Remarque 1.1.1

® En général, si p # q, on a ni LP inclus dans L9, ni LY inclus dans LP.
Cependant si la mesure est finie (comme en probabilités par exemple),
alors pour p < q, L1 est inclus dans LP.

® Pourl < p< +oo, l'éspace dual de LP est L1 ou q est défini de facon que
1,1
141
P q

Définition 1.1.2 f est dite essentiellement bornée sur ) si AM > 0 telle
que sauf peut étre sur un ensemble de mesure nul |f(t)] < M, Vt € Q.

Il = esssup 0] = inf (M 2 0:170] S M pp sur 0} (13
(L>=(), ||.]lo0) est un Banach.

Espace AC™

Définition 1.1.3 Soit Q = (a,b), un intervalle borné de R, alors ’espace
des fonctions absoliment continues noté AC'(Q), est définie comme ’espace
des fonctions f : Q — C, dérivable presque partout telle que f € L'(Q)

On a ainsi

feACQ) = f(t) = f(a)+/: fls)ds, teQ  (14)

12



chapitre 1 Transformée de Laplace

Pour n > 2, nous notons par AC™(2) l’espace des fonctions
f:Q —C, telles que f*) € C(Q) k=1,2,...,n-1 et f™~D € C1(Q)

Notation : On notera ACY(Q) par AC(Q). L’espace AC™(Q) est caractérisé
par le résultat suivant

Lemme 1.1.1 Une fonction f € AC"Q), si et seulement si elle s’écrit sous
la forme

ft) =

t (k) (
(nil)!/a(t_ s)M LM (s Zf i —a)*, vteQ. (15)

1.2 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace intervient dans la résolution d’équations et
des systemes différentiells et tout particulierement aujourd’hui en électricité,
électronique, théorie de la Chaleur, théorie de signal,...

Définition 1.2.1 La transformée de Laplace d’une fonction f de la variable
réelle t € R" est continue est donnée par l’expression suivante :

iy = | " f)etdt, seC.

Ou le symbole L{f(t)} veut dire la transformée de Laplace de f(t) on utilise
aussi 'expression F(s) pour décrire la transformée de Laplace :

F(s) = L{f(8)}
Exemple 1.2.1

1. L[] =1,

. Llexp(—at)] = (Sia).

N

3. L[t] = S% Pour le démontrer il suffit d’effectuer une intégration par partie

/ te™'dt = 0+ - / e *tdt = —2.

4. L[tY] = £, (Par récurrence).

13



chapitre 1 Transformée de Laplace

1.2.1 L’existence de la transformée de Laplace

Définition 1.2.2 On dit que f : R — R(ouC), est continue par morceaux
sur 10, 400l si pour tout 0 < a < 3, lintervalle [o, 5] peut etre decoupe en
un nombre fini d’intervalles (fermes)sur lesquels f est continue.

Définition 1.2.3 On dit que la fonction f est d’ordre exponentielle, s’il existe
M >0 et a € R tels que :

[f(t)] < Me

Si f(t) continue par morceauz sur l’intervalle |0, 00[ et bornée sur cet inter-
valle, i.e (f(t) est d’ordre exponentielle)alors la transformée de Laplace de
f(t) existe pour toute phase Re(s) > 0

1.2.2 Quelques propriétés de la transformée de Laplace

Dans ce qui suit, nous supposerons, a moins que nous ne l'indiquions
explicitement, que toutes les fonctions satisfont aux conditions du théo-
reme(condition suffisante d’existence de la transformée de Laplace).

1. Linéarité
Si ¢q et co sont deux constantes réelles quelconque et f, g sont deux
fonctions dont les transformées de Laplace existent, alors

L(crf + cag) = a1l L(f) + c2L(g)

Cette linéarité est due, tout simplement, a la linéarité de I'opérateur
intégrale.

2. Translation
Si on pose L(f)(s) = F(s) alors pour tout a € R on a

L(e"f()(s) = F(s —a)

En effet
L(ef(1))(s) = [ge e f(t)dt = [5° e f(t)dt = F(s — a).

14



chapitre 1 Transformée de Laplace

3. 2°"¢ Propriété de linéarité

Si on pose L(f)(s) = F(s) et

f(t—a) si t>a

Alors on a
L(g)(s) = e *F(s)

En effet £(g)(s) = [ e *tg(t)dt = [ e 5 f(t — a)dt

Posons u =t — a alors cette intégrale devient

L(g)(s) = /OOO et f(y)du = e~ /OOO e fu)du = e *F(s)

4. Transformée de Laplace d’un produit de convolution

Soient f, g deux fonctions causales et convolable en tout point t > 0
telles que L(f), L(g) et L(f * g) existent. Alors

L(fxg)=L(f)L(g)

En effet

g

e ([ x g)(t)dt
et [/OO ft —x)g(z)dx| dt
/Ooefst ST 7sxf( )g(l')dl'dt

0

/Ooe =) £(t — x)e g (x)dadt

0

L{(f+g) )} (s)

g

g

S—S—S—S—

a=t—ux
Posons Ainsi|Jacp(t, x)] =1
f=ux

15



chapitre 1 Transformée de Laplace

De plus {(¢,z) € R2} devient {(a, ) € R x R;}, donc

R el
- /R/R e f(a)e " g(B)dbda

" (e riona) (£, a0
T ([ e standa) ([ eo(9)a8)

= F(s)G(s)

5. Transformée de Laplace d’une dérivée

Si f est de classe C' par morceaux sur [0, 0o et telles que f et f
soient d’ordre exponentiel, alors

L(f @)(s) = sL(f(1))(s) = f(0), s>0.

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la fonc-
tion f est donnée par :

n—1

L(fM)(s) = s"LIfF(B))(s) = D" fD(0)

k=0

L) (s) = S"L(F(1)(s) — S s+ FrhD(0)

k=0

sous I’hypothese d’éxistence des intégrales.

6. La transformée de Laplace de quelques fonctions usuelle

16



chapitre 1 Fonctions spéciales

Fonction f(t) L(f(t)) = F(s)
impulsion i(t) 1

échelon u(t) L

rampe tu(t) s%
polynome(général) | t"u(t) Sﬂl
exponentiel e u(t) SJ%Q

sinus sin(wt)u(t) pem

cosinus cos(wt)u(t) T

sinus amorti e~ sin(wt)u(t) (T
cosinus amorti e~ %cos(wt)u(t) (HZ)%

Remarque 1.2.1 Si f n’est pas continue en ty = 0 alors on remplace
£(0) par f(OF) sur tout lorsqu’on utilise une intégration par parties
dans une démonstration.

7. La transformée de Laplace inverse

L’intérét le plus important venant de l'utilisation de la transfor-
mation de Laplace, est qu’elle transforme une équation différentielle,
accompagnée des conditions aux limites, en équation algébrique, dont
I'inconnue est la transformée de Laplace de la fonction, en incluant
les conditions aux limites. Pour revenir a la fonction recherchée, on
fait appel a la transformation de Laplace inverse, dont la définition est
rappelee ci-dessous.

Définition 1.2.4 Pour une fonction f : [0;00[— R dont sa trans-
formée de Laplace existe et notée F' alors, on définie la transformée de
Laplace inverse si l'on considére uniquement les variables sont réelles,
aInst

£(t) = / T etF(s)ds,  t>0

0

On trouve aussi parfois

(LR (t) = / T et Lf)(s)ds,  t>0

0

Propriété 1.2.1



chapitre 1 Fonctions spéciales

1.3 Fonctions spéciales

1.3.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fraction-
naire. Cette fonction généralise le factoriel n!.

Définition 1.3.1 La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante

+oo
['(x) = / exp(—t) x t*~tdt r € R
0

Quelques propriétés sur la fonction Gamma

La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. La propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la
relation de récurence suivant :

F(z+1) =al'(2) x>0
Qu’on puet démontre par une intégration par parties :

Pz +1) = /0  exp(—t)t*dt

400
= [ exp(—t) x 7] + 2 / exp(—t) x t*~1dt
0

= z['(x)

I'n)=(mn-1)! VneN*

Comme conséquence de cette propriété, on a :

n+1)=n! VYneN

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de
factoriel.

18



chapitre 1 Fonctions spéciales

3. T(1)=1 TI(04) =+
r(h) =7

4. La fonction I'(x) est une fonction monotone et strictement
décroissante pour 0 < x <1

Exemple 1.3.1

1 +oo 1
P(Z) = / exp(—t) x t~3dt

2 0

posons
t = u?
donc
dt = 2udu

1l s’ensuit :

1 too 1
['(z) = / — exp(—u?)2udu
0 u

400
= 2/ exp(—u?)du
0

L’intégrale de Gausse et donnée par

+o0 9 1
/ exp(—u’)du = —/7
0 2
d’ou
1 2
F(§> = 5\/% =T

19



chapitre 1 Fonctions spéciales

1.3.2 La fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire, la fonction Béta. Cette
fonction joue un réle important spécialement dans une certaine combinaison
avec la fonction Gamma.

Définition 1.3.2 La fonction Béta et définie par :
1
B(z,y) = / "1 — ) dt x,y >0
0

Le changement de variable
u=1—t

Permet de montrer que la fonction Béta et symétrique c’est-a-dire que :
B(z,y) = B(y, )

Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivantes :

400 tm—l

™

B(z,y) = /05 sin®**~1(6) cos® 1 (6)d

Proposition 1.3.1 La fonction Bétta est liée a la fonction Gamma comme
suit

Vr,y >0, on a:

Preuve

[(2)[(y) = T et ety
Yy) = 0 0 1 2 € ¢ 1012

T a1 oo y—1 _—[t1+to]
= / tl (/ t2 e T2 dt2> dtl
0 0

En effectuant le changement de la variable
tIQ - tl + tz

on trouve
+o0o 1 +oo 1 ,
()0 (y) = / -1t / (th — t,)v e tdt,
0 0

oy i 1z—1
= / e 2dt, / (ty — t1) 17Ny
0 0

20



chapitre 1 Fonctions spéciales

t

St on pose t| = o, on arrive a :
2

+o00 , 1
= [T ety ([t - ) )
_ Foo —t z+y—1

[ sty Blany)

+oo 1
= ty)" Aty B(, y)
0

=D(z + y)ﬁ( ,Y)

Ce qui donne le résultat décrire.

1.3.3 La fonction Mittag-LefHer

La fonction exponentielle, exp(z) joue un réle tres important dans la théo-
rie des équations différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction
exponentielle a un seul parametre a été introduite par G.M. Mittag-Leftler
et désignée par la fonction suivante :

+o00 Zk

Ea(z)zkzzjom a>0

La fonction de Mittag-Lefller a deux parametres joue également un role
tres important dans la théorie du calcul fractionnaire.

Cette fonction de Mittag-Leffler a deux parametres a été introduite par
Argawal et elle est définie par un développement en série suivant :

400 Zk
Ea’ﬁ(Z):kz:;F(Oék—i-ﬁ) O‘aﬂ>0

Pour a =1 et § =1, on retrouve la relation :

+o0 Zk +oo Zk

Ei1(2) :’;m :,CXZ%E — ¢

Exemple 1.3.2 Pour des valeurs spéciales de o et 5 on a

El(Z) = El,l (Z)

:6z

e —1
ELQ(Z) = >

21



chapitre 1 Opérateurs et semi groupes

Propriété 1.3.1 La fonction de Mittag-Leffler posséde les propriétés sui-
vantes :

1. C’est une fonction entiére.
2. Pour| z|< 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée vérifie

1
1—2

/ e P, p(2t*)dt =
0

3. La dérivée d’ordre n € N de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par :

mn

%(zﬂ_lEaﬂ(/\zo‘)) = 2" B, 5 (A2*) neNAeC.

4. Intégration de la fonction de Mittag-Leffler :

/ T B s(MOPNAL = 2P By 1 (A29).
0

Cette relation est un cas particulier de l’égalité :

1 z
M/O (z_t>M71Ea7ﬁ()\tO‘)tﬁ*1dt = Zﬁ+ﬂ*1Ea7ﬁ+#(Aza) /8 > 07/1/ > 0

1.4 Continuité absolue de l’intégrale de Le-
besgue

Théoréme 1.4.1 Si f(t) est une fonction intégrable au sens de Lebesgue(sommable)
sur l’ensemble B, alors pour tout § > 0 il existe ¢g > 0 tel que

[ 0] <

pour tout ensemble mesurable e C B tel que u(e) < €.

1.5 Opérateurs et semi groupes

Une propriété concernant les opérateurs linéaires bornés est donnée par
le théoreme suivant.

Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire bornée sur un espace de Ba-
nach E dans E. Supposons que.

Il — Al <1

22



chapitre 1 Opérateurs et semi groupes

Alors A posséde un inverse linéaire borné A~ donné par la série de Neumann
i.e.

AN z)= lim (I+ (T —A>*+ ...+ (I - A)")(2), r€E

A7) = S (1 - A"

n=0

Définition 1.5.1 Soit E un espace de Banach. Un semi groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur E est une famille qu’on note (S(t))i=0 d’éléments de L(E)
(espace de tous les opérateurs linéaires bornés sur E) tels que

S(s+71)=25(s)oS(r) Vs, 7>0,

ou Ig désigne Uopérateur identité i.e. Ig(f) = f.

Définition 1.5.2 Un semi groupe (s(t))i=o sur E dit fortement continu si
pour f € E on a

Jim [IS(6)f = 8] =0

un semi groupe fortement continu sera appelé Cy - semi groupe .

Définition 1.5.3 Soit E un espace de Banach. A est un opérateur linéaire
borné sur FE, alors :

exp(A) = A ou A" = Ao ..o A (nfoit),

|
neN n:
on peut dire que

1. exp(A) est bien défini
2. [lexp(tA)]| < expltl|l Al ¢€R

3. 4(exp(tA)) = A.exp(tA) = exp(tA).A VieR

23



chapitre 1 Opérateurs et semi groupes

4. La fonction

R — L(FE)

t — exp(tA)

est infiniment différentiable On pose pour t > 0

A"
n!

S(t) = exp(tA) = > t>0 (%)

neN

(S(t))i=0 est un semi groupe fortement continu et de type (x) si et seule-
ment si A € L(E)
Enfin, on a le résultat suivant

Proposition 1.5.1

Soit A un opérateur linéaire borné sur E. Pour tout T > 0 et tout ug € F, il
existe une unique u € C*([0,T], F) du probléme

{ W(t) = Au(t) ¥t € [0,T]
U,(O) = Up

Cette solution est

u(t) = S(t)ug = exp(At)ug

ot (S(t))=oest le semi groupe fortement continu engendré par A.

1.6 Rappels d’algebre linéaire

Définition 1.6.1 Une matrice A € R™" est symétrique si et seulement si
AT = A

Définition 1.6.2 Le noyau d’une matrice A € R"™. noté Ker(A), est le
noyau de l'application linéaire canonique associée a A et on a

Ker(A) ={z € R™: Az = Ogn}

L’image d’une matrice A € R™™ notée Im(A), est l'image de l’application
linéaire canonique associée a A et on a

Im(A)={yeR":Jx € R" tel que Az =y}

Le rang de A est la dimension de l'image de A. C’est le nombre maximal
de colonnes de A formant une famille libre de R™.

rang(A) = dim[Im(A)]

24



chapitre 1 Opérateurs et semi groupes

Théoréme 1.6.1 (du rang)Soient E et F deux K espaces vectoriels (K =R
ou C), E etant de dimension finie. Soit l'application linéaire de E dans F
représentée par la matrice A.

Ona:
rang(A) = dim(E) — dim[Ker(A)]

Corollaire 1.6.1 Soit A € R"*™. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. A inversible
2. Ker(A) ={0gn}

3. rang(A)=n
Définition 1.6.3 Deux vecteurs = et y de R™ sont orthogonaux si et seule-

ment si < x,y >=0. On note v 1 y.

1.6.1 Polyndome caractéristique d’une matrice

Définition 1.6.4 Soit A une matrice carrée a coefficients dans un corps
K = (R ou C). Le polynéme caractéristique de A est le polynome Pa(N) d
coefficients dans K défini par :

Pa(X\) = det(A — )

C’est un polynome de degré égal a n et dont le coefficient du mondome de
degré n est égal a(—1)".

Théoréme 1.6.2 (Cayley-Hamilton)Si A est une matrice carrée de dimen-
sion n et Pa(\)son polyndme caractéristique alors,

Py(A) = 0pp,
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Chapitre 2

Equations différentielles
fractionnaire de type Caputo

Les systemes d’ordre fractionnaire ont regu un intérét considérable dans
de nombreux domaines des sciences appliquées et de I'ingénierie. Ces systeémes
sont généralement décrits par des équations différentielles d’ordre fraction-
naire. Dans le domaine fréquentiel, ils sont représentés par des fonctions de
transfert irrationnelles. A cause de ces fonctions irrationnelles, les systemes
d’ordre fractionnaire ont été marginalement étudiés. Comme ils n’ont pas de
solutions analytiques exactes, les techniques numériques et d’approximation
sont largement utilisées pour leur résolution, analyse et implémentation.

2.1 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a; b]. On considere I'intégrale
x

1Vf() = [ fe)ae

a

19f(x) = [*10 f(u)du

En permutant I'ordre d’intégration, on obtient
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Plus généralement le n’*™¢ itéré de 'opérateur I peut s’ecrire

1

1) = gy [ = 0

pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Transformée de Laplace d’une intégrale

Une telle intégrale n’est qu’'un cas particulier de convolution.
Rappelons que IV f(t) = [{ f(z)dz.
Alors LW f(£)}(s) = L{(H * )(£)}(s) = L(H)(s) F(s)
ou H est la fonction de Heaviside, dont la transformée de Laplace est
L(H)(s) = [gCesdt =1,

Donc
L {/Otf(x)dx} (s) = F(S), s> 0.

S

plus généralement 10 f(t) = fi 72

pas nécessairement entier

f(x)dz. Et pour n > 0 quelconque,

L™ f()(s) = , s>0.

Cette formule sera utilisée pour determiner la transformée de Laplace des
dérivée fractionnaires des fonctions.

L’intégrale fractionnaire au sense de Riemann-Liouville
Définition 2.1.1 Si f € Cla,b], a € Ry lintégral
1 T
T — / _ p\a—1 _
a*f(gj) F(CK) . (IIZ' t) f(t)dt a € ] 00, +OO[

est appelée intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre o,
et lintégrale

I f(a) = F(la)/:(x O ) dt b e =00, 400

est appelée intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville d’ordre «
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chapitre 2 Intégration fractionnaire

Propriétés :

1. Si f € L'[a,b] avec a fini, alors I% f(t) existe pour presque tout ¢ € [a, b]

2. L’opérateur d’intégration fractionnaire I, est borné dans
LPla,b], (1 <p<4o0)etona:

115 fllp < KISl
pour toute f € LP|a, b]
3. Soit a, 8 > 0, alors pour toute f € L'[a,b] on & :

3+If+f(t) = Iffﬁf(t) = ff+f§‘+f(t)

2.1.1 La transformation de Laplace des intégrales frac-
tionnaires

Si a > 0, I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est donnée par :

I I f(t) = F(la) = fw)y

Exemple 2.1.1 Soit la fonction f(t) =t° ou > —1

t

I3 5(0) = g ) (0= 9 F(e)as

t

1
ot? = 7/ (t —s)**sds

() Jo
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On effectue le changement de variable s =tz

« o 1 L a—
ot? = F(a)/o (t —t2)* " (t2) tdz
tat+B 1 o
= F(a)/o 21— 22 dz
toth
= F(a)B(ﬁ +1,a)

(B + 1) (w)

- T(a+ B8+ 1))

_ F(ﬁ + 1) toz+,3
MNa+5+1)

2.2 Dérivée fractionnaire

2.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a;t], alors la dérivée fractionnaire
d'ordre o (avec n — 1 < o < n) au sens de Riemann-Liouville est définie
par :

1 dr

"D () = DI @) = pg g [, o ()

Et nous avons :

LDg f(x) =" D f(x)

Remarque 2.2.1

1. Contrairement a la dérivée usuelle d’une fonction f(t) en un point qui
ne dépend que des valeurs de f(t) au voisinage de ce point, la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre non-entier dépend
de toutes les valeurs de f(t) dans Uintervalle [a,t] : On dit qu’elle est
a caractére non-local.

2. Pour a € N* la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coin-
cide avec la dérivée ordinaire.

3. En général, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de
Riemann-Liouville est ni nulle ni constante. A titre d’exemple si a > 0
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chapitre 2 Dérivée fractionnaire

est non entier alors

k(t—a)—®

LDak? —
“ 'l —a)

a<t<b

pour toute constante k € R ou C.
Proposition 2.2.1 Soita, > 0 telsque n—1 < a<n et m—1< 5 <m.
1. Pour f € L'([a,b]), légalité :
EDY(Ig f(1) = (1)

est vrai pour presque tout t € [a, b
2. Sia> >0, alors pour f € L'([a,b]), la relation :
"DII (@) = (1577 f) (@)
est vrai presque partout sur |a, b

3. SiB>a>0 etla dérivée fractionnaire L DP~f existe, alors on a :
EDI(IS f)(x) = (D f)(=)
Exemple 2.2.1

f@t)=(t—a)* Soit p non entier 0 <n—1<p<neta>-—1,

alors on a :
1 ar gt
MDL ) = pgy g, T
L nyp _ 1 d" ¢ _ \n—p— o\«
O et T A A GROR

30
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En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura :
1 ar t

['(n —p) dtn
n+a—p+1)Bn—pa+l)

t
LDP (t —a)* = — a)”+a_p/0 (1—s)" P ls*ds

T T-plla—p+ 1 )I(n+a—p+1) (t =)™
_ 'n+a—p+1)I'(n—p)l(a+1) (t — a)o

Ln—pla—p+1)I'n+a—-p+1)
— M(t _ a)a—p

[a—p+1)

A titre d’exemple (L5)
L0505  L(1D)
Dget™ = w =TI'(1.5)

2.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire a gauche au sens de Caputo d’ordre o > 0 d’une
fonction f : [a,b] — C est donnée par :

1

i Lo

D f(t) =

La définition de caputo peut etre écrire comme :

1

D) = I (FO0) = gy [ (€= s

(n—1<a<n)

Quelques propriétés de dérivation fractionnaire de Ca-
puto

1. Linéarité
Soitn—1<a<n,neN,a, A € C et soient les deux fonctions f(t) et
g(t) telles que “D*f(t) et “D%g(t) existent. La dérivation fractionnaire
de Caputo est un opérateur linéaire :

DY) +g(t) = XD f(t) +° D%(t)
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preuve :
on a :

“DUf(t) = I"“D" f(1)
“DUAS(L) + (1) = I D"AS(1) + g(0)]
= A"DM[(f + 9)(0)]

Comme la dérivée n-eme et l'intégrale sont linéaires alors,

“DU(AF(t) + g(t) = AI""D" () + "~ D"g(1)
= X°D°f(t) +° D°g(t).

2. Non-commutativité
Lemme 2.2.1 On suppose que n—1<a<mn, (m,n €N, a € R) et soit
la fonction f(t) telle que D f(t) existe, alors :

“DRD™ () = DT F() £ D™ CD® f(1) (2.1)

Corollaire 2.2.1 Supposons quen—1 < a <n, f=a—(n—1),(0< g < 1),
n €N, a, f €R et soit la fonction f(t) telle que D> f(t) existe, alors :

°D*f(t) = D D" f(t).

preuve :
On remplace § par o et n — 1 par m dans (2.1), alors

cDBDn—lf(t) _c D’B+n_1f(t)
_c Daf(nfl)Jrnflf(t)
— DU ().

Remarque 2.2.2

1. De méme ['opérateur de Riemann-Liouville est aussi mon-commutative
i.e:

D™ D, f(t) =E DEF(t) £ DG D™ £(1) (2.2)
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2. Pour trouver la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre arbitraire o,
(n—1 < a < n) dune fonction f(t), il suffit a trouver la dérivée de
Caputo d’ordre = a—(n—1), ot a— (n—1) est un nombre réel com-
pris entre 0 et 1. Par conséquent ’etude de dérivée de Caputo d’ordre
B € (0,1) est suffisante pour trouver la dérivée de Caputo d’ordre ar-
bitraire.

3. Les inégalités (2.1) et (2.2) deviennent des égalités dans les conditions
additionnelles suivantes :

f©)(0) =0,s =n,n + 1...m, pour D
et

f&(0) =0,s =0,1,2...m, pour LDg, .

Il convient de noter que, dans le cas de la derivée de Caputo, il n'y a
pas de restriction sur les valeurs f(s)(()), s=0,1,2..n—1, par exemple,
pour m =3, n =2 la fonction

f(t) = ag + art + agt* + ast® + ..

Satisfait la condition de Caputo mais ne satisfait pas la condition de
Riemann-Liouville.

Exemple 2.2.2
La dérivée de f(t) = (t —a)® au sens de Caputo

Soit p non entier et 0 < n—1<p<n aveca>n—1 alors, on a :

oy Tty
f()(T)_F(Oé—n—i—l)(T )
d’ou
['(a+1)

(DIt = a)" =

F(n —p)l(a—n+1) [t —arar

En effectuant le changement de variables T = a + s(t — a) on oura :
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chapitre 2 Dérivée fractionnaire

P £>(?<Z o b [ =t -
MNa+1) _ep 1 ety e
( p)F(a—n+1)<t ) /0(1 )" (s)

F(n —Ta—ntn - a"

MNa+1)I'(n—pI'(a—n+1)

F'n—plla—n+1I'(a—p+1) (t=a)™”
_ I(a+1) op
~Tla—prnt ¥

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :
cDPC = ()
2.2.3 Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
Soit p > 0 avec n—1 < a < n, (n € N*) supposons que f est une fonction

telle que $D¢ et “D?, existent alors :

W)t —a)-e
k—a+1)

SDyf(t) =" Dg. f Z
On déduit que si f¥(a) =0 pour k= 0,1....,n — 1, on aura
SDyf(t) =" Dgi f(t)

2.2.4 la comparaison entre la dérivée fractionnaire au
Caputo et celle de Riemann-Liouville

(a) L’avantage principal de 'approche Caputo et que les conditions
initiales des équations différentielles fractionnaires avec dérivées de
Caputo acceptent la méme forme comme pour les équations différen-
tielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a

(b) Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo
et que la dérivée d’une constante c est nulle par Caputo, par contre par
Riemann-Liouville elle est ﬁ(m —a)™*
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(c) Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo est également I'inverse quand on suit
l'autre sens (Riemann-Liouville), c’est a dire pour trouver la dérivée
fractionnaire d’ordre & ou m —1 < o < m par 'approche de Riemann-
Liouville, on commence d’abord par I'intégration fractionnaire d’ordre
(m — «) pour la fonction f(z) et puis on dérive le résultat obtenu a
I'ordre entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre «
oum—1 < a < m par 'approche de Caputo on commence par la
dérivée d’ordre entier m de la fonction f(x) et puis on integre d’ordre
fractionnaire (m — 1)

2.2.5 La transformation de Laplace des dérivées frac-
tionnaires

Transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville

En tenant compte des transformées de Laplace de fonctions usuelles, on
obtient la formule suivante :
Pour N -1<a < N,

LI"Dg f(t)] = s*[F DG ()]0 (2.3)

||F12

Remarque 2.2.3 Cette transformée est bien connue, cependant son applica-
tion pratique est limitée vu absence d’une interprétation physique des limites
des valeurs initiales des dérivées fractionnaires a la borne inférieure t = 0.

Transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

En utilisant les propriétés de la transformée de Laplace on arrive a, pour
N—-1<a< N, N e N~

N-1

LIEDIf()] = s"F(s) = > s* "D (t)]i=o (2.4)

k=0

Remarque 2.2.4
On wvoit bien que cette formule de la transformée de Laplace de la dérivée

fractionnaire de Caputo induit des valeurs initiales de la fonction et de ses
dérivées a la borne inférieure. t = 0 pour les quelles une certaine interpréta-
tion physique existe par exemple f(0) est la position initiale, f (0) la vitesse
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initiale, f (0) accélération initiale, on peut alors espérer que ca peut étre utile
pour la résolution des problemes appliqués conduisant a des équations diffé-
rentielles fractionnaires a coefficients constants accompagnés de conditions
initiales dans leurs formes traditionnelles.

2.3 Fonction d’une matrice Mittage-Leffler gé-

néralisée
00 Bk
E,(Bip) =) = (2.5)
ABE) = 2 0

oup >0, u€ C (C est 'ensemble des nombres complexes), B est une ma-
trice carée arbitraire d’ordre m.

La fonction matrice de Mittag-Lefller généralisée est d’'une grande impor-
tance pour I’étude des systemes linéaires d’ordre fractionnaire. nous désignons
une matrice unitaire de I'ordre m par I. Le lemme suivant est nous permet
de trouver la transformée de Laplace des expressions contenant la fonction
matrice de Mittag-Lefller généralisé.

Lemme 2.3.1 Soit a > 0, 8 > 0 et A une matrice carée d’ordre m. alors
on a :

L {tﬁflEa(Ata; 3); S} 0B — A)!

Preuve

On considere les définitions de la fonction matrice de Mittag-Lefller géné-
ralisée de la fonction Gamma d’Euler et en utilisant le changement 7 = st,
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nous obtenons

L7 EL (At B); s} = /Oo e LB, (At B)dt
0
[e’e) Aktak‘

_/ et 12 ak+5)

AF tiak+B—1
= —_— e dt
kz_% I'(ak + B) /
[e%S) Ak

e T ak—l—ﬁ ldT

- Z (Ojk‘—f-ﬁ Sak:-i-ﬁ

— Z Ak g—(ak+5)

k=0
Nous montrons maintenant que 352, AFs~(@k+8) = sa=f(sa] — A)~1

Ce dernier est équivalent a 1’égalité

Z Aksf(k+1)a _ (Sa[ . A)fl

(2.6)

On multiple a gauche les deux membres de 1'galité (2.6) par (s*I — A) :

Z Ak: —(k+1)a a] A i Aks—ka . i A(k+1)s—(k+1)a -

k=0

Ce qui donne d’aprés la définition de 'inverse. La preuve est achevée .

2.4 Systemes d’ordre fractionnaire

Soit g : R, — R une fonction mésurable bornée. Alors

g(t)e™t € L1(0,00), s € C. Par conséquence, a la fonction g(t) la transformée

de Laplace est applicable.

Consédérons maintenant un systeme dynamique dont 1’évolution est décrite

par I'équation
Ipsz=Az+gn—-1<a<n

avec des conditions initiales

LDOTF2(t) im0 = 20,k =1,...,n
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Lemme 2.4.1 La solution du systéme (2.7), (2.8) est donnée par :

2(t) = Dt FEL (At o — k+ 1) 2+
k=1

+ /0 (= 1) B (A(t — )% a)g(r)dr (2.9)
Preuve

En appliquant la transformée de Laplace au systéme (2.7) et en tenant compte
de la formule (2.3) on abtient 1’équation
s“Z(s) =Y s" 1z = AZ(s) + G(s),
k=1
ol .
Z(s) =Y "N — A) 2] + (s*T — A)T'G(s). (2.10)
k=1

Maintenant utilise la transformée de Laplace inverse, et en vertu du le
lemme (2.3.1) on a :

2(t) = Zn: tFE (At o — k4 1) 20 + /Ot(t — 7)) E (At — 7)Y a)g(T)dr

k=1
La preuve est a achevée.

Considérons le systeme dynamique d’ordre fractionnaire au sense de caputo
décrit par I’équation

‘D%2=Az+gn—-1<a<n. (2.11)

Aux conditions iniciales

XP0)=20  k=0,...n—1 (2.12)

Lemme 2.4.2 La solution d’un systeme (2.11), (2.12)est donnée par :

2(t) = nil tkEa(Ato‘; k + 1)22 + /Ot(t — ) EL(A(t — 7)% a)g(T)dr (2.13)
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Preuve
En appliquant la transformation de Laplace au systéme (2.11) et au vu de la
formule (2.2) on obtient ’équation

Zs‘“ "z = AZ(s) + G(s),

ou

n—1
= s — A) ) + (s — A)TIG(s) (2.14)
k=0
On utilise la transformée de Laplace inverse a 1'égalité (2.14), alors on a :

Z By (At k + 1)z +/ ) EL(A(t — )% ) g(T)dT

Application

{ “Dy(t) = y(t)
y(O) = by

Pour trouver la solution de ce probléeme, nous avons :
‘Dy(t) —y(t) =0
Nous passons a la transformée de Laplace, nous obtenons

LADy(t )}( ) =LAy()} (s )
s) = saY(s) Ly(0)

Si on identifie cette expression avec le résultat du théoreme précédant nous
aurons k=0, =1, a =1 donc

y(t) = bo o1 (")
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Controlabilité d’un systeme
linéaire fractionnaire

Dans l'analyse interne des systémes, la notion de controlabilité (ou
commandabilité )est un concept basique et important. La contrdlabilité per-
met de savoir, pour un systeme dynamique donné, s’il est possible de trans-
férer son état vers des états choisis a priori.

Cela peut étre instructif sur la fagon dont évolue le systeme, sur la fa-
con de choisir un contréle pouvant réaliser un objectif, etc, si on se donne
un systeme dynamique décrit par une équation d’états linéaire, 1’étude de la
controlabilité peut étre vue de plusieurs maniere.

3.1 Position du probleme

Considérons le systeéme linéaire fractionnaire d’ordre v au sens de Caputo
suivant :

°DYx(t) = Ax(t) + Bu(t) 0<a<l

(5) N
z(0) = xg

ou

o Ac L(R")

e Be L(RP,R")

e u(.)e L*(0,T;R?)

x est appelé I'état du systeme, u(.) est la fonction du controle, X est I’espace

d’état et U c’est I'espace du controle le systeme (S) ou le systeme (A,B) a
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chapitre 3 Matrice de transition d’un systéme linéaire fractionnaire

une unique solution donnée par la formule :

o(t) = <I’0(t)x0+/0ttl>(t—s)Bu(s)ds (1)

avec
too  pkyak .
(I)o(t) = ng = Ea(At )

+o0 Akt(k+1)a71

*0 = 2 F Do)

=1*"'E, o (At)

E..o(At*) est la fonction matrice de Mittag-Leffler & deux paramétrer. Le
concept de controlabilité consiste a savoir si I'on peut amener le systeme
d’un état initial 3 a un état désiré donné x, en temps fini

Xd

Zo

Un apergu sur ®(¢) la matrice de transition et ses propriétés sera bénéfique
pour la suite.

3.2 Matrice de transition d’un systeme linéaire
fractionnaire

Etant donnée un systeme linéaire fractionnaire homogene, laché a I'instant
to avec une condition initiale x(ty), 'état x(t) a I'instant ¢ se déduit de I'état
initial par 'application d’une certaine matrice de dimension n x n.
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Définition 3.2.1 Soit le systéme linéaire fractionnaire homogéne

I(to) = 29
La solutions et donc
l’(t) = q)o(t — to).’L’O (32)

La matrice ®o(t — ty) est la matrice de transition du systéme entre tq et t.

Remarque 3.2.1 Rappelons que
(bo(t - to) — EQ[A(t - to)a]

Il est donc clair que la fonction matrice de Mittag-Leffler ou fonction
matrice exponentielle généralisée joue ici le méme role que la fonction expo-
nentielle dans le cas des systémes d’ordre entier.

Elle constitue donc la matrice de transition pour les systémes fraction-
naires.

3.2.1 Propriétés de la matrice de transition

Nous citerons maintenant quelques propriétés de la matrice de transition,
tout a fait semblables aux propriétés de la matrice de transition des systeémes
linéaires standards.

1. La matrice de transition est un solution de l’equation homo-

géne. i.e.,
DY (t) = Ady(t) (3.3)
En effet, pour toute condition initiale xq, la solution du systeéme (3.1)
est
alors
CD“.CE(t) = D [q)o(t)l‘o]
or

°D%%(t) = Az(t)
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par conséquent

Ax(t) =¢ D*[®o(t)]o
Aq)o(t)xo =¢ Da [q)o(t)]xo
[“D*[@o(t)] — ADo(t)]zo = 0

DD (t)] — Ady(t) = 0

enfin
‘D*[®o(t)] = Ao(t)

2. On a comme conséquence de la définition

®u(0) = I, (3.4)
en effet,
00 Aktko‘
Po(t) =
]g [(ka+1)
LA £ + (3.5)
I VA FQa+1 7 '
pourt =0 q

3. Propriété de semi-groupe
Etant donné trois temps tg, t1, 2, on a
D(ty — tg) = Po(ta — t1)Po(t; — to) (3.6)
En effet, la solution de I'équation différentielle
i Diw(t) = Ax(t)

est
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pour t; =ty et t =ty 0on a:

x(ty) = Po(ts — to)x(to)
pour t; =ty et t =% ona:

x(t1) = Po(t1 — to)x(to)

Pourt; =t  ett =ty on a:

l’(tg) = CI)()(tQ — tl)l’(tl)
Les deux derniéres relations donnent :
l‘(tg) = (I)()(tg — tl)cbg(tl — to)l’(to)

d’ol, comparant avec la premiere relation, on obtient 1’égalité(3.6).

4. Inversion
Pour toust; >0, >0ona:

(I)al(tg - tl) == q)O(tl - tg)

11 suffit de faire ¢y = t5 dans (3.6) et de tenir compte de (3.4)

Une autre méthode pour illustrer ’inversion de ®(¢) est la suivante :

Pour plus de détail voir [10]

Lemme 3.2.1 La matrice fondamentale.

oo Attka
Qy(t) = Eu(AtY) = ) ———
olt) = Eal4t7) g%r@a+n

est non singuliére pour tout t > 0 et toute matrice A € R™ ",
1.€.,

Vit > 0,YA € R™™ : det[®o(t)] # 0
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preuve :Considérons la fonction

By (2, ) = Bo(4%) = i r(}:at:n (3.7)

Démontrons que det[®y(A,t)] # 0 pour toute matrice A € R™*™?

La fonction définie par la formule (3.7) est bien définie sur le spectre de la
matrice A.
Notons A1, Mg, ..., Ay, les valeurs propres de A, elles peuvent étre réelles ou
complexes (non necessairement distinctes). De (3.7), il vient que pour tout

réel \j,i=1,...,n

Bo(Nist) £ 0

et pour toute paire de conjugués (\;, Aip1),i=1,...,n—1

Il est bien connu que les valeurs propres de ®(A,t) sont

q)0<)\17 t)7 CI)O()\27 t)v ceey ¢0()\n7 t)

et de plus

det[q)o(A, t)] = q)o(/\ht)q)o()\g, t)(bo()\n, t) 7£ 0

ce qui acheve la démonstration.
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Une 2°™¢ autre méthode pour illustrer I'inversion de ®(t) est la suivante :

Appliquons la transformée de Laplace a la formule (3.3)

LD ®o(1)] = LIAD(1)]
SO LD ()] — s°7 1, = AL[Dy(1)]
[s°L — AL[®o(t)] = s I,
s, — AlL[®o(1)] = I,

LIDo(t)] = (s [s*L, — A~

Comme l'opérateur £ est un isomorphisme, on déduit que ®¢(t) est inver-

sible.

3.3 Controlabilité d’un systeme linéaire frac-
tionnaire

Définition 3.3.1 Un état initial xo(xo # 0) est dit contrdlable s’il existe un
temps fini t et un controle u(t), T € [0,t] qui transfére l’état du systéme de
xo a l'origine x = 0 en temps t.

1.e.,

0= (1) + [ "ot — 7)Bu(r)dr (3.8)

Définition 3.3.2 Si toute condition initiale xq est controlable en tempst, le
systeme est dit controlable en temps t.

Définition 3.3.3 Si pour toute condition initiale xq, il existe un tempst tel
que xo soit controlable en t alors le systeme est dit controlable ou encore la
paire (A, B) est controlable.

Notons que pour la contrdlabilité, on a besoin de résoudre I’équation (3.8).
En appliquant la transformée de Laplace I’équation du systéme(S), on a :
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X (s) = [s°I, — A" H[s* 12 (0) + BU(s)]

= [, — A7t oy + [s°1, — A 's* I BU(s)s' (3.9)
d’ot
x(t) = Po(t)zo + Po(t) x Bu(t),t >0 (3.10)
avec
Oo(t) = L[, — A] '] = E,(At?) (3.11)
= LU(s)s'?] (3.12)
d’ot .
() = Bo(t)ao + / o (t — 7)Ba(r)dr (3.13)
0
par suite I’équation (3.8) peut étre réecrite comme suit
¢
0 = o (t)ao + / Oy (t — 7)Bi(r)dr (3.14)
0
t
o () = — / o (t — 7)Ba(r)dr (3.15)
0

or

Do(t) = Ea(At*)

Comme la matrice de transition ®y(t) est inversible et vérifie la propriétés
de semi-groupe (voir propriétés de la matrice de transition dans le rappel ci
dessus), alors

25 (1) = Bo(—1) (3.16)
en prémultipliant la formule (3.15)par ®o(—t), on a,
t
By (1) o (t)ag = — / Bo(—1)Po(t — ) Bi(r)dr (3.17)
0
or
q)o(—t)cbo(t — T) = @0(-7’)
et
d’ou

w=- " do(—r) Bi(r)dr (3.18)

Tout revient alors a résoudre [’équation obtenue(3.18)qui n’est pas tout le
temps pratiquable. En s’inspirant des résultats vus pour le cas de systeme
d’ordre un, on introduit la notion de Gramian de controlabilité et matrice de
controlabilité.
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3.3.1 Gramian de contrdélabilité - Matrice de contrdla-
bilité

Définition 3.3.4 Le gramian de controlabilité du systéme (S) est la matrice,

de dimension n x n, notée ,W.(t) et définie par :

) = [ " ®(—r)BBTOT (—7)dr (3.19)

Théoréme 3.3.1 Le systéme (S) est controlable si et seulement si la matrice
oaWe(t) est inversible.

Preuve.
Suffisance :

Si le gramian est inversible alors pour une condition initiale xy on définit
la pseudo-commande par :

(1) = =BTl (—7) W, (t)wo, T € [0,1] (3.20)
alors
o(t) = (b + [ "®o(t — 7)Bi(r)dr
= doftya — [ "®o(t — 7)BBTOT (=) W (#)adr
= ®(t)zy — i Oo(t)Po(—7)BBTOL (—7) oW, (t)modT

= Do (t)xg — Po(t) ®o(—7)BBT L (—7)dr| W H(t) 20

d’ou 0(7), T € [0, ] ainsi définie transfere I’état du systeme de xq a 'origine;
pour trouver u(7), T € [0,¢t], de (3.8) on a pour commande

u(t) = 4(7) * L7H(s*)

L5 = (3.21)
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donc le systeme est contréllable.

Nécessité :
Supposons maintenant que le systéme est controlable et la matrice ,W,(t)
est non inversible donc :

ker(oWe(t)) # {0}
i.e., 32 € R™ tel que
MWe(t)z =0 = 2T W.(t)z =0
t
— / (1) BBTOT (—7)z2dr = 0
0

= [ (BTOT(—7)2)T(BTOT (—1)2)dr = 0

t

= [ BT (~7)z|*dr =0
0

— | BT (~r)z] = 0

= BTOl(~7)2 =0

= 2" ®y(~7)B =0

Comme le systéme est supposé controlable pour toute condition initiale, il
s’ensuit que I'équation (3.18) est solvable pour toute valeur initiale zy, en
particulier pour xy = z. En substituant z dans (3.18), on a :

t
2= —/ ®o(—7)Bi(r)dr
0
alors .
Moo= / A dy(—7)Bi(r)dr = 0
0

i.e.,
|2]|> = 0 <= z = 0(contradiction)

on déduit que ,W,(t) est inversible.

Remarque 3.3.1 Pour a =1,

t
() = / e BB e dr
0

Voici un deuxieme résultat important.
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Théoréme 3.3.2 (Critére de contrilabilité)
Le systéme (S) est controlable si et seulement si la matrice ,C = [B, AB, ..., A" B]
est de rang plein.
1.e.,
rang(,C) =n (3.22)

La matrice ,C est dite matrice de controlabilté.

Preuve.Le systeme (S)est controlable si et seulment si pour toute condition
initiale zy, il existe un temps finit et un controle i(7), 7 € [0, ] tel que :

Bo ()70 = — /0 "®o(t — 7)Bit(r)dr

or d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton

00 Aktka
Do(t) =D w7
kzz;) [(ka+ 1)

_ 5 At (3.23)
k=0

donc :
) Ak(t o T)ka
Dot —7) =S T
0 k; T(ka+1)
n—1

= S Afay(t — 1)

k=0
d’ou
t [n—1
q)o<t)$0 = —/ [Z Akak<t — T)Bﬁ(7'>‘| dr
O Lk=o0

n—1 t
— Z A*B [/ ag(t — T)ﬁ(T)dT:|
k=0 0
v,
L
= [B.AB,...A"B] |
\Ijn—l
ou

t
Uy = / ag(t — 7)a(r)dr,k=0,1,....,n —1 (3.24)
0
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alors
<I>0(t)x0 = —aO\IJ (325)
avec
Vv
g |
\Iln—l

L’équation (3.25) admet une unique solution W si et seulement si rg(,C) = n.
Dans le cas o ceci est réalisé, il sera aussi possible de déterminer au moins
une fonction (7),7 € [0,¢] telle que les conditions donnée par la formule
(3.24) soient vérifiées.
Cette derniere affirmation est prouvée par le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 Un contréle de la forme

(1) =&t — )= )V, 1 € [0.1] (3.26)
=)= | Tl — et — r)dr (3.27)

et
E(r) = [ag(T),a1(7),++ ,an_1(7)], 7 € ]0,1] (3.28)

satisfait auz conditions(3.24).
Pour démontrer ce lemme on va utiliser ce lemme :

Lemme 3.3.2 Si toutes les valeurs propres de la matrice A, \j; 1 < \; < n
sont distinctes, alors les fonctions ax(t),0 < k < n —1 de la formule (3.23)
sont linéairement indépendantes.

Preuve :
Remarquons que les conditions exprimées par la formule(3.24)peuvent étre
écrites sous forme matricielle comme suit :

v= [ Tl Pyia(r)dr (3.29)

Le contrdle donné par la formule(3.26)existe si et seulement si la matrice Z(t)
est inversible, ceci est prouvé par contradiction. Supposons que cette matrice
n’est pas inversible, alors il va exister un vecteur non nul v tel que =(t)v = 0.

En prémultipliant par v”, on a :

vTE(t)v =0
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dio -
/Ot vaT(t — 1)t —T)vdr =0

/ et — P TE(E — Tvdr = 0

[ e =y 2 ar=0

cette derniere formule ne peut étre vraie que si
E(t—7)v=0,Y7 €[0,¢]

Ceci veut dire que les fonctions ay(t—7), k = 0,--- ,n—1 sont linéairement
dépondantes ce qui est en contradiction avec 1'énoncé de lemme (3.2.2), ceci
dite la matrice Z(¢) est donc inversible et le controle i(7), 7 € [0,¢] donnée
par la formule (3.26) existe. Finalement, en substituant @(7) dans (3.29) le
lemme découle facilement. Une fois le contrdle fictif G(7) déterminé, le vrai
controle u(1), 7 € [0,t] est obtenu a partir de

u(t) = 0(7) * L71(s*)

- 0<a<l

T

Nl—«a)

Exemple 3.3.1 Etudions maintenant la controlabilité du systéme (s) ou cas
ou
01 0 1
" ( ) - H |
,t >0
, <0

1°¢ méthode

Un calcul simple donne
5 (0 0
A= (0 0
3 a4 (00
A= A = (0 O)
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Ainsi :
k(00
(00 s
+oo (Ata)k
Do(t) =S L
0 gf(ak+1)
o (tQCx) tka
=L+A A? o APy
2 et CTRarD T Thar D)
tOé
— L4+ A—
2T A G

_(roy fony, 1
“lo1)"\o o) "Tla+1
A
— I'(a+1)
(o "57)

Le Gramamain de contrélabilité du systéme (s) et la matrice :

We(t) = /Ot ®o(—7)BBT T (—7)dr

T 2 —7%
(r<a+1>> T(at1)
®o(—7)BBTO] (—7) =

a1

2 —T
Jo ( T(a+1) ) A Jo torn (a+1)
/ Oo(—7)BBTOT (—7)dr =

b wamdr  fdr
on obtient :
12041 _patl
(TC(a+1))2(2a+1  (T(a+1))2(a+1
aWC<t) - t Z 0
_tatl t
(T(a+1))%(a+1
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donc :
t.t2a+1 ta-i-l 2
det, W,(t) = -
laWell) = T T 1220 + 1) <r<a+1>(a+1)>
t2a+2 t2a+2
TT(at+122atl) (T(at1)2(at1)?
on a .

det,W,(t) > 0 pourt >0 = le systéme (s) controlable

2me méthode

La matrice de controlabilité du systéme (s) et définie par :

Co = [B, AB]
et

01 0 1

8= (g o) < (2) = (o)
Ainsi :
01

.= (1 o)

POSONS

soit ap, a0 ER on a :

(675} =0
a1 + vy = 0 =
g =

C’est-a-dire que vy et vy son linéairement indépendant, Ainsi

rgCy, = 2, donc le systéme (s) controlable
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