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Abstract

This memoir is devoted to study properties of bounded variation solutions for some
integral equations. Utilizing F-contractions in b-metric spaces and Banach fixed point
theorem, we prove the existence and uniqueness of solutions for a functional equation
in suitable Banach spaces .

Résumeé

Ce mémoire est consacré a I'étude des propriétés de solutions a variation bornée pour
certaines équations intégrales. En utilisant les F-contractions dans des espaces b-
métriques et le théoréme du point fixe de Banach, nous prouvons I’existence et
I"'unicité des solutions pour une équations integrale dans des espaces de Banach

appropriés.
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Introduction
]

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I'étude d’une classe d’équations intégrales dans des es-
paces appropriés. Ce genre de problémes est d’actualité en analyse fonctionnelle surtout avec
toutes les généralisations effectuées ces dix dernieres années pour les espaces de type va-
riation bornée. On propose ici deux approches, une premiere se basant sur des contractions
généralisées et une seconde suscitant des espaces fonctionnels adéquats de type variation
bornée. Les deux approches font appel a un outil tres puissant de I'analyse fonctionnelle c’est
la théorie du point fixe.

Le mémoire est organisé comme suit :

Le chapitre 1 est consacré a rappel sur les espaces b-métriques et les F-contractions ainsi que
quelques théorémes indispensables pour mieux situer les différentes approches relatives a la
théorie du point fixe.

Au chapitre 2, on démontre un résultat concernant les F-contractions en affaiblissant les
hypothéses par rapport aux résultats existants dans la littérature. A la fin du chapitre, on
donne une application a une équation intégrale de type Fredholm dans I’espace des fonctions
a variation bornée.

Le chapitre 3 est destiné a étudier les propriétés d’une classe d’équations intégrales de
type Hammerstein dans les espaces de type espace de fonctions a variation bornée . L’étude
de l'existence locale et 'unicité se fait moyennant le théoréme du point fixe de Banach.

Le mémoire s’acheve par une conclusion et des perspectives a envisager



1 Préliminaires

Chapitre
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E chapitre est dédié essentiellement a un rappel sur les notions principales des
espaces b-métriques et leurs propriétés ainsi qu’a la notion de F-contraction.
Quelques théoremes concernant les travaux existants dans littérature sont don-
nés ici pour mieux situer les éventuelles généralisations autour des F-contractions
(cf. [C:93], [W:12], [P :14], [P :16] et [S :13]).




1.1 Espace b-métrique
Espace b-métrique

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application d: X x X
dans R, telle que

(@) dix,y)=0=x=y

(b) dx,y)=d(y,x)

(©) dx,y)<d(x,2)+d(z,y)
Le couple (X, d) est appelé un espace métrique.

Définition 1.1.2. Soit X un ensemble non vide et s > 1 un nombre réel donné.

Une fonction o : X x X — [0,00[ est dite b-métrique si elle satisfait pour tout x, y,z€ X
(01) o(x,y)=0ssix=y;

(02) o (x,y) =0 (y,x);

(03) 0(x,2) <s|o(x,y)+0(y2)].

Le couple (X,0) est appelé espace b-métrique de coefficient s .

Remarque 1.1.1. Si s =1, on retrouve I'espace métrique habituel.
Exemple 1.1.1. 1) Soit X=1,(R) avecO<p<lou [,[R) = {{xn} cR: Z |, P <oo}.

n-1

Soit d: X x X — R" avec :
1
o0 E .
d(x,y)= (Z Ixn—ynl”) ou x ={xn},y = {yn}.
n-1

Alors d est un espace b-métrique de coefficient s = 2%
2) Soit X = L,([0,1]) est I'espace de toutes les fonctions réelles x(#), t€[0,1] telle que

1

f |x(0)|P <oco avec0< p<1; Définie d: X x X — R comme :

0
1
1 G
d(x,y) = (f lx(t)—y®)|" dt| .
0

Alors d est un espace b-métrique de coefficient s = 2%

Exemple 1.1.2. Soit (X, d) un espace métrique, et p(x,y) = (d(x, y))p , ou p>1 est un nombre

réel. Alors (X, p) est espace b-métrique avec s = 2pP-1,

Exemple 1.1.3. Soit X =NU [oco] et soit 0 : X x X — R définit par

0 Si m=n
1 1 ) . , .
———| Si un des m, n est pair ou 'autre est pair ou co
m n
o(m, n) =
5 Si un des m, n est impair, m # n ou l'autre est impair ou co
2 Sinon
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On a

5
o(m,n) < > [om,n)+a(n,p)] YmnpeX

V4 . 5
alors X est un espace b-métrique avec s = >

Cet exemple montre aussi que la fonction b-métrique n’est pas toujours continue. En effet,
si on prend x,, =2n pour tout n€N

1
o@2no0)=— — 0.
2n n—+oo

Ceci se traduit par x, — oo.Cependant o (x,,1)=2 -4 5=0(oco,1).
n—+oo n—-+oo

Définition 1.1.3. Soit (X,0) un espace b-métrique, (x,), ., une suite de X et x€ X.
i) La suite (x,),., est dite b-convergente en (X,0) vers x si et seulement si
Ve>0 dnpeN Vn>ny tel que : o(xy,x)<e

ii) On dit que la suite (x,), ., est la suite de Cauchy dans (X,0) si :

Ve>0 dnpeN tel que 0(xn,xn+p)<£ pour tout n>ng, peN

iii) L’espace b-métrique (X,0) est b-complet si :tout suite (x,) de cauchy dans X

converge vers x € X.

neN

Lemme 1.1.1. Soit (X,d) un espace b-métrique avec s = 1.Si une suite (xn)ne,\I c X est b-
convergent, alors elle admet une limite unique.

Lemme 1.1.2. Soit (X, o) un espace b-métrique et (xn)neN une suite dans X telle que r}im 0(Xpn, Xpa1) =
— 00

0. Si (xn),,cn Mest pas une suite de b-Cauchy, alors il existe € >0
et deux suites (m) . net (R weny de positif entiers tels que pour les quatre séquences suivantes

U(xTn(k)?xn(k)) ’ U(xm(k);xn(k)ﬂ) ’ U(xm(k)ﬂ’xn(k)) et O-(Xm(k)+1?xn(k)+1)

telle que
€ < Limin fi—co(0(Xmyy» Xnyy)) < LIMSUPK—00(0 (Xpmyy» Xnyy)) < SE (1.1)
E < Limin fi.oo(0(Xmyy» Xngyy))) < LEMSUP K00 (0 (Ximgys Xngy,,))) < s’e (1.2)
% < Limin fy—oo(0(Xmyy, 1 Xngy)) < LEMSUPK—00(0 (Xmgy, 1 Xngy)) < s’e (1.3)
é < Limin fr—oo(0(Xmyy s Xngosn)) < LMSUPE—00(0 (Xmgy,yr Xngyir)) < s%e (1.4)
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1.2 F-contractions

1.2 F-contractions

En 2012, Wardowski a introduit la notion de F-contraction comme suit :

Définition 1.2.1. Soit (X,d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite F-
contraction s’il existe F € & et 7 >0 tels que pour tout x,y € X,

d(Tx,Ty)>0=1+F(d(Tx,Ty))<F(d(x,y)),

ou & la famille de toute les fonctions F : (0, +oo) — R satisfaisant les conditions suivantes :
(F)) F est strictement croissante, i.e., pour tout a, € (0,+00), si a < f8, alors F(a) < F ().
(F») pour chaque suite {a,}., de nombres positifs,

lim a,=0<= lim F(a,) = —oo.
n—+oo n—+oo

(F3) Ilexiste ke (0,1) tel que lim a*F(a)=0.

a—0*

En utilisant cette notion de F-contraction, Wardowski a démontré le résultat suivant

Théoreme 1.2.1. Soit(X,d) un espace métrique complet et T : X — X une F-contraction. Alors
T admet une point fixe unique x* et pour chaque xo € X la suite {T"x,} | converge vers x".

Ensuite Secelean a montré que la condition (F») dans Définition peut étre remplacée
par la condition suivante, notée (F;), donnée comme suit :

(F;)  inf F(1) = —oo.
t€(0,+00)

Piri and Kumam ont étendu les résultats de Wardowski en remplacant la condition (F3) in
Définition avec la suivante :

(F;) F est continue sur (0, +00).

Si on note § la famille des fonctions F : (0, +o00) — R satisfaisant les conditions (F,), (F;)
and (Fj), on a le théoréme suivant :

Théoreéme 1.2.2. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X. On suppose qu’il existe
FeF et >0 tel que pour tout x,y € X,

d(Tx,Ty)>0=1+F(d(Tx,Ty))<F(d(x,y)).

Alors T admet un point fixe unique x* et pour chaque xo € X la suite {T"x,}", converge vers

*

x*.
Dans la littérature, on a la définition de la contraction de type F-Suzuki comme suit :

Définition 1.2.2. Soit (X, d) un espace métrique complet. Une application T: X — X est dite
F-Suzuki contraction s’il existe F € § et 7 > 0 tels que pour tout x,y€ X avec Tx # Ty

%d(x, Tx) <d(xy) = 7+ F(d(Tx Ty)) < F(d(x,y)).
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Le théoréme du point fixe correspondant a F-Suzuki contraction est donné comme suit :

Théoreme 1.2.3. Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une F-Suzuki contraction.
Alors T admet un point fixe unique x* et pour chaque xo € X la suite {T"x,}", converge vers

*

X .

On pose :
®; ={F:(0,+00) — R, F satisfait(F)},

@, ={F:(0,+00) — R, F satisfait (F;) et(Fs)},
@3 ={F:(0,+00) — R, F satisfait (Fy) et(F;)},
On note aussi

d(x, Ty)+d(y, Tx) d(T?x,x)+d(T?x,Ty)
d(x,y), 5 : 5

d (sz, Tx),d (sz, y), d (sz, Ty)+d(x,Tx),
d(y, Tx)+d(y Ty)

)

Définition 1.2.3. Soit (X, d) un espace métrique complet et T: X — X une application. T est
dite F-contraction généralisée modifiée de type (A) s’il existe F € @3 et 7 > 0 tels que pour tout
x,yeX

d(Tx, Ty)>0=1+F(d(Tx,Ty)) <F(Mr(x,¥)),

Définition 1.2.4. Soit (X, d) un espace métrique complet et 7: X — X une application. T est
dite F-contraction généralisée modifiée de type (B) s’il existe F € @, et T > 0 tels que pour tout
x,yeX

d(Tx,Ty)>0=1+F(d(Tx,Ty)) <F(Mr(x,y)).
On a les résultats suivants :

Théoréme 1.2.4. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une F-contraction géné-
ralisée modifiée de type (A). Alors T admet un point fixe unique x* et pour chaque x, € X la suite
{T"xo}"~, converge vers x*.

Remarque 1.2.1. Le théoréme ci dessus est une extension du théoréme sans la condi-
tion (F»).

Théoréme 1.2.5. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une F-contraction gé-
néralisée modifiée continue de type (B). Alors T admet un point fixe unique x* et pour chaque
xo € X la suite {T"xo}), converge vers x*.
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1.3 Fonctions a variation bornée

Fonctions a variation bornée

Considérons une fonction réel f définie sur Uintervalle fermé [a,b] .Si
og:a=x<x1<..<x,=b

est une subdivision de [a,b],considérons la somme :

n—1
Vo= Y 1f (k1) = fxp)l
k=0

qui dépend de la subdivision 0.Si S est 'ensemble des subdivisions de [a, b] ,la borne superieur des
Vs (lorsque o € S) est un nombre positif fini ou égale a +oo ,noté Vyla, bl, et appelé la variation
totale de f sur [a, b]

Définition
On dit que f:[a,b] — R est a variation bornée (en abrégé V.B.) si

Vyla, b] < +oo.

Si f est une fonction constante,alors V¢[a, b] = 0.
Si f est a VB sur [a,b] ,elle Uest sur tout intervalle contenu dans [a,b].

Soit f a variation bornée sur [a,b] .Sia<c<b,ona:

Vrla, bl = Vrla, cl + Vrlc, b (1)
En effet, soient S; Uensemble des subdivisions se [a,c] et S, Uensemble des subdivisions de
[c,b].
Si
O1: a=x<xX1<..<XxXpu=cC
O1: C=Xme1 <Xme2<..<x,=Db
alors

a=x<x1<..<c<..<Xxp=b

est une subdivision de [a,b].Or quelle que soit la subdivision 0 € S ,on a :

n-1 m—1 n-1
kZ |f (1) = fxi)| = kz | f (1) = fOx) |+ kZ |f (xks1) = F(x0)| < Vrla, bl + Vile,b]  ...(2)
=0 =0 =m

d’ou

Vela, b] < Vrla, cl+ Vrle, b]
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1. Préliminaires

D’autre part,comme la réunion d’une subdivision de [a,c] et d’'une subdivision de [c,b] et d’'une(en
comptant c une seule fois) est une subdivision de [a,b], de Uégalité figurant dans (2) on obtient :

Vela,bl = Vrla, cl + Vylc, bl
d’ou légalité (1)

Sifest a V.B sur [a,b], | f(b) - f(a)| < Vfla,b]
Toute fonction réelle monotone sur [a,b] est a variatin bornée,et :

Vela, bl =1f(b) - f(a)l

Sifet gsont a V.Bsur[a,b] et a,f € R, la fonction h=af + g est a V.B
Les fonctions réelle a V.B sur [a,b] forment un espace vectoriel sur R
En effet, soit a = xo < x1 < ... < X, = b, une subdivision de [a,b]; on a :

n-1 n-1
Y 1h(en) — x| < lal Y 1 f (ceen) = F e |+ 1 BIG (ien) — g (x|
k=0 k=0
<l|al.V¢la, bl +|B|.Vgla, b] < +00
Donc,

Vila, b] < +oco.
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2 Etude d’une équation intégrale via

Chapitre

F-contraction

) s a0 1

W% N\ Résumé % e

1 = e )

’ objet de ce chapitre est de donner un résultat d’existence et d’unicité pour

une équation intégrale dans les espaces a variation bornée. I’outil princi-
pal est de démontrer un résultat de point fixe concernant les F- contrac-
tions. Ce résultat en question est une amélioration considérable des ré-
sultats antérieurs. L’étude de ’équation intégrale est donnée a titre d’ap-
plication via des résultats obtenus pour les F-contractions. (cf. [P :14] et
[P:16]).
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2.1 F- Contraction généralisée de type rationnel

On démontre dans cette section un théoreme du point fixe concernant les F- contractions
pour nous permettre a la fin d’étudier une équation intégrale dans les espaces a variation
bornée.

F- Contraction généralisée de type rationnel

@ On note L la famille de toutes les fonctions 7 : (0, +oo) — (0, +o0) satisfaisant la propriété
suivante :
lim inf 7 () >0, forall s=0. (H)
t—st
@ on note aussi
@, ={F:(0,+00) — R, F satisfait(F)}

Définition 2.1.1. Soit (X,0) un espace b-métrique avec une constante s> 1. Une application
T de X dans lui méme est dite F-contraction généralisée de type rationnel s’il existe F € ®; et
T el tels que

o (Tx, Ty) >0= F(d(Tx,Ty)) < FR(d(x,y))—1(d(x,¥)) (2.1)

tq.'R:R+'_’R+

dx, Tx)d(x, Ty)+d(y, Ty)d(y, Tx) N dx, Tx)d(x, Ty)+d(y, Ty)d(y, Tx)

Théoréme 2.1.1. Soit (X,0) un espace b-métrique b-complet avec une constante s=1let T: X —

* 7 Ve 3 Ve 3 1
X une F-contraction généralisée de type rationnel avec a, 8,y € Ry tel que : a+f+y<let a< &

Alors T admet un point fixe unique.

Démonstration. Soit x, un point arbitraire dans X. Soit {x,} la suite de Picard dont le terme
initial est xg, i.e., x;, = Tx,,—1 = T"xo, V neN*.
S'il existe ng €N, tel que x,, = x,,+1, alors x,, est un point fixe de T. D’ou la preuve.
Si X, # Xn+1 pour tout neN, i.e., T"xo # T 1 xy, pour tout n €N, ce qui entraine
On =0 (Xp, Xnt1) =0 (T"x0, T" ' x0) = 0 (Txp-1, Txy) > 0.

dans ce cas on passe par quatre étapes :
1+ On a besoin de la décroissance de d(x,+1,x,) comme :

d(xp+1,%n) = A(Txp, TXp1) >0
donc :
F(d(xn+1,%n)) < F(R(d(xpn, x2)))) — T(d(Xn, Xn-1))
donc :

d(xXp+1,Xp) < R(d(xp, Xn-1)) 1)
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2. Etude d’'une équation intégrale via F-contraction

ona:

d(xp-1,Xp)d(Xp-1, Xn+1)
1+ s(d(xp, Xp+1) + d(Xp, Xp-1))
d(xXp-1,Xpn)d(Xp-1,Xn+1)
1+d(Xp+1,Xn-1)

R(d(xp, xp-1)) = ad(xp, Xp-1) + P

< ad(xp, Xp-1) + Pd(xp, Xp-1) +yd(Xy, Xp-1)
<(a+B+7)d(xn xp-1)

R(d(xp, xp-1)) =d(xp, Xp-1)...2) ,car: a+p+y=<1
d’aprés (1) et (2) on a:
d(Xp+1,Xn) < d(Xp, Xp-1) ,YREN 3)

or la suite d(x,+1,x,) est décroissante.
2% on va démontrer que 11111 d(xp, xp—1) = 0 on suppose que :
n—+oo

nl_i,lllood(xn'xn—l) =r tq: r>0 4)

Ve>0,dnge N,Vn=ng: r—e<d(x,, xn_1)<r+e
donc : Ve>0,3nge N,Vn=ng:
F(r—e€) < F(d(xy, xp-1)) < F(r +¢) (5)
et d’aprés (4) ona:
35>0 tg: 0<d<d(xp xp-1) ,VneN
on a alors :
F(d(xp+1,x5)) < F(R(d(xp, xp-1))) — T(B(R(d (X, Xn-1))))

dn;eN et d’aprés (2) et (3) on a:

n

F(d(Xps1,%p)) < F(d(Xp,11,%p,) — ), T(d(xg, Xg-1))
K:I’ll

n
par passage a la limsup et d’aprés (5) on conclus la conradiction car la série ) 7(d(xk,xx-1)) sa
K:n1
diverge vers +oo

donc :
lim d(x;,x,-1)=0.
n—+oo

3% On utilisant la démonstration par absurd pour démontrer que la suite (x,) ey est de cauchy ,alors :
il existe € > 0 et une suite {p(n)}}., et {g(n)};., des nombres naturels tq : Vne N

p(n)>qn)>n, dxy(n),xsn)ze, dxpm-1,%5(n)<e
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2.1 F- Contraction généralisée de type rationnel

alors, on a :
2 2
€ =< d(Xpm), Xqm) < SAXpn), Xpm)+1) + S A(Xpm)+1, Xgm)+1) + " d(Xgm)+1, Xq(n)) (%)
Et comme :
nEer (d(Xpm), Xpy+1)) =0 et nlier(d(xq(n)'xq(n)+l)) =0 (*x)
pour n= N :
(1-asde (1-asd)e

d(Xpn), Xpmy+1) < et d(xXg(n), Xgmy+1) <

asd3+s+(1+2(B+7y))s? asd+s+(1+2(B+7))s?

(1- a33)56 N (1- as3)52€
as3+s+(1+2(B+7)s? asd3+s+(1+2(8+7y)s?

2
€= d(xp(n)»xq(n)) =S d(xp(n)+1; Xqm+1) +

donc :

as®+s+(1+2(B+y)) s>~ (1-as®) (s+5%)
as3+s+(1+2(B+y))s?

2 € <d(Xpm)+1, Xqm+1) = A(TXpn), TXg(n))

as® +2(B+7)s? +asd(s+ %)
[as3+ s+ (1 +2(8+7))s%]s?

€ <d(Xpm+1, Xqm+1) = A(TXpmn), TXqm) (1)
on va montrer que :
d(xp(n)+1qu(n)+1) >0 ,VneN
d’'aprés (*) et(**) ona :InseN,Vn=ns :
d( J<— et J<— @)
Xp(n), X — e Xa(n), X —
p(n) Ap(n)+1 4s q(n)» Xq(n)+1 452

d’aprés (*) et (2) on trouve :

€
0< 252 < d(Xpm)+1, Xgnm)+1)

c-a-d
d(Xpm+1, Xgm+1) >0  ,VneN
donc :
F(d(Xpn+1), Xgm+1)) = F(A(TXpn), TXq(m)) < F(R(A(Xp(n), Xq(m)))
donc :

d(Txp(n)’ qu(n)) < R(d(xp(n)r xq(n))) (3)
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2. Etude d’'une équation intégrale via F-contraction

etona:

d(Xpmn)s Xp)+1) A (Xpn), Xgm)+1) + A(Xg(n), Xqm)+1) A (Xg(n), Xp(n)+1)
1+ S(d(xp(n)yxp(nHl) + d(xq(n)y xq(n)+1))
d(Xpny, Xpm)+1)A(Xpn), Xgm)+1) + d(Xgn), Xgm)+1) A (Xg(n)» Xp(m)+1)

+y 4)
L+ d(Xpn), Xpmy+1) + d(Xgm), Xqm)+1)

R(d(xpn), Xg(n)) = ad(Xp(ny), Xq(m) + B

d’'aprés (1),(3) et (4) ona:

ass +2(,B+)f)s2 +as3(s+s2)
[as3+s+ (1 +2(8+7))s%]s?

e< ad(xp(n), xq(m)

5 d(Xpmn)s Xp()+1) A (Xpn), Xg(m)+1) + A(Xg(n), Xqn)+1) A (Xg(n), Xp(n)+1)
L+ s(d(Xpn), Xpm+1) + d(Xgn)» Xg(m)+1))

d(xp(n)» xp(n)+1)d(xp(n)» Xgm+1) + d(xq(n)» xq(n)+1)d(xq(n), Xp(m+1)
L+ d(Xpny, Xpmy+1) + d(Xg(n), Xg(m)+1)

a53+2(,6+y)32+a53(s+32)€<ad(x Xoi) + d(Xpm), Xpm)+1) A (Xpn), Xq(n)+1)
[as®+ s+ (1+2(B+7) 5215 PO a0 B s d(Xpiny, Xpy+1) + A gy, Xg(my+1))

d(Xq(n), Xqm)+1)d(Xg(n), Xp(n)+1) N d(Xpmn)) Xp)+1) A (Xpn), Xg(n)+1)
1+ s(d(xXpm), Xpm+1) + d(Xgm), Xgm+1)) 1+ d(Xpmy), Xpm)+1) + d(Xg(m), Xgm)+1)

d(xq(n); xq(n)+1)d(xq(n),xp(n)+l)
1+ d(xp(n)»xp(n)+1) + d(xq(n)qu(nHl)

as’ +2(ﬁ+y)s2 +as3(s+s2)
[as3+s+ (1 +2(8+7))s%]s?

€ <ad(Xpmn), Xqn) + Pd(Xpm), Xp(m)+1) A(Xpn), Xg(m)+1)

+,Bd(xq(n), xq(n)+1)d(xq(n)r xp(n)+1)
+yd(Xpmn)s Xp()+1) A (Xp(n), Xg(n)+1)
+yYd(Xgm), Xqm)+1) A(Xgn), Xpmy+1)

< ad(Xpm), Xgm) + B+ A Xpmy, Xpi+1)A(Xp(n), Xg(n)+1)
+(B+1)d(Xg(n), Xg(m)+1)A(Xg(n), Xp)+1)

< asd(Xpm), Xpm-1) + asd(Xpn)-1, Xqnm)
+(IB +7)d(xp(n); xp(n)+1)d(xp(n)» xq(n)+1)
+(B+Y)d(Xg(n), Xgm)+1)A(Xg(n), Xp(m)+1)

< asd(Xpn)-1)Xpn)) + ase
+(B+71d(Xpny), Xpmy+1) A (Xpm), Xqn)+1)
+(B+7)d(xXg(n), Xgm+1)Ad(Xgn)s Xp(m)+1)
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2.1 F- Contraction généralisée de type rationnel

car:  d(Xpm)-1,Xqm) <€
donc :

as® +2(B+y)s* +as’(s +5%)
asd+s+(1+2(f+7))s?

<asde+ assd(xp(n),xp(n)—l)

+(B+Y)52d(Xp(n), Xpny+1) A (X p(ny, Xg(my+1)
2
+(B+7)s"d(xgm), Xgm+1) A (Xg(n)» Xp(m)+1)

d’aprés (**) et : nl—l»rfoo(d(xq(")‘l’xq(”))) =0, il existe NeN,Vn= N tq :

(1- a33)€

as3+s+(1+2(B+7))s?

d(xp(n)y xp(n)—l) =

(1-asde

as3+s+(1+2(8+7y))s?

3
)

et d(Xpmn), Xpm+1)AdXpmn), Xgm)+1) <

(1-as’)e

asd+s+(1+2(B+7))s?

et d(xq(n)r xq(n)+1)d(xq(n); xp(n)+1) =

donc :

3 2 3 2 .3
as’+2(f+y)sc+as’(s+s°) <as3+(a33+2(,6+y)sz) 1-as”)

asd+s+(1+2(B+7))s? asd+s+(1+2(f+7))s?

as3(s+ s?) 3

—as
asd+s+(1+2(f+7))s? <as’t(as +2(f+ps)

a(s+ sz)

asd3+s+(1+2(B+7y))s?

-

3 2
as3+s+(1+2(B+7))s? <atlas+2(p+s)

als+s%) alas®+s+(1+2(B+7))s%]

asd+s+(1+2(f+7))s?
—a

3 2
a33+5+(1+2(ﬁ+’}/))5‘2< as3+s+(1+2(ﬂ+,y))sz +(as +2(,3+Y)S

2)

asd+s+(1+2(f+7))s?
a(s+s alasd +s+ (1 +2(,6+y))sz]—(x(as3+2(ﬁ+7/)sz)

asd+s+(1+2(f+7)s? asd+s+(1+2(a+7y))s?
a(s+ sz) <a(s+ 52)

—a<a contradicition

donc : la suite (x,)en est une suite de cauchy
4% Montrons que : dxe Etq: Tx=x
Supposons que :

VxeE, Tx#x=>d(Tx,x)>0,VxeE
=>36>0tq:d(Tx,x)=6>0,VxeE

=>0<0=d(Tx,x)<sd(Tx,x,)+sd(x,,x),VneN (1)
Comme :

lim (d(x;,x))=0=>3INyeN
n—+oo
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2. Etude d’'une équation intégrale via F-contraction

Tels que pour tout n= Nj :
)
d(xp,x) < — 2)
2s
D’aprés (1) et (2) on a:

0
0<—=<d(Tx,x,) (%)
28

Donc :
0<d(Tx, xy)
Et comme :
d(Tx,x,)=d(Tx,Tx,_1) ,YReN
alors :

F(d(Tx, txp-1) < F(R(A(Tx,xp-1)))
=>d(Tx, Tx,—1) <Rd(x,x,-1)Vne N  (3)

D’autre parton a :

d(x, Tx)d(x,xp) + d(xp-1,xp)d(xp-1,Tx)

< sd(x,

1+s(d(x, Tx)+d(xp-1,%n) < sd(x,xy,)
+8d(Xp, Xp-1)

d(x, Tx)d(x, xp) + d(xp-1, Xn)d(Xp-1, Tx) < s*d(x, xp)

1+d(x, Tx)+d(x,-1,%xn)

+5%d (Xn, Xn_1)
Donc :
R(A(X, Xp-1)) < (s> + s+ Dd(x, Xp) + (s* + 9)d (X, Xp-1) (4
D’aprés (1),(3),(4) on trouve :

0=d(Tx,x)<d(Tx,x;,)
< 5(32 +s+1)d(x,x,) + (32 +8)d (X, Xp—1) + sd(x,, X)

< s(s2 +s+2)d(x,x,) + (s2 +8)d(xXp, Xpn-1)
Comme :

Iim (d(x,x,))=0 et lim (d(x;-1,x,))=0
n—+oo n—+oo
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2.1 F- Contraction généralisée de type rationnel

Alors pour n assez grand tq :

dx,x,)) <—— et d(x,x )<L
T 45(s2 4+ 5+ 2) U= g2 1)
On a alors :
1) 1) .
6:d(Tx,x)sd(Tx,xn)s§:5s§ ..contradiction
Alors :

Ixe€E tq: Tx=x
2% Unicité :
soient x1,x, deux points fixe différents de T c-d-d : Tx; = x1 # xp = Tx, ce qui implique que d(Tx1, Txp) >0
donc :
F(d(Tx1, Txp)) +7(d(x1,X2)) = F(d(x1, X2)) + T(d(x1, X2)) < F(R(d(x1, X2)))

d’autre part on a : R(d(x1,x2)) < d(x1,x2) ,alors :

F(d(x1,x2)) + T(d(x1,%2)) < F(d(x1,x2))

—> 1(d(x1,x2)) <0...contradiction

d’ou le point fixe est unique. “® On note # la famille de toutes les fonctions 7 : (0,+o0) — (0, +00)
satisfaisant la propriété suivante : pour chaque {,},en < (0, +00),

lim 7(t,)=0= lim t,=0 (HN
n—+oo n—+oo
Proposition 2.1.1. Si on change Uhypothése (H) par (H'), le Théoréme reste toujours valable.

Démonstration. En suivant a meme démarche que dans le théoreme ci-dessus, on & :

F(d(xps1,xn)) +T(d(xp, Xp-1)) < F(R(d(Xp+1, X))

K=n

F(d(xp+1,%n) < F(R(d(Xp41,Xn))) — Z 7(d(xK, XK -1))
K=0
K=n
etona nliIP d(x,, xXn-1) = a, >0 alors : Z 7(d(xK, Xx-1)) tendent vers +oo ,et le reste de la preuve est
ree K=0
identiquement le méme. [ ]

Remarque 2.1.1. Les résultats ci-dessus sont démontrés avec seulement la croissance de la fonction
F ; ce qui représente une originalité par rapport aux travaux existant dans la littérature.
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2. Etude d’'une équation intégrale via F-contraction

Application a une équation intégrale

Dans cette section, on donne une application de nos résultats obtenus consistant a démontrer I'exis-
tence et I'unicité d’'une certaine équation intégrale dans I'espace des fonctions a variation bornée
ona:

Uui) =g +fIK(t, s)f(u(s)ds

lullpy = )| +sup ) |u(b;) — u(a;)|
j=1

on suppose que :
TU() =g(t)+fIK(t,S)f(u(S))ds

tq :
g u:l— R,avec: g, ue BV
et:

f:R— R ,est une fonction tq : sup|f(u())| < ¢sup|u(t)|
rel tel

etilda>0tq:

sup|u(?)| = allullpy
tel

K:IxI—R ,tq:

n e—‘[
Viel: flK(O,s)Ids+ZIK(bj,s)—K(an,s)ls—v/ >0
I j=1 ac

soient Uy, U, € BV alorson a :

sup ) |T(U1 (b)) — T(Ua(aj) < ) Kb}, 9) = Kaj Ol f U () = f(Ua(s)lds
j=1 j=1v4n

<sup|f(U1(s)) — f(Ua(s))|sup }_ ] IK(U1(bj) — K(Uz(aj))|
sel j:l n

< ¢sup|Ui(s) - Uz(S)Isupr Y IK(Uy(bj) — K(Us(a))
nj=1

sel
=T
e '|lUllpv
On passons d la limite n — oo on a alors :
I Tuy — Tuzlipy < e "lluy — uzlipy
donc :

InTuy — Tuzllpy < —7 + Inlluy — uzllpy
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Chapitre

3 Sur une équation intégrale dans

un espace de type fonctions a
variation bornée

] P W= SN Y

Y M\ ¥ Ré Sumé % "N\e¢

1 = S )

Ans ce chapitre on étudie 'existence et I'unicité d’'une équation intégrale de type Hammerstein
dans les espaces de type espace de fonctions a variation bornée. (cf. [B :05]).



N
9]

3.1 Introduction et notations

Introduction et notations

Dans cette section nous rassemblons quelques définitions et résultats qui seront nécessaire dans la
suite.Commenons par la notion de A variation bornée introduite par D. Waterman en 1972. soit f

une fonction des valeurs réelle définie sur un intervalle [a,b], {I,} une suite d’intervalles ne se chevauchant
pas d’intervalles I, = [ay,, by] < [a,b] et soit A notons une suite strictement décroissante des valeurs positifs
An tels que ZA_ est divergeante. Une fonction f est dite A a variation bornée (ABV) si pour tout suite

{I,}ona:Ona :n

o |fUn)l
5 f

1 <too 1q: fUp) = f(bp) - flan)
=1 n

3

Dans le cas particulier ot A = {n}, on dit que f est une variation liée harmonique (HBV). Si f a une
variation liée a A, alors la variation de f sur un intervalle [a,x](a < x < b) est définie de la maniére
suivante :

& 1
Va(fla, x]) = sup{ Y |fi )
n=1 n

oule suprématie est prise sur toutes les suites d’intervalles {I,} se chevauchant pas telle que : UI, < [a, X].
Nous remarquons que les fonctions ABV ont une partie de la propriétés que posséde les fonctions qui ont
une variation limitée au sens de Jordan). Par exemple, une fonction ABV est liés et ses discontinuité sont
tout au plus dénombrables. Par ABV(I,R)=ABV(I) on notera lUespace de toutes les fonctions x: I — R tel
que Vi (x,I) = VA(x) < +oo avec la norme | xlla = x(a) + Va(x). ABV(I) avec cette norme est un espace de
Banach. Comme d’habitude, par C(I) = C(I,R) nous désignerons Uespace de Banach de toutes les fonctions
continues [— R avec la norme classique || x|c = sup|x(s)|. Les fonction ABV continues sont un sous-espace
fermé de BV. Le suivant est bien connu.

Lemme 01 :Si petp, sont des semi-normes sur un espace linéaire X donné tels que pour chaque suite
(Xn)nen d’élément de X on ait py(x,) — 0 implique p2(x,) — 0, alors il existe une constante M tq :
p2(x,) < Mp1(x,) pour chaque xeX

Lemme 02 :il existe un constant ¢ tq : sup |x(t)| < ¢|lx|lx pour tout xe ABV (I).
te<l

Equation intégrale de Hammerstein

Concidérons léquation intégrale de Hammerstein suivante :

U(t) =g(1) +7lfIK(t, ) f(u(s)ds (1 (I=10,al)

lglia=1g0)+ Va(glO,al)
tq :

I
Va(gl0,al) =sup ) Ig/(1 )
n=1 n

| [Tn=lan, byl 1 ,et: g(In):g(bn)_g(an)

T(u(r)=g{® +/1fIK(t,S)f(u(s))ds
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3. Sur une équation intégrale dans un espace de type fonctions a variation

bornée

et on note :
F(u(t))=fIK(t.S)f(u(S))ds

on suppose que :

e g:I—RtqgeBV

e f:R— R est une fonction localement Lipshitzienne

« K:IxI—R ,tq:¥(t,s)el%3c>0tq: Va(K(L,s),]) < M(s)
tq: M:I1— R, est intégrable et K(t,e) est L—intégrable

Théoreme :Sous les hypothéses ci-dessus, il existe un nombre p > 0 tel que pur tout A avec :

Uéquation (1) a une ABV-solution définie sur I.

Preuve :

Soit r>0tq: lgla<r et L, :constante de Lipschitz (|f(s)— f(t)| < L,|s—t|,Vs, te[-r,+r1])
on choisir p>0:

(lg@|l + Va(gl=r,+rD+ sup plf (Dl K(t S)+M(s)ds<r (x)
teln[—r,+r]
et:
erf(IK(O,S)I+M(S))dS<1 (2)
I

tq ¢ est plus petit nombre satisfaisant Uinégalité :

sup|g(N)IP = ¢liglia
tel

soit |[A|<p et I,=ay byl <Ionaalors:

" F(u(l;)] |F(u(bj)) — F(u(a;)|
Z - J Z J . J
J j=1 J
no| (b],S)f(u(S))ds—fIK(aj,S)f(u(S))dSI
:Z 7
]:

|(K(bj,s) - K(aj,S))ld
Aj

< suplf(u(S))I Z
]

<sup|f(u(s)l | Va(K(,s)ds
tel 1

<sup|f(u(s))] M(s)ds < 400
tel

donc : Fe ABV
d’'autre parton a :

Tu) (I,
ITully = 1Tu)|+ Va(Tul-r, ) (Va(Tul-r, ) =sup Y I j)( )
n=1 n
Tu) (I,
:ITu(0)|+supZ|( L/tl)( )I Itq : Tu(I,) = Tu(by) - Tu(ay,)
nz1 n

Al < p,
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3.2 Equation intégrale de Hammerstein

ona:

(Tu)(I] nogbj)+A [ KDbj,s)f(u(s)ds—gla;) —AfIK(aj,s)f(u(s))dsl

Ji :]Z:l| Aj

|g(bj) — glaj)l IK(bj,s)—K(aj,s)lds
wﬂmumﬂmh R
] tel j

Kbi,s)—K(ai,s
IK(bj,s)— (])|ds

< Valgl=r, D) +|Alsup| f(2)| Z
tel i3 Aj

< Va(gl=rr]) +|Alsuplf(9)l IVA(K(°;S)[0,a])d$
tel

< Va(gl=rrD) +IAlsuplf(2)] M(s)ds (%)
tel

etona:

1 Tu)| = 1g(0) + A fl K00, 5)f(u(s))dsl
< Ig(O)I+|/1IfI|K(0,s)||f(u(s))Ids

<|g )| +I|Alsup|f(u(s))l IIK(O, lds ...(kx * %)
tel
d’aprés (%), (xx)et(x *xx) on a :

[ Tulla <18(0)]+ Va(gl0,al) + [Alsup| f ()] (IK(O S+ M(s)ds<r
tel

donc :
T:B(0,r)<B(,r)
Soit :Uy,U, € BV on a alors :

IT(U) =T la=I(TWU) - TU2))0)]+ VAT (U1) - T(U2))[0, al) 3)

TWU)-TWU))U
— [(T(U) - TW) )] +sup ¥ | LI T U

n=1 /1n
A S K(t,9)(f(UL(8) = f(U2(s)))Un)d
(W) - T +sup Y | LKL IO - JUNIds,
nx=1 n
K(t,9)(f(UL(9) = f(U20)))U)d
=|(T(Uy) - T(U2))(0)| +|AlIsup > |f1 $)(f(h S/l FWa(s Uy SI
n=1 n
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3. Sur une équation intégrale dans un espace de type fonctions a variation

bornée
d’autre part :
3 lfIK(t,S)(f(Ul(S)) —f(Uz(S)))(Ij)dS| - X”: lfI(K(bj,S) - K(aj, $))(f(Ur(s) —f(Uz(S)))dS|
Jj=1 Aj = Aj

J11K(bj,$) = K(aj, I f(UL(s) = f(U2())Ids

n
; Aj

J;|K(bj,s)—K(aj,s)lds

<sup|f(UL(s) — f(Us(s))| Z

sel j=1 Aj
|[K(bi,s)—K(aj,s)|ds
< L, sup|Uj(s) - Uz(snfz ! !
sel A]
< Lysup|Ui(s) - Uz(S)If VA(K(e,))ds
sel 1
< Lysup|U;(s) - Ug(s)lfM(s)ds
sel 1
on passant a la limite lorsque n — oo et on trouve :
VAF(WU —U2),[-1,+71]) < Lrsup Ui (s) — Uz(S)IfIM(S)dS (4)
sel

d’autre part :
(TWY) - TW) )] = A fl K0, 9)(f (U1 (s)) - f(Ua(s))dsl
< I/llsuPIf(Ul(s))—f(Uz(s))IfIIK(O,S)IdS
< IAIL, sup UL (s) - Us(s) fl KO,9lds ()
d’aprés (2),(3),(4) et (5) ona:
I T(WUy) = TWI < IAILy sup Uy () — U (s) fl M(s)ds +IAIL, sup|Uy (s) - Un(s)| fI IK(0, 5)lds

sel sel

<|AIL;sup|Ui(s) - Uz(S)IfI(IK(O, S)|+M(s)ds

sel

<AL/ ¢ UL — Ua IIAfI(IK(O, $)I+M(s)ds

d’ou Uapplication est contractante.
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Conclusion et perspectives
-

Ce mémoire a été consacré a 'étude d’une certaine classe d’équations intégrales. Une approche

indirecte a été menée dans au premier chapitre via les F-contractions. Dans le second chapitre

on a présenté une étude directe et détaillée d'un probleme concernant I'existence locale et 'unicité des

solutions d’une équation intégrale de type Hammerstein dans les espaces de type espace de fonctions
a variation bornée.

Comme perspectives, on se propose a I'avenir :
1. de donner des applications aux intégrales via une classe plus large de -contractions.

2. d’étendre les résultat obtenu au second chapitre pour classe plus large d’espaces de type BV (a
variation bornée).

Ilyas Berraoudi & Salim Zidi Univ. A.L-Khenchela A.U. 2018-2019
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