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Introduction

Les systémes & petit nombre de corps interviennent dans diverses branches de la physique
telles que la physique nucléaire, la physique des particules, la physique atomique et moléculaire,
la théorie quantique du solide et méme en chimie quantique. Ceci donne lieu & des échanges
interdisciplinaires extrémement fructueux.

Généralement le cadre de ’étude des systémes & petit nombre de corps est la mécanique
quantique non relativiste. Autrement dit, la dynamique de tels systémes est gouvernée par
I’équation de Schrodinger & N corps.

La résolution analytique des problémes & N corps est trés difficile voir impossible pour
la plupart des problémes réels. Déja, le probléme le plus simple, & savoir le probléme a un
corps invariant par rotation, ou, ce qui revient au méme, le probléme a deux corps avec une
interaction invariante par translation et par rotation, ne sont résolvables que pour des classes
trés particulieres de potentiel. Dans tous les autres cas, on est obligé & recourir & des méthodes
de résolution approximatives. Parmi ces méthodes, citons le développement sur les harmoniques
hypersphériques [1], [2], les équations de Faddeev [3], dérivation de bornes supérieures par le
développement systématique sur des Gaussiennes corrélées [4], ....

Parmi les systémes a N corps qui sont exactement solubles on trouve I’oscillateur harmonique
qui fera ’objet principal du travail présenté dans ce mémoire. On vise donc a résoudre de maniére
analytique exacte de I’équation de Schrodinger a N corps pour des potentiels harmoniques. On
s’intéresse en particulier & la détermination du spectre d’énergie et la fonction d’onde radiale.

Le manuscrit s’organise comme suit :

Dans le premier chapitre : nous présentons un apercgu assez général sur ’équation de Schro-

dinger et les relations de commutation canonique. Nous avons ensuite présenté les coordonnées



de Jacobi indispensables pour le traitement des problémes a petit nombre de corps.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire, concerne ’'oscillateur harmonique & une particule.
Nous avons résolu le probléme de l'oscillateur harmonique & une et & trois dimensions par une
méthode algébrique.

Le troisiéme chapitre est dévolu & I’oscillateur harmonique & deux corps. Nous allons montrer
que le probléme a deux corps, dont 'interaction ne dépend que de la distance relative entre eux
est équivalent au probléme d’une particule en mouvement dans un champ de force centrale.

Le quatriéme chapitre sera consacré a 1’étude de l'oscillateur harmonique & trois corps.
Toutes les configurations possibles de masses seront considérer.

Le cinquiéme chapitre concerne 'oscillateur harmonique & quatre corps. Nous allons exami-
ner le cas de toutes les masses égales puis le cas avec trois masses différentes et finalement le
cas général ou toutes les masses sont différentes.

Le probléme & cing corps sera traité dans le sixiéme chapitre. Nous allons considéré trois
configurations, a savoir, la configuration avec toutes les masses égales puis celle avec deux masses

différentes et finalement le cas général dont les masses sont toutes différentes.

Finalement, on a une conclusion générale sur ce travail



Chapitre 1

L’équation de Schrédinger

Dans ce chapitre, nous allons présenter en détail I’équation de Schrodinger qui est I’équation
de base de la mécanique quantique ainsi que les relations de commutations canonique. Nous
allons ensuite présenter les coordonnées de Jacobi utiles pour étudier les systémes & petit nombre

de corps.

1.1 L’équation de Schrodinger

L’équation de Schriodinger, fondé par le physicien autrichien Erwin Schrodinger en 1925,
est ’équation de base de la mécanique quantique non relativiste [5]. Elle a la méme impor-
tance centrale pour la mécanique quantique que les lois du mouvement de Newton ont pour
les phénomeénes a grande échelle de la mécanique classique ou les équations de Maxwell en
électromagnétisme. Elle décrit la forme des ondes de probabilité (ou des fonctions d’onde) qui
régissent le mouvement des petites particules et spécifie comment ces ondes sont modifiées par
des influences externes.

Selon la mécanique classique, si une particule de masse m est soumise a une force telle que
son énergie potentielle soit V (7), alors la somme de V () et I'énergie cinétique p?/2m est égale

a une constante, I’énergie totale E de la particule. Ainsi :

E:§H+V(f‘). (1.1)



En mécanique quantique I’énergie totale est substituée par un opérateur H appelé ha-
miltonien qui est propriétaire d’une expression similaire & I'expression de 1’énergie classique.

L’équation de Schrodinger est donnée par la loi suivante :

HUY (7 t) = m%\y (7 t) (1.2)

ou encore
P’ VALH R 0 v (T, 1.3
(S +vm)van—ingwin. (1.3

L’opérateur hamiltonien peut étre obtenu & partir d’hamiltonien de la mécanique classique
par le principe de correspondance; Si H(7,p) est 'hamiltonien classique, ’hamiltonien quan-
tique est obtenu en substituant aux variables classiques 7 (coordonnées) et p’ (impulsions) les
opérateurs 7 et p. Dans la représentation en coordonnées, les régles de correspondance [6] pour

I'énergie E et les composantes p,, py, p. de p.

. 0 h O h 0 h 0
FE H = ih— x Ax = T7 Dy = A z Az = T3, 1.4
- N Pe TP ioz Py TPy i Oy b= P2 =75, (14)

L’équation de Schrodinger devient alors :

2
(—;RA LV (F)) W 1) = i (7). (1.5)

En mécanique quantique, il existe des états d’énergie bien déterminée appelés également
états stationnaires. Pour un systéme qui évolue dans un potentiel constant, éventuellement nul,
tous les instants sont équivalents vis-a-vis de ce systéme. La densité de probabilité de présence
|¥|? doit, dans ce cas, étre indépendante du temps.

Pour un systéme a une particule de fonction d’onde V¥ (7, t), on doit avoir :



VU (7, t) est la fonction d’onde décrivant un état stationnaire d’énergie E. En reportant 1’expres-

sion (1.7) dans I’équation de Schrodinger (1.2), il vient :

z'hgt\I/ (7, t) = —haW (7,t) = HV (F,1). (1.8)

Puisque 'hamiltonien classique H est égale & ’énergie F/, on a : HU = E¥, dota=—FE /.
C’est une équation aux valeurs propres. Les fonctions d’onde des états stationnaires en fonction

du temps sont donc de la forme [7] :
U (7, t) = U (7) e B, (1.9)

En mécanique quantique, les solutions de 1’équation de Schrodinger d’un systéme physique
sont appelées des fonctions d’onde qui doivent étre interprétées en termes probabilistes. Le carré
de la fonction d’onde, cependant, a une signification physique : la probabilité dp de trouver la

particule & un moment donné ¢ dans un volume élémentaire d>7 est :
dp = |U (7, t)> d®F.

| (7, t)]* s'interprété donc comme une densité de probabilité de présence.

1.2 Relations de commutation canoniques

Dans la description quantique du mouvement d’une particule, il est clair que les opérateurs
de coordonnées 7; = Z, 7, 2 et de quantités de mouvement p,, py, p., ne commutent pas, et

leurs relations de commutation sont données par :

[f’i,ﬁj] = 7ip; — PjTi = thdj, 1,7 =1,2,3. (1.10)
ol
1 si 1=
8ij = (1.11)
0 si 1#£ ]

est le symbole de Kronecker.
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Nous avons en particulier

[iﬁaﬁx] = [Qaﬁy] = [271’52] = ihv (1'12)

Ces relations sont appelées Relations de Commutation Canonique.

Propriété :

Lors d’une transformation d’échelle effectuée sur 'opérateur position &, son moment Conju-
gué p, se transforme inversement. En effet, si on considére le nouveau opérateur position
N N . LA LA N 14 L, . .

T = a, son moment conjugué p, doit étre p, = -p, pour vérifier la relation de commu-

tation canonique :

[afc, ipx} - [m ﬁ;} — ih. (1.13)

1.3 Coordonnées de Jacobi

Pour étudier un systéme a petit nombre de corps, on peut introduire des coordonnées dites
de Jacobi pour éliminer le mouvement du centre de masse. Pour un systéme & deux corps, il est

familier de remplacer les coordonnées individuelles 7} et 75 par la coordonnée relative 7

et la coordonnée du centre de masse R

R=—— (miFf] + moih).
m1+m2( 171 + mafs)

Considérons maintenant un systéme de N particules de masses m; et de positions 7;. Soit

M la masse totale du systéme et R la coordonné du centre de masse :

N

M = ) m, (1.14)
=1
1 N

R = M;mf (1.15)

11



Nous définissons la j-éme coordonnée de Jacobi comme la variable relative de la (j + 1)éme

particule par rapport au centre de masse des j premiéres.

L IR
Bi = =T+ ——— D mifi. (1.16)

Au centre de masse des j premiéres particules, nous pouvons donc partir d’une particule est
deéfinir récursivement toutes les coordonnées de Jacobi [§].

Pour les problémes atomiques il est intéressant de prendre le noyau (la particule la plus
massive) comme premiére de référence. Les coordonnées de Jacobi seront approximativement

équivalentes aux coordonnées relatives des électrons vis-a-vis du noyau.

12



Chapitre 2

L’oscillateur harmonique a une

particule

On appelle oscillateur harmonique le systéme formé par une particule ou une assemblée de

particules plongées dans un potentiel de la forme :
L 9
Vix)= ik‘x , (2.1)

avec k une constante réelle positive.

L’exemple le plus simple est celui d’'une masse m soumise a une force de rappel F' = —kzx,
proportionnelle & la distance de la masse par rapport & une position de repos définie ici par
x = 0 [9]. Un grand nombre de systémes stables obéissent, en premiére approximation, a un
modele de ce genre : éloignés de leur position d’équilibre, ces systémes tendent & y revenir, régis,
si 'on se borne aux petites oscillations, par les équations de l'oscillateur harmonique. C’est le
cas pour les vibrations des atomes d’une molécule, ou celles des atomes et molécules au sein
d’un réseau cristallin.

En outre, le champ électromagnétique pouvant étre interprété formellement en termes d’os-
cillateurs harmoniques, la quantification des champs électromagnétiques provient directement

des propriétés de l'oscillateur harmonique traité en mécanique quantique.

13



2.1 Approximation harmonique

Les systémes se présentant en bonne approximation sous la forme d’oscillateurs harmoniques
sont trés nombreux. Classiquement, lorsqu’un systéme est en équilibre en x = xg, son énergie
potentielle est minimale, d’ot dV'(x)/dx|z=z, = 0. Au voisinage du point d’équilibre z = x(, on
peut développer le potentiel V(z) en série de Taylor :

V(z) = V(zo) + g (z —x0)* + C (& — 20)* + ... (2.2)

Pour des petites oscillations autour de x = x¢ (|]z — zo| << k/C), le terme cubique est
négligeable et le systéme se raméne a un oscillateur harmonique. Nous choisissons les origines
des positions et des énergies telles que z9p = 0 et V(xg) = 0, on obtient alors un potentiel

correspondant & celui d’un oscillateur harmonique donné par la relation (2.1).

2.2 L’oscillateur harmonique 4 une dimension

L’importance de l'oscillateur harmonique en physique quantique est double. Le premier
aspect concerne la possibilité de décrire en premiére approximation un systéme lié par un
oscillateur harmonique, cela donne des informations précieuses sur les niveaux d’énergie, leur
espacement et leur dégénérescence. C’est 1’idée utilisée dans la description du modéle en couche
des noyaux atomiques. Le second aspect concerne le formalisme utilisé basé sur la définition des
opérateurs de création et d’annihilation.

On considére une particule de masse m plongée dans un puits de potentiel harmonique,

c’est-a-dire que le mouvement de cette particule sera défini par I’hamiltonien :

2N e
H=-"2+— T 2.
2m+2mw3:, (2.3)

ol w est la pulsation propre de ’oscillateur.

On introduit l'opérateur de création de quanta :

at =g -, (2.4)

14



et son hermitien conjugué 'opérateur d’annihilation de quanta :

+ mw . ') .
V 2R vV Qmwhp (25)

On considére I'opérateur hermitique N = a™a :

) (i)

o mw e + ° (sp
= o T amante 2h ~ P
1 (P2 1 w252 1
- - (f=z = ] 2.6
wh < Mt ) =g (26)
ou on a utilisé la relation de commutation
TPy — Pud = [T, pz] = iR 1. (2.7)

L’hamiltonien (2.3) s’exprime donc en fonction de l'opérateur N par :

- ~ 1
H:wh<N+2]l>.

La recherche des valeurs et vecteurs propres de 'hamiltonien H se réduit par conséquent & la

recherche des valeurs propres n et des vecteurs propres |n) de N :

i ny = wh(N+;11> |n):wh<n+;> In).

Valeurs propres de N

+ ~

Comme D'opérateur N est hermitique car Nt = (ata)™ = ata = N, ce qui définit des

valeurs propres n réelles :

n* = (n|NT|n) = (n|N|n) =n.

Le vecteur bra (n| a™ est le transposé¢ du ket a |n) et par conséquent n représente la norme

15



(positive ou nulle) du vecteur a |n) :
n=la [n)] > 0. (28)

Les valeurs propres n sont donc positives ou nulles.
En faisant usage des expressions des opérateurs a (2.5) et a™ (2.4) et de la relation de

commutation canonique (2.7), le commutateur [a,a™] se réduit a :
aat —ata= [a, a+] = 1.
Il en résulte les relations importantes :

Na = a+aa:(aa+—ﬂ)a:aa+a—a:a(a+a—ﬂ)
= a (N — Il) ,
et de fagon analogue avec 'opérateur de création :

Nat = at a*za*(]l—i-cﬁa):a*(cﬁa—i-ll)

ou aussi en terme de commutateurs :

N = -a

W] = o
En appliquant 'opérateur Na au vecteur |n), il vient :
Na |n)=a (N— ]1) ) = aN|n) —aln) =anln) —aln) = (n—Daln).  (2.9)

Ainsi, le vecteur a|n) est un vecteur propre de N correspondant & la valeur propre (n — 1)

nécessairement positive (n — 1 > 0). On peut donc dire que le vecteur a |n) est proportionnel

16



au vecteur |n — 1) qui est aussi vecteur propre de N correspondant a la valeur propre (n—1):
Nn—1)=(n—-1)|n—1). (2.10)
De méme le vecteur a2 |n) est vecteur propre de N correspondant a la valeur propre (n — 2) :

Na?|n) = (aN - a) aln) = (aNa - a2) In) = (a (aN - a) - a2) |n)
= (aQN — 2a2) In) = (a*n — 24d°) n) (2.11)

= (n—2)d*|n).

De maniére générale, le vecteur a” |n) (avec p > 2) est un vecteur propre de N correspondant

a la valeur propre (n —p+1) :
NaP|n) = (n—p+1)aP|n). (2.12)

En comparant les relations (2.9) et (2.10) cela conduit & poser :

alny=cln—1). (2.13)
On peut, sans perte de généralité, supposer les vecteurs |n) normalisés et écrire

<n, \ n> =0,
La norme du vecteur a|n) s’écrit :

(aln)™ (aln)) = (nla*aln) = (n = 1| c*cn = 1) = |e* (n = 1| n = 1) = ||

Mais d’aprés (2.8), la norme de a|n) est égale a n, on peut donc déterminer la constante de

proportionnalité c :

c=+/n.

L’opérateur d’annihilation a fait passer de 1’état propre |n) de N a Détat propre |n —1) de

17



N via la relation (2.13) qui devient donc :
aln)y =+vnin—1). (2.14)
Multiplions les deux membres de cette derniére équation par I’opérateur a, nous obtenons
a?|n) =aaln) =avnin—1)=+/n(n—1)|n—2). (2.15)

Ainsi, en multipliant de gauche successivement 1’équation (2.15) par a on aboutit, par récur-

rence, a :

a’n) =v/n(n—1)(n—2)...(n—p+1)|n—p).

Si n = 0, c’est-a-dire si la norme du vecteur a|n) est nulle (||a|n)|| = 0), alors le vecteur
a |n) lui-méme est nul :

al0) = 0.

La valeur 0 appartient donc & la suite des valeurs possibles de n qui sont donc des valeurs
entiéres positives ou nulles n =0,1,2, ....

L’équation aux valeurs propres de 'opérateur hamiltonien H sécrit donc
A | 1
Hn) = N+§Il fuw [n) = n—|—§ fuw |n) .

Le spectre d’énergie de l'oscillateur harmonique est donc discret et les valeurs possibles de

I’énergie sont données par :

B, = <n + ;) o (2.16)

et la fonction d’onde associée est :

2
v, (x) = 06_7;;:)12Hn <anhx>

ou C est le constante de normalisation et H,, (q) est le n — éme polynome d’Hermite [10].

18



L’état fondamental correspond & n = 0 qui méne a la plus petite valeur de ’énergie :

1
E0:§M

et la fonction d’onde correspondante est une fonction gaussienne :

mw .2

Uy (x) =Ce 2™,
On montre de facon tout & fait analogue que :

N (a™)’|n) = (n+p) (a™)"|n)

et

(a*)P[n) = V(n+1) ... (n+p)|n+p).

A partir d’une valeur propre n > 0 quelconque et de son état propre correspondant |n)
de N , en appliquant 'opérateur d’annihilation a, on construit donc des états propres ‘n'> =
In — 1), |[n —2) ..., et par récurrence, on déduit que ce processus s’arréte forcement a n' = 0

avec 'état |0).

2.3 L’oscillateur harmonique isotrope a trois dimensions

L’hamiltonien de 'oscillateur harmonique a trois dimensions s’écrit comme suit :

. 1, R R 1 . N .
H= 5 (pi +p§ —I—pz) + 3™m (wixz + wzgf + w§z2)

formellement, il s’agit de trois oscillateurs indépendants. w,,w, et w, sont des constantes réelles
positives appelées pulsations. L’oscillateur est dit isotrope si :

Wy = Wy = W, = W.

Alors :

e B
H =5 (b2 + 5y +92) + 5gme® (3 + 97 + 2%) (2.17)
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L’espace des états &, peut étre considéré comme le produit tensoriel des espaces des états

& &y et &, d’une particule en mouvement sur les axes Oz, Oy et Oz

fr:€x®§y®§z

ou &, est 'espace des états d’une particule se déplagant suivant Oz, &, et £, étant définis de fagon
analogue. Alors I’hamiltonien peut étre écrit sous la forme d’'une somme de trois oscillateurs

harmoniques unidimensionnels comme suit :

H=H,+H,+H., (2.18)
avec
. P2
H,, = 2;’; + §mw2r12, Ti =1T,Y,2

Comme on connait les valeurs propres et les vecteurs propres d’un oscillateur a une dimen-

sion, on a pour les trois hamiltoniens H,, Hy et H,

N 1
Hy|ng) = By, |n:) = <nm + 2) hw|ng) ,
“ 1
H, |ny> = Eny |ny> = | ny+ 9 hw |”y> )

A 1
H,|n,) = E, |n.)= (nz + 2) hwin,),

ol |ng) , [ny) et [n.) appartiennent respectivement a £, §, et &,, et ng, n, et n, sont des entiers
positifs ou nuls.

Les valeurs propres de H , (2.18), sont les sommes des valeurs propres de f[x, ﬁy et H, soit :

Enm,ny,nz = EnT + Eny + En

(e
i ()m
(3
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ol n = ng + ny + n. est un entier égal a la somme de trois nombres entiers dont chacun peut
prendre toutes les valeurs positives ou nulles. n sera donc aussi positif ou nul. La fonction d’onde

associée est

2 2 9
Y (2,9,2) = Ce_%“'anm <m(;;x > . e_%yQHny <mc;by ) X e_%ﬁan <mwhz> .

D’autre part, si on travail dans le systéme de coordonnées sphériques, nous obtenons le méme

résultat avec 'apparition du nombre quantique orbital [ :

E,.1= <nr+l+2>hw: <n+;’>hw:En

oul=0,1,...,n, —1 et n =n, + [, avec n,, un nombre entier positif ou nul.
La fonction d’onde radiale pour ’oscillateur harmonique isotrope est
o] —mwp2 4 mw o
Roi = Orlem 37102, (0r7)
ou C' est une constante de normalisation et L est le polynome associé de Laguerre [11].

En particulier, I’énergie de 1’état fondamental est la valeur propre la plus basse de I’hamil-

tonien

BV = ;hw

et la fonction d’onde correspondante sera :

(1) . _mw .2
Ry =Ce 2",

Remarque
On se trouve parfois dans la situation ot I’hamiltonien de l'oscillateur harmonique isotrope

a trois dimensions s’exprime en fonction d’une constante dite de couplage A :
H = ap?® + \i? (2.19)

avec \ = %mwQ et & = 1/(2m) sont des parameétre positif. Dans ce cas, le spectre d’énergie
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s’obtient facilement par la relation

E, =hVa(2n+3). (2.20)

1 /a2 gal 1 /A
Rn,l = C’l”le 2V« L(nil)/g (%\/;72) : (221)

et la fonction d’onde
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Chapitre 3

L’oscillateur harmonique a deux

corps

L’étude des vibrations des noyaux d’une molécule diatomique est une application simple
des résultats obtenus pour l'oscillateur harmonique [12]. Nous allons voir qu’on peut en effet
ramener le probléme des vibrations des deux noyaux atomiques de la molécule a celui plus
simple d’une masse réduite vibrant dans un potentiel harmonique.

Pour cela, nous allons d’abord étudier le probléme général de deux particules en interaction
qui ne sont soumises & aucune force extérieure, ce qui est le cas précisément de l'oscillateur
harmonique.

En mécanique classique, le probléme du mouvement de deux particules en interaction peut
étre réduit & celui d’une seule particule, en séparant le mouvement du centre de masse et celui
autour de ce centre. Nous allons voir qu’une séparation analogue peut étre réalisée en mécanique

quantique.

3.1 Probléme de deux particules en interaction

Considérons deux particules de masses respectives mj et mo. Soient 7 et 75 les rayons

vecteurs des particules (Figure 1). Notons 7 le vecteur relatif :

!
1
!
|
31
~
w
—t
S—
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Supposons que le systéme ne soit soumis a aucune force extérieure et que l'interaction entre
les particules ne dépend que de leur distance relative r = ||7]| [13]. Notons par V () I’énergie

potentielle d’interaction. L’opérateur hamiltonien de ce systéme s’écrit :
H=T+V () =——A1— —2As+V(7) (3.2)
m

o T est la partie cinétique de 'hamiltonien, A et As sont les Laplaciens relatifs aux coordon-
nées respectives de chaque particule.

Introduisons le rayon vecteur R du centre d’inertie défini par :

ﬁ _ miry + mara (3.3)

mi + ma

—

Figurel : Systéme a deux corps : La coordonnée relative 7=

et la coordonnée du centre de masse R

Notons X, Y et Z les composantes de R, z, y et z celles de 7, z1, y1 et z1 les composantes
de 71 et x2, Yo et zo celles de 5. Les anciennes variables x;, y; et z; sont liées aux nouvelles par

les relations (3.1) et (3.3). On a, par exemple :

m1 m2

T =x1 — T9, X = T+ To
mi + mso mi + mso

et des relations analogues pour les autres variables. Ce changement de variables permet d’ex-
primer les laplaciens qui figurent dans ’hamiltonien (3.2) en fonction des nouvelles variables x,
y, 2, X, Y et Z.

Soit une fonction f des deux variables 7 et 7 (en vérité c’est une fonction de six variables,
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une variable pour chaque composante des deux vecteurs) et soit une deuxiéme fonction g des

variables 7 et R décrivant la méme grandeur A = f(71,7) =g (F, ﬁ) . La différentielle de A

s’écrit :
Lo of of of of of of
dA=d ——dr1 + =—dy1 + =—dz + —d ——dys + ——d 3.4
f(?"l,T'Q) 8 1+8 +8 Z+82Z’2+a y+6 ¥4 ( )
si on adopte comme variables les vecteurs 71 et 7. Et
dg dg dg dg dg dg
dA:d(*fj:4ﬂz Yy + Yy dx ay 4z .
g7, R 5 :/C—i-ay y+8z z—l—aX +8Y +8Z (3.5)
avec les variables 7 et R.
En utilisant le fait que
dx = dx1 — dxo, dy = dy — dys, dz = dz — dzo, (3.6)
et
dX = m1+m2 dzy + m1+m2 dza,
dy = m1+m2 dyl + m1+m2 dy27 (37)
dzZ = mﬁ%Q dz1 + mﬁ?mQ dzo,

on peut tirer les composantes des Laplaciens A; et Ao en fonction des dérivées partielles par

rapport aux composantes du vecteur relatif 7 et celles du vecteur du centre de masse R:

0 __m + 0 __my 90 _ 0

Or1 ~ mit+me aX 830’ Ors ~ mi+mo 0X oz’

0 _ _m + 9 mg O _ O

dy1 ~ mitme 8Y 8y’ dya ~ mi+mg Y oy’

0 __m + 9 _ _ma 9 _ 9

0z1 ~ mi+tme 8Z 8z’ Ozo ~ mi+me 07 0z"

Les dérivées secondes se déduisent facilement
2 2 2 2

0 _ my 9 4 2m 9 O O _ ma 9> + _ _2mp 09 9
8z m1+me X2 8362 mi+mg 00X’  0x2 mi+me X2 8:(:2 mi1+me Oz 0X’
o0 (_m V2 200 0 _ (_m 28+ 2my_ 0 0
oyr mi1+mo 8Y2 8y2 mi+meo Oy 0Y’  Oya mi+mso Y2 mi+mao Oy 0Y
0 _ m V2 0 w90 9 _ my 2W+ 2my 0 O
0z1 mi1+mo 8z2 mi1+meo 0z 074 Ozg — mi1+mso T mi+mg 0207

9 0 _ 90 0
ol on a utilisé le fait que 9693 = 05 da-
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Les expressions des Laplaciens Ay et Ay se simplifient en :

2
;LAY LN . 92 my 2 9? 92
Ar= o2 Vo T o2 = (a:ﬂ + ay2 822> + <m1+m2 oxz Tovz T oz
2my (90 9 4 0 0 , 9 0
+ m1+m2(18X+8y6Y+3z8Z )
et
2
- 0,9 8 el ool ma eI R ol
Ap = 2:2 ToZ T a2 T (8:{:2 Taz Tt 822> + <m1+m2> (ax? Toavz T az2>
— 2mg (0 0 4 0.0 4 0 9
mi-+mo r 0X Oy oY 0z 07 )
En fin, la partie cinétique T' de I’hamiltonien du systéme se réduit a :
N 02\ _ »n? my A2 _2my (0 8 9 8 8 8
T= T 2my (83:2 + 8y2 8;;2) 2ma <m1+m2> (8X2 + 8Y2 + 8Z2) 2m1 mi+me \Ox 0X + oy oY + 0z 0Z
2
_h? 92 % [ may ok B 2my (0 8 8 8 D 8
T 2mag (8:52 + 8y2 8z2) 2mo (m1+m2) <8X2 + 8Y2 + 822) + 2mso m1+ma \ Oz OX + oy oY + 0z 0Z
2 2
R 92 h2 my 12 ma 9? 52 2
<2m1 + 2m ) (8932 + 8y2 8z2> + <2m1 (m1+m2 + 2mo \ mi+ma 0X?2 + Y2 + 072
_ b2 mitme 82 _ K2
- 2 mims 8322 + 8y2 822 2(m1+ma2) 8X2 + 8Y2 + 822
f2 82 }L2 82 82
(8:1:2 +4e @) (ax? T ov? 322)
ou u = % et M = my + mo sont respectivement la masse réduite et la masse totale du
systeme.

Si on adopte les notations suivantes :

A — iz + 872 + 872

T 022 Oy 022
0?2 0? 0?

ax2 " av? Tz

Ar =

I'hamiltonien H donné par (3.2) s’écrit en fonction des nouvelles variables 7 et R:

2 2
i) A I

H=—-"NA\ — —
2" 2M

Ap+V (7). (3.8)

L’équation stationnaire de Schrodinger du systéme s’écrit alors sous sa nouvelle forme :

v (F, ﬁ) — BV (F, Fz) (3.9)
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ott U dépend des nouvelles variables 7 et R : U (f', Ff) =V (z,y,2,X,Y,2)

Séparation des variables

Comme ’énergie potentielle V (7) ne dépend que de la variable r, nous allons voir qu’on
peut utiliser la méthode de séparation des variables pour simplifier la résolution de I’équation

de Schrodinger (3.9). Pour cela, cherchons une solution sous la forme :
v (F, ﬁ) — U () p (é) . (3.10)

Substituant l’expression (3.10) dans I’équation de Schrodinger (3.9), on obtient par séparation

des variables, les deux équations :

h2
<—2MAT +V (F’)) U (r) = E¥(r) (3.11)
h? - ~
— AR (R) — Epy (R) (3.12)
avec ¥ = E,. + Ep.
L’opérateur
. K2

o, = -2 A, 1

o +V (7) (3.13)

est souvent appelé hamiltonien relatif.

La fonction d’onde W (7) décrit le mouvement relatif des deux particules en tant que mouve-
ment d’une particule fictive de masse p dans un potentiel V' (7). L’équation (3.11) est I’équation
de Schrodinger de ces mouvements relatifs et F,. est I’énergie du systéme résultant de I'interac-
tion des deux particules.

La fonction ¢ (ﬁ) décrit le mouvement du centre de masse en tant que mouvement libre
d’une particule de masse totale M. L’équation (3.12) est I’équation de Schrédinger décrivant ce
mouvement et E'r ’énergie de translation de ’ensemble des deux particules.

Remarque

Dans un repére lié au centre de masse du systéme ’énergie totale est égale a ’énergie du
mouvement relatif £/ = E;, puisque la vitesse du centre de masse est nulle et il est de méme
pour ’énergie cinétique E;z = 0.

Dans le reste de ce document on ne s’intéresse que de 1’énergie relative.
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3.2 Cas d’une interaction harmonique

Le potentiel de deux particules en interaction harmonique est de la forme :

et 'hamiltonien du mouvement relatif est :

. K2
H, = ——A, + kr?.
2u

Le spectre d’énergie du mouvement relatif de deux particules en interaction harmonique s’ob-

tient donc par ’équation (2.20) :

E® = (2n +3)iWka = (2n+ 3) h\/i (3.14)

En vertu de (3.14), la fonction d’onde radiale associée est

2 _ 1 2 +1 1
Rn’g (r) = Crle=2r VIR L(nil)/Q <%\/2ukr2> .

0 9 ( )

et la fonction d’onde radiale correspondante :

Le niveau fondamental se réduit a

RY) (r) = CemanVIh*,
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Chapitre 4

L’oscillateur harmonique a trois

corps

On s’intéresse dans ce chapitre & I’étude des systémes a trois corps en interaction harmonique

& deux corps ne dépendant que de la distance relative entre eux :
V (75, 75) = V(175 = 751) = ki (72 = 75)° (4.1)

Supposons que les particules ne se distinguent que par leur masse et donc la constante de
couplage k;; de I'interaction entre deux particules ne dépend que des masses des deux particules

impliquées. Autrement-dit, de maniére générale :
k:ag = ka,y si mp = M. (4.2)

L’hamiltonien du systéme s’écrit donc :

p@ _ P B B
HB) = + +
2m1 QWLQ 2m3

+ ki (71 — 72)2 4 kg (1 — 73)° + ko (P2 — 73)°. (4.3)

Nous allons considérer tour-a-tour toutes les configurations possibles de masse, & savoir :
- toute les masses égales : configuration qu’on notera (m, m, m).
- configuration avec deux masses différentes qu’on notera (m, m, M).

- la configuration la plus générale avec toutes les masses différentes (my, ma, ms).
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4.1 Systéme ayant toutes les masses égales (3 x m)

Cette configuration correspond au cas ou les 3 masses du systéme sont toutes égales.

Figure 2 : Coordonnées de Jacobi pour le systéme & trois corps :
o = 71 — 7o vecteur liant les deux premiéres particules,

p le vecteur liant la troisiéme particule et le centre de masse des deux premiéres.

Les coordonnées de Jacobi 7 (1.16) et g sont définies dans ce cas par :

1 =72 (44)

I
!
=3

T 1

l

Il
[\V)

I
oot
+
N[
—
!
+
ol
S~—

p:

En adjoignant aux coordonnées de Jacobi 7 et g (4.4), la coordonnée du centre de masse R

définie par :

—_

R’:*(_)1+772—|—’/73), (4.5)

w

on obtient un systéme de trois équations que l’on peut inverser pour exprimer les coordonnées

individuelles 7, 72 et 75 en termes des coordonnées de Jacobi 7 et g, et de la coordonnée du

centre de masse R. Nous obtenons :

M =R+ 7+ 17,
_ = 1> 1=
7“2:R—§7”+§/):
- 5 22
3 =R — 5p.
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Le terme de D’énergie cinétique dans ’hamiltonien (4.3) exprimé en termes des vitesses

7'71 = dfl/dt, 7._"2 = dfg/dt et 7._"3 = dF3/dt,

D - - .2 .2 .2
1 1 1
T(S)_pl +p2 +p3 = —m¥, + Zmiy + —mf 4.6
2mq 2mo  2mg 2m7‘1 2m7’2 2m7’3, ( )

se réduit en termes des vitesses relatives aux coordonnées de Jacobi a :

.2
1 251 my 21 2m) 2
T =S @m R+ (5)7 45 ()7 A7
5 BM)R +o (5 )7 +5( 5 )P (4.7)
ou R =dR/dt, ¥ = dF/dt et p = dp/dt. Les masses 3m, m/2 et 2m/3 seront considérées comme
des masses fictives ou réduites liées respectivement aux coordonnées R , 7 et p. 1l est clair que
la masse fictive liée a la coordonnée du centre de masse ne peut étre que la masse totale du
systéeme M = 3m comme il se doit.

En termes des moments conjugués Pg, p, et pj, 'énergie cinétique s’écrit :

1 -
B - _— p2
T M R+

1
2(%)

Dans les conditions (4.2), c’est-a-dire que les constantes de couplage sont toutes égales :

L 5 4.8
20" )

Py +
kij:k, sii<j=1,2,3,
I’énergie potentielle se réduit a son tour en termes des coordonnées R ,Tetpa:
3
VO =k (7 — ) + k(71— 75)° + k(7 — 73)° = Sk + 2kp?. (4.9)

L’hamiltonien du systéme se simplifie en :

R P2 -2 52 3
A = 2+ 212 + 2125 + Shr? + 2kp? (4.10)
T P
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ou

m

oy = 9

2m

By = —

P 3
représentent respectivement les masses réduites relatives aux coordonnées de Jacobi 7 et g.

L’hamiltonien relatif se réduit donc & :

N p2 3 p2
H®) = <T + kr2> + [ =2 +2kp? (4.11)
2, 2 24,
qui n’est d’autre que I’hamiltonien d’un systéme composé de deux oscillateurs harmoniques
indépendants. L’énergie du systéme est alors la somme des énergies des deux oscillateurs et la
fonction d’onde totale est le produit des fonctions d’onde de ces oscillateurs. Dans un systéme

d’unités ou A = 1, nous avons :

13 1
EW® = k(2 a2k (2
n 502 (2n1 + 3) + o0, (2ng + 3)

_ ;i(?(n1+n2)+6)—2\/§(n+3). (4.12)

La fonction d’onde radiale associée est le produit des deux fonctions d’onde radiales :

(3) _ _1 /3K 2 Ii+1 _ L /A 2 o+ 1
B sty (rp) = Crliem 3B 03 (L fBlpnr?)  plre SV LTS (LK)

avec ni, no, et n, liet Iy des entiers positifs ou nuls.

L’état fondamental

L’énergie et la fonction d’onde du niveau fondamental seront donnés par :

3k 3k 3k
20 _of VELA N 41
0 3 ( 2m + 2m 0 2m’ (4.13)

R(()?’g 00 = Ce_%‘/3kurr2e_%’ /4k,u,102. (4'14)

Il

32



4.2 Systéme ayant deux masses différentes (2 x m,1 x M)

.....

d’une troisiéme particule de masse mg = M.

Comme m; = ma, les conditions (4.2) impliquent :

Les coordonnées de Jacobi 7 et g sont définies de la méme maniére que dans le cas des
masses égales, équations (4.4) tandis que la coordonnée du centre de masse R est cette fois-ci

donnée par :
1

R=—— (mf 7+ M7s) . 4.1
R 2m+M(mr1+mr2—|— 7“3) ( 5)

En inversant les relations (4.4) et (4.15), on obtient l’expression des coordonnées individuelles

en termes des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du centre de masse avec le résultat :

. B, 1= M =
=R+ 57 5y P
= _ D 1> 2M =
r2 = R =37+ oxrigm P
1 om =
T3 =R~ gm0

Le terme de I’énergie cinétique dans 'hamiltonien (4.3) s’exprime en fonction des vitesses 7} =

dy Jdt, 7y = diydt et 75 = dis /dt,

]52 ﬁQ ]32 1 .2 1 .2 .2
T = o T om T aar = g™ T g2 T M, (4.16)
se réduit &
@ 1 S Lmy 21 2Mm 2
TG = = (2m+ M) R 7(f)* ) (e 4.17
y GmAME +5(3 +2<M—|—2m)p (4.17)

ot R = dﬁ/dt, 7 = dr/dt et p = dp/dt. Ou encore en termes de moment conjugués Pr, p, et

+ 2 (4.18)
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Les masses

m
B = (4.19)
et
2Mm
= 4.20
Fo = M+ om (4.20)

représentent respectivement les masses réduites relatives aux coordonnées de Jacobi 7 et pg.
M =2m + M est la masse totale du systéme.

Le terme de ’énergie potentielle se réduit a son tour a :
1
V(3) = k?lg (Fl — F2)2 + k (’Fl — F3)2 + Kk (172 — ,,;»3)2 = <2k3 + k‘12> ’r‘2 + 2kp2. (421)

On s’intéresse toujours & I’hamiltonien relatif qui se simplifie en une somme d’hamiltoniens de

deux oscillateurs harmoniques tridimensionnels isotropes découplés :

— D
r7(3) — o pfp 1]{3 k 2 o2k 2
( 2ur+2up+<2+l2T+ p

=2 1 2
= (I (ke k ) ) (22 2kp?
241, 2 2p,,

ot 1, et y1, sont données respectivement par (4.19) et (4.20).

Le spectre d’énergie et la fonction d’onde radiale pour 'oscillateur harmonique & trois corps

avec deux masses différentes seront donnés par!

1
sk + k1o 2k
E®) — 27 %9 — (2
n1,n9 2/J/,r ( ni + 3) + 2/,(/p ( n9 + 3)
=\, (2n1 +3) + S (2n2 +3). (4.22)

(3) . 1= i/ (Aktkio)mr?  li+3 1 1 9
Ry gy (hp) = C rite? (3hhz) Lin 20y (5 (3k + k12) mr )
_1 [8kMm 2 41
! mp? ol 1 /8kMm 2
X p2e 2V M2 L(nsz)ﬂ (§ M+27:Lp )

ol ny et ng, l1et s des entiers positifs ou nuls.

! Toujours dans un systéme d’unité ot i = 1
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L’énergie du niveau fondamental et la fonction d’onde radiale du systéme a trois corps avec

deux masses différentes s’obtient donc par les expressions suivantes :

k + 2k12 k(M +2m)
By =3 \/ \/ : 4.23
0 om ¢ oMm (4.23)
R(()?(%,o,o O 2 (%k+’€12)m26—%\/%p2

4.3 Systéme ayant toutes les masses différentes (mq,ms, mg3)

Dans ce cas, les coordonnées de Jacobi 7 et g (1.16) sont définies par :

7?: _FQ + 7?17

ll
Il
U
S

I

L

=73+ — (mlf’l + m27:'2) ,
mi + mo

=Y
Il
S
|

La coordonnée du centre de masse est donnée dans notre cas par :

1

R=—— (miFi + mafs + maf3).
m1 + mg +mg

Les coordonnées des particules individuelles s’expriment en termes des coordonnées de Jacobi

7 et p et de la coordonnée du centre de masse R comme :

ma N ms3

Fl = R+ T+ ﬁ,

mi + mso m1 + mo + ms
5 = m1 o m3 5
To = R*

P

mi + mso m1 + mg + ms ’
my + mg 7

my +mg +ms"

La partie cinétique T3 dans ’hamiltonien (4.3) exprimé en termes des vitesses 71 = d7 /dt,

Ty = dra/dt et 73 = drs/dt se réduit a

3) 1 21 21 2
T = §m17“1 + 5777127’2 + 5777137"3
.2
1 S5 1 mamg 22 1 mg(my +mg) -2
= = R - - = 4.24
2(m1+m2+m3) +2m1+m2r +2m1+m2+m3p’ ( )
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qui peut étre réécrite en termes des moments conjugués Pg, p, et p, comme

D2 ~2 2
7@ = - | P P (4.25)
2M O 2p, 2p,
avec M = mq + mo + mg la masse totale du systéme et
. m1Mmsy
:u’r - my i m27
ms (my + mg)
py = almtma) (4.26)
mi + mo + ms
les masses réduites relatives aux coordonnées 7 et g respectivement.
On peut sans difficulté montrer que le terme de 1’énergie potentielle
V(3) = k1o (T_’i — F2)2 + k13 ('f’i — 773)2 —+ k23 ('FQ — Fg)2 , (4.27)
se simplifie en
k >+ mik 2k ka3 — mak
Ve — R (my +mg)” + mj 223 + mj 13,2 4 (k1z + ko) p? — QMRE’. (4.28)
(M1 + my) (m1 + ma)
L’hamiltonien relatif du systéme prend la forme quadratique suivante :
~ (3 D — k 4 2+ 2k + Qk _ NN
a® = 2122 + 2% + Bl n(lni)ﬁnnzl;)z% P22 4 (kg + ko) p? — Qm?ﬁii’#if””’ (4.29)

décrivant ainsi un systéme de deux oscillateurs harmoniques couplés. Du fait, le spectre d’énergie
ne peut étre déduit directement. Il faut donc chercher a découpler cet hamiltonien par des
changements de variables.

Pour ne pas affecter le terme cinétique qui est déja découplé, nous allons d’abord procédé

par une transformation d’échelle

- - =
T etp—p

7 —

de telle sorte a ramener les termes en p? et ;5% a des facteurs multiplicatifs égaux (égaux a l'unité

par exemple) :
p Pp 2 2
r — —
ol P iR
2, 2p, Py TP,
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Pour ce faire, on considére la transformation d’échelle suivante :

—D =2
pr N -2 Pp — -2 430
2u, P 2, Py ( )

C’est-a-dire
N 5, -1 =
Py = ZPr Py = 5P (4.31)
Pour que 7 et P, soient des moments conjugués I'un de I'autre il faut que 7 se transforme

inversement (voir section 1.2)

P 7 =72, (4.32)
P — P =0\/2u, (4.33)

ou encore

. 2 /m1+mg
_ 4.34
7 ey pe— (4.34)

o [m1p+ma+m3 (4.35)
2mg (m1 -+ mz) ’ ’

)
I

En termes de ces nouvelles variables, ’hamiltonien relatif s’écrit :

avec
¥ k1o (m1 + ma)? + m2kos + m2kis 1o my + mo + ms ,
v (7;/”0) _ ( ) 1 2M13, 72 (k1z + kog) p2
2mims (m1 + mz) 2ms (m1 + m2>
L + mg + m3 mikos — makiz 4
mimoms (m1 + mg)

Sachant qu’une transformation orthogonale

e
T —rep —p

garde inchangé la norme (p? + ]5% dans notre cas), il est plus commode de se servir de telle
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. L1 . ., Y — . N . 2 :
transformation pour éliminer le terme croisé (7 .p ) qui apparait dans l'expression de 1’énergie

potentielle. Cette derniére peut étre écrite sous forme matricielle comme

(4.36)

ott A®) est une matrice carré d’ordre 2.
Il est clair qu'il existe une multitude de choix de la matrice A®) vérifiant égalité (4.36).

Mais en tenant compte du fait que la diagonalisation d’une matrice symétrique se fait via une

transformation orthogonale [14], il est plus judicieux de choisir une matrice AB) symétrique :

k12(mi+me)®+m3kes+m3kis 1 /mi+motms mikaz—maokiz
2mima(mi+ms2) 2 mimams (mi1+ms2)
. (4.37)

1 /mit+ma+ms mikoz—moki3 my+mo+ms3
2\/  mimamgs (m1+ma2) 2m3(mi+ma2) (K13 + k23)

Apres diagonalisation de A®) on obtient une matrice A®) diagonale,

AB) =

A1 0
AB) — ’
0 A2

dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres A\; et Ao de A®).
L’hamiltonien relatif se réduit donc en une somme de deux hamiltoniens d’oscillateurs har-

moniques découplés
16) = p2 + M7 + 52 + Nap”

Le spectre d’énergie s’obtient immédiatement en sommant les énergies des deux oscillateurs :

(4.38)

ni,n2

EY,, = V1 (2n1 +3) + V2 (2n2 + 3)

et la fonction d’onde radiale sera le produit des fonctions d’onde des deux oscillateurs découplés

3 . R, I PR . o L g2 g lats -
iy (F2P) = C e 3P LAY | (LUR) x e sVRP LT (VA7)

ni,l1,n2,l2

38



oll ny et no, 1 et lo des entiers positifs ou nuls.

Le probléme réside donc dans la détermination des valeurs propres A1 et Ao. Si on s’intéresse
seulement au niveau fondamental, on peut contourner ce probléme et déterminer son énergie
sans passer par le calcul explicite des valeurs propres A; et A\o. En effet, I’énergie du niveau

fondamental (n; = ng = 0) s’exprime par

B 3 (Vi V).

qui n’est d’autre que la somme, a un facteur multiplicatif prés, des racines carrées des deux
valeurs propres. Cette somme peut étre calculer directement sans passer par le calcul explicite
de A1 et Ay mais seulement par le calcul direct de la trace Tr et du déterminant det de la

matrice A®). Nous avons

2
(VA + V) = X+ de 2000V,

d’ou

VA + Ve = VA + 2V A .

Le produit et la somme des valeurs propres ne sont d’autre que le déterminant et la trace

respectivement de la matrice A®)

Tr A = M+ )\

detfl = )\1)\2

se qui meéne & :

VALV = \/Tr A+2Vdet A. (4.39)

Sachant que ces deux quantités ne changent pas lors d’une transformation orthogonale [Ir

AB) = Tr A®) et det A®) = det A®)), le déterminant et la trace de A se déduisent directement
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de Dexpression de A®) (4.37)

k1o (ma + ma)? + m2kas + m2k mi +mg +m
Tr A(3) _ 12( 1 2) 1723 2M13 + 1 2 3 (k‘ls + kzg)
2mims (M1 + ma) 2ms (mq + ma)
1 mi + mso 1 mo + Mms3 1 m1 +ms
= Ske———+hs——— + shis———
2 mymsa 2 moms 2 mims
et
k >+ mik 2k M kos — mokis ) 2
det A® _ Rz (ma+ma)” +mikas +2m2 5N (ogs -+ hig) — (m1 23 — My 13)
dmimams (m1 + ma) 4mimaoms mi + mo
1 M

= A (k12k13 + k12k13 + Kkigkas) .
mi1msoims

L’énergie du niveau fondamental d’un systéme composé de trois particules en interaction & deux
corps de type harmonique se réduit en une forme trés symétrique et trés compacte (toujours

dans systéme d’unité o h = 1)

2m1 ms mimeoms

ESS) _ 3\/k12+k13 4 kigthos | kizthas 4 \/(Tm+m2+m3)(k12k13+k12k13+k13k23) (4.40)
2myo 2

Nous fournissons dans le tableau suivant des résultats numériques pour le spectre d’énergie
du systéme a trois corps. Nous restreignons nos calculs au niveau fondamental et au premier
état excité. Certaines configurations de masse ont été considérées et toutes les constantes de

couplage sont choisies pour étre égales k;; = 1.

mi, M2, M3 Eé3) E{S) mi, M2, M3 E(()g) E£3)
1,1,1 07.3485 9.7980 1,2,2 05.9522 07.6842
1,1,2 06.6742 8.6742 1,2,3 05.6647 07.2346
1,1,3 06.4128 8.2386 1,2,4 05.5074 06.9829

Table 4.1 — Energies des états fondamentaux et excités pour l’oscillateur harmonique & trois
corps.
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Chapitre 5

L’oscillateur harmonique a quatre

corps

Dans ce chapitre, nous examinons le probléme de quatre particules en interaction harmo-
nique. Le systéme est décrit par 'hamiltonien :

fr(4) i D 73 i 2 2 2
i _ fevo (Fr — feva (P — 7 beia (P —
oy + iy + s + oy + k12 (71 — 72)° + k13 (71 — 73)" + k14 (71 — T4)

tkos (Fy — 73)% 4 kg (7o — 74)?

hag (75 — 7). (5.1)

Nous allons considéré les configurations avec toutes les masses égales, des configurations
ayant trois masses différentes et la configuration la plus générale avec toutes les masses dif-
férentes. Les configurations avec deux masses différentes ont été déja traité dans la référence

[15].
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5.1 Systéme ayant toutes les masses égales (4 x m)

L’hamiltonien (5.1) du systéme pour cette configuration ou les particules du systéme sont
toutes de méme masse s’écrit sous la forme :
) ) -9 -9
b1 /) D3 Py S 22 S 52 S 2
4 =4 2 = k(7] — k(1 — k(1 —
o T o T o T T (M —72)" + k(71 —73)" + k(7 —74)
+k (7 — 73)% + k (75 — 771)

+k (75 — 71)?, (5.2)

e _

2

ol on a supposé que toutes les constantes de couplage sont égales k;; = k. Ceci est justifié par
les conditions (4.2).
Pour étudier le probléme & quatre corps, on a besoin de trois coordonnées de Jacobi que

nous noterons 7, g et & (1.16) :

7= p; = —Ta + 71,
Py = —a+ 1 (P + 7)), (5.3)
G =3 =74+ 3 (P + 7 +73).

La coordonnée du centre de masse est définie par

—_

ﬁ:*(_’1+7_"2+773+774)- (5-4)

W
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Figure 3 : Coordonnées de Jacobi pour le systéme & quatre corps :
— — — . N .
r" = 11 — 1’9 vecteur liant les deux premiéres particules,
— . PN . .
p le vecteur liant la troisiéme particules et le centre de masse des deux premiére,

— . N . . .o
o le vecteur liant la quatriéme particules et le centre de masse des trois premiéres.

En inversant les relations (5.3) et (5.4), on obtient les expressions des coordonnées indivi-

duelles 71, 7, 73 et 74 en termes des coordonnées de Jacobi 7, g et & et de la coordonnée du

centre de masse R :

7 =R+ir+ 15+ 15,

7 =R-if+ip+1a, (55)
= R— 25+ 15, '
71 =R~ 35.

En peut exprimer le terme de ’énergie cinétique dans I’hamiltonien (5.2) en fonction des

vitesses 71 = diy /dt, 7y = dia/dt, 75 = dig/dt et 7y = dry/dt avec le résultat

1 .2 1 .2 1 .2 1 .2

T(4) = 57711771 + §m2772 + §m3f’3 + 57714’?4
2
1 1 my 2 1 /2m) 21 /3m) 22
= 2<4m>R+2(2)’“+2(3)f’+2<4>“’ (56)

ou encore en termes des moments conjugués Pr, p,, P, et Py comme

D =
r@w_ PR B P P

— . 5.7
2M - 2p, 0 2p, 0 2p, 5.7)
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M = 4m est la masse totale du systéme et

m
oy = 9
2m
O
et
3m
Ho =7

les masses réduites associées respectivement aux coordonnées de Jacobi 7, g et 7.

Le calcul du terme de I’énergie potentielle conduit a

VO = k(R =)+ k(R =) + k(R — )
+ (7 — 73)% + K (7 — 7))
+k (7 — 74)?

8
= 2kr?+4 ngQ + 3ko?. (5.8)

On obtient I'expression de '’hamiltonien du systéme en fonction des coordonnées de Jacobi

et des moments conjugués associés

D 2
Pk, Pr Py . P 8

H® = & 294 2kr? + Zkp? + 3ko? 5.9
IM T2, T2, oy, T TR (5:9)
et donc ’hamiltonien relatif se réduit a :
9 -2 9
7(4) <p"’+2k712>+ pip+§k 2 (po 2
= o’ |+ +3ko? |, 5.10
) 244, 2u, 3 24, (5.10)

qui peut étre vu comme la somme des hamiltoniens de trois oscillateurs harmoniques découplés.
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L’énergie du systéme est alors la somme des énergies de ces oscillateurs :

1 18 1
B s = 28 (2 8) [ (2ns 48) + [ 3k (205 43)
r P P

_ \/f(2n1+3)+\/f(2n2+3)+\/§<2”3+3)

oll n1, ng et ng des entiers positifs ou nuls, ot encore si on pose n = n1+ no+ ng :

2k
(4) — @ — 22
B nams = En - (2n+9). (5.12)

La fonction d’onde associée est le produit des trois fonctions d’onde

(4) — l 4k, h+i 1 2
R o da sl (r,p,0)= C rie” 3V L(m 2l1)/2 (§ 4k pi,r )
1 —1 L6kpp o 41 1 16kp, o
X pre B L2y 2V 3 0P
! Gkgo? rlat3 1 2
% gle~ L f6kiy0 L(n3213)/ (ima )
Le niveau fondamental correspond a n = 0, ce qui méne a I'expression :
2k
B =9y/=, 5.13
0 m (5.13)

et la fonction d’onde correspondante est

1 2 1 16k/1.p 2 1
R(()40)00 — 06—5\/4]&‘;,%7“ e -3V 51/61{:;10

5.2 Systéme ayant trois masses différentes (2 x m,m, M )

Nous avons ici un systéme composé de quatre particules dont deux sont de masses égales

a4 m, une troisiéme particule de masse m et la quatriéme particule de masse M. L’hamiltonien

45



(5.1) du systeme s’écrit sous la forme :

7 (4) Y4 Pa P3 Py - - \2 - - \2 - —\2
H = 7+7+7+7+k‘ — +k —T + K -
2m 2m 2m 2M (Tl TQ) (Tl 3) (Tl 4)
—l—k (72 - T3)2 + K (72 - 7'4)2

+K (75 — 74)? (5.14)

ou nous avons adopté la propriété (4.2), c’est-a-dire k1o = k, k13 = kog =k, kiga = kos = K et
kss = K.

Les coordonnées de Jacobi et la coordonnée du centre de masse pour cette configuration

sont :
Fi=pp = -T2 + 71,
Pi=y= Tt} (M +7), (5-15)
G = P3 = —T1 + gimm (M1 + mih + m7)
et
P W (i) + miy + mi + MFy). (5.16)

En inversant le systéme d’équation (5.15) et (5.16), on obtient les expressions des coordonnées
des particules individuelles 71, 7, 73 et 74 en fonction des coordonnées de Jacobi 7, g, & et de

la coordonnée du centre de masse R :

o= R+ %F+ 2mm+mﬁ+ 2m+]\r/r[1+M6-"

Ty = R- %F'f' 2mn<nkmﬁ+ 2m+AI{1+M6’ (5.17)
T3 = R- 2H%Tmﬁ+ 2m+1yn+Mo_:7

= R- 2£3T;TJ)\45'

Le terme de ’énergie cinétique dans 'hamiltonien s’écrit :

.2 .2 .2 .2
T(4) = %mF]_ + %m’FQ + %m’)?g + %M’l:;l
-2 2 2 M) 2 (5.18)
_ 1 53 1 = 1( 2 — 1 m+m) \ -
= ;@m+m+M)E +35(3)7 +§(2nT+nrln)p +§(2m+m+M>U’
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ou en termes des moment conjugués Pg, P, pj, et Py :

D )
Py P P, | P

T#) — .
22m+m+ M)  2p,  2p,  2p,

(5.19)

ou

m
Ky = 57
_ 2mm
Hp = 2m +m’
M (@2m+m)
Po = omtm+M

les masses réduites associées aux coordonnées de Jacobi 7, g et & respectivement.

En reportant les expressions (5.17) de 7, 7, 73 et 74 dans I'expression de I’énergie potentielle,

VW = k([ - @)+ k(7 — )+ K (A —7)?
+k (7 — 73)2 + K (7 — 74)°

+K (75 — 74)? (5.20)

on obtient :

2 2 2
V= (et By )t B S QR K)o HAREERSES. (521)

c’est une forme quadratique en les variables r , p et o qui est non diagonale justifiée par la
présence du derniére terme en 5.4.

Pour diagonaliser cet hamiltonien on est obligé & passer par la diagonalisation d’une matrice
symétrique 3 x 3 comme nous avons procédé dans le cas & trois corps avec toutes les masses
différentes (voir section 4.3) .

Nous allons d’abord procédé par une transformation d’échelle tel que :

47



qui peut étre réalisé par la transformation suivante sur les coordonnées :

—

7

s (5:22)

’ 2M(2m+m) -
- 2m~+m+M g,

e

—

3

!

ST

—

st

Qy

—

Qy

ou encore

I

=y
Il
Eln

1 -/
i P
3n+m (523)
-1

2M(2m+m) ~
2m~+m-+ M

)1
I

—/

QL
I

L’expression de I’hamiltonien relatif devient :

(4
Hﬁ ) - ]521 +]5i/ +ﬁ§_/
1 kK, K\, 2 , k@n+m)?42Km2+Km? 2 | 2K+K)2m+m+M) s
+o (k+§+7) '+ m2rr2m(2m:lm) = pe+ 2M(277T+IT) o’ (5 24)

Km—mK 2m+m~+M - =/
45 m \/ “8mmr PO

=

R R R ) (=
= pr,—l-pp/—f-pgl—i-v (T,p,g),

Sachant qu'une transformation orthogonale

garde inchangé la norme (ﬁf, + ﬁi/ + ]33 /), il est plus commode de se servir de telle transforma-

. L1e . VR , . .
tion pour éliminer le terme en 7.5 et ramener le terme de 1’énergie potentielle en une forme

diagonale. Ce dernier s’écrit sous forme matricielle comme :

7:'1
vW (5.7 = §F #)AY | 5 |. (5.25)
—/
g
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ot A® est dans ce cas une matrice d’ordre 3, tel que :

i (k4 ok +5K) 0 0
(4) _ k(2m-+ )2+2K 24+ Km?2 Km—mK 2m+m-+M
0 9 Km-mK \/m (2K+K)(2m+m+M)
2m+m 8mmM 2M (2m~+m)

Apres avoir diagonaliser la matrice A®, on obtient une matrice A diagonale,

A 00
AD =1 0 X o |,
0 0 X

dont les élements diagonaux sont les valeurs propres A1, Az et A3 de AW,
Dong, 'hamiltonien du systéme est la somme d’hamiltoniens de trois oscillateurs harmo-

niques indépendants :

HY = 24+ P24 52+ 72+ Aap? + M52

T

5 +
= (P2 + M72) + (B2 + Aep?) + (P2 + AsT?) . (5.27)
Le spectre d’énergie du systéme s’obtient en sommant les énergies des trois oscillateurs :

Egﬁnm = /A1 (201 +3) + VA2 (201 + 3) + VA3 (201 + 3) (5.28)

et la fonction d’onde radiale est le produit des fonctions d’onde des trois oscillateurs découplés

(4)

n1,l1,m2,l2,n3,l3 (T’ p: o

Y= Ot plagh e b 3V o R

Ii+2 . la+1 ~ Is+2 -
X L(nlle)/z (3VAr7?) L(n2312)/2 (3VA2p?) L(n3il3)/2 (%\/)‘730(2) : )
5.29

En particulier, le niveau fondamental E(()4) du systéme ce réduit a :

E(§4):3(\/E+\/E+\/73)
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et la fonction d’onde radiale associée :

R(()A,%,o,o,o,o (7., 5) = Ce™ 3VAT e 3VAal = 5VAar?, (5.30)

5.3 Systéme ayant toutes les masses différentes (mq,ms, m3, my)

On utilise trois coordonnées de Jacobi définies par (1.16), c’est-a-dire :

7= p; = —Ty + 71,

N 1 N —

p =Py = =73 + = (M1 + mar) (5.31)
- . = — 1 — — —

0= P3 = —T4+ o rmagms (MAT1 + maTs + m3r) .

La coordonnée du centre de masse est :

1
mi + meo + ms + my

E = (mlﬁ + Moty + msry + m47_"4) . (5.32)

Les expressions des coordonnées 71, 7, 73 et 74 en fonction de 7, 7 et & (5.31) et de R (5.32)

peuvent étre obtenus avec comme résultat :

Fl = é+ mﬁQTrmF_'— m1+zz+m35+ 77’L1+77’L2T$§7"L3+m4 5:7

’FQ = E - mﬁ%zf'—k m1+zg+m3ﬁ+ ml‘~‘TrL2’rZL‘4mf’>"'m‘l6:7 (5 33)
T3 = R - mﬁgﬁ%gﬁ—i_ m1+m27—n|j713+m4 6:’

7y = R — —mutmotms =

mi+mo+m3z+myg

En reportant les expressions (5.33) de 71, 72, 73 et 74 dans expression de la partie cinétique

de ’hamiltonien (5.1), on obtient :

.2
T4 — (m1+m2;m3+m4)é +

. .2 .
mimy 4 1ma(mitms) 5 | 1ma(mitmatms)
2 mi+matmg+mg =

1 1
2 m1+ms 2 m1+mao+ms3

et en termes des moments conjugués Pr, p,, P, et p,

2 )
T = Ph I R T %
2(m1+ma+ms+ma) 9 M1m2 mg(my+mg) gma(mytmatma) *
my+mg m1+mo+ms mi+mo+mg+my
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Nous avons ici de nouvelles masses réduites associées a ces nouvelles coordonnées 7, g et & qui

sont données par

mima2

Hr = mitma’
_ ma(mitma)
/'LP mi+mo+m3z’
my(mi+me+ms)

Ho = m1-+mo+mg+my”

On peut sans difficulté montrer que le terme de 1’énergie potentielle :

VW = ko (7L — )7 + kg (71 — 73)° + kg (71 — 71)°
+kaoz (7o — 73)% + ko (7 — 74)°

tkay (F3 — 74)? (5.34)

se simplifie en :

v — ku(ml+m2)2+m§(k23+k24)+m§(k13+k14)TQ
(m1+m2)?
+(m1+m2+m3)2(k13+k23)+k34(m1+m2)2+m§(k14+k24) 2
(m1+ma+ms3)? P

+ (k14 + koa + k34) 0
+2 (m1+mo+m3)(makiz—mikaz)+ms(makia—mikas) 73
(m1+ma2)(mi+ma+ms3) P
maokia—mikos » =
+2 Ty 70
49 m3(k1a+koq)—k3a(mi+ma)
mi+ma+ms3

(5.35)

p.o0

qui est une forme quadratique en les variables 7, g et ¢ mais non diagonale justifiée par la
présence des termes 7.0, r.p et p.6. On est donc obligé a diagonaliser cette forme quadratique.

Nous allons d’abord procédé par une transformation d’échelle

P = [2, e
mi+mg
- - + -
P =\ 2 30

- o ma(mi+ma+ms) =
o—=0 = \/2m1+mz+m3+m4
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ou encore

!
1

mitmg of
2mimse ’
1 —/
2mg(my+mag) P (5 37)
my+mo+mg °
1 O—_»/
\/ 2mg(mytmotmg)

!
I

Ql
I

m1+mo+mg+my

L’expression de ’hamiltonien relatif dans ce cas est :

A~

Hq£4) ZP_QT/ +ﬁi/ +]5§

+
>
Nt
—~
L
L
L
~—

avec

2, 2 2
) (7 = =21\ kia(matme) +mi(kostkos)+ms(kistkia) 2
14 (T P50 ) 2m1m2(m1+m2) r
+(m1+m2+m3)2(k13+k23)+k34(m1+m2)2+m§(k14+k24) 2
2mgz(mi+ma)(mi+ma+ms) P
+ (m1+mo+ms+ma)(k1a+koa+ksa) 012
2my(m1+ma-+mg3)

+ (m1+mo+m3)(makiz—mikag)+ms(makia—maikas) /mi+motmsa L
(m1+mz)(m1+ma+ms3) mgmimg | P

+ (makia—mikoq) (M1+m2)(m1+m2+m3+m4)fv 7
(m1+m2) mimamg(mi+ma+ms3) :

+m3(k14+k24)—k34(m1+m2) m tmatmstmg 5 2
mi+mo+ms3 mamg(mi+ma) p-o .

On peut se servir d’une transformation orthogonale,

P =T = [0, 0)
p—p=f0 o) (5.38)
7 —&=f(r'p,o),

garde inchangé la norme (ﬁfl + 13; 2 + ]3'02, dans notre cas), il plus commode de se servir de telle

. L1e . -y =/ - 4 .
transformation pour éliminer les termes en 7.7, 7.6 et §.0" et ramener le terme de 1’énergie

potentielle en une forme diagonale. Ce dernier s’écrit sous forme matricielle comme :

vW (A 5.d) = §F #)AD | 5 |. (5.39)
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On doit choisir une forme symétrique pour la matrice A, Soit :

A A Ais
AW = Ay Az Asg (5.40)
A1z Agz Ass

avec
Ay = k12(ml+m2)2+mf(k23+k24)+mg(k’13+k14)
11 2mima(mi+ma) )
Aoy = (ma+matms)? (ki3 +kes)+ksa(mit+ma)®+m3(k1a+kaa)
2mgz(my+mz)(mi+ma+ms3) ’
Ass = (mi+mo+mz+my)(kia+koa+kss)
2mg4(mi1+ma+ms) ’

1 (m1+ma+m3)(makiz—mikas)+ma(mekia—makas) [mi+maotms

2 (m1+m2)(mi+mae+ms) msmims

Agn — 1 (mokig—mikas) [ (mi+me)(mi+ma+ma+my)
13— 3
1

2

(5.41)

(mi1+m2) mimamg(mi+ma+ms)
m3(k1a+koa)—ksza(mi+ma2) [mi+motma+ma
mi+meo+ms mamg(mi1+maz) °

Apres diagonalisation de la matrice A®, on obtient une matrice A4 diagonale dont les

élements diagonaux sont les valeurs propres Ai, Ao et A3 de AM® tel que :

MO0
AW =10 A 0
0 0 XA

Donc, 'hamiltonien du systéme est la somme d’hamiltoniens de trois oscillateurs harmo-

niques indépendants :

A = 452+ 4 M2+ 0" + Ao = (7 i) + (52 + Aap?) + (7 + ).
(5.42)

A1)

En connaissant les énergies de trois oscillateurs harmoniques on peut déduire le spectre
d’énergie :

EW e = VA1 (201 +3) + VA2 (201 + 3) + /A3 (201 +3) . (5.43)

La fonction d’onde radiale est le produit des fonctions d’onde des trois oscillateurs découplés qui
a la méme forme que celle donnée par 'equation (5.29) a I’exception qu’on utilise les nouvelles

coordonnées de Jacobi 7, 7 et & (5.38).
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L’énergie du niveau fondamental E(()4) du systéme est donnée par :

E(§4):3(\/E+\/E+\/E)

et la fonction d’onde radiale correspondante a la méme forme de 1’équation (5.30).

Nous fournissons dans le tableau suivant des résultats numériques pour le spectre d’énergie
du systéme & quatre corps. Nous restreignons nos calculs au niveau fondamentale et au premier
états excité. Certaines configurations de masse ont été considérées et toutes les constantes de

couplage sont choisies pour étre égales k;; = 1.

mi, ..., My Eé4) E§4) mi, ..., My Ec()4) E§4)
1,1,1,1 12.7279 15.5563 1,1,2,3 10.5428 12.3433
1,1,1,2 11.8394 14.0755 1,2,3,3 09.1797 10.8127
1,1,2,2 10.9169 12.9169 1,2,3,4 08.9549 10.4687

Table 5.1 — Energies des états fondamentaux et excités pour Poscillateur harmonique & quatre
corps.
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Chapitre 6

L’oscillateur harmonique a cinq

corps

On se propose dans ce chapitre d’étudier des systémes composés de cinq particules en

interaction harmonique. L’hamiltonien du systéme s’écrit comme :

z (6.1)

Nous allons considéré les configurations suivantes :
- la configuration la plus simple avec toutes masse égale (5 x m)
- configuration avec deux masses différentes (4 x m, M)

- la configuration la plus générale avec toutes les masses différentes (my, ma, ms, mq, ms).
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6.1 Systéme ayant toutes les masses égales (5 x m)

L’hamiltonien (6.1) du systéme pour cette configuration, ou les particules du systéme sont

toutes de méme masse, s’écrit sous la forme :

g6 — PP D5 P PS
2m  2m  2m  2m  2m
+k (71— 72)? + K (7 — 75) 4+ k(R — 7a)® + & (7 — 7%5)°
k(7 — 7)” + K (7 — 7a)” + & (Fy — 7%5)°
i (75 — 7a)” 4 k (73 — 75)°
+k (7 — 75)2. (6.2)

ol on a supposé que toutes les constantes de couplage sont égale k;j = k (4.2).
Pour chaque configuration de masse du probléme a cing corps, nous devons faire le choix de

quatre coordonnées de Jacobi que nous noterons 7, g, & et 5 (1.16).

Figure 4 : Coordonnées de Jacobi pour le systéme a cing corps :
7 = 1 — T vecteur liant les deux premiéres particules,
p le vecteur liant la troisiéme particules et le centre de masse des deux premiére,
¢ le vecteur liant la quatriéme particules et le centre de masse des trois premiéres,

0 le vecteur liant la cinquiéme particules et le centre de masse des quatre premiéres.
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Le choix possible des coordonnées de Jacobi est le suivant :

7= pp = —T2 + 71,
ﬁ::_’2:__’3+%(771+772), (63)
G = py = —Ta+ 3 (P + 72 +73),
§i=Pa= T+ § (7 + 7%+ 75 + 7).
La coordonnée du centre de masse est définie par
o1
R:g(T1+T2+T3+T4+T5). (6'4)

En inversant les relations (6.3) et (6.4), on obtient les expressions des coordonnées indivi-
duelles 7; (i = 1,2,3,4,5) en termes des coordonnées de Jacobi 7, g, & et § et de la coordonnée

—
du centre de masse R

M=R+if+ip+15+15,

f=R-Lr+ip+is+1s,

Fy— B 25416415 (6.5)
Fi=R—35+15,

75 =R— 2.

En peut exprimer le terme de 'énergie cinétique dans I’hamiltonien (6.2) en fonction des
vitesses 7 = dr/dt, ¥y = dra/dt, 75 = drs/dt, 7y = dry/dt et 75 = drs/dt avec le résultat
.2 1 .2 1 .2 1 .2 1 .2

TO = Smafy o+ mafy + Smafy + Smary + Smsi,

.2 )
1 . 1/my 2 1/2m\:2 1/3m\ 2 1 /4m)\ =
= S0mE +5(3) +2<3>P+2<4)”+2<5>5' (6.6)

Ou encore en termes des moment conjugués Pg, Dr, Py, Pret Ps comme

52 ) 2 = 2
76 - oo Pr o Po Do | P

2M 2,LL,,. 2:U’p 2/‘La 2/‘65
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avec M = 5Hm la masse totale du systéme et

B = 5
p, = 2,
[y = 2,
ps = .

.
les masses réduites associées respectivement aux coordonnées de Jacobi 7, g, & et 9.

Le calcul du terme de I’énergie potentielle méne a

VO = k(A - @)+ k(P — )+ k(P — )+ k(R — )
(7 = )" 4 k (7 — 70)? + K (7 — 75) + b (75 — 7)° + & (7 — 75)°
+k (7 — 75)°
) 10

— Y124 Y
—2k7"—|-3

1
kp® + ZE)IWQ + 4ko, (6.8)

On obtient I'expression de 'hamiltonien du systéme en fonction des coordonnées de Jacobi

et des moments conjugués associés :

52 —2 2 —2 2
(5):i+pr pp +p70+p75+§k7n2+gkp2+
2M - 2p, 2p,  2p,  2ps 0 2 3

15

4

m>

ko? + 4k6? (6.9)

et I’hamiltonien relatif se réduit donc a :

2 72 2 -2
ge) . Pro Pp Do | Ps §k2 Ek2 Ek2 4k
( 2u7~+2up+2ua+2u5+2r+3 PP+ ko +

=2 -2 <) =2
Dr ) 2 pp 10 2 Do 15 2 Dbs 2
—k L+ kK =2 4k =0 1+ 4k5*% ) (6.10
<2MT—|—2T>+<2MP+3,0 + 2M0+40 + 2u5+ (6.10)

Ce dernier apparait comme la somme des hamiltoniens de quatre oscillateurs harmoniques dé-
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couplés. L’énergie du systéme est alors la somme des énergies de ces oscillateurs :

B mens = (o @ma+3)+ /35 @np +3) + | [BE (2054 3) + | /% (204 +3)
= 1 /1% 9y +3) + 34 /1% (205 + 3) + 14/ 2% (205 + 3) + L, /10 (99, 4 3)

= \/10 (n1+n2+n3+n4+6)

[\

avec ni, no, ng et ny des entiers positifs ou nuls, ot encore si on pose n = N1+ No+ n3 + Ny

10k
E7(151)7n2,n3,n4 = E7(7,5) = \/g(n + 6) (6.11)

La fonction d’onde radiale associée est le produit des quatre fonctions d’onde radiale

(5) P PR B/t 1 2
Rn1711,~~~,n4,l4 (r,.,0) = Crite> e L(m 2[1)/2 (§ Skpi,r )
20k
] 0,2 loti 1 [20kp, o
xpl2e” 2\/7p L(n;b)/? <2 3PP>

1 /15 lg+1
l3 3 2k”o 3 1 /15 2
xo'3e L(n3 ls)/ (Qw/ > ko )

2
lap—5/8kuso? [, lats 2
xdte M50 Ly 212 (3V/8kp50°)

avec l1,1s,13 et I4 des entiers positifs ou nuls.

Le niveau fondamental correspond a n = 0, ce qui méne a l’expression :

1
EY =6 Sf (6.12)

et la fonction d’onde radiale correspondante est

5 1 2 _1,/20kpy o 1 /15, 1 2
R() OO(r’p7J75) — Ce RIS e 2 3 P e 2V 2 MUU 2«/8]@;155

6.2 Systéme ayant deux masses différentes (4 x m,ms)

On peut sans perte de généralité numéroter les particules de méme masse m de 1 & 4 et

cinquiéme particule ayant une valeur différente pour sa masse ms. L’hamiltonien du systéme
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s’écrit comme :

2 2 ~2 ~2
g6 = P Py P3Py D5

2m  2m  2m  2m  2ms

z (6.13)

ol nous avons adopté la notation kio = ki3 = kg = kog = kog = k3g = k et ki5 = kos =

Les coordonnées de Jacobi et la coordonnée du centre de masse que nous allons utiliser

seront :
7= pp = —T2 + 771,
- - . 1 /2 -
pi= Py = —T3+ 5 (71 +72),
o R (6.14)
G=p3=—T4+3 ("1 +72+73),
0 1=y = —75 + § (71 + o + 75 + )
et
- 1
R = I re s r, r's) . 6.15
pr——— (m# + miy + mrs + mry + ms7s) ( )

Les coordonnées des particules individuelles 7, 7, 73,74 et 75 peuvent étre exprimé en
fonction des coordonnées de Jacobi 7, g, & et 0, et de la coordonnée du centre de masse R (6.14)

et (6.15) par :

fim B 3 4o+
fo= B b 5+ 40 + s
Fg:ﬁ_%7+i?+4mﬁ5rn5 J
7?4 :é_ %&—i_ 4m73—5m5 ’

’F5 = ﬁ B 4nirknm5 _"

Avec ces expressions de 771, 7, T3, 74 et 75 reportées dans 1’expression de I’hamiltonien (6.13),
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la partie potentielle se réduite en une forme diagonale :
Ve = (4k+k)r + = (4k:+k)p + = (4k:+k)a + 4ké2.

On développant le terme de ’énergie cinétique qui figure dans ’hamiltonien (6.13) on ob-

tient :

-2 .2 .2 .2 -2
TO) = L m+ms) B +3(dm)7 +5(Gm)p +1(3m)a +3 (mm)s

ou en termes des moments conjugués Pr, p,,p, et p,

6 - Pro BB P B
2M 2:“’7" 21up 2”0‘ 2#5
152 —2 ]32 2 ~2
— X7 R + p:n + 2[’ + 1;’0 + Ps
@m+ms) —2(F)  2(3m)  2(§m) 2 (ﬁ;”j;&)

qui est aussi diagonale.
Nous avons ici de nouvelle masse réduites associées a ces nouvelle coordonnées 7, g, & et

qui sont données par

b =5,
p, =22,
py =3¢,
Hs = 4471771):—77725'

L’expression de ’hamiltonien relatif H, dans ce cas est :

7(5) — o, P P 73 2
H} ’“+—+—"+—+ 4k + k) r? + = (4k + k) p* + = (4k + k) 0® + 4ké>.
20, 20, 2p, 0 2ps ( ) ( ) ( )

Le spectre d’énergie sera donné par :

EY . o U (2ny + 3)+ o 2 (2m + 3)4y [ 5o 2 (2ng 4 B)+ I (2n4 +3)
W) (9 4 3) + /W) (915 4+ 3) 4/ EEER) (975 4 3) 4 % (2n4 +3).
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La fonction d’onde radiale associée est le produit des quatre fonctions d’onde radiale :

1
RO (1ro8) = e VAL (1 T )

n1,l1,...,n4,l4 n1—l1

AEkHR)Lp o Jo+1 4(4k+k
l2p=5/ Lp? 2t 1, )40k, o
xpre 2 3 L2\ 2 3 P
1
wolse— 3V e plats )2 (é Bl R "02>

(n3—I3

X514€—\/2/€N(552 Ll4+% ( /2]{;#652)

(na—l4)/2

avec l1, 12,13 et I4 des entiers positifs ou nuls.

Et le niveau fondamental du systéme est donné par :

B 3 <\/(4k+k) N \/(4k+k) N \/(4k+k) + 4m+m5k> . (6.16)

2m 2m 2m 2mms

6.3 Systéme ayant toutes les masses différentes (mq, ms, mg, my, ms)

Les coordonnées de Jacobi pour cette configuration sont définies par

Too=py =Ty + 71,

- - . 1 S .

P =pg=—T3+ m (mlrl + m27“2) )

" S L 1 S L L

o =f=Tat mi + mo + ms3 (i + Mo+ mafs) (647
g = _’4 = —T5 L <m1771 + Moty + msts + m4774)

mi + mg + m3 + my
et la coordonnée du centre de masse R est définie par :

1
m1 + mo + m3 + myg + ms

R= (maT + maora + mars + maty + msTs) . (6.18)

En inversant les relations (6.17) et (6.18), on obtient les expressions des coordonnées indivi-

duelles 7; (i = 1, ...,5) en termes des coordonnées de Jacobi 7, g, 7 et § et de la coordonnée du
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centre de masse R

T = R+ mﬁiﬂg T+ m1+z3+m35+ m1+m27:3n3+m46 + m1+m2+22+m4+m5 g’

Ty = ﬁ - mﬁlmz 7+ m1+zz+m3ﬁ+ m1+m27147n3+m40_: m1+m2+z2+m4+m5 g’

T3 = ﬁ - mﬁlr;gt?mgﬁ_F m1+m2nﬁna+m45 + m1+m2+22+m4+m5 g’ (6.19)
T4 = E - mﬁ-ﬁﬁﬁgjm G + m1+m2+zz+m4+m5 (_5:

% _ R’ _ __ma+tmotmatmy

m1+ma+m3z+ma+ms

Le terme de ’énergie cinétique dans I’hamiltonien (6.1) en fonction des vitesses 7 = dry/dt,

772 = dFQ/dt, 773 = dfg/dt, ??4 = d774/dt et 775 = d775/dt se réduit a

.2 .2 .2 .2 .2
2 9 2 (6.20)

. . .2 .2
— IMB 4+ Lmame » | 1ma(mitme) o | 1ma(mitmatms) > | 1ms(M—ms) ¢
=gMR + 30 55T t i tmermg P T2 M—ms o +3 v gt

qui peut étre réécrit en termes des moments conjugués Pr, pr, Py, Dset p5 comme

) ) > 2 — D
76) = Pr | Pr  Po  Po | P5 (6.21)
2M - 2p, 2p, 0 24, 2ps
avec M = my + mo + m3 + my4 + ms la masse totale du systéeme et
Pr = 7771?1-:7732’
_ mz(mit+ma)
Mp T mi+mo+ms3’ (6 22)
mg4(mi+mo+ms) ’

Ho = mi1+mo+mz+my’

_ ms(mi+ma+ms+my)
Hs = i +matmatmatms

les masses réduites associées respectivement aux coordonnées de Jacobi 7, g, & et 9.

En reportant les expressions de 7, 72, 73 et 74, (6.19), dans 'expression de I’énergie poten-
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tielle :

on obtient

kio (71 — ) + ki3 (71 — 73)° + k1a (F1 — 72)® + Fas (71 — 75)°
+kas (7?2 - 773)2 + Koy (772 — 774)2 + kos (172 — 775)2
thgy (75 — 7a)? + kas (73 — 75)*

thas (71— 75) (6.23)

V(5) — ’fl?(m1+m2)2+mf(k23+k24+k25)+m§(k13+kl4+k15)TQ

+

+ 4+ + 4+ o+ o+ o+

(m1+m2)2
(k1s+k23)(m1+ma+ms)®+(mi+ms)? (ksa+kss)+m3 (k1a+kis+kzatkas) p2
(m1+ma+ms)*

(k1a+k2a4k3a)(M—ms)? +kas(m1+mae+ms3)>4m2 (kis+kos+kss) 52
(M—m5)2

(k15 + kos + kss + kas) 62

2 (m1+ma+m3)(makiz—mikez)+mamsa(kia+kis)—mim3(kea+kas) 73
(m1+mz2)(mi+ma+ms3) -P

2 (M—mgs)(makia—mikaa)+ma(makis—mikss) 73
(m1+7YL2)(M7m5) .

gmakis—mikss 2 5
mi+m2 :

9 (M—m5)(ms(k14a+koa)—ksa(mi+ma))+ma(ms(kis+kos)—kss(mi+ma))

(mi1+ma+m3)(M—ms) p-o

m3(k15+kas)—kas(mi+ma) - ¢
2 mi+ma+m3 p'6

9 (k15+k25+k35)71\f%;’;i5(m1 tmatms) = & (6.24)
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L’hamiltonien relatif du systéme prend la forme suivante :

(5) _— 1,2 1,2 1,2 1,2
HY = 2, P T 3 Pp” 3, 05 T 55 P5

E12(m1+m2)24+m2 (kaz+koa+kos)+m32 (k13 +k1a+kis) 2
(m1+m2)2
(k13+k23) (m1+ma+ms)?+(ma+ma)? (kzatkss)+m3 (k1a+kis+koatkas) 2
(m14+matms)? P

_l’_

_l’_

(k1a+k2a+k32)(M—m5)2 +kas (m1+ma+ms)®+m2 (kis+kos+kss) o2
(M—m5)2

(I€15 + kos + k35 + k45) 52

9 (m1+mo+m3)(makiz—mikas)+moms(kia+kis)—mims(kaa+kas) 73
(m1+mz)(mi+ma+ms3) P
9 (M—ms)(mokig—mikaa)+ma(mokis—mikas) 7o
(m1+m2)(M—ms) :

9 maokis—mikos 7 g
mi+ma :

9 (M—ms)(m3(kia+koa)—ksa(mi+ma))+ma(ms(kis+kas)—kss(mi+ms))
(m1+mo+m3)(M—ms)

.G

m3(kis+kas)—kas(mi+mz) » ¢
2 mi+mo+ms3 p.(5

+ o+ o+ o+ o+ o+ + +

9 (k15+k25+k35)ﬂ1\1/14:n/i455 (m1tmatms) = & (6.25)

qui a une forme quadratique décrivant ainsi un systéme de quatre oscillateurs harmoniques
couplés. Du fait, le spectre d’énergie ne peut étre déduit directement. Il faut donc chercher a
découpler cet hamiltonien par des changements de variables.

Pour ne pas affecter le terme cinétique qui est déja découplé, nous allons d’abord procéder

par une transformation d’échelle

/
— 4 — = N ! —= =
¥, p—p, d—d e d—0
de telle sorte & ramener les termes en pZ, ﬁp2, P> et ;5% a des facteurs multiplicatifs égaux (égaux

a l'unité par exemple) :

D 2 9 2

P o
Pr £ P + Ps —>]3$/—|—]52/+]3§/+Z52
2/‘1’7‘ 2:up 2:“’0 2:“’5 P

/

)
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Pour ce faire, on considére la transformation d’échelle suivante :

=2 52 D 2
I 7 Pe ., 2 Ps ., 2 6.26
TS IR el RS e S PR s S SO (6.26)
c’est-a-dire
., — —Pr 5, — _DPp ﬁol — _Do o Ds__ (627)

b= 0 PO T Vo, 0 P8 T

4 — . . 4 . —
Pour que 7 et p s soient des moments conjugués I'un de I'autre il faut que 7 se transforme

inversement (voir section 1.2)

P =02, PP =P, G- =3V, . 808 =52 (6.28)

P
mit+me e
2mimse )

Ou encore
P =
= — mi+tma+ms =/
p 2m3(m1+m2)p ? (6 29)
= mi+motmatmy =/ '
2m4(mi+mo+msz) -
/
5 = [ mutmetmatmatms g

2ms(mi+ma+tms+ma)”

En termes de ces nouvelles variables, 'hamiltonien relatif s’écrit :

=/
A =2+ 2+ B2+ 5+ VO (7,7,
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avec

V(5) _ E12(m14+m2)%4m? (ko +kaa+kos)+m3(k13+kia+kis) 2
2mima(mi+ms2)

2m3(m1+ma)(mi+ma+ms3)

(k1a+k2a4k3a)(M—ms)? +kas (m1+mao+msz)*+m3 (k1s+kos+kss)
2ma4(m1+ma+m3)(M—ms)

M (k15+kas+kas+kas) 5'2
2ms(M—ms)

(k134-k23) (m1+ma+ms)?4-(m1+ma)? (ksatkss)+m3 (kratkis+koat-kos) p/2

012

(m1+mao+ms3)(makiz—mikas)+mama(kia+kis)—mims(koatkes) /mi+motms = =
(m14+m2)(mi+ma+ms) mi1mams P

(M—ms)(makia—mikas)+ma(makis—mikas) (m1+ma)(M—ms)

_'/
alei

makis—mikas (m1+ma)M Tﬂgl
mi-+msa m1m2m5(M—m5)

(m1+ma2)(M—ms5) mimamg(mi+ma+ms3)

(M—ms)(ma(ki1a+koa)—k3za(mi+ma))+ma(ms(kis+kas)—kss(mi1+m2)) M—ms —f

(m1+ma+m3)(M—ms)

ms(kis+kas)—kss(mi1+ma) (m1+mo+ms)M _ (—s"
mi+ma+ms m3m5(m1+m2)(M*m5)p

+ o+ 4+ o+ o+ o+ o+ o+

M—ms mi+ma+m3)

Sachant qu’une transformation orthogonale

~ ~ ~ / ~
- — =/ — -/ — N N
¥ =T, p — p, d —0 et 6§ —0

mama(mi+m2) p

(k15+kos+k3ss)ma—kas(mi1+ma+ms) M 5_»/5'/
mams ( )

garde inchangé la norme (p2+ ﬁ% + pZ + p? dans notre cas), il est plus commode de se servir de

telle transformation pour éliminer les termes croisés et ramener le terme de ’énergie potentielle

J
. ~4 S o2 4 . . .
en une forme diagonale. V) (7‘ , 0,0 ,0 ) s’écrit sous forme matricielle comme :

ol A est une matrice (4 x 4).

Il est clair qu'il existe une multitude de choix de la matrice A®

=L

~

RsY!

(6.30)

Qu_

S

) vérifiant Pégalité (6.30).

Mais en tenant compte du fait que la diagonalisation d’une matrice symétrique se fait via une
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transformation orthogonale, il est plus judicieux de choisir une matrice A®) symétrique

Al A Az Au
Agr Agp Aggz A

AG)—
A3z Azp Azz Az
A Asp Asz As
avec
Ay = E12(m1+ma)*4+m3 (kos+koa+kos)+m3 (k13 +ki1a+kis)
2mima(mi+ma)
Ay = (k13+k23) (m1+ma-+ms)?+(ma+mo)? (kzatkss)+m32 (k1a+kis+koa+kas)
2ma(m1+ma)(mi+ma+ms3)
Aszz = (k1a+kaa+ksa) (M—ms)®+kas (m1+ma+ms)>+m? (kis+kas+kss)
2mg(mi1+ma+m3)(M—ms)
—  (kistkostkss+kas )M
A44 2ms(M—ms)
et

Agg = (m1+mo+ms3)(makiz—mikas)+moms(kia+kis)—mims(kosa+kas) /mi+motms
2(m1+ma)(m1+me+ms3) mimams

Az = (M—ms5)(makia—mikaa)+ma(makis—mikss) (m1+mz2)(M—ms)

2(m1+ma)(M—ms) mimama(mi+matms)
A14 — mokis—mikos (m1+m2)M

2(mi+ma) \/ mimams(M—ms)
Agg = Mzms)(ms(krathas)— k34(ml+m2))+m4(m3(k15+k25)—k35(m1+m2)) M-—ms
m1+m2+m3)(M m5) m3m4(m1+m2)
Aoy = m3z(kis+kas)—kas(mi+ma) m1+m2+m3)M
2(m1+ma+m3) mams(m1+ma)(M—ms)

Aszq = (k15+kas+kas)ma—kas(mi+ma+ms) M

2(M=ms) mams(m1+mae+ms)’

Apres diagonalisation de A®) on obtient une matrice A®) diagonale

A 00 0
qo_| 0 0 0|

0 0 A3 0

0 0 0 XA

dont les éléments diagonaux A1, Ao, A3 et A4 sont les valeurs propres de A®).

L’hamiltonien relatif se réduit donc en une somme de quatre hamiltoniens d’oscillateurs
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harmoniques découplés isotropes a trois dimensions

~ - - - ~2
H®) = 57+ M7 + 55 + Map® + P2 + As6” + ps + Mad

Le spectre d’énergie s’obtient immédiatement
E7(1§),n2,n3,n4 =\ (2711 + 3) + 4/ Ay (2’17,2 + 3) 4+ v A3 (2’!13 + 3) + vV A4 (2TL4 + 3)

et la fonction d’onde radiale associée est le produit des quatre fonctions d’onde radiales

XZ)ZQQ_%\/Eﬁ?Ll(Z-;-iZ)/Q (%\/)\72/52)
o P LC L (1)
<3t A L (3

avec ni,ne,ng et ng, lq,lo,l3 et 4 des entiers positifs ou nuls.

L’énergie du niveau fondamental du systéme & cing corps avec toutes masses différentes

s’obtient donc par :

E§5):3(\/AT+\/72+\/£+\/74)

et la fonction d’onde est le produit des fonctions d’onde des deux oscillateurs découplés

5 ~e S _1 2 1 o 1 o 1 <2
Ré,c)),o,o,o,o,o,o <7“7070, 5) = Ce 3V N™ gm 3Vl o5V As8" o5V Aad

Le probléme réside donc dans la détermination des valeurs propres.

Remarque

Considérons un systéme composé de N + 1 particules plongées dans un potentiel VIV+1),

Ce systéme peut étre vu comme un systéme moins compliqué composé de N particules avec en

plus une particule supplémentaire, la (N + 1) éme par exemple.
On peut montrer qu’il est facile de déduire la solution du systéme moins compliqué a partir
de celle obtenue pour le probléme plus compliqué. Il suffit d’éliminer la contribution de la

particule supplémentaire & 'hamiltonien, c¢’est-a-dire, il faut ’isoler des autres particules. Pour
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éliminer la contribution de cette particule a ’énergie cinétique il suffit faire tendre sa masse a
linfini (mpy41 — o00) et pour éliminer sa contribution a 1’énergie potentielle il faut neutraliser
les interactions de cette particules avec les autres particules. Cette neutralisation peut étre
obtenue en égalisant & zéro toutes les constantes de couplage impliquant cette particule. De
facon explicite on doit poser : (k; n41 =0, i=1,2,...,N).

A titre d’exemple, en remplacant ms par +o0o et kis, kos, k35, ka5 par 0 dans la solution du
probléme a cinq corps, on retrouve la solution du probléme & 4 corps.

Nous fournissons dans le tableau suivant des résultats numériques pour le spectre d’énergie
du systéme & cinq corps. Nous restreignons nos calculs au niveau fondamental et au premier
état excité. Certaines configurations de masse ont été considérées et toutes les constantes de

couplage sont choisies pour étre égales k;; = 1.

mi,...,M5 E(()5) Egs) mi,...,Ms5 E(()5) Eis)

1,1,1,1,1  18.9737  22.1359 1,1,2,3,4  14.4942  16.1835
1,1,1,1,2  17.9044  20.3540 1,2,2,3,3  13.6093  15.4350
1,1,1,2,2 16.8096 19.0456 1,2,2,3,4 13.3362 15.0181
1,1,1,2,3 16.3598 18.3598 1,2,3,4,4 12.5646 14.1457
1,1,2,2,3 15.2315 17.1879 1,2,3,4,5 12.3797  13.8657

Table 6.1 — Energies des états fondamentaux et excités pour l'oscillateur harmonique a cing
corps.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons développé une méthode analytique pour résoudre exactement
le probléme quantique de quelques corps, gouverné par des forces harmoniques & deux corps
dans un espace tridimensionnel. La méthode est basée uniquement sur des transformations de
coordonnées. Notre point de départ était I’extraction de ’énergie cinétique du centre de masse
de I’énergie totale. Cela peut étre fait tout au long de l'introduction de coordonnées Jacobi.
Pour un systéme a N corps, N — 1 coordonnées Jacobi sont nécessaires. Un choix approprié
des coordonnées de Jacobi donne pour I’énergie cinétique une forme quadratique diagonale en
fonction de ces coordonnées, tandis que 1’énergie potentielle prend aussi une forme quadratique,
mais en général non diagonale. L’hamiltonien est alors exprimé comme une somme de N — 1
oscillateurs harmoniques couplés. Le découplage de ces oscillateurs est indispensable pour pou-
voir déterminer le spectre d’énergie est les fonctions d’onde. Nous avons montré que le probléme
de la diagonalisation du hamiltonien d’un systéme a N-corps se réduit a une diagonalisation
d’une matrice symétrique d’ordre N —1 en utilisant une transformation orthogonale. Les valeurs
propres de 'opérateur hamiltonien ont été obtenues exactement sans aucune approximation.
Les cas particuliers a trois, & quatre et a cing corps ont été traités en détail et les matrices a
diagonalisées pour chaque cas ont été données explicitement en termes de masses des particules
et des constantes de couplage.

Pour I'énergie de I’état fondamental de l'oscillateur harmonique & trois corps, nous avons
obtenu une expression trés compacte, I’équation (4.40), ot nous avons utilisé une formule clé,
équation (4.39), qui donne la somme des racines carrées des valeurs propres d’une matrice
symétrique 2 x 2 sans dériver explicitement les expressions des valeurs propres elles-mémes.

Pour loscillateur harmonique a quatre et cing corps, nous espérons pouvoir dériver une formule
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similaire pour les matrices symétriques d’ordre trois et quatre respectivement.
Finalement, nous espérons que ce mémoire sera le début d’une autre grande recherche si

Dieu le veut.
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Annexe A

Polynéme d’Hermite

L’équation différentielle d’Hermite est donnée par :

y' +—2zy +2ny=0 ,y=H,(z)

oun=0,1,2,3,....
Les solutions de cette équation sont les polyndémes d’Hermite, exprimés par la formule de

Rodrigués :

Hy (z) = (—1)"6902;% <e—r2)

Les premiers polynémes de Laguerre sont les suivants :
Ho(z) =1 Hy(z) =2z Hs(x)=42>-2

Il faut remarquer que H,, (x) est un polynéme de degré n.
Propriétés des polynémes d’Hermite
Les propriétés des polynémes d’hermite sont :

— Fonction génératrice

1242t > "
o+ .z:ZHn(;p)ﬁ_
n=0 :
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— Formules de récurrence

— Orthogonalité

— Relation de parité

Hypy(z) = (22)Hy, (z) —2nHpy— (2)

H,(x) = 2nH,_1(z)
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Annexe B

Polynéme de Laguerre

L’équation différentielle de Laguerre est donnée par :

zy' +(1—2)y +ny=0 ,y=L,(2)

oun=0,1,2,3,....
Les solutions de cette équation sont les polynomes de Laguerre, exprimés par la formule de
Rodrigués :
1, d

L, (x)= 1€ o (z"e™™)

Les premiers polynémes de Laguerre sont les suivants :
Lo(z)=1, Li(z)=1-a, Lo(z)=32>—-2z+1

Il faut remarquer que L, () est un polynome de degré n.
Propriétés des polynémes de Laguerre
Les propriétés des polyndémes de Laguerre sont :

— Fonction génératrice

T h :nZ:OLn(:U)hn.
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— Formules de récurrence

Lysy (x) = Ly, (2) + Ly (x) = 0

m+1)Lpti(x) —2n+1—2)Ly(x) +nly_1(x) = 0
2L, (z) —nly, (z) +nl, 1 () = 0
— Orthogonalité
o0 1si n==k
| e L) L (@) do = b =
0 0 si n#k
Polyndmes associés de Laguerre
Ce sont les polynomes définis par
k g dF
Ly (z) =(-1) WLTL-H‘J (z)

et satisfaisant 1’équation

vy +(k+1-2)y +ny=0 ,y=1LF(z) .

Les polynoémes LE (r) peuvent également étre trouvés a partir de la formule de Rodrigues

-k, x gn
LF (z) = v e d (xnﬂfefm) :

n! dz»
Les polynomes associés de Laguerre sont orthogonaux :
(n+k)!

/ 2Fe Lk (2) LE (2) dz = ! :
0 0 si m#£n

si m=n
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Abstract

This work deals with few body systems governed by a non relativistic
kinematics with interactions with two bodies invariant by translation or rotation.
For a N-body system, we present N -1 Jacobi coordinates. We show that eigen
values and the eigen states of the Hamiltonian operator can be analytically
obtained by the diagonalization of an N - 1 symmetrical matrix. Cases with three
bodies, four and five are treated in detail. In the three-body case, we obtain a

very compact formula for fundamental energy.
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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrit dans le cadre de systémes a
petit nombre de corps gouvernés par une cinématique non relativiste avec des
interactions a deux corps invariantes par translation ou rotation. Pour un systeme
a N-corps, nous présentons N -1 coordonnees de Jacobi. Nous montrons que les
valeurs propres et les états propres de I'opérateur hamiltonien peuvent étre
obtenues analytiguement par la diagonalisation d'une matrice symeétrique
d'ordre N - 1. Les cas avec trois, quatre et cing corps sont traités en détail. Dans
le cas a trois corps, nous obtenons une formule trés compacte pour [I'énergie

fondamentale.
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