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Introduction

Un point fixe est un point qui reste immobile par une application ou une transfor-
mation. La théorie du point fixe trouve ses applications dans plusieurs domaines dif-
férents par exemple : les inéquations variationnelles qui apparaissent dans le controle
optimal stochastique et aussi dans des autres problémes dans la physique mathéma-
tique, par exemple : déformation des corps élastiques poussés a travers les obstacles
du solide, torsion elasto-plastique etc.

Le théoréme qui garanti ’existence de ce point immobile est le théoréme de point

fixe.

L’auteur de ce résultat tres constructif est S. Banach (1922) (c.f. [4]). Ce théoréme
était une concrétisation de travaux antérieurs en particulier ceux de E. Picard qui avait
bien auparavant utilisé la méthode des approximations successive pour résoudre de
nombreux problémes s’exprimant en termes d’équations différentielles, intégrales, ou
aux dérivées partielles. Le théoreme de Banach s’est récemment révélé étre un outil
fondamental dans I’étude des équations de la physique mathématique.

En des termes quantifiés, étant donnée une fonction f, le probléme de point fixe
consiste a résoudre I’équation f(x) = x. L’expérience nous montre qu’en étant capable
de résoudre le probléme de point fixe on sera aussi capable de résoudre une quantité
d’autres problémes qui, & premiére vue, ne ressemble pas & un probléme de point fixe.
Par exemple :

— Si on cherche un point z tel que f(x) = 0, on peut trouver un tel point en

résolvant le probléme de point fixe g(z) = = ou g(z) = f(x) + .



— Si on cherche un point z tel que f(z) = y, on peut obtenir un tel = en résolvant
léquation g(x) = f(z) —y + x.

— L’étude de systémes dynamiques se réduit souvent & un probléme de recherche
de points fixes d'un champ de vecteurs f : R" — R"; i.e., f"(z) =2z, n € N.

— Les questions d’existences et d’unicités de solutions de problémes a valeur ini-
tiale de la forme z(t) = f(t,z(t)), ©(0) = x¢ sont résolues affirmativement par
le théoréme de point fixe de Banach.

— Questions d’existence et d’unicité de certains problémes de réaction-diffusion
sont aussi résolues affirmativement par la théorie de point fixe.

Ainsi, on s’apercoit que la théorie de point fixe est un point de rencontres de bon
nombres de disciplines. Par conséquent, notre sujet est incontestablement un sujet
d’actualité.

Nous nous sommes intéressés a cette théorie de point fixe et nous avons étudié
plusieurs articles publiés dans ce domaine.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres. De toute évidence le premier cha-
pitre, comme dans toutes les théses contient les éléments indispensables dont on aura
besoin pour le chapitre suivant. Dans ce chapitre nous allons rappeler le théoréme
de Boyd-Wong et aussi un théoréme intéressant de Jachymski [13] qui a établit une
équivalence entre huit définitions d’applications contractives. Lorsqu’on manipule plus
d’une fonction, I'existence d’un point fixe commun exige une certaine commutativité
entre ces fonctions. Pour cela, on va rappeler certaines définitions de commutativité
utilisées dans notre mémoire. En particulier, on parlera amplement des applications

compatibles, applications faiblement compatibles et des applications tangentielles.



Dans le deuxieme chapitre on va démontrer trois théorémes :

— un théoréme du point fixe commun pour deux paires d’applications faiblement
compatibles dans des espaces métriques complets satisfaisant une contraction
généralisée.

— un théoréme du point fixe commun en utilisant une contraction stricte pour deux
paires d’applications faiblement compatibles et tangentielles dans des espaces
métriques.

— un théoréeme du point fixe commun pour deux paires d’applications faiblement
compatibles dans des espaces métriques convexes et complets en utilisant une
contraction généralisée.

On trouvera dans le troisiéme chapitre une application du premier théoréme pour

montrer ’existence et 'unicité d’une solution commune pour un systeme des inéqua-

tions variationnelles.



Chapitre 1

Propriétés contractives
équivalentes et compatibilité de

fonctions

Dans ce chapitre nous allons rappeler un théoréme intéressant due a Jachymski
(c.f. [13]) qui a pu établir une équivalence entre huit définitions d’applications contrac-
tives. Il a aussi formulé (voir théoréme 2, [13]) un théoréme de séparation pour les
fonctions semi-continues supérieurement a droite. Il a appliqué ce théoréme pour ob-
tenir une caractérisation compléte entre le théoréme du point fixe de ”Boyd-Wong”

et celui de ”Browder”.

Nous allons rappeler aussi les concepts de commutativité, commutativité faible,
compatibilité, compatibilité de type (A), compatibilité de type (B), compatibilité de
type (P), compatibilité de type (C), compatibilité faible et les applications tangen-
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tielles.
Définition 1.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une application T : X — X est

dite Lipschitziénne s’il existe un nombre réel k > 0 tel que pour tout x,y € X on a

d(Tz,Ty) < kd(x,y) .

St k < 1, on dit que T est une application contractante ou une contraction, tandis
que st k =1, on dit que T est nonexpansive. Enfin, T est dite contractive si pour tout
r,y € X et x #yona

d(Tx,Ty) < d(z,y).

Remarque 1.2. Contraction implique contractive implique nonexpansive implique
Lipschitzienne et que toute ces fonctions sont uniformément continues.

Théoréme 1.3. (c.f. [4]) Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — X
une contraction. Alors

(1) T admet un point fize unique dans X ; i.e., u € X tel que Tu = u.

n

1—k

(17) Pour tout zo € X, on a lim, .., T"xg = u et d(T"xq,u) < d(xg, T'zy).

Preuve. Voir [4]. B

Il est facile aussi de vérifier la proposition suivante.

Proposition 1.4. Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une
application. St T" est une contraction pour un certain entier n, alors T admet un
point fize unique dans X.

Théoréme 1.5. Soit (X,d) un espace métrique compact. Si T : X — X est une

application contractive, alors T admet un point fixe unique u dans X. En outre, pour

tout g € X, on a lim, .. T"xy = u.



Définition 1.6. Soient ¢ : Ry — R, une fonction telle que ¢(t) < t pour t > 0
et T : X — X une application. On dit que T est ¢-contractive (ou que T est une

contraction non linéaire) si
d(Tz,Ty) < ¢(d(z,y)) pour tout z,y € X.

Le théoréeme suivant est le théoreme de Boyd-Wong (c.f. [7]).

Théoréme 1.7. Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une
application. Supposons qu’il existe une fonction semi-continue supérieurement ¢ :
R, — R, telle que T soit ¢-contractive. Alors T admet un point fixe unique u dans
X. En outre, pour tout xo € X on a lim T"xq = u.

n—oo

Preuve. Voir [7]. B

1.1 Equivalence de certaines propriétés contrac-

tives de fonctions

Dans cette section, nous allons rappeler un résultat intéressant due a Jachymski
[13] établit en 1997. Dans son théoréme, Jachymski (c.f. [13]) a établi un théoréeme
faisant I’équivalence de huit définitions d’applications contractives. Son travail est
basée sur le lemme suivant.

Lemme 1.8. Supposons que 0 < a < b < oo et considérons la fonction

¢ : Ry — Ry telle que ¢(t) <t pour tout t > 0 et vérifiant

lin% sup ¢(s) < t pour t € (a,b) et



lim sup ¢(s) < a,si a > 0.

s—at

Alors, il existe une fonction strictement croissante et continue ¢ : [a,b) — Ry
telle que ¢(t) < ¢ (t) <t pour tout t € [a,b) N (0, 00).
Preuve : Nous considérons deux cas.

1. a > 0 : Soit {b,} une suite strictement croissante avec by := a et b, — b. Pour

n € N définissons

ap = sup{@ it e [a,bn]}.

D’aprés les hypothéses on a a,, < 1 pour n € N. Posons : a = sup,,¢cy &,. Sans

perte de généralité, on peut supposer a = 1 et (si nécessaire en passant a une
sous-suite) {a,} est strictement croissante. Définissons la fonction ¢ : [a,b) —
R, par

graphe () := la ligne polygonale avec des noeuds {(b,, @,11b,) : n € N}
Il est facile de vérifier qu’elle a toutes les propriétés requises.

2. a =0 : Soit {a,} et {b,} deux suites convergentes vers 0 et b respectivement

avec 0 < apyq < a, < b, < b,y1 < bpour n € N. Posons

t
Q= sup {@ ‘te [an,bn]} pour tout n.
Comme dans le cas 1, nous avons a,, < 1, n € N. Posons aussi «a := sup,,cy @n.
Sans perte de généralité, supposons que a = 1 et {a,} est strictement croissante.

Définissons les suites {ry},-, et {ng},— en posant ng := 0 et pour k € N
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T . = max {Oén+1an Cn> nk71}>

nE  =max{n > ng_1: Qp10, =Tk }.

Nous introduisons maintenant une fonction ¢ : R, —— R, telle que ¢(0) := 0 et
Y(t) := a1t pour t € [ay,,by,]. D’autre part, définissons ¢ sur [b,,,00) comme
dans le cas 1. (avec a := b,, ) et sur (0, a,,| par : graphe (¢) :=la ligne polygonal
avec des noeuds {(a,,, %) : k € N}.

La fonction v vérifie toutes les propriétés requises. B

Théoréme 1.9. Soient (X, d) un espace métrique et T : X — X une application.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) (c.f. [8]) Il existe une fonction croissante et continue & droite ¢ : Ry — R,
telle que T est ¢-contractive.

(b) (c.f. [9]) Il existe une application © : X x X — Ry avec
inf {O(z,y);a < d(x,y) < b} >0 pour a,b > 0, telle que
d(Tz,Ty) < d(z,y) — O(z,y) pour tout z,y € X.
(c) (c.f. [18]) Il eziste une application T': X x X — R, avec
sup {I'(z,y) : a < d(z,y) < b} <1 pour a,b > 0, telle que
d(Tz, Ty) < I'(x,y)d(z,y) pour tout x,y € X.

(d) (c.t. [17)) 1l existe une fonction continue ¥ : Ry — Ry avec ¥(t) > 0 pour
t>0 et

d(Tz,Ty) < d(x,y) —¢(d(x,y)) pour tout z,y € X.
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(e) (c.f. [10]) Il existe une fonction semi-continue supérieurement ¢ : Ry — R,
telle que T est ¢-contractive.

(f) 1l existe une fonction ¢ : Ry — Ry avec lim sups_1¢p(s) <t pour t >0 et T
est ¢-contractive.

(9) (c.f[19]) Il existe une fonction strictement croissante ¢ : Ry — R, vérifiant

lim ¢"(t) = 0 pour tout ¢t € R, (1.1)

n—oo

et T est ¢— contractante. (h) Il existe une fonction strictement croissante et continue
¢: Ry — R, telle que T est ¢-contractive.

Preuve. Nous allons vérifier (b) < (¢), (d) < (e), (h) = (e) = (a) = (f) = (h)
, (h) = (9) = (f) et (h) = (¢) = (f).

La relation (b) < (¢) a été prouvé dans [9]. (d) = (e) suit avec ¢(t) := t — (¢)
,t € Ry et (e) = (d) suit avec un résultat de Michael [21]. De plus, (h) = (a)
est triviale ainsi que (e) = (f) , D’ailleurs, (a) = (e) est claire (chaque fonction
croissante est semi-continue supérieurement a gauche) et (f) = (h) résulte du lemme
1.8. De plus (h) = (g) est vérifiée dans la maniére décrite par [8] et (f) = (h)
découle du théoréeme 5. Enfin, supposons que (h) est vraie. Définissons 1’application
I'' X x X +— Ry par I'(z,2) := 0,2 € X, et I'(z,y) := % pour = # .

Soit a,b > 0, a < b. Puisque T' est ¢-contractive

sup{T(z,y) - a < d(,y) <0} < sup{2D a<r <) <1

t
(1)

(car la fonction t — — atteint son maximum sur [a, b]). Donc, (e) est satisfaite.

Pour prouver (¢) = (f), définissons pour n € N
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A, ={(z,y) e X x X : — <d(x,y) <n}.

S|

Ces ensembles sont non vides pour n suffisamment grand, n > ny posons, pour

tous n
d(T'z,Ty)
Q1= SUpP (z,y) € Ay}
ey 100
1
Soit ¢ : Ry +—— R, telle que ¢(0) := 0,¢(t) := au,t pour t € {—,ng] et
T

1

t) := aut te |—,
B(t) := ant pour [M_l

} U(n —1,n], n > ng Il est facile de voir que (f) est
vérifiée. B

Remarque 1.10. Le concept général du théoréme 1.7 de Boyd-Wong est le sui-
vant.

(E) Il existe une fonction semi -continue supérieurement & droite ¢ : Ry — R,

telle que T est ¢-contractive.

Le contexte général de la condition (¢) de Matkowski ci-dessus est le suivant.

(G) il existe une fonction croissante ¢ : Ry — Ry wvérifiant (1.1) et T est ¢-
contractive.

Par conséquent, on obtient d’apres le théoréeme 1.9 que
(E)= (e) « (i) et (G)=(9) < (i) pour i€ {a,..,h}.

Systématiquement on obtient comme conséquence la proposition suivante.

Proposition 1.11. Si (X,d) est un espace métrique complet et T : X — X une
application vérifiant la condition i, ot i € {a,...,h}, alors T admet un point fize
UNLQUE.

Preuve. Voir [13]. B
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Les principes mutuellement équivalents décrits de a & h sont alors réductibles a
(E) principe due a Boyd-Wong ou (&) principe due & Matkowski, mais il a été prouvé
dans [13] que l'inverse n’est pas vrai et que le théoreme de Boyd -Wong améliore
celui de Browder et donne une caractérisation compléte des relations entre ces deux
derniers. C’est a dire que le théoréme de Boyd-Wong reste essentiellement plus général
que le théoréme de Browder. Il a été démontré aussi que l'implication (e) = (F) est
en général fausse et que les conditions (E) et (G) sont indépendantes. Cela veut dire
que le principe de Boyd-Wong n’est en général pas réductible a celui de Matkowski

et I'inverse non plus.

1.2 Applications compatibles

L’objectif de ce paragraphe est de rappeler certaines définitions de compatibilité
de fonctions et de les comparer a 1’aide des exemples concrets.

Sessa (c.f. [15]) a généralisé le concept des applications commutatives en introdui-
sant le concept des applications faiblement commutatives. Jungck [14] a généralisé le
concept de commutativité faible en introduisant le concept des applications compa-
tibles. Jungck et al [15] ont généralisé le concept de compatibilité en introduisant le
concept des applications compatibles de type (A). Pathak et al [22,24,26] ont généra-
lisé le concept de compatibilité de type (A) en introduisant le concept des applications
compatibles de type (B), les applications compatibles de type (P) et les applications
compatibles de type (C). Il a été démontré dans [15,22,24,26] que ces notions sont

équivalentes si les applications sont continues. Dans [16], Jungck a introduit le concept
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des applications faiblement compatibles. I a été démontré dans [14,15,22,24,26] que
chacun de ces concepts de compatibilité implique la compatibilité faible, mais la réci-
proque n’est pas vraie en général. Autrement dit la compatibilité faible est la notion
la plus faible parmi toutes les compatibilités citées.

Dans la suite de ce chapitre S et T désignent deux applications d’un espace mé-
trique (X, d) dans lui méme.

S et T sont dites commutatives si STz = T'Sx pour tout z € X.

Définition 1.12. (c.f. [29]) S et T sont dites faiblement commutatives si pour
tout x € X, on a

d(STz,TSxz) < d(Sz,Tx).

De toute évidence la commutativité implique la commutativité faible, mais la

réciproque n’est pas vraie en général comme le montre I’exemple ci-dessous.

Exemple 1.13. Soient (X,d) = ([0,1], |.|), Sz = g et T'(z) = 21 . Pour tout
x
r e X,ona
x x
STz —TSx| = —
ST d ’4+2x 44z
B x
4+ 7)(4+22)
72
<
T 442
B x
2 2+4x
= |Sz—Tuz|.
Alors, S et T sont faiblement commutatives. Mais
x x
TSx = = ST
T its it .
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pour tout x # 0 dans X. Donc, S et T ne sont pas commutatives.

Définition 1.14. (c.f. [14]) S et T sont dites compatibles si

lim d(STz,,TSz,) =0, (1.2)

n—o0

pour toute suite {x,} dans X satisfaisant

lim Sz, = lim Tz, =t pour un certain t € X. (1.3)

n—oo n—oo

11 est facile de montrer que commutativité faible implique compatibilité, mais la réci-
proque n’est pas vraie en général comme il a été prouvé dans [14].

Définition 1.15. (c.f. [15]) S et T sont dites compatibles de type (A) si

lim d(STz,,T?z,) =0 et lim d(TSx,,S%z,) =0, (1.4)

n—oo n—oo

pour toute suite {x,} dans X wvérifiant (1.3). Clairement, commutativité faible im-
plique compatibilité de type (A), mais la réciproque n’est pas vraie en général. Néan-
moins, ces deux concepts de compatibilité sont indépendants si S et T" ne sont pas
continues (c.f. [15]).

Définition 1.16. (c.f. [22]) S et T sont dites compatibles de type (B) si

lim d(STz,, T?z,) < 1[lim d(STw,, St) + lim d(St, S?z,)] et (1.5)

n—oo — 2'm—o00 n—oo
n—00 Nn—00 n—00

1
lim d(T'Sz,, S*r,) < §[lim d(TSz,,Tt) + lim d(Tt, T?z,)],

pour toute suite {x,} dans X vérifiant (1.3).

Définition 1.17. (c.f. [25]) S et T sont dites compatibles de type (P) si

lim d(S%z,, T?z,) =0, (1.6)

n—oo
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pour toute suite {x,} dans X vérifiant (1.3).

Définition 1.18. (c.f. [26]) S et T sont dites compatibles de type (C) si

1
lim d(STx,, T?z,) < g[lim d(STx,, St) + lim d(St, T?z,) + lim d(St, S*z,)] et

(1.7)

1
lim d(T'Sz,, S*r,) < g[lim d(TSx,,Tt) + lim d(Tt, S*x,) + lim d(Tt,T?x,)],

n—oo n—oo n—oo n—oo

pour toute suite {x,} dans X vérifiant (1.3).
Proposition 1.19. Supposons que S et T' sont continues sur X. Alors toutes les
définitions de (1.14) a (1.18) sont équivalentes.
Preuve. Voir [15, 22, 25, 26]. &
Proposition 1.20. 5i S et T sont deux applications compatibles ou compatibles
de type (A), (B), (P) ou (C), alors
(1) ft = gt pour un certain t € X, implique fgt = g*t = gft = f?t.
(2) Supposons que lim,,_,o. fr, =lim, . gz, =t pour un certain t € X. Alors
(a) f est continue en t, implique lim,, .., g*x, = ft.
(b) g est continue en t, implique lim,, .o f?z, = gt.
(c) f et g sont continues en t, implique ft = gt et fgt = gft.
Preuve. Voir [15,22,25,26]. ®
Définition 1.21. (c.f. [16]) S et T sont dites faiblement compatibles si elles com-
mutent aux points de coincidence; i.e., st St =Tt pour t € X, alors STt = TSt.

Lemme 1.22. Si S et T sont compatibles, ou compatibles de type (A), (P), (B),

ou (C), alors ils sont faiblement compatibles.
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Preuve. Voir [14,15,22,25,26]. &
L’exemple suivant montre que les implications inverses du Lemme 1.22 ne sont

pas vraies en général.

Exemple 1.23. Soit (X, d) = ([0, 10], |.|). Définissons S et 7' par

0 si z el
3 si x € (0,2]
Sz = , Tx= r+8 si z€(0,2]
0 si xze{0}U(2,10]

\ r—2 si xz€(210]
Clairement, Sz = Tz si et seulement si = 0. 7(0) = S(0) = 0,7°5(0) = ST(0) = 0.
Alors, (S,T) est faiblement compatible. Soit {x,} la suite de X définie par : z, =
2+ l, n > 1.

n

1 1 1
St,=52+-)=0,Tz,=T2+—)=—.
n n n

On a Sz, Tz, — t = 0 lorsque n — oco. De plus

1
STx, =S(—)=3,TSx, =T(0) =0 pour tout n > 1.
n

On voit 1a que

lim |ST'z, — T'Sx,| =3 #0,

n—oo

et donc (S,7) n’est pas compatible. D’autre part

1 1
Sz, = S(0) = 0,T%x, = T(—) =8+ — pour tout n > 1.
n n
Mais

lim |TSx, — S%x,| =0 et lim |STz, —T%z,| =5#0,

n—oo n—oo

cela implique que (S,7T) n’est pas compatible de type (A). Aussi

1 3
lim |STw, — T?x,| = 5> =[lim |STx, — St| + lim |St — S%z,)|] = 3

n—oo n—o0 n—o0
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Cela veut dire que (S,7T) n’est pas compatible de type (B). Puisque

lim |S%z, — T%z,| =8 #0,

n—oo

alors (S,T) n’est pas compatible de type (P). Enfin, comme

5 = lim STz, — T?x,|
1 1 ) 2 . 2 11
> g[hm |STx, — St| + lim ’St—T xn‘ + lim ‘St—S an =2

on conclut que (S, T) n’est pas compatible de type (C).
Définition 1.24. (c.f [12]). Soient (X,d) est un espace métrique et K un sous-

ensemble non vide de X et F, G, S et T : K — X des applications satisfaisant
1
d(Fz,Gy) < a max{gd(Tx, Sy),d(Tx, Fx),d(Sy, Gy)}
+bo{d(Tz,Gy) + d(Fz,Sy)}
pour tout x,y € K et x #y, a,b >0 tels que a+2b < 1. Alors (F,G) est dit (T, S)
contraction généralisée dans K.

Définition 1.25. (c.f [12]). un espace métrique (X,d) est dit convexe si pour

tout v,y € X et x #y il eviste un point z € X, v # 2z #y tel que
d(z,z) +d(z,y) = d(z,y).

Lemme 1.26. (c.f [12]). Soit K est un sous-ensemble fermé non vide de X, ou X est
un espace métrique convexe.

Siz e Ketyé¢ K, alors il existe un point z € § (K) (la frontiére de K) tel que

d(z,2) +d(z,y) = d(x,y).



19

1.3 Applications tangentielles

Définition 1.27. (c.f [28]) Le point t € X est dit tangent o S et T s’il existe une

suite {z,} de X telle que

lim Sz, = lim Tz, =t.

n—oo n—oo

Deux applications qui possédent un point tangent sont dites tangentielles.
Exemple 1.28. Soit (X,d) = ([0, +o0[,|.|). Définissons S, T : X — X par :

Sx =3x+1et Tx =2x+3, pour tout z € X. Considérons la suite {z,,} de X définie

par x, = 2+ = n = 1,2, ... Clairement, lim,_,., Sz, = lim,,_,oo Tz, =7 =1, donc S

et T sont tangentielles.



Chapitre 2

Théorémes du point fixe commun
de plusieurs fonctions via

compatibilité faible

Dans ce chapitre, on va prouver

— Un théoréme du point fixe commun pour deux paires d’applications faiblement
compatibles dans des espaces métriques satisfaisant une contraction généralisée.

— Un théoréme du point fixe commun en utilisant une contraction stricte pour
deux paires d’applications faiblement compatibles et tangentielles dans des es-
paces métriques.

— Un théoréeme du point fixe commun pour deux paires d’applications faiblement
compatibles dans des espaces métriques convexes et complets en utilisant une

contraction généralisée.

20
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2.1 Théoréme du point fixe commun pour deux
paires d’applications faiblement compatibles dans
des espaces métriques satisfaisant une contrac-
tion généralisée.

Théoréme 2.1. Soient A, B, S et T des applications d’un espace métrique

dans lui méme satisfaisant

A(X) € T(X) et B(X) c S(X) (2.1)

d(Az,By) < h[dmaxd(Sz,Ty),d(Sz, Ax),d(Ty, By), (2.2)

d(Sx, By) . WY, AT)y | (1~ §) max{d(Az, S),

d(By,Ty)} + Lmin{d(Sz, Az),d(Ty, By),

d(Sz, By),d(Ty, Azx)},

pour tout x,y € X, o0 0 <0 <1,0<h<1let L>0. Supposons que S(X) ou T'(X)
est complet et les paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles, alors A, B, S
et T possédent un point fixe commun et unique dans X.

Preuve. Soit xy un point arbitraire dans X. D’apres (2.1), il existe un point
1 € X tel que Axqg = Tx,. Pour ce point x1, on peut choisir un point z, tel que

Bxy = Sxs. Par récurrence, on peut définir une suite {y,} dans X telle que

Yon = Aon = Tx2,11 €t Yony1 = STopi2 = Bropir, n € N (2.3)
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On va montre que {y,} est une suite de Cauchy. Supposons d’abord que y,, # Y11

pour tout n. En utilisant (2.2) et (2.3) et on posant x = x5, et y = xg,,1, On a

d(A332n,BiU2n+1) < h[5m&X{d(S$2n>T$2n+1)>d<S$2n>Ax2n)ad<T$2n+1,B$2n+1)>

d(San, Broni1) + d(Tx,11, Axay)
2

}+ (1 = §) max{d(Axa,, Sxap),
d(Bzxani1, Tron11) ) + Lmin{d(Szap,, Azey), d(T x4 1, BTani1),

d(5$2n, B$2n+1)7 d(T$2n+1, A$2n)}7
ce qui implique que
d(y2n7 y2n+1> < h[5 maX{d(SIQn, T$2n+1), d(szn, A@n), d(T€E2n+1, BI2n+1),

d(Sxan, Bront1) + d(Top41, Axay,)
2

}+

(]_ — (5) maX{d(AxQH, Sl’gn), d(B.TQn_H, TCL’Qn_H)}]

d(y2n—1a y2n+1)}

= h[5 max{d(y%,l, Z/2n)7 d(y2m y2n+1), 5

+(1 = 0) max{d(yan, Y2n—1), A(Y2n+1, Y2n) }]-

On trouve

d(y2n—1a yzn+1)}

d(y2n7y2n+1> < h[éma’x{d(y2n—lay2n)7d(y2n+17y2n)7 9

+(1 = 0) max{d(yan, Yon—1), A(Y2n+1, Y2n) }|.

On a

d(an—la y2n+l) d(an—la y?n) + d(y2n7 y2n+1)
2 2

VAN

Si

d(Yan—1,Y2n) < d(Y2n+1, Yon),
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on obtient

d(Yon, Y2n+1) < h[6d(Yant1,yan) + (1 = 6)d(Y2n+1, Y2n)]
< d(Yan+1, Y2n),
impossible. Donc
d(Y2n, Y2nt1) < d(Y2n—1, Y2n)-
D’ou
d(Yon, Y2n+1) < h[0d(Yan—1,Y2n) + (1 = 6)d(Y2n, Y2n—1)]
= hd(yan—1,Y2n)-

De la méme maniére on trouve

Ad(Y2n+1, Yont2) < hd(Yon, Yont1)-

Il suit que
A(Yns Ynt1) < hd(Yn-1,Yn),
ce qui implique que {y,} est une suite de Cauchy.

La suite {yant1} = {Sxoni2} C S(X) est une suite de Cauchy dans S(X). Sup-
posons que S(X) est complet. Alors elle converge vers un point z = Su pour u € X.
Par conséquent, les sous-suites { Az, }, {Bxani1}, {T 2,11} convergent aussi vers z.
Si Au # z, en utilisant (2.2) on a

d(Au, Brony1) < h[dmax{d(Su,Tz2,+1),d(Su, Au),d(Tx2,+1, Bxoni1),

d(SU, Ban-{—l) + d(TfL‘Qn_H, AU)

5 }+ (1 = §) max{d(Au, Su),

d(Txopi1, Bropi1)}] + L min{d(Su, Au), d(Txon 11, Brani1),

d(Su, B$2n+1), d(TSCQnJrl, Au)}
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En faisant n — oo on obtient

d(Au,z) < h[éd(Au,z) + (1 — 0)d(Au, 2)]

< d(Au, z),

qui est une contradiction. D’ot, z = Au = Su. Comme A(X) C T(X), il existe

v € X tel que z = Tw. Si z # Bw, en utilisant (2.2) on trouve

d(Au, Bv) = d(z, Bv) < h[d max{d(Su,Tv),d(Su, Au),d(Tv, Bv),

d(Su, Bv) —;— d(Tw, Au)} + (1 — ) max{d(Au, Su),d(Tv, Bv)}]

+Lmin{d(Su, Au),d(Tv, Bv),d(Su, Bv),d(Tv, Au)}.

Alors

d(z,Bv) < hl|dd(z, Bv) + (1 —§)d(z, Bv)]

< d(z, Bv),

qui est une contradiction. Donc, z = Bv = Tw. Comme (A, 5) est faiblement

compatible, on trouve SAu = ASu ; i.e., Az = Sz. Si Az # z, en utilisant (2.2) on a

d(Az,Bv) = d(Az z) < hld max{d(Sz,Tv),d(Sz, Az),d(Tv, Bv),

d(Sz, Bv) + d(Tv, Az)
2

}+ (1 —9)max{d(Az,Sz),d(Tv, Bv)}]

+Lmin{d(Sz, Az),d(Tv, Bv),d(Sz, Bv),d(Tv, Az)}.

Alors

d(Az,z) < h[od(Az,z)+ (1 —0)d(Az, 2)]

< d(z,Az),
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qui est une contradiction. D’ot z = Az = Sz. Par analogie, on trouve z = Bz =
Tz. Supposons qu’il existe un n tel que y, = y,.1. Par induction, vy, = y,.1x pour
k > 1. Ainsi, il existe u,v € X tels que Au = Su et Bv = Twv, on peut montrer que
z2=Az=Bz=Tx.
Montrons enfin que z est unique. Supposons que w € X est un autre point fixe
commun de A, B, S et T, d’apres (2.2) on a

d(Az, Bw) < hldmax{d(Sz,Tw),d(Sz, Az),d(Tw, Bw),

d(Sz, Bw) er d(Tw, AZ)} + (1 — &) max{d(Az, Sz),d(Tw, Bw)}]

+Lmin{d(Sz, Az),d(Tw, Bw),d(Sz, Bw),d(Tw, Az)}.
Alors

d(z,w) < hod(z,w)

< d(z,w),

qui est une contradiction, d’ou z = w. Alors A, B, S et T admettent un point fixe
commun et unique dans X. H
Si B=AetT =S dans le théoréme 3.1, on trouve le corollaire suivant.
Corollaire 2.2. Soient A et S deuz applications d’un espace métrique (X, d) dans
lui méme satisfaisant

A(X) € S(X)

d(Az, Ay) < h[d maxd(Sz,Sy),d(Sz,Azx),d(Sy, Ay), (2.4)

d(Sz, Ay) + d(Sy, Az)
2

}+ (1 — 6) max{d(Ax, Sx),

d(Ay, Sy)} + L min{d(Sz, Ax),d(Sy, Ay), d(Sz, Ay),d(Sy, Ax)}.



26

pour tout x,y € X, ot 0 < § < 1,0 < h < 1et L > 0. Supposons que S(X) est
complet et (A, S) est faiblement compatible. Alors, A et S admettent un point fize
commun et unique dans X. Si on pose S = Iy dans le corollaire (2.4), ou Ix est

I’application identité dans X, alors on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.3. Soit A une application d’un espace de Banach (X,d) dans lui

méme satisfaisant

d(Az,Ay) < h[dmaxd(z,y),d(z, Az),d(y, Ay), (2.5)

d(x, Ay) +d(y, Axr)
2

}+ (1 —96) max{d(Azx, x),

d(Ay,y)}] + Lmin{d(x, Az), d(y, Ay), d(x, Ay), d(y, Ax)}.

pour tout x,y € X, ou 0 < <1,0<h<1let L>0. Alors, A admet un point fixe

unique dans X.

Maintenant, on va prouver aussi un théoréme du point fixe commun en utilisant

une condition stricte avec des applications tangentielles.



27

2.2 Théoréme du point fixe commun pour deux
paires d’applications faiblement compatibles et

tangentielles dans des espaces métriques

Théoréme 2.4. Soient (X,d) un espace métrique et A, B, SetT :Y — X

telles que

d(Az, By) < max{d(Sz,Ty),ad(Az,Sx),ad(By, Ty), (2.6)

[d(By, Sz) + d(Ax, Ty)]/2},

ot 0 < a < 1, pour laquelle le coté droit de (2.6) est positif, A et S ou B et T sont
tangentielles, A(Y) C T(Y) et B(Y) C S(Y).

Alors :

(i) A et S ont un point de coincidence,

(1) B et T ont un point de coincidence.

En outre, s1 Y = X, alors

(1ii) A et S ont un point fize commun et unique, si A et S sont faiblement
compatibles.

(tw) B et T ont un point firte commun et unique, si B et T sont faiblement
compatibles.

(v) A, B, S et T ont un point fize commun et unique, si les paires (A, S) et (B,T)
sont faiblement compatibles.

Preuve. Supposons que B et T sont tangentielles. Alors il existe une suite {z,}

dans Y telle que lim,,_ .., Bx, = lim,,__,,  Tx, = z pour un certain z € X. Puisque
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B(Y) c S(Y), alors pour chaque x,, il existe y, € Y tel que Bz, = Sy, et Sy, — z.
Maintenant, montrons que Ay, — z. Sinon, il existe une suite { Ay, } de {Ay,}, un
entier positif N et un nombre réel » > 0 tels que pour un certain entier positif & > N,
on a d(Ayg, z) > r, d(Ayx, Bxg) > r et
d(Ayg, Bxy) < max{d(Syx, Tz, ), ad(Ayx, Syx), ad(Bxy, Tzy),
[d(Bxy, Syr) + d(Ayg, Tx)]/2}

= d(Ayk, B;Ck),

qui est une contradiction. Donc Ay, — z. Comme z € B(Y) et B(Y) C S(Y), il
existe un élément v € Y tel que z = Su. Si Au # z, en utilisant la condition (2.6)
on obtient
d(Au, Bz,) < max{d(Su,Tz,),ad(Au, Su),ad(Bz,, Tz,),
[d(Bxy, Su) + d(Au, Tx,)]/2}.
En faisant n — oo on a d(Au, Su) < ad(Au, Su) < d(Au, Su), donc Au = Su = z.

Ce qui prouve (i).

Puisque A(Y) C T(Y), il existe un point v € Y tel que Au = Tv. Si Tv # B,
d’aprés (2.6), on trouve
d(Au, Bv) < max{d(Su,Tv), ad(Au, Su),ad(Bv,Tv),
[d(Bv, Su) + d(Au, Tv)]/2}
= ad(Au, Bv) < d(Au, Bv)

Par conséquent Tv = Bv = z. Ce qui prouve (i7). Maintenant, supposons que Y = X.

Comme A et S sont faiblement compatibles, on obtient
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AAu = ASu = SAu = SSu, c-a-d, Az = Sz. Si z # Az en appliquant (2.6), on a
d(z,Az) = d(Az, Bv) < max{d(Sz,Tv),ad(Az,Sz),ad(Bv,Tv),
[d(Bv, Sz) + d(Az,Tv)|/2}
= d(z,Az).

Donc, Az = Sz = z. Ce qui prouve (ii7). La preuve de (iv) est similaire, et la preuve
de (v) est immédiate. B
Si B=AetT =S dans le théoréme 2.4, on trouve le corollaire suivant.

Corollaire 2.5. Soient (X,d) un espace métrique et A, S :Y — X telles que
d(Az, Ay) < max{d(Sz,Sy),ad(Az,Sz),ad(Ay, Sy), (2.7)
[d(Ay, Sx) + d(Az, Sy)]/2},

ot 0 < a < 1, pour laquelle le coté droit de (2.7) est positif, A ou S sont tangentielles,
A(Y) C S(Y).

Alors :

(1) A et S ont un point de coincidence.

En outre, si Y = X, alors

(i) A et S ont un point fire commun et unique si A et S sont faiblement com-
patibles.

Exemple 2.6. Soient X = [0,00) muni de la métrique usuelle et ¥ = [55, 00).
On définit A, B,S,T de Y dans X par Az = 2 + 2, Bz = 2® + 2, Sz = 32% et
Tx = 323

Alors d(Az, By) = |22 — y?| < 3]z* — y?*| = d(Sz,Ty). Donc (2.6) et les autres

hypotheses du théoréme 2.4 sont satisfaites. On a A(3) = S(3) = 3 et B(973) =
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T(973) = %, c-a-d, A et S ont un point de coincidence x = % et B et T ont un point
de coincidence différent z = 973.

Maintenant, on va prouver un théoréme du point fixe commun dans un espace

métrique convexe et complet en utilisant une contraction généralisée avec des appli-

cations faiblement compatibles.

2.3 Théoréme du point fixe commun pour deux
paires d’applications faiblement compatibles dans
des espaces métriques convexes et complets en

utilisant une contraction généralisée.

Théoréme 2.7. Soient (X,d) est un espace métrique convexe et complet et K
sous-ensemble non vide fermé de X. Si (F,G) est une (T, S)-contraction généralisée

de K dans X wvérifiant

d(Fz,Gy) < a max{%d(Tx,Sy),d(Tm, Fz),d(Sy,Gy)} (2.8)

+0{d(Tx,Gy) + d(Fz,Sy)}.

(i) 6(K)CS(K)NT(K),F(K)NK CS(K),G(K)NK CT(K),
ot 8 (K) est la fronticre de K.
(i1) Tr € 6 (K) = Frx e K,Sx €0 (K) = Gr € K,
(i13) T (K) et S(K) (ou F(K) et G(K)) sont des sous-espaces fermés dans X.

Alors
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(v) F et T ont un point de coincidence,

(v) G et S ont un point de coincidence.

D’autre part, siles paires (F,T) et (G, S) sont faiblement compatible, alors F, G, S
et T ont un point firte commun et unique dans X.

Preuve. On construit d’abord deux suites {z,} et {y,} de la maniére suivante.

Soit x € § (K) . donc (a cause de 0 (K) C T (K) il existe g € K tel que x = T'zy.
Puisque Tx € ¢ (K) = Fz € K, on déduit que Fxy € F(K)NK C S(K). Soit
r1 € K tel que y; = Sx; = Fxg € K, comme 1y; = Fxq il existe un point ys = Gy
tel que

d(yh y2) = d(Fl'(], Gl’l)

Supposons que y2 € K. Alors y, € G(K)N K C T(K), ce qui implique qu'il
existe un point x5 € K tel que yo = Txo. Si ys ¢ K alors il existe un point p € § (K)

tel que

d(Sz1,p) + d(p, y2) = d(Sz1,y2).

Puisque p € § (K) C T (K) il existe un point x5 € K, avec p = Txs tel que

d(Szy,Txs) + d(Txa,y2) = d(Sz1, y2).

Soit y3 = Fuxy est tel que d(y2,y3) = d(Gzy, Fzy). En répétant ce qui précede, on
obtient deux suites {x,} et {y,} telles que
(Ui) Yon = GTon_1,Yont1 = Fop,

(vit) yon € K = Yo, = Txa, OU Yo, ¢ K = T'wo,, € 0 (K) et

d(Sl'anl? TxQn) + d<Tx2n7 y2n) = d(‘S‘xanla y2n)7
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(vi17) Yont1 € K = Yon+1 = STopt1 OU Yoni1 € K = Sx9p41 € K et

d(Tw2p, STant1) + d(STans1, Yan+1) = AT 20, Y2n+1)-
Notons
Py = {Twa € {Twon} : Ty = yai},
P = {Txy € {Txo,} : Twoy # yai},
Qo = {STaiy1 € {STany1} : ST2i1 = Yoir1}),

1 = {Szoi1 € {Swont1} : Se2it1 # Y2is1}-

Observons que (1o, Soni1) &€ Pr X Q1. Si Txe, € Py, on déduit que yo, # Txo, et
Txo, € §(K) ce qui implique que Yo, 11 = Fao, € K et A0 yo,11 = SToni1 € Qo

De la méme fagon, on peut prouver que (Sxo,_1,Tx2,) & Q1 X P;.

Maintenant, nous distinguons les trois cas suivants.
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Cas 1. Si (Txapn, Stani1) € Py X Qo, on obtient

d(Txon, Stony1) = d(Frop, Gran_1)
< a max{%d(ngn_l,Txgn), d(Swon_1,Gron 1), d(Txoy,, Fre,)}
+0{d(Tx2,, Gxon_1) + d(Sxon_1, Fxa,)}
= a max {%d(’y%h Y2n)s A(Y2n—1, Y2n ), A(Y2ns Y2nt1) }
+b{d(y2n-1,Y2n+1)}
= @ max {%d(y%_l, Yon)s A(Yon—1, Yon), A(Y2n, Y2nt1) }
+b{d(y2n—1, Y2n) + d(Y2n, Y2n+1)}

a+b .
(1 _ b) d<Sx2n717Tx2n)7 St d<y2nflay2n) 2 d(y2n+1a y2n)

IN

b .
(1 —_bh— a) d(Sx2n—17TI2n)7 St d<y2n—17 y2n) S d(y2n+1a y2n)7

ce qui implique

d(Txon, Stapi1) < h d(Sxon—1,TTa,),

b b
Dans la suite de cette preuve on pose h = max{(cthb) , (1 ; )} <1
- —b—a

puisque a + 2b < 1.

De la méme maniére, si (Sza,_1,TTa,) € Qo X Fy. On a

d<Sm2n—17 TxQn)

a-+b )
(1 — b) d(Szon—1,Tron—2),s1 d(Yan—2, Yon—1) > d(Y2n—1, Y2n)

IN

b .
(1 b —_a) d(5$2n—1,T$2n—2); S1 d(an—Qa y2n—1) < d(yzn—han),

donc

d(Sxon—1,T22,) < h d(Swon_1,Tx2,_2).
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Cas 2. Si (Txopn, Stani1) € Py X @1, on trouve
d(Txan, Sont1) + d(STani1, Yant1) = A(TTon, Yon+1)-
D’ou
d(Txo, Stont1) < d(Txan, Yont1) = d(Yon, Yant1),

et donc
d(T o, Stoni1) < d(Yan, Y2nt1) = d(F o, Gron_1).

Maintenant, en procédant comme dans le cas 1, on a

d(T332m S$2n+1)

a+b .
(1 — b) d(Szan—1,Tx2n),81 d(Yan—1,Y2n) > d(Y2n+t1, Yon)

< b '
(m) d(5$2n—1,T1'2n)7 S1 d(yZn—la yzn) < d(y2n+1>y2n)a

ce qui implique

d(Txon, Stapi1) < h d(Sxon—1,TTay,).

Dans le cas ou (Sxa,_1,TT2,) € Q1 X Py, on obtient

d(Sx2n—17 Tx2n>

a+b .
<1 — b> d(5$2n—1,T$2n—2), St d(yzn—zyyzn—ﬂ > d(y2n—1, y2n)
<

b .
<m> d(5$2n717T$2n72)7 St d(y2n—2,y2n71) < d(y2n71, yzn)~

Donc

d(Sxop_1,Txo,) < h d(Sxon_1,TT2, 2).

Cas 3. Si (Twon, STony1) € P X Qq, alors Sz, 1 € Qp. Comme Ty, est la

combinaison linéaire convexe de Sxg,_1 €t ¥, il suit que

d(TﬂUzn, SiU2n+1) < maX{d(SSUznfl, S$2n+1)7 d(an, S$2n+1)}- (2-9)
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Maintenant, si d(Sxa,—1, STan1+1) < d(y2n, STani1), On trouve

d(Twon, Sxont1) < d(Yon, STont1) = d(Faey, Grop—_1)
1
< a max{id(Ta:QH, SIQn_l), d(Tl’gn, FIQn), d(Sl’Qn_l, G$2n_1)}

+0{d(Tx2,, Gron—1) + d(Sxon—1, Fran)}

a+b )
(1 — b) d(SﬂJzn—17T$2n)7 S1 d(y2n—1; y2n) > d(y2n+1,y2n)

VAN

b .
(1 —h— CL) d(stnfla Tx?n)? S1 d(yanla y2n) S d(y2n+17 y2n) y

d’ou

d(Tx?m S$2n+1) S h d(SxZn—la T$2n)-
Ensuite, si d(yon, STont1) < d(Sza,—1,ST2,41), d’apres (2.9)

d(Txoy, Stons1) < d(Sxzan—1,STa41) = d(Fxo,, Gra,_ o)
< a max{%d(Txgn, Ston_2),d(Txon, Fray,),d(ST2n_2, GToy_2)}
+b {d(Txon, Grop—2) + d(STop—o, Fxa,)}
= a max{%d(y%, Yon—2); A(Y2n, Yan+1), d(Y2n—2, Yon—1)}

+b {d(y2n, Yan—1) + d(Y2n—2, Yon+1)}
Puisque

1 1
id(yzm y2n72) = i{d(ym, y2n71>, d(y2n71, y2n72)}

= maX{d(th y2n71>7 d(anfla y2n72)}-
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Alors, on obtient

d(Twan, Stont1) < a max{d(Yan, Yon-1), A(Y2n—1, Y2n—2), Ad(Y2n, Yont1) }
+b{d(y2n; y2n-1) + d(y2n—2, Y2n+1)}

= a max{d(Yan—1,Y2n—2), A(Y2n, Y2n+1)}
+0{d(y2n, Y2n—1) + d(Y2n—2, Y2n—1) + d(Y2n—1, Y2n+1) }

= a max{d(yan-1, Y2n—2), A(Y2n, Y2n+1)}

+0{d(Y2n—2, Y2n—1) + d(Yon, Y2n+1) }

a+b .
( ) d(TxQn—Qa S:L‘2n—1)7 s1 d(an—Za y2n—1) Z d(y2n7 y2n+1)

1-5b

IN

b .
(m) d(Txan 2, STon-1),81 d(Yan—2, Y2n—1) < d(Y2n, Y2nt1).

Donc

d(Twan, Stont1) < h d(Txoy—2, STan_1).

Dans tous les cas, nous avons
d(Txay, Stopy1) < h max{d(Sza,_1,TT2,),d(Tx2,_2,STon 1)}
Tandis que
d(Swopi1, Txonie) < h max{d(Sxe, 1,Tr2,),d(T T, SToni1)}-

Maintenant d’aprés d’Assad et Kirk [3], on peut démontré par induction que pour

tout n > 1, on a
d(Tx2n7 SxQn—i—l) < h"™ a et d(SI2n+17TJ}2n+2> < hn+%a7

ou

a=hz max{d(Tzg, Sz1),d(Sz1,Txs)}.
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Donc {y,} est une suite de Cauchy dans X.

Nous supposons qu’il existe une sous-suite {7'zs,, } qui est contenu dans F.
Puisque T'(K) et S(K) sont des sous-espaces fermés de X et {T'zs,, } est une suite de
Cauchy dans T (K), elle converge vers un point z € T'(K). On pose v € T~'z, donc
il existe u € K tel que Tu = z. De méme maniére {Sx,, } est une suite de Cauchy
dans S(K) et comme S(K) est fermé, elle converge aussi vers z € S(K). Si z # Fu,

en utilisant (2.8), lorsque & — oo on a

d(Fu,z) < a max{0,d(z, Fu),0} +b{0+ d(Fu,z)}

< (a+0b)d(z, Fu) < d(z, Fu).

Ce qui implique que F'u = z. Donc Fu = z = Tu ce qui établit (iv).
En outre, puisque {y,} est une suite de Cauchy, elle converge vers z € K et
z = Fu,donc z € F(K)NK C S(K), alors w € K tel que Sw = z. Si z # Gw en

utilisant (2.8), on obtient

d(Sw,Gw) = d(zGw)
— d(Fu,Guw)
< a max{%d(Tu, Sw), d(Tu, Fu), d(Sw, Gw)}
Lb{d(Tu, Gw) + d(Sw, Fu))
= a max{0,0,d(Sw, Gw)} + b{d(z, Gw) + 0}
< (a+ b)d(Sw, Gw) < d(Sw, Guw),

ce qui implique que z = Gw = Sw qui établit (v).

Puisque (F,T) est faiblement compatible, on a FTu = TFu ; ie., Fz = Tz. Si
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Fz # z, en utilisant (2.8) on trouve

d(Fz,z) = d(Fz,Gw)

IN

a max{%d(Tz,Sw),d(Tz, Fz),d(Sw,Gw)}

+0{d(Tz, Gw) + d(Sw, Fz)}

IA

a max{%d(Fz, 2),0,0} + b{d(Fz, 2) + d(=, F2)}

IA

(5 +20) d(z, F2) < d(, F2).

D’ou Fz = z = Tz. Puisque (S, G) est faiblement compatible, on a SGw = GSw ;

i.e., Sz = Gz. Si Gz # z, en utilisant (2.8) on obtient

i(,G2) < a max{%d(Tz,Sz),d(Tz,Fz),
d(Sz, G2}
+0{d(Tz,Gz) + d(Sz, Fz)}
d(2,G2) < a max{0,0,d(z,G=)}} + b{d(z, G=) + 0}

< (a+0b)d(z,Gz) <d(z,Gz)

ce qui implique que Gz = z = Sz. Donc, nous obtenons z = Sz =Tz = Gz = Fz,
donc z est le point fixe de F,G,S et T. L’unicité du point fixe suit facilement de
'inégalité (2.8). W

SiB=AetT =5 dans le théoréme 2.7, on trouve le corollaire suivant.

Corollaire 2.9. Soient (X,d) est un espace métrique convexe et complet et K

un sous-ensemble non vide fermé de X. Si F' est une S-contraction généralisée de K
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dans X vérifiant

1
d(Fz, Fy) < a max{§d(5x,Sy),d(Sx,Fa:),d(Sy, Fy)} (2.10)

+b{d(Sz, Fy) + d(Fz,Sy)}

() 8 (K) € S(K), F(K)N K C S(K).
(i1) Sx € 0 (K) = Fr € K,
(1ii) T (K) ou S (K) sont des sous-espaces fermés de X.
Alors
() F et S ont un point de coincidence, d’autre part, si la paire (F,S) est faible-
ment compatible, alors F et S ont un point fire commun et unique dans X.
Exemple 2.10. Soient X = [0, 00] muni des métrique euclidienne et K = [0, 3].

On Définit F, G, Set T : K — X par

( (
x? si 0<z<2 2rtsi0< <2
- sl 2<x<3, 3 si2<ax <3,

\ 2 \

( (
3 si 0<x <2 200810 <2 <2
- si 2<z<3, 3 si2<ax <3,

\ \

Puisque §(K ) la frontiére de K = {0,3}. Clairement T(K) N S(K) = [0,32] N
[0,128] = [0,32] et donc 6(K) = {0,3} C T(K) N S(K). De plus F(K) N K =
[0,4]N[0,3] = [0,3] € S(K) et G(K)N K =[0,8/N[0,3] € T(K).

On a

T(0) =0 € §(K) = F(0) =0 K, S(0)=0€§(K) = G(0) =0 € K,

T(3)=3€cd(K)= F(3)=3€K, S3)=3€§(K)=G(3)=3€K.
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D’autre part, si z € [0,2] et y € [2, 3], on obtient

A(Fr,Gy) = |~
2 1
< 3 max{§d(T:U, Sy),d(Tz, Fx),d(Sy, Gy)}
1
Siz,y€l23],ona
1
d(Fz,Gy) = 0= id(Tx,Sy)
2 1
< g max§{d(T3:, Sy)a d(T:L’, FﬁL‘), (Sya Gy)}
1
< L{d(Fr.Sy) + d(Te,Gy)).

Enfin, si z,y € [0,2], on trouve

d(Fz,Gy) = |2° =y’

IN

2 max L {d(T'w, Sy), d(T, Fr), (Sy, Gy))

IN

%{d(m, Sy) + d(Tz, Gy)},

ce qui montre que la condition (2.8) est satisfaite pour tout x,y € K. D’autre part’0
‘est un point de coincidence carT'(0) = F(0) et S(0) = G(0).

Les deux paires (F,T) et (G,S) sont faiblement compatible car TF(0) = 0 =
FT(0) et SG(0) =0 = GS(0). aussi F(K), T(K), G(K) et S(K) sont fermés dans
X, alors toutes les conditions du théoréme 2.7 sont vérifiées et 0 est un point fixe

commun et unique de F, G, S et T.



Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, on va appliquer le théoréme 2.1 pour montrer I'existence et

I'unicité d’une solution commune d’un systéme des inéquations variationnelles.

3.1 Application aux inéquations variationnelles

on va appliquer le théoréeme 2.1 pour montrer ’existence et I'unicité d’une solu-
tion commune d’un systéme des inéquations variationnelles. Les inéquations varia-
tionnelles apparaissent dans le controle optimal stochastique, c.f. Bensovssan-Lions
[5] et aussi dans la physique mathématique, par exemples : déformation des corps
élastiques poussés a travers les obstacles du solide, torsion elasto-plastique etc, c.f.
Duvaut-Lions [10]. Considérons le probléme de l'inéquation variationnelle suivant :

trouver une fonction u telle que

max{Lu — f,u—¢} = 0 dans (, (3.1)
u = 0 sur 0f),

41
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ou {2 est un ensemble ouvert, borné et convexe de R" avec une frontiere réguliére, L

est un opérateur elliptique défini dans €2 par

82

9,
mij (x>—8x-8x- + bi(z)=—
0L

L=—
al’i

+ c(z) 1y,

ot ¢(x) > 0, [m;;(z)] est une matrice strictement définie positive uniformément en =z,
pour x € €, b;(x) est un vecteur qui dépend de x, f et ¢ sont des fonctions réguliéres
définies dans € et ¢ satisfaite la condition : ¢(z) > 0 for x € Q .

Le probleéme li¢ & (3.1) est I'inéquation variationnelle & deux obstacles. Etant
données deux fonctions ¢ et pu définies dans 2 telles que ¢ < et ¢ <0 < p sur 0.

L’inéquation variationnelle correspondante est :

max{min[(Lu — f,u — ¢)],u —pu} = 0 dans Q, (3.2)

v = 0 sur .

Le probléme (3.2) apparait dans la théorie stochastique des jeux. Dans cette si-
tuation, deux joueurs essayent de controler un processus de diffusion par le stop de
ce processus; le premier joueur essaye de maximiser une fonction cott et le deuxiéme
joueur essaye de minimiser une fonction similaire. Ici, f représente le taux continu de
cotit pour les deux joueurs, ¢ est le cott de stop pour le joueur maximisant et p est
le cotit de stop pour le joueur minimisant.

Soit M une matrice de type N x N correspondante & la discrétisation par les
différences finies de 'opérateur L. Supposons que

M =1, Y M > —1, My; <0 pour i # j. (3.3)

37
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et () est Pensemble des vecteurs discrétisés, c.f. Bermon-Plemmons [6] et Varga [32].
Posons H = Iy — M, alors
H;; =0, Y Hy <1, Hj >0 pouri#j. (3.4)
JJ#
Siqg = maXiZHij et M* une matrice de type N x N telle que M = 1—g¢q
et M = —q Ijour i # j,ona H* = Iy — M*. Maintenant, montrons ’existence
des solutions itératives des inéquations variationnelles. Considérons les inéquations

variationnelles discrétes suivantes

max[min{ M (x—M"* ||Sz — Az||)—f,a—M"*||Sx — Az||—¢}, a—M"*||Sx — Az||—u] =0,

(3.5)

max[min{ M (zx—M"* ||Tz — Bz||)—f,z—M"||Tx — Bzx||—¢},z—M" || Tx — Bx|—p] = 0.
(3.6)
ou (4,S5) et (B,T) sont des pairs d’opérateurs faiblement compatibles de RY dans

lui-méme définis implicitement par

Ar = minhmax{HSz+ M(1— H") | Sz — Az| + f, (3.7)

(1= H")[[Sz — Az|[ + ¢}, (1 — H") [|Sz — Az[| + ],

Bx = minh[max{HTz+ M(1 - H")| Tz — Bz|| + f, (3.8)

(1= H*) [Tz — Bz|| + ¢}, (1 = H) [Tz — Bz + 4,
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pour tout z € Q, 0 < h < 1. Alors (3.5) et (3.6) sont équivalentes au probléme de

point fixe commun suivant

x=Axr = Bx = Sz =Tx. (3.9)

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (3.3) et (3.4), une solution de (3.9) existe et
unique.

Preuve. Considérons

(By)i = h[(1 = H) | Ty; — Byl + ),

pour tout y € cl(Q), i,7 = 1,2,..., N. Puisque pour tout = € ¢l(Q),

(Ax)i < h[(1 = Hjj) || Sz — Ayl + i,

on a
(Ax); — (By): < h[(1 = H}) ||Sz; — Azj| — [ Ty; — By;ll],
ou bien
(Ax); — (By)i < h[(1 — H};) max{||Sz; — Az, , | Ty; — By;ll}- (3.10)
Si

(By)i = max h{H;;Ty; + (1 — H;) [|Ty; — By, + fi, (1 — H) | Ty; — By;ll + ¢;},
on introduit les opérateurs

BYr = maxh{HSz+ (1 - H})||Tz — Bz| + f,(1 - H*) || Tz — Bx| + ¢},

Atz = maxh{HSz+ (1 - H};) Sz — Az| + f,(1 — H") ||Sz — Az|| + ¢}.



Donc, on obtient (By); = (B*y);. Comme (Ax); < (ATx);, on trouve
(Az); — (By); < (ATz); — (BTy),,
si

Or

(By)i > h[H;jTy; + M (1 — H) [|[Ty; — By;|l + fi,

en utilisant (3.3), on a
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(3.11)

(ATx); = (BYy)i < h[H || Sz — Tyl + (1 — Hyj) max{||Sz; — Axyl| , | Ty; — By},

si

(Bx)i = h[(1 = Hj) [|Sz; — Azl + ¢
Comme

(By)i = h[(1 = Hj) | Ty; — By, + i,
on obtient

(Az)i — (By)i < hl(1 = Hjj) max{[|Sz; — Az,||, [[Ty; — By;||}].

D’apres (3.10) — (3.13), on trouve

(Az); — (By)i < hlq||Sz =Tyl + (1 — q) max{[|Sz — Az||, |Ty — By|/}].

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Puisque x et y sont arbitrairement choisis, en changeant les roles de A et B, on obtient

(By)i — (Az); < hlq Sz — Tyl + (1 — q) max{[|Sz — Az, |Ty — By|/}].

(3.15)
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D’apres (3.14) et (3.15), on déduit que

Az — Byl < hlgmax Sz —Ty|,[|Sz — Ay, [Ty — Byl|,

|5z — Byl + [Ty — Bx||
2

}+ (1 — ¢) max{||Az — Sz||,
|Bx — Ty||] + Lmin{|| Sz — Az, || Ty — Byl|,

1Sz — Byl|, |Ty — Az| }.

Donc, toutes les conditions du Théoréme 2.1 sont satisfaites et d’ou 'existence et

I'unicité d’une solution de (3.9).
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Conclusion

La théorie du point fixe trouve ses applications dans plusieurs domaines
difféerents par exemple : les inéquations variationnelles qui apparaissent dans le
contréle optimal stochastique et aussi dans des autres problemes dans la physique
mathématique, par exemple : déformation des corps élastiques poussés a travers les
obstacles du solide, torsion elasto-plastique etc. Dans ce mémoire, on a appliqué le
premier théoreme pour établir [’existence et [ 'unicité d 'une solution commune pour un

systeme des inéquations variationnelles.
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Résumeé

Le but de ce travail est de démontrer trois théorémes du point fixe commun pour
quatre applications dans des espaces métriques dont deux paires d'applications sont
faiblement compatibles, ensuite, nous allons appliquer le premier théoreme pour établir
I'existence et I'unicité d'une solution commune d'un systeme des inéquations
variationnelles.

Mots clés : Point fixe commun, espace métrique, compatibilité faible, inéquation
variationnelle.

Abstract

The aim of this work is to prove three common fixed point theorems for four
mappings in metric spaces including two pairs of mappings which are weakly
compatible. Next, we will apply the first theorem to establish the existence and
unigueness of common solution of a system of variational inequalities.

Key words : Common fixed point, metric space, weak compatibility, variational
inequality.



