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Résumé: 

Ce travail présent l’analyse du comportement statique des poutres en matériaux à gradient de 

propriété de type P-FGM, reposent sur une fondation élastique variable en utilisant une 

théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé à trois variables (théorie Raffinée). Les 

équations du d’équilibres sont obtenues en appliquant le principe des travaux virtuels. Les 

équations obtenues sont ainsi résolues par l’utilisation de la solution de Navier pour le cas 

d’une poutre simplement appuie. Deux études sont présentées, comparative et paramétrique 

dont l’objectif de la première est de montrer la précision et l’efficacité de la théorie utilisée et 

la deuxième d’analyser le comportement mécanique de cette poutre sous l’effet de différents 

paramètres à savoir l’indice matériel (k), le rapport d’épaisseur(a/h)et le type de poutre. 
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 ملخص

َّإلىَّتستندَّ، P-FGM لخاصيةَّمتدرجةَّموادَّمنَّالمصنوعةَّللحزمَّالثابتَّالسلوكَّتحليلَّالعملَّهذاَّيقدم

َّيتم(.َّالمكررةَّالنظرية)َّالمتغيراتَّثلاثيةَّالترتيبَّعاليةَّالقصَّتشوهَّنظريةَّباستخدامَّمتغيرَّمرنَّأساس

َّتمَّالتيَّالمعادلّتَّحلَّيتمَّوهكذا.َّالّفتراضيَّالعملَّمبدأَّتطبيقَّخلالَّمنَّالتوازنَّمعادلّتَّعلىَّالحصول

َّمقارنتينَّدراستينَّتقديمَّتم.َّببساطةَّالمدعومةَّالحزمةَّلحالة Navier حلَّباستخدامَّعليهاَّالحصول

َّلهذهَّالميكانيكيَّالسلوكَّلتحليلَّوالثانيةَّالمستخدمةَّالنظريةَّوفعاليةَّدقةَّإظهارَّالْولَّهدفهماَّومحدوديتين

 .الْساسَّونوع (a / h) السماكةَّنسبةَّ، (k) المادةَّمؤشرَّوهيَّمختلفةَّعواملَّتأثيرَّتحتَّالحزمة
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Introduction Générale 

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont des nouveaux matériaux composites 

avancés leur spécificité c’est la variation continue de leurs propriétés matérielles d'une surface 

à une autre. Ces matériaux peuvent être fabriqués en variant le pourcentage des constituants 

de deux matériaux ou plus pour avoir une propriété graduée suivant la direction spatiale 

désirée. La gradation dans les propriétés des matériaux réduit les contraintes thermiques, les 

contraintes résiduelles et les facteurs de concentration de contrainte trouvés dans les 

composites stratifiés. Les FGM ont acquis une application généralisée comme structures de 

barrière thermique, contre l’usure et comme revêtements résistant à la corrosion autres que le 

collage de matériaux différents. Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été 

proposé par le japonais M. Niino et ses collègues en les utilisant comme matériaux de barrière 

thermique pour les structures aérospatiales et les réacteurs nucléaires. 

Les plaques fonctionnellement graduées (FGM) sont largement utilisées dans diverses 

branches de l'ingénierie telles que la mécanique, l'aérospatiale, la chimie, l'électricité, etc. Les 

avantages des structures FGM présentent une résistance thermique élevée et un changement 

graduel des caractéristiques du matériau le long du sens choisi. Pour une conception des 

plaques FGM utilisées dans un environnement à haute température, les contraintes 

thermomécaniques et les déflexions sont des paramètres importants à prendre en compte. 

Depuis les années 80 du dernier siècle beaucoup de chercheurs se sont intéressés aux plaques 

fonctionnellement graduées (FGM), et plusieurs théories de plaques ont été proposées, à cet 

égard la théorie classique des plaques (CPT), c’est une théorie qui se base sur les hypothèses 

de Kirchoffelle néglige donc l'effet de la déformation de cisaillement transversal, néanmoins 

elle fournit des résultats raisonnables pour les plaques minces. Il a été constaté aussi 

l’apparition de nombreuses théories de plaque de déformation de cisaillement qui représentent 

les effets de déformation de cisaillement transversal. La théorie de Reissnerou Mindlin [4] est 

connue comme la théorie de déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT), elle prend 

en compte l'effet de cisaillement transversal par le moyen d’une variation linéaire du 

déplacement dans le plan à travers l'épaisseur. 

Les matériaux à gradient fonctionnel (FunctionallyGradedMaterials : FGM) ou les matériaux 

fonctionnellement gradués est une nouvelle classe de matériaux composites dont la 

microstructure et la composition varient graduellement et continûment avec la position de 

manière à optimiser les performances mécaniques et thermiques de la structure qu’ils 
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constituent. Ils sont considérés comme des matériaux intelligents dont les fonctions désirées 

sont intégrées, dès la conception, au cœur même de la matière. A chaque interface, le matériau 

est choisi selon les applications spécifiques et les charges environnementales. Ces matériaux 

possèdent de multiples avantages qui peuvent les rendre attractifs du point de vue de leur 

potentiel d’application. Il peut s’agir de l’amélioration de la rigidité, de la tenue à la fatigue, 

de la résistance à la corrosion ou de la conductivité thermique en plus d’avoir une gradation 

des propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de moduler des performances telles que la 

réduction des contraintes locales. 

L’objectif de notre travail est Analyse Du Comportement Mécanique Des Poutres En 

Composites Avancés FGM Reposent Sur Une Fondation Élastique VariableCe travail présent 

l’analyse du comportement statique des poutres en matériaux à gradient de propriété de type 

P-FGM, reposent sur une fondation élastique variable en utilisant une théorie de déformation 

en cisaillement d'ordre élevé à trois variables (théorie Raffinée). 

Un premier chapitre présente Généralités-Sur-les-Matériaux-Fonctionnellement-Gradués 

FGMLes matériaux à gradient fonctionnel (FGMs) sont des matériaux de pointe dans la 

famille des composites d'ingénierie, constitués en deux ou plusieurs phases de composition 

continue et variable .Ces matériaux avancés avec des gradients de la composition, de la 

structure et/ou des propriétés spécifiques dans une direction préférée et/ou une orientation, 

sont caractéristiquement supérieurs aux matériaux homogènes constitués de différents 

composants similaires. 

Un deuxième chapitre Introduction aux Théories des Poutres La théorie des poutres, ou 

théorie d’Euler-Bernoulli, est un modèle de base utilisé dans le domaine de la résistance des 

matériaux. La paternité de la théorie des poutres est attribuée à Galilée, mais des études 

récentes indiquent que Léonard de Vinci l'aurait précédé. 

Le troisième chapitre l’analyse du comportement statique des poutres en matériaux à gradient 

Dans le présent chapitre, une étude analytique du comportement statique et vibratoire des 

structures FGM a été présentée. D’abord une nouvelle approche analytique utilisant une 

théorie de la déformation par cisaillement hyperbolique d'ordre élevé (HSDT) pour étudier la 

flexion et la vibration libre des plaques de matériau fonctionnellement gradué (FGM). 

Le chapitre quatre Résultats-et-Discussions. 
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I.1Introduction 

         Le développement des matériaux composites a permis d’associer de propriétés 

spécifiques à différents matériaux au sein d’une même pièce. L’optimisation locale de ces 

propriétés, par association d’un matériau de haute dureté à la surface d’un matériau tenace, 

par exemple, pose alors le problème de l’interface. Cette transition brutale de compositions 

peut générer localement de fortes concentrations de contraintes. Las solution d’une transition 

continue des propriétés recherchées, par un gradient de composition, permet d’atténuer cette 

singularité par l’utilisation des matériaux à gradient de propriétés (en anglais : Functionally 

Graded [17]Material" F.G.M "). Les matériaux à gradientde propriétés (FGM) ; un type de 

matériaux composites produit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la 

direction d’épaisseur pour obtenir un profil bi en déterminé. Ces types de matériaux, ont 

suscité beaucoup d’attention récemment en raison des avantages de diminuer la disparité dans 

les propriétés matérielles et de réduire les contraintes thermiques . 

I.2.Définition des Matériaux Fonctionnellement gradués :  

           Un matériau fonctionnellement gradué est un matériau composite qui a des propriétés 

mécaniques variables en suivant une fonction dans une direction donnée, en général c’est 

l’épaisseur de la poutre, il est fabriqué en mélangeant les particules des phases de deux 

matières différentes, par exemple, métal et céramique. Autrement dit, un FGM est une classe 

des composites qui ont une variation continue des propriétés matériels d’une surface à une 

autre [18.19.20] 

 

 

 

 

 

 

Fig. I 1. Une vue de la microstructure des FGM 

Par la suite, une poutre fonctionnellement graduée est définie comme une poutre dont les 

fractions volumiques de deux ou trois matériaux varient continuellement en suivant une 
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fonction à travers l’épaisseur [21]. Cependant, si l’on considère un simple assemblage de ces 

deux matériaux, ils présentent immédiatement une rupture due aux contraintes thermiques 

exercées à l’interface entre deux types de matériaux ayant des propriétés thermiques 

différentes. L’idéal serait de supprimer cette interface en créant une transition continue entre 

les deux faces. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. I 2. Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les 

matériaux composites conventionnels [22] 

Le concept des matériaux à gradient de propriétés (FGM) caractérisé par une propriété sans 

interruption changeante due à un changement morphologie et effectivement dans la structure 

cristalline, représente un saut technologique rapide à travers les différents domaines 

d'application potentiels, des recherches ont été établis afin de préparer des matériaux de 

barrière thermique performants à longue durée de vie. Leur but principal est pour l'usage 

d'améliorer la résistance à l'usure ou à l'oxydation, avoir un matériau blindé léger avec une 

haute efficacité balistique (navettes aérospatiales) et peut résister au milieu à haute 

température (turbomachines aéronautiques ou terrestres). Actuellement, la plupart des 

activités de recherches et de développements dans les applications structurales se sont 

concentrées principalement sur le secteur de joindre deux constituants de base, la céramique 

et le métal. Beaucoup d'avantages sont prévus d'employer cette classe du FGM, par exemple, 

la face où le contenu est élevé en céramique peut fournir haute résistance à l'usure, alors que 

la face opposée où le contenu est éle haute dureté et la force. Ainsi, de tels matériaux seront 

très souhaitables pour des applications 
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où la résistance à l'usure et la dureté élevée sont requises simultanément [23.24.25] 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. I 3. Différences structurelle entre les matériaux FGM et les 

composites traditionnels:Matériau plan composé (a), Matériau 

relié (b), Matériau à gradient de propriété (c)  

I.3.Concept des matériaux fonctionnellement gradués 

             Le matériau à gradient de propriétés (FGM) est un nouveau concept pour la 

réalisation de propriétés et / ou de fonctions innovantes qui ne peuvent être obtenues avec des 

matériaux homogènes conventionnels. Dans sa structure la plus simple, il se compose d'un 

matériau d'un côté et de l'autre d'un second matériau, et une couche intermédiaire dont la 

structure, la composition et la morphologie varient doucement d'un matériau à l'autre de 

l'ordre du micron [1] voir (fig. I.4). Le concept de "matériau à gradient de propriétés" se réfère 

clairement à la réalisation de propriétés innovantes suivies d'une inhomogénéité qui ne peut 

être réalisée par des matériaux conventionnels homogènes, en mettant l'accent sur les deux 

caractéristiques essentielles suivantes. La première caractéristique essentielle consiste à 

adapter artificiellement la composition chimique et la microstructure à partir de la prédiction 

quantitative du profil de distribution des propriétés pour obtenir la fonction souhaitée. La 

deuxième caractéristique essentielle inclut la disponibilité de processus de fabrication qui a 

une bonne reproductibilité, en tant que technologie avancée pour le gradient de propriétés. Les 

procédés doivent pouvoir produire un profil précis de la composition chimique et doivent 

pouvoir être directement fabriqués à partir des résultats des calculs effectués par les 

concepteurs de matériaux. 

 

 

 

 
a b c 
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Fig. I .4:Schéma de la microstructure à gradation continue avec des constituants en métal-

céramique (a) Microstructure à gradation progressive (b) Vue agrandie et (c) FGM en 

céramique-métal [2]. 

Le matériau à gradation d propriétés fonctionnelle (FGM) c'est un matériau révolutionnaire 

qui appartient à une classe de matériaux avancés avec des propriétés variables sur une 

dimension changeante [2]. La variation des propriétés en douceur d'un matériau à l'autre dans 

les FGMs élimine les interfaces pointues existant dans les matériaux composites où les 

défaillances sont déclenchée [3]. Il remplace cette interface pointue par une interface dégradée 

qui produit une transition en douceur d'un matériau à l'autre[1]  possibilité de personnaliser un 

matériau pour une application spécifique Les propriétés de tels matériaux peuvent être 

décrites par la fonction f (x). Dans les matériaux homogènes, cette fonction est constante 

comme dans (Fig I.5.a). Dans le cas d'une jonction de deux fonctions matérielles différentes, f 

(x) a une forme de déformation (FigI.5.b). Dans les FGM, cette fonction matérielle doit être 

continue ou quasi-continue[5] 
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Figure I.5: représentation schématique de la fonction matérielle dans les différentes 

structures  (a) matériau homogène, (b)  composite, (c) FGM [5] 

Au début du développement des matériaux à gradient de propriétés fonctionnelle, le concept 

consistait à supprimer l’interface pointue (le saut dans les contraintes thermiques) qui existait 

dans le matériau composite traditionnel et à la remplacer par l’interface qui se modifiait 

progressivement, ce qui se traduisait par une modification de la composition chimique de ce 

composite. De l'illustration (Fig I.6) nous voyons que la FGM présente une distribution des 

contraintes thermique plus douce que celle des composites stratifiés classiques (CLC) [6] 

 

Figure I.6: Illustration des caractéristiques thermiques entre les composites CLC et  

FGM 

 

Les principaux avantages de l’utilisation des FGM sont [7]: 

1. la réduction des contraintes thermiques; 

2. réduction des contraintes thermiques aux endroits critiques; 

3. diminution des transitions de contrainte brusques à l'interface; 

4. réduction du facteur d'intensité de contrainte (force motrice pour la propagation de fissure) 

5. augmentation de la force de liaison interfaciale. 
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I.4.Structures FGM dans la nature 

         La nature a toujours été une source d’inspiration pour les chercheurs lorsque ces 

derniers sont confrontés par des problèmes d’ingénierie tel que les neurones dans le cerveau 

humain. Les chercheurs ont copié ce concept afin de résoudre plusieurs problèmes à travers 

l’utilisationdes réseaux de neurones artificiels, les matériaux à gradient fonctionnel ne sont 

pas uneexception, les plantes, les os et les dents sont parmi plusieurs exemples des FGM 

naturels[12])Le bambou est un autre exemple d’un FGM naturel qui possède des propriétés à 

graduation continue caractérisé par une variation micro structurelle produite par les 

distributions non uniformes des ingrédients constituants. Les avantages de la variation 

continue dans les propriétés de ce matériau inclus la réduction de la concentration des 

contraintes ainsi qu’ augmenter la force de collage [14])La plupart des tissus et des organes 

humains sont constitués de FGM naturels, nous citons : 

 La peau humaine qui a un système structurel complexe de multicouches (épiderme, 

le derme et l'hypoderme). Chaque couche possède différentes propriétés ainsi que différentes 

fonctions. 

 Les articulations humaines sont constituées de tissus à gradient fonctionnel, tel que 

le tendon-à-os et le cartilage-à-os qui contient des ligaments permettant de connecter ces 

tissus. 

 Le disque inter-vertèbre humain qui contient l’anneau fibreux, le noyau  gélatineux et 

le cartilage en de plates [13] 

 Le tissu des os contient une variation graduelle de la densité et la distribution des 

porosités. 
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• La surface de dents humaines est faite de matériel dur et résistant à l'usure, tandis que la 

partie interne est faite d'un matériau souple et doux qui aide à absorber le chocet aide à 

prolonger la vie de la partie extérieure dure. La transition de l'émail à dentine est fournie par 

des couches FGM intermédiaires, où la composition change progressivement d’un Matériau à 

l'autre. Ceci est la raison pour laquelle il y a un si haut intérêt de recherche dans la fabrication 

de plus d’implants médicaux comme des matériaux fonctionnellement gradués, parce qu’il a 

été découvert que les meilleures greffes sont souvent ceux qui se rapprochent le plus possible 

des tissues naturels[15] 

I.5. Concept des matériaux FGM 

         Les  matériaux à gradient fonctionnel a été introduit la première fois dans le laboratoire 

national d’aérospatial du Japon en 1984 par M. Niino et ses collègues à Sendai. L’idée est de 

réaliser des matériaux utilisés comme barrière thermique dans les structures spatiales et les 

réacteurs à fusion. Les FGM peuvent être utilisés pour différentes applications, telles que les 

enduits des barrières thermiques pour les moteurs en céramique, turbines à gaz, couches 

minces optiques, etc. Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs 

couches contenant des composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont 

donc des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement hétérogènes. Le 

changement continu dans la composition et donc dans la microstructure du matériau distingue 

les FGM des matériaux composites conventionnels. Il en résulte un gradient qui déterminera 

les propriétés des FGM dans certains cas. En conséquence, les FGM [15]possèdent un certain 

nombre d'avantages excédant que les composés stratifiés, y compris une réduction potentielle 

Figure I.7. Variation graduelle dans l’os humain[𝟏𝟔] 
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de contraintes membranaires et transversales à travers l’épaisseur, tendance d'efforts, absente 

ou sévèrement réduite de décollement, un effort résiduel amélioré , propriétés thermiques 

augmentées, une dureté plus élevée de rupture, et réduit facteurs d'intensité d'effort.[15] 

I.6. Propriétés effectives des matériaux à gradient fonctionnel[10] [11] 

               Généralement les FGM sont fabriqués par deux phases de matériaux avec différents 

propriétés classés par leur microstructure variable dans l’espace; conçue pour optimiser 

l’exécution des éléments de structures par la distribution de propriétés correspondantes .Une 

description détaillée d’une microstructure graduée réelle et généralement non disponible, sauf 

peut-être pour des informations sur la distribution de la fraction volumique. Tandis que la 

fraction volumique de chaque phase varie graduellement dans la direction de gradation, les 

propriétés effectives des FGM changent le long de cette direction. Par conséquent, nous avons 

deux approches possibles pour les modèles FGM : 

 Une variation par morceaux de la fraction volumique de la céramique ou du métal est 

assumée, et le FGM est pris pour être posé avec la même fraction volumique dans 

chaque région, c- à-d couche quasi-homogène de céramique-métal (figure I.8 – a) ; 

 2. Une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal est 

assumé (figure I.8– b), et la fraction volumique du métal peut être représentée comme 

une fonction de coordonnées suivant l’épaisseur (z). 

 

 

 

 

Figure I.8 : Modéle d’un FGM(b), en comparant avec un composite classique(a). 
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I.7.Composition chimique des matériaux à gradient évalué  

           C'est le type de matériaux fonctionnellement classés, où la composition chimique varie 

graduellement, en fonction de la position spatiale dans le matériau. Cela pourrait se faire sous 

la forme d'une seule phase, ou d'un matériau multi phase. Un FGM monophasé est produit 

lorsque le composite est produit en une seule phase, en raison de la solubilité des éléments 

chimiques d'une phase dans l'autre phase. Cela se produit généralement pendant le processus 

de frittage. Le changement progressif dans la répartition des éléments chimiques en phase 

unique entraîne la formation du matériau à gradation fonctionnelle. Selon le diagramme de 

phase et les limitations thermodynamiques, lorsque certains matériaux sont ajoutés à un autre 

matériau, le matériau qui a été ajouté à l'autre matériau serait soluble dans ce matériau sur une 

gamme de conditions de composition et de mélange. Un tel matériau deviendrait ce qu'on 

appelle un matériau à phase unique (mais avec une composition chimique variable) en raison 

de la solubilité. Ce type de FGM est moins fréquent. Les matériaux fonctionnellement classés 

les plus couramment utilisés sont ceux avec une composition chimique polyphasée [55,50]. 

Les phases et la composition chimique sont faites pour varier selon le volume en vrac du 

matériau. Comme la composition du matériau varie d'un matériau à l'autre, il en résultera 

différentes phases avec différentes compositions chimiques qui aideront à réaliser 

l'application prévue, pour laquelle le FGM a été conçu. Les différentes phases produites 

dépendent de la quantité de composition du matériau de renforcement et des conditions de 

fabrication tels que le taux de refroidissement et le traitement thermique effectué sur ce 

matériau. Dans la métallurgie des poudres, le procédé de production de FGM consiste à 

mettre la composition de poudre requise couche par couche, puis on procède à un compactage 

en poudre puis à un frittage. Au cours du processus de frittage, certaines poudres métalliques 

réagiront Chapitre II Généralités sur les matériaux à gradient fonctionnel «FGM» 19 pour 

former différents composés et phases chimiques. Ceux-ci varieront selon la position spatiale 

dans le matériau à gradation fonctionnelle 

I.8.Matériaux à gradient fonctionnel de microstructure  

            Le matériau à gradient fonctionnel de microstructure est un autre type de FGM, où la 

microstructure est conçue de sorte que différentes microstructures sont produites dans le 

matériau, qui est amené à changer progressivement, de manière à obtenir les propriétés 

requises du matériau. La gradation en microstructures peut être réalisée pendant le processus 

de solidification, de telle sorte que la surface de la matière est trempée, par exemple, lors de la 
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production d’une propriété de surface très dure du matériau. Le noyau du même matériau est 

autorisé à refroidir lentement, ce qui aiderait à produire des microstructures différentes de 

celles sur la surface du matériau vers la partie la plus interne. En outre, la gradation 

microstructurale peut être obtenue grâce à un processus de traitement thermique contrôlé. Par 

exemple, une microstructure variable peut être produite par un traitement thermique contrôlé 

d'une partie cylindrique en alliage de titane. On peut obtenir une microstructure à gradation 

fonctionnelle par d'abord permettre à un métal liquide, dont la température de fusion est 

inférieure à la température de fusion de l'alliage de titane, et de telle sorte que soit atteinte la 

température de recristallisation de l'alliage de titane lorsque ce métal fondu est exécuté dans 

un Chapitre Généralités sur les matériaux à gradient fonctionnel «FGM» 21 Type 

d'installation de l'échangeur de chaleur. Le métal liquide est autorisé à fonctionner pendant 

une certaine période de temps, puis retiré, puis la partie est autorisée à refroidir. La chaleur est 

transférée de la partie interne du cylindre à la partie externe. On s'attend à ce que la 

température de la partie la plus interne du cylindre soit beaucoup plus élevée que celle de la 

température la plus à l'extérieur 

I.9: Types de FGM:  

           Au début du développement des matériaux à gradient de propriétés le concept 

consistait à supprimer l’interface pointue qui existait dans le matériau composite traditionnel 

et à la remplacer par l’interface qui se modifiait progressivement, ce qui se traduisait par une 

modification de la composition chimique de ce composite. A cet effet deux critères différents 

sont utilisés pour classer les matériaux fonctionnelle à gradient de propriétés. L'un est basé sur 

la  structure du matériau et l'autre sur la taille des matériaux à gradient de propriétés manière 

Fonctionnelle. Comme le montre la figure I.8, les FGM peuvent être divisés en deux groupes 

Principaux basés sur la structure des matériaux: FGM structurée en continu et structurée de 

manière discontinue. Dans les FGM continues, il existe un gradient continu d'un matériau à 

l'autre. Cependant, en cas de FGM discontinue, le gradient de matière est fourni en couches. 

En fonction de la taille des matériaux, les FGM sont classées en deux types principaux: les 

FGM minces et les FGM massive. Les FGM minces ont des sections relativement minces, 

comme les revêtements de surface, tandis que les FGM massive constituent un volume 

complet de matériaux[15] 
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Figure I.9.Classification matériaux à gradient fonctionnel 

I.9. Fabrication des FGM : 

              Les premières études sur les FGM portent sur leurs comportements, alors que les 

travaux sur les méthodes de fabrication de ce nouveau matériau ne prennent place dans ces 

recherches qu’après une décennie jusqu'à ce que la recherche systématique sur des processus 

de fabrication pour les matériaux à gradient de propriétés ait été effectuée dans le cadre d'un 

programme de recherche national sur FGM au Japon [Mortensen [14]].Le processus de 

fabrication des matériaux à gradient de propriétés peut être divisé en établissant la structure 

dans l’espace non homogène « gradation » et la transformation de cette structure en matériau 

ou bien en bloc « consolidation ». Il existe de nombreux procédés d'élaboration des FGM, les 

paragraphes suivantes s’attachent à les décrire et parlé de leurs utilisation dans l’industrie. 

I.9.1.Coulage en bande (Tape Casting ou Doctor-Blade) : 

              Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste 

à étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces 

et régulières. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou 

sabot. La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support, 

ce qui confère à la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. La hauteur du 

couteau du réservoir par rapport au support détermine l'épaisseur de la bande. Les produits 

obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrôlées (25-1000 μm). Après un 

raffermissement de la pâte, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés[11] 

 



Chapitre I : Généralités-Sur-les-Matériaux-Fonctionnellement-Gradués FGM 

 

14 
 

 

Figure I.9Principe de la méthode coulage en bande. 

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux composites 

laminaires suivant deux méthodes : soit par réalisation directe de bandes multicouches grâce à 

un système de lames multiples, c'est le cas des tri-couches élaborés par Mistler; soit par 

empilage de couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite assurée par une étape 

de thermo-compression. 

I.9.2Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting) : 

             Le coulage en barbotine (slip casting) consiste à couler une suspension dans un moule 

poreux qui va drainer le liquide grâce aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de 

poudre compacte) sur la surface du moule. Après séchage, on obtient le corps en cru. Donc le 

coulage se décompose en deux étapes essentielles : 

 formation du tesson ou "prise"; 

 consolidation du tesson ou "raffermissement". 

La filtration, c'est à dire la formation du tesson lors du coulage, peut être considéré comme un 

processus d'élimination d'une partie travers la couche de tesson déjà formée, sous l'effet : 

 Du pouvoir de succion du plâtre (coulage classique); 

 Ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression). 
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Figure I.10. Principe de la méthode coulage séquentiel en barbotine. 

 

Dans le cas de la fabrication de multicouches, après la formation du premier tesson, le dépôt 

de la deuxième couche s'effectue de manière telle que la barbotine ne pénètre pas dans le 

tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches[10] 

I.9.3Compaction sèche des Poudres : 

             Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier. 

Chaque fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercée. Ensuite, la 

compaction de l'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement, par 

une pression isostatique et un délaitage. La densification sera enfin l'étape finale. Ce procédé 

peut être envisagé pour la fabrication s'applique aussi avec la technique du pressage 

isostatique, et de façon industrielle [12] 

I.9. 4. Projection plasma : 

             Un gaz soumis à une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se 

transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement 

de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se 

fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat [15] 
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Figure I.11. Principe de la méthode projection plasma. 

 

La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode très 

utilisée pour fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement élevé du 

dépôt des particules sur des substrats à géométrie compliquée, les performances des surfaces 

en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages 

essentiels de cette technique . 

I.9.5.Frittage et infiltration : 

           Cette technique est constituée de deux étapes et convient à la fabrication d'un 

composite à gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion 

sont très différentes. La première étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau à haute 

température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités 

avec le deuxième matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution 

de la contrainte thermique. Cette technique peut être généralement appliquée pour plusieurs 

combinaisons de matériaux qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien 

différents les uns par rapport aux autres. [14] 
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I.9.6. Conclusion : 

          Dans ce chapitre une synthèse sur les travaux connus dans la littérature des matériaux 

fonctionnellement gradués est illustrée. Un aperçu sur l’historique des matériaux FGM a été 

aussi présenté, ainsi que les différentes méthodes de fabrication. Enfin, les domaines 

d’application des FGM, à savoir : le génie civil, médicine,… etc. ont été présenté. 



Chapitre II  

Introduction aux Théories des 

Poutres 
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II.1. Introduction 

        Les structures complexes que l’on étudie couramment sont constituées de sous-

ensembles aux géométries les plus diverses: barres ou poutres, plaques et coques minces ou 

épaisses, parties massives. Les structures minces de type poutre, arc, plaque et coque sont très 

répandues dans le milieu naturel (feuilles d’arbres, mollusques, cellules vivantes, etc.) et dans 

les réalisations humaines les plus diverses (charpentes, voûtes, réservoirs, caissons, tabliers de 

ponts, carrosseries automobiles, coques de bateaux, ailes d’avions, etc.). 

Pour chacun de ces constituants, on dispose de la formulation de la théorie de l’élasticité ou 

plasticité ou de modèles théoriques qui en sont dérivés (théorie des poutres, plaques 

etcoques). L’analyse du comportement et la conception des ces structures sont des activités 

importantes sur les plans techniques et économiques. 

Nous sommes intéressés uniquement, dans ce chapitre, à l’analyse vibratoire des structures 

de type « poutre ». 

II.2.Définition d’une poutre 

       Le terme de « poutre » désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux 

dimensions transverses (section fine). Une poutre est un élément de structure utilisé pour la 

construction dans les bâtiments, les navires et autres véhicules, et dans la fabrication de 

machines. Cependant, le modèle des poutres peut être utilisé pour des pièces très diverses 

condition qu'elles respectent certaines conditions. Il est à noter que ce type d'élément appelé 

élément "barre" quand les forces extérieures sont axiales, et il est appelé "arbre" quand il est 

soumis à la torsion, ou quand il a un mouvement de rotation. 

II.3.Conditions aux limites d’une poutre 

        Elles sont définies en considérant les quatre grandeurs qui caractérisent le mouvement de 

flexion qui représenté dans le tableau ci-dessous. 
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Extrémité libre 

 

Pas de contraintes sur le 

déplacement et la rotation  

Le moment de flexion et la 

force cisaillement s’annulent 

𝑀(𝑋0.. 𝑡) = 𝐸𝐼
𝜕2𝑤

𝜕𝑋2
(𝑋0.. 𝑡)

= 0 

 

 

𝑀(𝑋0.. 𝑡) = 𝐸𝐼
𝛿3𝑤

𝜕𝑋3
(𝑋0.. 𝑡)

= 0 

Extrémité encastrée 

 

Les déplacements transversal 

Et angulaires sont nuls en 𝑋0 

𝑀(𝑋0.. 𝑡) = 0 

 

𝜃(𝑋0.. 𝑡) =
𝜕𝑊(𝑋.𝑡)

𝜕𝑋
 ;   𝑋0. = 0 

Extrémitésimplement 

suportée          𝑋0 

 

Le déplacement transversal 

est bloqué mais la rotation 

est libre  

Le moment de flexion est 

donc nul en 𝑋0 

 

𝑀(𝑋0.. 𝑡) = 0 

 

𝑀(𝑋0.. 𝑡) = 𝐸𝐼
𝜕2𝑤

𝜕𝑋2
= 0 

𝑋 = 𝑋0. 

Extrémité guidée 

 

Le déplacement transversal 

Et libre et la rotation est 

bloquéla force cisaillement  

est donc nuls en 𝑋0 

𝜃(𝑋0.. 𝑡) =
𝜕𝑊(𝑋.𝑡)

𝜕𝑋
 =0 

𝑀(𝑋0.. 𝑡) = 𝐸𝐼
𝛿3𝑤

𝜕𝑋3
(𝑋0.. 𝑡)

= 0 
 

𝑋 = 𝑋0. 

 

Tableau II. 1. Principales conditions aux limites pour les poutres 

II.4.Hypothèses cinématiques de la théorie des poutres 

 L'hypothèse cinématique fondamentale de la théorie des poutres [26]estl'hypothèse de 

Navier. (Navier -Bernoulli et Navier -Timoshenko) : "Toute section droite de la 

configuration de référence est supposée rester plane et inaltérée au cours du mouvement". 

 L'hypothèse de Navier s'énonce aussi de la façon équivalente suivante : "Toute section 

droite est considérée comme ayant un mouvement de solide indéformable". 

 L'hypothèse d'Euler- Bernoulli énonce que la section droite de la poutre est indéformable 

reste plane et perpendiculaire à la fibre moyenne avant et après déformation, et la 

déformation transversale est nulle. 
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 L'hypothèse de Timoshenko énonce que la section droite de la poutre est indéformable ne 

reste pas perpendiculaire à la fibre moyenne après déformation (il y a une rotation de la 

section droite), et l'effet de cisaillement n'est pas nul et pris en compte. 

II.5.Modèle d'Euler Bernoulli (Classica lBeam Theory- CBT) 

       Il est bien connu que la théorie d’Euler-Bernoulli est basée sur la théorie élémentaire 

déflexion des poutres qui ne tient pas compte des effets de la déformation de cisaillement. Il 

est également connu qu’elle n’est applicable qu’aux poutres fines. 

Dans cette approche, le nombre d'équations ne dépend pas du nombre de couches puisque la 

poutre multicouche est homogénéisée, donc considérée comme une seule couche. Comme 

hypothèse de cette théorie, les déformations dues au cisaillement transversal sont négligées 

(pas de cisaillement sur la hauteur de la poutre), La section reste perpendiculaire à la ligne 

moyenne de la poutre et la section reste plane.𝑈𝑍.𝑋
0
 

 

Figure II. 5.1.Cinématique d'Euler Bernoulli. 

Pour le cas des poutres élancées et d'après la théorie classique des poutres (CLBT), le 

déplacement d'un point « M » est donné par les deux composantes suivantes: 

𝑓(𝑧) = 0 

Pour le cas des poutres élancées et d'après la théorie classique des poutres (CLBT), le 

déplacement d'un point « M » est donné par les deux composantes suivantes: 

𝑈(𝑀) = {
𝑈(𝑥. 𝑧) = 𝑈0(𝑥) − 𝑍𝑊𝑋

0(𝑥)

𝑊(𝑥. 𝑧) = 𝑤0(𝑥)
} 
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𝑈(𝑥. 𝑧):représente le déplacement suivant X 

𝑊(𝑥. 𝑧): Le déplacement dans la direction de Z ou bien la flèche.La rotation autour de l'axe 

Y, provoquée par la flexion est tel que: 

 

𝑊𝑋
0(𝑥) =

𝜕𝑊0

𝜕𝑥
=

𝜕𝑊

𝜕𝑥
= 0 

 

 

𝑢0(𝑥)𝑒𝑡𝑊0(𝑥)sont les composantes de déplacement au milieu de la section et sur la ligne 

moyenne de la poutre, respectivement le long des axes X et Z. Lorsque cette théorie est 

utilisée pour l'analyse des fréquences naturelles des poutres, les flèches sont sous-estimées. 

Ceci est la conséquence de la négligence de la déformation transversale. 

II.6.Modèle de Timoshenko (FSDBT) 

        La théorie de Timoshenko est plus riche et plus générale que la théorie élémentaire des 

poutres au prix d'une fonction supplémentaire. Cette solution permet d'affiner les solutions 

analytiques issues de la théorie classique. Toutefois ces solutions sont entachées d'erreurs au 

voisinage des appuis et de la zone indentation où nous pouvons avoir des concentrations de 

contrainte et des champs de déplacement non homogènes. 

Elle s'applique sur des poutres courtes, elle est basée sur le principe ; qu'après déformation, la 

section plane reste plane mais elle perd sa perpendicularité par rapport à la ligne moyenne de 

la poutre (Figure II.6.1). Ceci est dû au cisaillement transversal, découvert par Timoshenko, 

sur l'épaisseur de la poutre. Cette théorie est analogue à la théorie de "Reissner-Mindlin" dans 

le cas des plaques épaisses. [27] 

Dans le cas où nous avons un élancement faible, l'effet du cisaillement devient plus important 

sur la déformée. Dans ce cas, la fonction 𝑓(𝑧)est égale à Z . Il existe un cisaillement uniforme 

et les déformations dues au cisaillement transversal ne sont pas négligées. C'est la théorie de 

premier ordre (FSDBT). 
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Figure II. 6.1 Cinématique de Timoshenko  

D'après Timoshenko le déplacement s'écrit comme suit: 

𝑈(𝑀) = {
𝑈(𝑥. 𝑧) = 𝑈0(𝑥) − 𝑍𝑊𝑋

0(𝑥) + 𝑍𝜑𝑋
0

𝑊(𝑥. 𝑧) = 𝑤0(𝑥)
} 

 

𝑈(𝑀) = {
𝑈(𝑥. 𝑧) = 𝑈0(𝑥) + 𝑍𝛾𝑥.𝑧

0

𝑊(𝑥. 𝑧) = 𝑤0(𝑥)
} 

𝛾𝑥.𝑧
0: C’est la distorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de 

lapoutre.Tel que 

𝛾𝑥.𝑧
0 = 𝜑0(𝑥) − 𝑤𝑥

0(𝑥) 

𝜑0(𝑥): C’est la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre. Par 

définition, la distorsion est donnée par la relation suivante: 

 

{
𝛾𝑥.𝑧 =

𝜕𝑢 

𝜕𝑧
+

𝜕𝑊

𝜕𝑥
= −𝑤𝑥

0(𝑥) + 𝛾𝑥.𝑧
0 + 𝜑0(𝑥)

𝛾𝑥.𝑧 = 𝛾𝑥.𝑧
0

} 

 

Sachant que la contrainte de cisaillement est égale: 
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𝜏𝑥𝑧 = 𝐺𝑥𝑧𝛾𝑥.𝑧 = 𝐺𝑥𝑧𝜑0(𝑥) 

 

𝐺𝑥𝑧: est le module de cisaillement transversal qui est supposé constant.Avec cette théorie, les 

contraintes tangentielles de cisaillement sont constantes et uniformessur toute l'épaisseur de la 

poutre; cela veut dire qu'elles existent même sur les bords supérieures inférieurs de la poutre 

et pourtant il n'ya aucun chargement qui induit le cisaillement. Cette contradiction mène à 

introduire un coefficient de correction (k = 5/6) pour corriger et maintenir les contraintes et 

les déformations du cisaillement transversales constantes à travers l’épaisseur de la poutre. Ce 

facteur a été calculé pour la variété de sections de poutres par(Mindlin et Deresiewicz). « 

Cowper » et « Murty » ont donné de nouvelles expressions de ce coefficient « k » pour 

différentes sections de la poutre. 

La théorie de Timoshenko est plus riche et plus générale que la théorie élémentaire des 

poutres au prix d'une fonction supplémentaire. Cette solution permet d'affiner les solutions 

analytiques issues de la théorie classique. 

Le non nullité des contraintes tangentielles sur les bords extrêmes de la poutre et 

l'introduction des coefficients de correction de cisaillement ont menés d'autres chercheurs 

essayer de trouver une autre théorie pouvant tenir compte de ces facteurs; c'est "la théorie 

d'ordre élevé". 

II.7Théorie d'Ordre Elevé (HSDT) 

      Dans cette théorie la distribution des champs de déplacement est non linéaire selon 

l’épaisseur de la poutre. Elle est plus précise que la théorie du premier ordre puisqu'elle 

introduit une fonction qui tient compte du phénomène de " gauchissement ". Ce phénomène 

apparaît lorsque la section transversale de la poutre perd sa planéité (figure II.7.1). La 

fonction [𝑓(𝑧)]représente le gauchissement et sa dérivée 𝑓(𝑧′)le cisaillement. 
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Figure II. 7.1 Cinématique de la Théorie d'Ordre Elevé. 

 

Ces théories sont bien adaptées à la modélisation du comportement des plaques ou des poutres 

épaisses, où la déformation transverse joue un grand rôle. La plupart des ces modèles utilisent 

un développement en série de Taylor [28], La précision augmente avec l'ordre de 

développement. Le champ de déplacement approché pour le troisième ordre, est de la forme 

[29] 

𝑢0(𝑥. 𝑧) = 𝑢0 + 𝑧𝜓(𝑥) + 𝑧2𝜍(𝑥) + 𝑧3𝜙(𝑥) 

Pour introduire le phénomène de "gauchissement " il faut modifier le coefficient du terme 

cubique par une fonction (Z). 

 

Pour réduire la complexité il faut éliminer les termes d’ordre deux dans le développement de 

déplacement dans l’épaisseur. 

 

Dans ce cas, le champ de déplacement devient: 

𝑈(𝑀) = {
𝑈(𝑥. 𝑧) = 𝑈0(𝑥) − 𝑍𝑊𝑋

0(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝜑0(𝑥)

𝑊(𝑥. 𝑧) = 𝑤0(𝑥)
} 
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{
𝛾𝑥.𝑧 =

𝜕𝑢 

𝜕𝑧
+

𝜕𝑊

𝜕𝑥
= −𝑤𝑥

0(𝑥) + 𝑓′(𝑧)𝜑0(𝑥) + 𝑤𝑥
0(𝑥)

𝛾𝑥.𝑧 = 𝑓′(𝑧)𝜑0(𝑥)
} 

 

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrêmes de la poutre, on doit 

avoir: 

𝑓′(𝑧)|𝑧=±ℎ/2| = 0 

C'est la condition qui nous permet d'avoir une répartition parabolique des contraintes de 

cisaillement sur l'épaisseur de la poutre d'une part et de choisir correctement des fonctions qui 

répondent à la condition (III.13). 

Selon l’expression de la frontière de cisaillement f (z), quelques modèles d’ordre supérieur se 

sont distingués dans la littérature. Nous citons en particulier : 

 L’approche de [30]: 

𝑓(𝑧) =
1

2
𝑍 (

1

4
ℎ2 −

1

3
𝑍3) 

 L’approche de [31]: 

𝑓(𝑧) =
5

4
𝑍 (1 −

1

3ℎ2
𝑍3) 

 L’approche de [32]: 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝛼
2𝑧2

ℎ2 𝑙𝑛𝛼 

 L’approche de [33]et [34]: 

𝑓(𝑧) = 𝑍 (1 −
1

3ℎ2
𝑍3) 

Dans le modèle de [35]le champ de déplacement membranaire est cubique et le déplacement 

normal « w » est constant. Ce modèle donne une bonne approximation pour les contraintes de 

cisaillement transverse par rapport à la solution élastique tridimensionnelle. La distribution 

des contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans l'épaisseur. Les conditions aux 

limites sur les surfaces libres sont satisfaites. 
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 L’approche de [36]: 

𝑓(𝑧) =
ℎ𝑠𝑖𝑛 (

𝜋𝑧

ℎ
)

𝜋
 

Touratier propose le modèle "sinus" qui est différent des autres modèles d'ordre supérieur 

puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoïdale est 

donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement dans l'épaisseur. 

La fonction de cisaillement transverse s'écrit comme ci dessous : 

𝑓(𝑧) =
ℎ𝑠𝑖𝑛(

𝜋𝑧

ℎ
)

𝜋
=

ℎ

𝜋
∫

(−1)𝑛

(2𝑛+1)!

∞

𝑛=0
(

𝜋𝑧

ℎ
)

2𝑛+1

 

=Z(1 −
𝜋2𝑧2

3!ℎ2 +
𝜋4𝑧4

5!ℎ4 +
𝜋6𝑧6

7!ℎ6 + ⋯ ) 

 

Les contraintes de cisaillement transversal déterminées par le modèle "sinus" prennent 

uniforme cosinusoidale dans l'épaisseur de la plaque. La précision de ce modèle par rapport à 

la 

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy. 

Récemment,[35]propose un modèle exponentiel avec une cinématique plus riche. La 

fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante : 

𝑓(𝑧) = 𝑍𝑒 
2𝑍2

ℎ2  

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et impair de 

la variable z, alors que la fonction (sinus) de [35]ne permet qu’un développement 

en puissance impair. 

Malgré le fait que les modèles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et de 

déformation à l’interface, les contraintes de cisaillement Inter-laminaire et les contraintes 

d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de l’analyse locale de 

l’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont très différentes. 
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II.7Conclusion 
 

      Dans cette partie de la thèse ; nous avons présenté des différents types des théories des 

poutres telles que la théorie classique (CBT), la théorie de cisaillement de premier ordre 

(FSDBT) et les théories d’ordre élevé HSDBT (PSDBT, SSDBT, ESDBT).  

On a présenté les différents modèles des poutres avec une approche monocouche. Le modèle 

monocouche équivalent est mieux adaptée pour les matériaux FGM car il n’y a pas de 

changement brusque dans les caractéristiques mécaniques contrairement aux composites 

conventionnels ou le délaminage est un problème à ne pas écarter. 
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III .1. Introduction 

             Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont des classes de composites qui 

ont une variation continue des propriétés matérielles d'une surface à une autre, ce qui conduit 

à éliminer la concentration des contraintes rencontrées dans les composites stratifiés. Les 

concepts des FGM ont été proposés par des chercheurs Japonais en 1984 . Ces matériaux 

possèdent de multiples avantages qui peuvent les rendre attractifs du point de vue de leur 

potentiel d’application. Il peut s’agir de l’amélioration de la rigidité, de la tenue à la fatigue, 

de la résistance à la corrosion ou de la conductivité thermique en plus d’avoir une gradation 

des propriétés permettant ainsi d’augmenter ou de moduler des performances telles que la 

réduction des contraintes locales , plusieurs études étaient faites sur FGM : Auciello et 

Ercolano, Banerjee, Civalek et Kiracioglu).Ce matériau (FGM) est largement utilisé dans 

plusieurs applications structurelles tels que; l’aéronautique, le nucléaire, le civil et 

l’automobile. Puisque les applications des ces nouveaux matériaux (FGM) ne cessent de ce 

développer, La poutre est considérée comme l’élément structural le plus répondu, puisqu’elle 

fait partie intégrante dans la plupart des ouvrages de construction ou des pièces machines , ce 

qui a rendu nécessaire l'étude de leur comportement statique/dynamique. Les poutres sont 

utilisées comme composant structural dans plusieurs applications de construction et un grand 

nombre d'études peut être trouvé en littérature au sujet de la vibration transversale des poutres 

isotropes uniformes . Ouled Larbi  a fait une Etude comparative des différentes théories à 

ordre élevé pour la vibration libre des poutres FGM .Plusieurs approches ont été développées 

pour établir une analyse appropriée des ces poutres en FGM. [39] 

III .2. Modèle mathématique 

          Considérons une poutre rectangulaire en FGM  (Fig. 1.2). Les coordonnées x et y 

définissent le plan de la poutre, tandis que l’axe z lancé sur la surface moyenne de la poutre et 

dans la direction de l’épaisseur. [38] 

 

 

Fig.III. 1.2 Les coordonnées et la géométrie de la poutre FGM. 

a 
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    L’étude sera menée dans l’hypothèse des petites perturbations, les déplacements suivant les 

axes « x » et « z » d’un point arbitraire dans la poutre et noté respectivement par : 

𝑢(𝑥. 𝑧) et w (𝑥. 𝑧) 

La composante plane du déplacement 𝑢(𝑥. 𝑧) peut être devisée en trois termes : 

1. Le déplacement en membrane 𝑢0(𝑥. 𝑧); 

                                                                                                                                                                                       

III.3. Champ de déplacement  

           Le déplacement du point à la cote z est : 

{
𝑢(𝑥. 𝑧) = 𝑢0 − 𝑍

𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑥
− 𝑓(𝑧)

𝜕𝜔𝑠

𝜕𝑥

𝜔(𝑥. 𝑧) = 𝜔𝑏(𝑥. 𝑧) + 𝜔𝑠(𝑥. 𝑧)
                                                                                    (III.1) 

Où: 

u:est le déplacement axial d'un point sur le plan médian de la poutre; 

𝑢(𝑥. 𝑧) et 𝜔(𝑥. 𝑧) sont des composantes de flexion et de cisaillement du déplacement 

transversal d'un point sur le plan médian de la poutre, et 𝑓(𝑧) est une fonction de 

gauchissement qui détermine la distribution de la contrainte de cisaillement transversale à 

travers l’épaisseur de la poutre. 

Les fonctions de gauchissement 𝑓(𝑧)sont choisies pour satisfaire les conditions aux limites de 

contraintes sur les surfaces supérieure et inférieure de la poutre, un facteur de correction de 

cisaillement n'est donc pas nécessaire. 

III.4. Champ de déformation 

          Dans l’hypothèse des petites perturbations (petites déformations) le tenseur de 

déformations est s’écrit comme suit: 

le champ des déformations en membrane-flexion: 

Le champ de déformation associé au champ de déplacement de l'équation (III.1)est donné par  
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{
 
 

 
 𝜀𝑥𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
− 𝑍

𝜕2𝜔𝑏

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝑧)

𝜕2𝜔𝑠

𝜕𝑥2

𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝜔

𝜕𝑧
= 0

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝜔

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧

𝜕𝜔𝑠

𝜕𝑥
+

𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑥
+

𝜕𝜔𝑠

𝜕𝑥
−

𝜕𝜔𝑏

𝜕𝑥

                                                     (III.2) 

  

𝛾𝑥𝑧 = [1 −
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
]
𝜕𝜔𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕𝜔𝑏
𝜕𝑥

= 𝑔(𝑧)
𝜕𝜔𝑠
𝜕𝑥

 

Et écrire(III.2)  à partir du formulaire(III.3)  : 

{
𝜀𝑥𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
− 𝑍

𝜕2𝜔𝑏

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝑧)

𝜕2𝜔𝑠

𝜕𝑥2

𝛾𝑥𝑧 = 𝑔(𝑧)
𝜕𝜔𝑠

𝜕𝑥

                                                                          (III.3)   

ou hors de forme(III.4)  : 

{
𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥

0 − 𝑍𝜀𝑥𝑥
1 − 𝑓(𝑧)𝜀𝑥𝑥

2

𝛾𝑥𝑧 = 𝑔(𝑧)𝛾𝑥𝑧
0                                                                                                        (III.4) 

 

III.5. Champ des contrainte  

             solide élastique est souvent caractérisé par une relation linéaire entre les tenseurs 

contraintes et déformations. Cette dépendance est appelée loi de Hooke :  

𝜎 = 𝐸𝜀                                                                                                                                          III.5 

 

 

{

𝜎𝑥𝑥 = 𝐸(𝑧)[𝜀𝑥𝑥 + 𝜐𝜀𝑧𝑧]

𝜎𝑧𝑧 = 𝐸(𝑧)[𝜀𝑧𝑧 + 𝜐𝜀𝑥𝑥]

𝜏𝑥𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1+𝜐)
(𝛾𝑥𝑧)

                                                                                              III.6 

Nous publions nous trouvons 

{

𝜎𝑥𝑥 = 𝐸(𝑧)𝜀𝑥𝑥 + 𝐸(𝑧)𝜐𝜀𝑧𝑧
𝜎𝑧𝑧 = 𝐸(𝑧)𝜀𝑧𝑧 + 𝐸(𝑧)𝜐𝜀𝑥𝑥

𝜏𝑥𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1+𝜐)
(𝛾𝑥𝑧)

                                                                                         III.7 
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Nous avons les constantes suivantes 

𝐶11 = 𝐸(𝑧)                                      𝐶13 = 𝜐𝐸(𝑧) 

𝐶55 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜐)
                       𝐶33 = 𝐶11  

On en déduit la matrice suivante: 

[

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑧𝑧
𝜏𝑥𝑧
] = [

𝐶11  𝐶13 0
𝐶13 𝐶33 0
0 0 𝐶55

] [

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑧𝑧
𝛾𝑥𝑧
]                                               (III. 8)           

 

{
  
 

  
 𝜎𝑥𝑥 = 𝐶11 [

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑍
𝜕2𝜔𝑏
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝜔𝑠
𝜕𝑥2

] + 𝐶11[0]

𝜎𝑧𝑧 = 𝐶11[0] + 𝐶13 [
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑍
𝜕2𝜔𝑏
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝜔𝑠
𝜕𝑥2

]                           

𝜏𝑥𝑧 = 𝐶55𝑔(𝑧)𝛾𝑥𝑧
0 = 𝐶55𝑔(𝑧)

𝜕𝜔𝑠
𝜕𝑥

(III. 9)           

III.6. Les forces et les moment 

𝑁𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧           ;        𝑁𝑧𝑧 =∫𝜎𝑧𝑧𝑔(𝑧)𝑑𝑧 

𝑁𝑥𝑥:  L’effort normal au point x et z :  

𝑀𝑥𝑥 = ∫𝑧𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧           ;        𝑃𝑥𝑥 =∫𝜎𝑥𝑥𝑓(𝑧)𝑑𝑧 

𝑀𝑥𝑥: Le moment  au point x et z: 

𝑄𝑥𝑧 = ∫𝜏𝑥𝑧𝑔(𝑧)𝑑𝑧 

 

III.7.Principe de Hamilton PTV  

            Le principe variationnel le plus généralement applicable est le principe de Hamilton, 

que l'on peut exprimer entre deux instants t1 et t2, le mouvement d'un système conservatif 

s'effectue de telle sorte que[40]: 
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∬𝜕𝑈𝑆 + 𝜕𝑈𝑓 = 0                                                                                            (III. 10)           

𝜕𝑈𝑆:enèrgie total de poutre 

 𝜕𝑈𝑃:energie de déformation du à la fondation élastique 

𝜕𝑈𝑆 =∬ [𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥 + 𝜏𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧]
𝐴.𝑍

𝑑𝐴𝑑𝑍 − ∫𝑞(𝛿𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑠) 𝑑𝐴                             (III. 11)           

𝜕𝑈𝑓 = ∫ [𝐾𝜔(𝛿𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑠) + 𝐾𝑔 (
𝜕𝛿𝜔0

2

𝛿𝑥
+
𝜕𝛿𝜔𝑠

2

𝛿𝑥
)]

𝐴

𝑑𝐴                                    (III. 12)           

𝐾𝜔: 𝑟𝑖𝑔𝑖𝑑𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑛𝑑𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑤𝑖𝑛𝑘𝑙𝑒𝑟 

𝐾𝑔:   𝑐𝑜𝑛𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑒 𝑤𝑖𝑛𝑘𝑙𝑒𝑟 𝑒𝑡  𝑝𝑎𝑠𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑘 

𝜕𝑈𝑆 = 𝑏∬𝜎𝑥𝑥[(𝛿𝜀𝑥𝑥
0 − 𝑍𝛿𝜀𝑥𝑥

1 − 𝑓(𝑧)𝛿𝜀𝑥𝑥
2 ) + 𝜏𝑥𝑧[𝑔(𝑧)𝛾𝑥𝑧

0 ]]𝑑𝑥𝑑𝑧 

 

= 𝑏∬[(𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥
0 − 𝑍𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥

1 − 𝑓(𝑧)𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥
2 ) + 𝜏𝑥𝑧𝑔(𝑧)𝛾𝑥𝑧

0 ]𝑑𝑥𝑑𝑧                                  (III. 13)           

 

𝜕𝑈𝑆 = 𝑏(∫ [𝑁𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥
0 −𝑀𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥

1 − 𝑃𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
2 +∫𝑄𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧

0 ] 𝑑𝑥 − ∫𝑞(𝛿𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑠) 𝑑𝑥) 

 

=b∫𝑁𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥
0 𝑑𝑥 − 𝑏 ∫𝑀𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥

1 𝑑𝑥 − 𝑏 ∫𝑃𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
2 𝑑𝑥 +𝑏 ∫𝑄𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧

0 𝑑𝑥 − 𝑏 ∫𝑞(𝛿𝜔𝑏 +

𝛿𝜔𝑠) 𝑑𝑥                                                                                                                 (III. 15)               

 

𝜕𝑈𝑓 = 𝑏∫ [𝐾𝜔(𝛿𝜔𝑏 + 𝛿𝜔𝑠) + 𝐾𝑔 (
𝜕𝛿𝜔0

2

𝛿𝑥
+
𝜕𝛿𝜔𝑠

2

𝛿𝑥
)] 𝑑𝑥                                                

𝐴

(III. 16)           

 

Intégration  par partie    UV’=UV-∫𝑈𝑉′𝑑𝑥 
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[𝑁𝑥𝑥;𝑀𝑥𝑥; 𝑃𝑥𝑥] = ∫[1 ; 𝑍 ; 𝑓(𝑧)] 𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 

 

𝑄𝑥𝑧 = ∫𝜏𝑥𝑧𝑔(𝑧)𝑑𝑧 

 

 

∫𝑁𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥
0 𝑑𝑥                ∫𝑁𝑥𝑥

𝜕𝛿𝑢0

𝜕𝑥
𝑑𝑥                  𝑁𝑥𝑥𝑢0 − ∫

𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝛿 𝑢0𝑑𝑥……………………….(III. 17)           

∫𝑀𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥
1 𝑑𝑥                   ∫𝑀𝑥𝑥

𝜕2𝛿𝜔𝑏

𝜕𝑥2
𝑑𝑥                        𝑀𝑥𝑥

𝜕𝛿𝜔𝑏

𝜕𝑥2
∫
𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝜔𝑏

𝜕𝑥
𝑑𝑥 

−
𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
𝛿𝜔𝑏 − ∫

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
𝛿𝜔𝑏𝑑𝑥…………………………………………………………………………………..…(III. 18)           

∫𝑃𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
2 𝑑𝑥                     ∫ 𝑃𝑥𝑥

𝜕2𝛿𝜔𝑠

𝜕𝑥2
𝑑𝑥                     𝑃𝑥𝑥

𝜕𝜔𝑠

𝜕𝑥2
− ∫

𝜕𝑃𝑥𝑥

𝑑𝑥

𝜕𝛿𝜔𝑠

𝑑𝑥
𝑑𝑥  

𝜕𝑃𝑥𝑥

𝑑𝑥
 𝛿𝜔𝑠 − ∫

𝜕2𝑃𝑥𝑥

𝜕𝑥2
𝜕𝛿𝜔𝑠𝑑𝑥  ………………………………………………………………………………………(III. 19)           

∫𝑄𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧
0 𝑑𝑥                     ∫𝑄𝑥𝑧

𝜕𝛿𝜔𝑠

𝜕𝑥
𝑑𝑥                     𝑄𝑥𝑧 𝛿𝜔𝑠 − ∫

𝜕𝑄𝑥𝑧

𝜕𝑥
𝛿𝜔𝑠𝑑𝑥………….……(III. 20)           

−∫𝑞𝛿𝜔𝑏 − ∫𝑞𝛿𝜔𝑠…………………………………………………………………………..………………………..… (III. 21)      

En différenciant l'équation    (III. 17)et (III. 18)et(III. 19)et(III. 20)et (III. 21) 

𝛿𝑢0 = −
𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

= 0                    𝛿𝜔𝑏 =
𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝜕𝑥2

− 𝑞 = 0                     

𝛿𝜔𝑠 =
𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

−
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

− 𝑞 = 0                    

 

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

= 0……………………………………… .1

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝜕𝑥2

= 𝑞………………………………………2

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

−
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

= 𝑞 ……………………………… .3

                                                                                      (III. 22) 
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Maintenant, nous calculons chaque équation séparément 

 Equation1 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

=? ? 

 

𝑁𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 = ∫(𝐶11𝜀𝑥𝑥 + 𝐶13𝜀𝑧𝑧) 𝑑𝑧 = ∫ [𝐶11 (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑍
𝜕2𝜔𝑏
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝜔𝑠
𝑑𝑥2

)] 𝑑𝑧 

 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

= ∫ [𝐶11 (
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝑍
𝜕3𝜔𝑏
𝜕𝑥3

− 𝑓(𝑧)
𝜕3𝜔𝑠
𝑑𝑥3

)] 𝑑𝑧 

 

𝐴11 = ∫𝐶11 𝐵11 = ∫𝐶11 𝑍𝑑𝑧𝐷11 = ∫𝐶11𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 

Remplacer dans l'équation 1 − (III. 22) 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

= 𝐴11
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝐵11
𝜕3𝜔𝑏
𝜕𝑥3

− 𝐷11
𝜕3𝜔𝑠
𝑑𝑥3

…………………………………………………………(III. 23) 

 

 Equation2 

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝜕𝑥2

− 𝑞 = 0 

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝜕𝑥2

=? ? 

 

𝑀𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑍𝑑𝑧 = ∫(𝐶11𝜀𝑥𝑥 + 𝐶13𝜀𝑧𝑧)𝑍𝑑𝑧 = ∫ [𝐶11 (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑍
𝜕2𝜔𝑏
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝜔𝑠
𝑑𝑥2

)𝑍] 𝑑𝑧 

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝜕𝑥2

= ∫[(𝐶11𝑍
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝐶11𝑍
2
𝜕2𝜔𝑏
𝜕𝑥2

− 𝐶11𝑍𝑓(𝑧)
𝜕2𝜔𝑠
𝑑𝑥2

)] 𝑑𝑧 

𝐵11 = ∫𝐶11 𝑍𝑑𝑧   𝐹11 = ∫𝐶11𝑍
2𝑑𝑧𝐻11 = ∫𝐶11𝑍𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 
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Remplacer dans l'équation 2 − (III. 22) 

 

 

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝜕𝑥2

= 𝐵11
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

− 𝐹11
𝜕4𝜔𝑏
𝜕𝑥4

−𝐻11
𝜕4𝜔𝑠
𝑑𝑥4

………………………… . . ………… .………………(III. 24) 

 

 Equation3 

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

−
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

− 𝑞 = 0 

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

=? ? 

𝑃𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫(𝐶11𝜀𝑥𝑥 + 𝐶13𝜀𝑧𝑧)𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫[(𝐶11𝑓(𝑧)
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑓(𝑧)𝐶11𝑍
𝜕2𝜔𝑏
𝜕𝑥2

− 𝐶11𝑓(𝑧)
2
𝜕2𝜔𝑠
𝑑𝑥2

)]𝑑𝑧 

𝐻11 = ∫𝐶11𝑍𝑓(𝑧) 𝑑𝐷11 = ∫𝐶11𝑓(𝑧) 𝐴66 = ∫𝐶11 𝑓(𝑧)
2𝑑𝑧 

 

Remplacer dans l'équation 3 − (III. 22) 

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

= 𝐷11
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝐻11
𝜕4𝜔𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐴66
𝜕4𝜔𝑠
𝑑𝑥4

…………………………………………………… .… (III. 25) 

𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

=? ? 

𝑄𝑥𝑧 = ∫𝜏𝑥𝑧𝑔(𝑧)𝑑𝑧 = ∫𝐶55[𝑔(𝑧)𝛾𝑥𝑧
0 ]𝑑𝑧 = ∫𝐶55𝑔(𝑧) 𝛾𝑥𝑧

0 𝑑𝑧 

 

𝑅55 = ∫𝐶55𝑔(𝑧)𝑑𝑧 
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Remplacer dans l'équation 3 − (III. 22) 

𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

= ∫𝐶55𝑔(𝑧)
𝜕𝛾𝑥𝑧

0

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = 𝑅55

𝜕𝛾𝑥𝑧
0

𝜕𝑥
= 𝑅55

𝜕2𝜔𝑠
𝑑𝑥2

……………………………………………(III. 26) 

III.8.Solutions analytiques 

            Les équations de mouvement sont résolues analytiquement pour la flexion. La solution 

Navier est utilisée pour déterminer les solutions analytiques pour une poutre simplement 

appuyée. On obtient que la solution se présente sous la forme [𝟒𝟏] 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 𝑢(𝑥) =  ∑ 𝑢𝑛 cos(𝜆𝑥)

∞

𝑛=1

……………………… .1

𝑤𝑏(𝑥) = ∑𝜔𝑏𝑛 sin(𝜆𝑥)

∞

𝑛=1

………………………2

𝑤𝑠(𝑥) = ∑𝜔𝑠𝑛 sin(𝜆𝑥)

∞

𝑛=1

……………………… . .3

                                                                              (III. 27) 

et à partir de là: 

[
 
 
 
 
 
 𝐴11

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝐵11
𝜕3𝜔𝑏
𝜕𝑥3

−𝐷11
𝜕3𝜔𝑠
𝑑𝑥3

= 0

𝐵11
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

− 𝐹11
𝜕4𝜔𝑏
𝜕𝑥4

−𝐻11
𝜕4𝜔𝑠
𝑑𝑥4

= 0    

𝐷11
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

−𝐻11
𝜕4𝜔𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐴66
𝜕4𝜔𝑠
𝑑𝑥4

− 𝑅55
𝜕2𝜔𝑠
𝑑𝑥2

= 0

                                                                          (III. 28) 

Et à partir de là, par dérivation(III. 28), on trouve on a(III. 29): 

[

−𝐴11𝜆
2𝑢𝑛 + 𝐵11𝜆

3𝜔𝑏𝑛 +𝐷11𝜆
3𝜔𝑠𝑛 = 0

−𝐵11𝜆
3𝑢𝑛 − 𝐹11𝜆

4𝜔𝑏𝑛 +𝐻11𝜆
4𝜔𝑠𝑛 − 𝑞 = 0

−𝐷11𝜆
3𝑢𝑛 −𝐻11𝜆

4𝜔𝑏𝑛 − 𝐴66𝜆
4𝜔𝑠𝑛 − 𝑅55𝜆

2𝜔𝑠𝑛 − 𝑞 = 0

                                                (III. 29) 

 

Et enfin, nous dérivons la relation(III. 30) à travers laquelle nous calculons les valeurs: 

[

−𝐴11𝜆
2 𝐵11𝜆

3 𝐷11𝜆
3

+𝐵11𝜆
3 −𝐹11𝜆

4 𝐻11𝜆
4

−𝐷11𝜆
3 +𝐻11𝜆

4 −𝜆2(𝐴66𝜆
2 + 𝑅55)

] = [
0
+𝑞
+𝑞
]                                                               (III. 30) 
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VI.1.Résultats et discussions 

         Des nombreux exemples numériques sont fournis et discutés pour vérifier la précision et 

l’efficacité de la théorie utilisée avec la fonction de gauchissement pour l'analyse du 

comportement statique d’une poutre en FGM simplement appuyée.  

Pour illustrer cette analyse, une poutre rectangulaire en FG (céramique-métal) est considérée 

et le matériau proposé se compose d'aluminium et d'alumine. Le module d'élasticité, le 

coefficient de Poisson pour l'aluminium et l'alumine sont présentés dans le tableau 1 ci-

dessous. Pour la simplification, le coefficient de Poisson est le même pour les deux. [47] 

Matériaux Ec (GPa) Υ 

Alumine, Al2O3 380 0.3 

Aluminium, Al 70 0.3 

Tableaux VI .1:Les propriétés des matériaux utilisés dans cette étude 

Les paramètres adimensionnels utilisés dans cette étude : 

𝑤̅=100
𝐸𝑚ℎ3

𝑞0𝑎3 𝑤 (
𝑎

2
)  ; 𝜇̅=100

𝐸𝑚ℎ3

𝑞0𝑎3 𝜇 (0; −
ℎ

2
; )  ; 𝜎𝑥̅̅ ̅=

ℎ

𝑞0𝐿
𝜎𝑥 (

𝑎

2
;

ℎ

2
; ) ;  𝜏𝑥𝑧̅̅ ̅̅ =

ℎ

𝑞0𝐿
𝜏𝑥𝑧(0; 0); 

𝑤̅=
𝑤𝐿2

ℎ
√

𝜌𝑚

𝐸𝑚
 

 

VI.2.Résultats et discussion 

 

VI.2.1. Etudes comparatives  

         Tableaux VI .2 et Tableaux VI .3  contient les déplacements et les contraintes non 

dimensionnels des poutres FG sous une charge uniforme   𝒒𝟎   pour différentes valeurs de 

l’indice de loi de puissance k et du rapport portée/profondeur a/h. Les résultats obtenus sont 

comparés aux solutions analytiques données par On peut observer que nos résultats sont en 

excellent accord avec ceux prédits en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement 

d’ordre supérieur [42][43][44][49]. 
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VI .2. : Les deformations et les constraints non dimensionnelles des pouters FGM sous  une 

charge uniform q pour differences valeurs de l'indice de loi de puissance k [46][49] 

 

 

 

 

 

 

k Méthode 
a/h=20 

w  x  xz  

0 

Li et al 2010[49] 2.8962 15.0130 0.7500 

Latifa OuldLarb[46] 2.8962 15.0136 0.7625 

PRESENT  2.8962 15.0129 0.7423 

0.5 

Li et al 2010 [49] 4.4645 19.7005 0.7676 

Latifa OuldLarb[46] 4.4644 19.7013 0.7795 

PRESENT  4.4644 19.7003 0.7594 

1 

Li et al 2010[49] 5.8049 23.2054 0.7500 

Latifa OuldLarb[46] 5.8049 23.2063 0.7625 

PRESENT  5.8049 23.2050 0.7423 

2 

Li et al 2010 Latifa 

OuldLarb[49] 
7.4415  27.0989 0.6787 

Latifa OuldLarb Latifa 

OuldLarb[46] 
7.4421 27.1005 0.7005 

PRESENT  7.4420 27.0988 0.6794 

5 

Li et al 2010 Latifa 

OuldLarb[49] 
8.8151 31.8112  0.5790 

Latifa OuldLarb Latifa 

OuldLarb[46] 
8.8186 31.8151 0.6218 

PRESENT  8.8181 31.8126 0.5987 

10 

Li et al 2010 Latifa 

OuldLarb[49] 
9.6879 38.1372  0.6436 

Latifa OuldLarb Latifa 

OuldLarb[46] 
9.6907 38.1408 0.6788 

PRESENT  9.6904 38.1383 0.6562 
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Tableaux VI .3: Les déviations et les contraintes non dimensionnelles des poutres FGM sous 

une charge uniforme q pour différentes valeurs de l'indice de loi de puissance k[46][49] 

VI.2.2.Etudes paramétrique 

 Le tableau VI .4 présente la comparaison des résultats numériques de la théorie utilisée non 

dimensionnels de la déflexion à mi-portée d'une poutre FG sur fondations élastiques sous une 

charge uniforme en utilisant la fonction de gauchissement MODEL [42]), avec les résultats 

obtenus de la littérature [45] et, on remarque d’une bonne adéquation entre les résultats 

comparés pour les différentes valeurs des paramètres Kw, Kg de la fondation élastique pour 

deux types des poutres en portée de a/h = 20 et L/h = 05 

 

 

 

k Méthode 
L/h=5 

w  x  xz  

0 

Li et al 2010[49] 3.1657 3.8020 0.7500 

Latifa OuldLarb[46] 3.1651 3.8043 0.7489 

PRESENT  3.1653 3.8014 0.7302 

0.5 

Li et al 2010[49] 4.8292 4.9925 0.7676 

Latifa OuldLarb[46] 4.8282 4.9956 0.7660 

PRESENT 4.8285 4.9916 0.7474 

1 

Li et al 2010[49] 6.2599 5.8837 0.7500 

Latifa OuldLarb[46] 6.2590 5.8875 0.7489 

PRESENT  6.2594 5.8827 0.7302 

2 

Li et al 2010[49] 8.0602 6.8812 0.6787 

Latifa OuldLarb[46] 8.0683 6.8878 0.6870 

PRESENT  8.0674 6.8813 0.6674 

5 

Li et al 2010[49] 9.7802 8.1030 0.5790 

Latifa OuldLarb[46] 9.8345 8.1187 0.6084 

PRESENT  9.8262 8.1085 0.5869 

10 

Li et al 2010[49] 10.8979 9.7063 0.6436 

Latifa OuldLarb[46] 10.9413 9.7203 0.6640 

PRESENT  10.9370 9.7101 0.6431 
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Paramètr

es de la 

fondation 

a/h = 20 a/h = 5 

Kw Kg 

AitAtma

ne et al; 

(2015)

 [𝟒𝟓] 

Ying et 

al. 

(2008)

 [𝟒𝟕] 

Chen et 

al. 

(2004)

 [𝟒𝟖] 

Présent 

AitAtma

ne et al; 

(2015) 

Ying et 

al. 

(2008) 

Chen et 

al. 

(2004) 

Présent 

0 

0 1.30226 1.31527 1.31528 1.31613 1.31338 1.42024 1.420261 1.428500 

10 0.65329 0.64830 0.64835 0.64802 0.72171 0.67451 0.678202 0.676216 

25 0.37968 0.36735 0.36742 0.36702 0.48428 0.37667 0.381703 0.377178 

10 

0 1.18173 1.19134 1.19140 1.19188 1.20032 1.27731 1.282598 1.284012 

10 0.62233 0.61649 0.61656 0.61619 0.69452 0.64025 0.646391 0.641785 

25 0.36944 0.35684 0.35692 0.35652 0.47554 0.36568 0.372064 0.366179 

20 

0 0.64864 0.64343 0.64377 0.64314 0.71779 0.66848 0.696100 0.670415 

10 0.43801 0.42716 0.42741 0.42681 0.53449 0.43881 0.459267 0.439592 

25 0.29812 0.28360 0.28380 0.28331 0.41489 0.28944 0.305161 0.290002 

 

     Tableaux VI .4. Comparaisons de la déflexion à mi-portée w (a / 2) d'une poutre FGM  

sur fondations élastiques sous une charge uniforme (MODEL 1). [45] 

Tableaux VI .(5, 6 et 7) montrent une étude paramétrique des résultats numériques obtenus de 

la théorie utilisée non dimensionnels de la flèche, des déplacements horizontaux, des 

contraintes axiales et tangentielles de poutre FG soumise à une charge uniforme 0q  pour deux 

types de poutres selon le rapport a/h, variation de l'indice matériel k et le paramètre de la 

fondation élastique winkler (kw) pour les trois modèles des fonctions f(z)utilisées.  

Les paramètres de fondation élastique sont présenté sous la forme non dimensionnelle tel que 

 𝑲𝒘 ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 
𝑲𝒘.𝑫𝟎

𝒃𝟒                       ;                  𝒌𝒈 ̅̅ ̅̅ ̅= 
𝑲𝒈.𝑫𝟎

𝒃𝟐                  ;                     𝑫𝟎 =
𝑬𝒉𝟑

𝟏𝟐(𝟏−𝝊𝟐)
 

(Kw,Kg) MODEL 1 k a/h =5 a/h = 20 

𝒘̅ 𝒖̅ 𝝈 ̅𝒙 𝝉 ̅𝒙𝒛 𝒘̅ 𝒖̅ 𝝈 ̅𝒙 𝝉 ̅𝒙𝒛 

(50,0) ξ=0 

0 
3.1026 0.9177 3.7165 0.6213 2.8491 0.2268 14.7602 0.6265 

0.5 
4.6915 1.6080 4.8329 0.6343 4.3539 0.3986 19.1962 0.6393 

1 
6.0341 2.2168 5.6489 0.6135 5.6196 0.5506 22.4405 0.6184 

2 
7.6918 2.9682 6.5375 0.5452 7.1398 0.7384 25.9655 0.5499 

5 
9.2410 3.5004 7.6191 0.4580 8.3945 0.8704 30.2471 0.4624 
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10 
10.2396 3.64141 9.0753 0.5090 9.1825 0.9046 36.0886 0.5138 

x=a/ ξ 

0 
3.0494 0.9021 3.6503 0.6136 2.8039 0.2232 14.5195 0.6185 

0.5 
4.5706 1.5672 4.7040 0.6223 4.2492 0.3892 18.7217 0.6270 

1 
5.8355 2.1450 5.4565 0.5986 5.4465 0.5340 21.7294 0.6032 

2 
7.3723 2.8467 6.2559 0.5286 6.8626 0.7103 24.9283 0.5329 

5 
8.7854 3.3296 7.2277 0.4420 8.0139 0.8317 28.8357 0.4457 

10 
9.6849 3.4455 8.5611 0.4899 8.7289 0.8608 34.2540 0.7981 

(100,0) 

ξ=0 

0 
3.0494 0.9021 3.6503 0.6136 2.8039 0.2232 14.5195 0.6185 

0.5 
4.5706 1.5672 4.7040 0.6223 4.2492 0.3892 18.7217 0.6270 

1 
5.8355 2.1450 5.4565 0.5986 5.4465 0.5340 21.7294 0.6032 

2 
7.3723 2.8467 6.2559 0.5286 6.8626 0.7103 24.9283 0.5329 

5 
8.7854 3.3296 7.2277 0.4420 8.0139 0.8317 28.8357 0.4457 

10 
9.6849 3.4455 8.5611 0.4899 8.7289 0.8608 34.2540 0.7981 

x=a/ ξ 

0 
2.9482 0.8726 3.5247 0.5988 2.7177 0.2165 14.0603 0.6033 

0.5 
4.3466 1.4916 4.4651 0.6000 4.0543 0.3717 17.8379 0.6040 

1 
5.4751 2.0146 5.1071 0.5716 5.1302 0.5036 20.4305 0.5753 

2 
6.8064 2.6314 5.7574 0.4993 6.3679 0.6601 23.0774 0.5024 

5 
7.9965 3.0336 6.5497 0.4145 7.3472 0.7639 26.3638 0.4164 

10 
8.7377 3.1108 7.6824 0.4574 7.9437 0.7849 31.0779 0.4587 

Tableaux VI .5.La flèche, les déplacements, Les contraintes axiales et tangentielles de la 

poutre FGM sous charge uniforme,  avec l’effet de la fondation élastique Linéaire (MODEL 

1) 

 

(Kw,Kg) 
MODEL 

2 
k 

a/h =5 a/h = 20 

𝒘̅ 𝒖̅ 𝝈 ̅𝒙 𝝈 ̅𝒙𝒛 𝒘̅ 𝒖̅ 𝝈 ̅𝒙 𝝈 ̅𝒙𝒛 

(50,0) ξ=0 

0 
3.1101 0.9234 3.7325 0.7211 2.8495 0.2269 14.7642 0.7327 

0.5 
4.7009 1.6161 4.8548 0.7331 4.3545 0.3988 19.2017 0.7443 

1 
6.0466 2.2262 5.6753 0.7121 5.6204 0.5508 22.4471 0.7233 

2 
7.7178 2.9792 6.5717 0.6465 7.1414 0.7386 25.9740 0.6573 

5 
9.3162 3.5177 7.6683 0.5659 8.3991 0.8707 30.2593 0.5758 

10 
10.3114 3.6636 9.1268 0.6184 9.1868 0.9049 36.1013 0.6288 



ChapitreVI : Résultats-et-Discussions 
 

42 
 

x=a/ ξ 

0 
3.0568 0.9077 3.6659 0.7123 2.8043 0.2233 14.5234 0.7234 

0.5 
4.5799 1.5751 4.7251 0.7195 4.2498 0.3894 18.7270 0.7299 

1 
5.8477 2.1540 5.4816 0.6952 5.4472 0.5341 21.7356 0.7054 

2 
7.3971 2.8570 6.2877 0.6275 6.8641 0.7104 24.9362 0.6368 

5 
8.8564 3.3450 7.2713 0.5471 8.0181 0.8320 28.8464 0.5550 

10 
9.7535 3.4656 8.6062 0.5965 8.7328 0.8611 34.2650 0.6041 

(100,0) 

ξ=0 

0 
3.1101 0.9234 3.7325 0.7211 2.8043 0.2233 14.5234 0.7234 

0.5 
4.7009 1.6161 4.8548 0.7331 4.2498 0.3894 18.7270 0.7299 

1 
5.8477 2.1540 5.4816 0.6952 5.4472 0.5341 21.7356 0.7054 

2 
7.3971 2.8570 6.2877 0.6275 6.8641 0.7104 24.9362 0.6368 

5 
8.8564 3.3450 7.2713 0.5471 8.0181 0.8320 28.8464 0.5550 

10 
9.7535 3.4656 8.6062 0.5965 8.7328 0.8611 34.2650 0.6041 

x=a/ ξ 

0 
2.9555 0.8780 3.5394 0.6957 2.7181 0.2166 14.0640 0.7056 

0.5 
4.3556 1.4990 4.4845 0.6943 2.7181 0.2166 14.0640 0.7056 

1 
5.4866 2.0229 5.1298 0.6646 5.1309 0.5037 20.4361 0.6728 

2 
6.8292 2.6404 5.7848 0.5937 6.3692 0.6602 23.0841 0.6004 

5 
8.0603 3.0457 6.5838 0.5148 7.3507 0.7641 26.3721 0.5186 

10 
8.8008 3.1271 7.7166 0.5595 7.9469 0.7851 31.0863 0.5614 

Tableaux VI .6 :La flèche, les déplacements, Les contraintes axiales et tangentielles de la 

poutre FGM sous charge uniforme, avec l’effet de la fondation élastique Linéaire (MODEL 2) 

(Kw,Kg) 
MODEL 

HBT 
k 

a/h =5 a/h = 20 

𝒘̅ 𝒖̅ 𝝈 ̅𝒙 𝝈 ̅𝒙𝒛 𝒘̅ 𝒖̅ 𝝈 ̅𝒙 𝝈 ̅𝒙𝒛 

(50,0) 

ξ=0 

0 
3.1630 0.9260 3.7432 0.8338 2.8497 0.2269 14.7644 0.7398 

0.5 
4.8011 1.6210 4.8751 0.8952 4.3548 0.3988 19.2020 0.7535 

1 
6.2144 2.2334 5.7078 0.9258 5.6209 0.5508 22.4475 0.7344 

2 
8.0973 2.9916 6.6393 0.9698 7.1424 0.7386 25.9748 0.6714 

5 
10.9639 3.5630 7.9196 1.3341 8.4017 0.8707 30.2610 0.5963 

10 
14.5661 3.7823 9.6698 2.3784 9.1908 0.9050 36.1035 0.6564 

x=a/ξ 

0 
3.1830 0.9134 3.6890 0.9831 2.8047 0.2233 14.5237 0.7363 

0.5 
4.8403 1.5856 4.7714 1.1477 4.2504 0.3894 18.7275 0.7471 
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1 
6.3425 2.1694 5.5640 1.3401 5.4481 0.5341 21.7363 0.7262 

2 
9.1692 2.8870 6.5514 2.1826 6.8659 0.7104 24.9373 0.6636 

5 
4.1354 3.3038 6.7076 1.7231 8.0229 0.8320 28.8487 0.5943 

10 
6.5877 3.4390 8.3313 1.7541 8.7403 0.8611 34.2675 0.6580 

(100,0) 

ξ=0 

0 
3.1830 0.9134 3.6890 0.9831 2.8047 0.2233 14.5237 0.7363 

0.5 
4.8403 1.5856 4.7714 1.1477 4.2504 0.3894 18.7275 0.7471 

1 
6.3425 2.1694 5.5640 1.3401 5.4481 0.5341 21.7363 0.7262 

2 
9.1692 2.8870 6.5514 2.1826 6.8659 0.7104 24.9373 0.6636 

5 
4.1354 3.3038 6.7076 1.7231 8.0229 0.8320 28.8487 0.5943 

10 
6.5877 3.4390 8.3313 1.7541 8.7403 0.8611 34.2675 0.6580 

x=a/ ξ 

0 
3.3941 0.8937 3.6040 1.6585 2.7188 0.2166 14.0644 0.7301 

0.5 
6.0661 1.5402 4.7137 3.6129 4.0559 0.3718 17.8433 0.7357 

1 
-1.3687 1.9648 4.3273 8.6962 5.1326 0.5037 20.4370 0.7123 

2 
5.3110 2.6618 5.6418 0.8135 6.3724 0.6602 23.0853 0.6514 

5 
6.7352 3.0835 6.5037 0.1526 7.3596 0.7641 26.3736 0.5960 

10 
7.3846 3.1705 7.6942 0.0667 7.9608 0.7851 31.0856 0.6700 

Tableaux VI .7 La flèche, les déplacements, Les contraintes axiales et tangentielles de la 

poutre FGM sous charge uniforme,  avec l’effet de la fondation élastique Linéaire (MODEL 

HBT) 

 

Les figures.VI (2, 3 et 4) montrent respectivement les contraintes axiales σx, le déplacement 

axial u et les contraintes transversales de cisaillement σxzà travers l'épaisseur de la poutre FG 

avec l’effet de la fondation élastique Linéaire. 

Une comparaison entre les fonctions de gauchissement hyperbolique présentées par les 

modèles 1, 2 et 3 est également montrée dans ces figures pour différentes valeurs de l'indice 

matérielk où il varie entre 0, 5 et ∞. On peut voir qu'il existe une bonne corrélation de l’allure 

des courbesentre les trois modèles utilisésdes fonctions de gauchissement. 
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Fig.VI. 1.  Comparaison la Variation de contrainte axiale adimensionnelle𝛔XX (a / 2, x) à 

travers l'épaisseur de la poutre FGavec l’effet de la fondation élastique Linéaire Kw=(0,100) 

et (k = 0, 5, inf) 

(a) Model 1 (HSDBT), (b) Model 2 (HSDBT), (c) (HBT) 
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Fig.VI. 2.  Comparaison de la Variation de déplacement UXX (0, Z) à travers l'épaisseur de la 

poutre FGM avec l’effet de la fondation élastique Linéaire Kw=(0,100) et (k = 0, 5, inf) 

(a) Model 1 (HSDBT), (b) Model 2 (HSDBT), (c) (HBT) 

(b)  
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Fig.VI. 3.  .  comparaison la Variation dimensionnelle de la contrainte de cisaillement 

𝜎 ̅𝑥𝑧(0, 𝑧)à travers l'épaisseur de la poutre FGM avec l’effet de la fondation élastique  

Linéaire 

 

Fig.VI. 4 montrent l'effet de l'indice matériel k sur la réponse de la flèche « w » de la poutre 

FG soumis à une charge uniformément répartie reposée sur une fondation élastique 

« Kw=100 », les graphs montrent une bonne adéquation des courbes des trois modèles utilisés 
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de la fonction de gauchissement pour chaque cas de variation de l’indice k en fonction du 

rapport géométrique a/h. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Fig.VI. 4.  .  Comparaison de la Variation de la flècheadimensionnelle en fonction de l'indice 

de loi de puissance k avec un rapport (a/ h) différent « Kw=(0,100) et (k = 0, 5, inf) 

(a) Model 1 (HSDBT), (b) Model 2 (HSDBT), (c) (HBT) 

 

VI.3. Conclusions 

         Dans la présente étude, comportement mécanique des Poutres simplement appuyées en 

composites avancés FGM reposent sur une fondation élastique variable. La précision de la 

théorie utilisée avec trois modèles des fonctions de gauchissement est déterminée par 

comparaison avec d'autres théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé où un 

excellent accord a été observé dans tous les cas. En outre, l’influences des paramètres de la 

poutre comme l'indice matériel «k», le rapport «a/h» et la variation de type de fondation 

élastique sur La flèche, les déplacements et les contraintes de la poutre FG ont été 

complètement étudié. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

a / h = 20

a / h = 10

a / h = 5
w

_
b

a
r

k

 Model 01

 Model 02

 HBT

 Model 01_10

 Model 02_10

 HBT_10

 Model 01_20

 Model 02_20

 HBT_20



48 
 

Conclusion Générale : 

 

         Les structures en FGM représentent un domaine de recherche très vaste et des applications immenses tant 

il est possible de modifier leur composition et leur géométrie pour obtenir des propriétés optimales. 

Dans ce travail, nous avons présenté l’analyse du comportement mécanique des poutres en composites avances 

FGM reposent sur une fondation élastique variable  à base d’Al/AL2O3 en utilisant les modèles d’Euler 

Bernoulli et de Timoshenko.  

 Les principales conclusions de cette recherche sont : 

 

      Dans le premier chapitre on a exposé des Généralités-Sur les Matériaux-Fonctionnellement Gradués FGM 

Un aperçu sur l’historique des matériaux FGM a été aussi présenté, ainsi que les différentes méthodes de 

fabrication. Enfin, les domaines d’application des FGM, à savoir : le génie civil, médicine. 

      

      Le deuxième chapitre on a exposé des des différents types des théories des poutres telles que la théorie 

classique (CBT), la théorie de cisaillement de premier ordre (FSDBT) et les théories d’ordre élevé HSDBT 

(PSDBT, SSDBT, ESDBT). 

   

        Le troisième chapitre on a exposé l’analyse du comportement statique des poutres FGM D’après le Champ 

de déplacement et déformation et contrainte est présentée le Principe de Hamilton PTV. 

 

     Dans le quatrième chapitre on s’est basé sur  Résultats-et-Discussions La précision de la théorie utilisée avec 

trois modèles des fonctions de gauchissement est déterminée par comparaison avec d'autres théories de déformation 

de cisaillement d’ordre élevé où un excellent accord a été observé dans tous les cas. En outre, l’influences des 

paramètres de la poutre comme l'indice matériel «k», le rapport «a/h» et la variation de type de fondation élastique 

sur La flèche, les déplacements et les contraintes de la poutre FG ont été complètement étudié. 
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