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Introduction générale

Le travail de ce mémoire de Master s’inscrit dans le domaine de la gravitation et de la
cosmologie et a trait a ’étude de D'effet de lentille gravitationnelle & grande échelle.

La cosmologie moderne a vu le jour en 1917, lorsque Einstein commenga & réfléchir aux
conséquences de sa théorie de la relativité générale, en introduisant la fameuse constante
cosmologique dans I"Univers qu’il considérait statique dans son ensemble [I]. Suite & la
découverte de la récession apparente des galaxies par Hubble en 1929 [2], il est désormais
établi que "Univers est plutot dynamique en expansion. Le fait que ce soit la relativité
générale qui soit pertinente pour décrire 1’évolution de I’Univers provient de ce que la
gravitation est la seule interaction effective a grande échelle.

Comme il est bien connu, la déviation de la lumiére et le temps de retard figurent
parmi les principales prédictions de la relativité générale. A 'occasion d’une éclipse totale
du Soleil en 1919, Eddington avait expérimentalement confirmé que la lumiére est attirée
gravitationnellement & proximité du soleil avant d’arriver sur Terre [3]. En mesurant avec
une grande précision 'angle de déviation, le résultat était en accord parfait avec ce que
prévoit la relativité générale. En conséquence, cette lumiére parcourt un trajet plus long
que ce qu’elle ferait en I'absence du soleil. Ceci se traduit par un temps de retard baptisé
“effet Shapiro”, du nom de celui qui avait découvert en 1964 [4], et I’avait observé en 1968
entre la Terre et Mercure en enregistrant un retard de 120 microsecondes [5]. Dans ce cas,
on dit que le soleil, ou toute autre étoile, agit comme une micro-lentille gravitationnelle.

Quant aux grandes structures de I'Univers, tels que les galaxies (ou amas de galaxies),



il s’agit de l'effet de lentille gravitationnelle fort (strong lensing) ou faible (weak lensing).
Dans cette thése, c’est l'effet de lentille gravitationnelle fort qui nous intéresse. La lumiére
provenant des sources d’arriére-plan est fortement déviée par le corps massif, modifiant ainsi
la maniére dont ces sources sont vues depuis la Terre et pouvant donner lieu & I’apparition
d’images multiples, a 'exemple des systémes lentille-quasar G2237+0305 (appelé croix
d’Einstein) et SDSS J1004+4112. Le nombre et la forme de ces images dépendent de la
géomeétrie du corps massif ainsi que de la position de la source par apport a la ligne de visée
(axe observateur-corps massif). En outre, d’aprés les mesures observationnelles, le temps
de retard induit entre les différentes images peut s’étaler sur plusieurs années.

L’enjeu principal de cette thése est ’étude de l'effet de lentille gravitationnelle fort
dans le cadre du modele non statique d’Einstein-Straus (Swiss-cheese model) [0, [7, 8], et
ensuite la confrontation des résultats obtenus aux données observationnelles. Le choix de
ce modeéle est essentiellement motivé par le fait qu’il soit applicable aussi bien a grande
échelle qu’a petite échelle. Autrement dit, ¢’est un modeéle sophistiqué qui tient compte a
la fois de I'expansion de I’Univers a I’échelle galactique et du fait que les petites échelles,
telles que les échelles planétaire et atomique, ne sont pas affectées par la dite expansion.
Ce modele résulte du raccordement de la métrique non statique de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW en abrégé) a lextérieur d’une vacuole (sphére de Schiicking)
avec la métrique statique de Kottler (ou Schwarzschild-de Sitter) a l'intérieur de celle-ci
[9]. L’effet de lentille gravitationnelle ne se produit qu’a l'intérieur de la vacuole.

Une deuxiéme motivation pour cet intérét est la grande polémique concernant la dé-
pendance ou non de la déviation de la lumiére en la constante cosmologique. Avant les
travaux de Rindler et d’Ishak, ’avis général des cosmologues était que I’angle de déviation
de la lumiére passant au voisinage d’une masse statique a symétrie sphérique est indépen-
dant de la constante cosmologique [10) 11, [12] 13| 14} 15l 16]. Cette croyance est basée
sur 'argument que la constante cosmologique disparait accidentellement de 1’équation de

la géodésique pour des particules non massives. En septembre 2007, Rindler et Ishak ont



corrigé cette croyance en soulignant qu’il ne suffisait pas de considérer uniquement 1’équa-
tion de la géodésique, mais que la métrique elle-méme doit aussi étre prise en compte [17].
Le point de vue de Rindler et d’Ishak n’a pas été unanimement accepté. Il s’en est suivi
une large controverse autour de la question de savoir si la constante cosmologique modifie
ou non la courbure de la lumiére. On répondra a cette question dans le cadre du modele
d’Einstein-Straus avec une courbure spatiale négative.

Dans le chapitre un, on commencera par dériver la métrique de Kottler dont on fera
usage pour extraire les équations du mouvement des photons, puis on mettra tout en ceuvre
pour arriver & l'expression de l'angle de déviation totale que doit subir un photon lors de
son passage prés d’un corps massif. C’est ici qu’on se penchera sur la question de savoir
si cette déviation sera affectée par la présence de la constante cosmologique. Dans toute
la suite de cette thése, on s’intéressera tout particulierement & une situation typique de
deux photons (deux images de la source) émis par une source, 'un aprés l'autre, déviés
par une lentille et enfin recus sur Terre sous des angles de réception bien connus. Sur la
base de quelques hypothéses simplificatrices relatives au modéle de Kottler, on déterminera
des expressions analytiques pour la déviation des deux photons ainsi que pour le temps de
retard de I'un par apport a lautre. En fait, le systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112,
évoqué plus haut, constitue un cas d’école pour estimer la masse de la lentille, la déviation
et le temps de retard. On terminera ce chapitre par appliquer nos résultats a ce systéme-la.
Ce chapitre sera congu avec 'idée d’exploiter ses résultats pour le modéle d’Einstein-Straus.

Le chapitre deux sera dédié au modéle de FLRW. Faute d’utiliser tous ses éléments, on se
contentera de rappeler ceux dont on aura besoin pour la suite. Ces éléments sont essentiels
et bien connus dans le modeéle standard de cosmologie ACDM (cosmological constant-cold
dark matter). On parlera du principe cosmologique, de la métrique isotrope et homogene,
de I'équation de Friedmann ainsi que de la propagation des photons. L’intégration des
premier et deuxiéme chapitres sera également faite dans le but de rendre le manuscrit

autosuffisant.



Apres, on sera en mesure d’aborder I’étude de la déviation de la lumiére et du temps
de retard dans le cadre du modéle d’Einstein-Straus avec une courbure spatiale négative,
en renoncant a toutes les hypothéses simplificatrices adoptées dans le modeéle de Kottler a
I’exception de ’hypothése de sphéricité. Nous avons en fait trois variantes pour la métrique
d’Einstein-Straus (6 variantes si on prend en considération une constante cosmologique
nulle), qui correspondent aux trois variantes de la métrique FLRW: Cas d’une courbure
spatiale nulle (espace plat), d’'une courbure spatiale positive (sphére) et d’une courbure
spatiale négative (pseudo sphére). On se limitera toutefois ici a examiner le cas pseudo
sphérique seulement, un cas qui n’a pas encore été fait.

Le modele d’Einstein-Straus avec une courbure spatiale négative sera abordé dans le
chapitre trois. On commencera par raccorder la métrique de FLRW pseudo sphérique avec
la métrique de Kottler, afin de construire la métrique d’Einstein-Straus pseudo sphérique.
Ensuite, comme ce sont les conditions finales sur Terre qui sont données, on intégrera a
reculons et partiellement les géodésiques de la lumiére, de la Terre jusqu’a la vacuole, a
Iintérieur de la vacuole puis de la vacuole jusqu’a la source. A ce stade, on mettra en
ceuvre une méthode générale, basée uniquement sur l'intégration des équations différen-
tielles sans pour autant faire usage de la géométrie d’Euclide pour arriver & nos fins. Il
s’agit bien entendu de la méme méthode déja suivie pour le modeéle d’Einstein-Straus avec
une courbure spatiale négative. Vu la complexité du modele, il pourrait s’avérer difficile
d’établir une expression analytique pour le temps de retard. Pour cela, on présentera deux
méthodes, une méthode de calcul direct, et une méthode que ’on nommera “méthode de
calcul par différence”. Cette derniére fonctionnera plus fiablement et permettra d’aboutir
a une expression semi-analytique. La contribution de la constante cosmologique & la dé-
viation de la lumiére et au temps de retard sera également investiguée dans ce modéle. A
la fin de ce chapitre, on concrétisera les résultats obtenus par une application au systéme
lentille-quasar SDSS J1004+4112. En particulier, une étude suivant les valeurs du facteur

d’échelle sur Terre pourrait étre envisagée en vue de comparer les résultats au cas plat et



au cas sphérique et de mettre ’accent sur 'effet de la courbure de ’espace. Ceci sera mis
en évidence lors de 'application au méme systéme lentille-quasar SDSS J1004+-4112.
Nous cloturerons ce mémoire par une conclusion générale contenant quelques perspec-

tives.



Chapitre 1

Solution de Kottler (ou de
Schwarzschild-de Sitter)

Dans le langage de la relativité générale d’Albert Einstein, le champ gravitationnel créé
par une distribution de masse se manifeste par une courbure de I’espace-temps. Ce couplage
entre le contenu matériel et la géométrie de ’espace-temps qui 'entoure est décrit par les
équations de la gravitation publiées par Einstein en novembre 1915. Quelques semaines
apres, en décembre 1915, Karl Schwarzschild fut le premier a obtenir une solution exacte
de ces équations dans le vide correspondant au cas statique a symétrie sphérique [I8§].

En présence de la constante cosmologique, la métrique de Schwarschild est remplacée
par celle de Kottler [9], qui se réduit a celle de de Sitter [19], ce qui motive l'appella-
tion métrique de Schwarschild-de Sitter également employée pour désigner la métrique de

Kottler.

1.1 Meétrique de Kottler

On souhaite ici déterminer la métrique de Kottler. Partons de la forme standard d’une

métrique statique & symétrie sphérique qui s’écrit dans le systéme de coordonnées sphé-



riques (7,0, ¢) comme
ds* = B(r)dt* — A(r)dr? — r?(df? + sin® 0dp?). (1.1)
Si 'on compare avec la forme générale
ds? = — g, (z)dztdz”, (1.2)

on obtient les composantes non nulles du tenseur métrique qui ne dépendent pas de la

coordonnée temporelle ,
g = —B(r), g =A(r), goo = r2, Jop = r?sin? 0. (1.3)

Il s’agit maintenant d’obtenir les fonctions de la coordonnée radiale r, A(r) et B(r),
par application des équations d’Einstein qui, en présence de la constante cosmologique A,
s’écrivent comme

1
R, — igWR — Agy = —87GT),, (1.4)

ou G est la constante universelle de la gravitation de Newton, R est le scalaire de Ricci
obtenu par contraction du tenseur de Ricci R, et T}, est le tenseur énergie-impulsion.
A Dextérieur de la source le tenseur énergie-impulsion est nul, 7}, = 0, ce qui réduit les
équations d’Einstein a

R, = —Agu. (1.5)

Ce résultat nous dit que pour une constante cosmologique non nulle, I’espace-temps n’est
pas plat a I'infini comme I'est la métrique de Minkowski (A = 0) pour laquelle on a R, = 0.

Le tenseur de Ricci est donné par

ory,  or)
Ry = 12 = S B+ T, — LT, (1.6)



ol F;\W est le symbole de Christoffel qui s’exprime en termes du tenseur métrique inverse
g"” (voir Annexe . Les équations d’Einstein obtenues ((1.5)), tous calculs faits, s’écrivent

explicitement comme

__B'(r)  B(r) (Ar) B()\_B) _,
B =540 T 14 <A0ﬁ+'Bw)> Ay~ AB0: (1.7)
_B'(r) _B(r) (Ar) B _AW) _
R”‘ww>4mm<mm+3m> A ~ Al (1.8)
1 r A'(r)y B'(r) _
oo = 30y ~ 240 (A(r B ) T —Ar?, (1.9)

— >-—1}$n20—-—A72$n29, (1.10)

ou’ = d/dr, la dérivée premiére par rapport a la coordonnée radiale r. Les composantes
00 et pp des équations d’Einstein sont identiques en raison de la symétrie sphérique. Une

combinaison appropriée des composantes tt et rr des équations d’Einstein, (1.7 et (|1.8)),

donne
Rtt RTT 1 A/<T) B/(T)
= — =A-A= 1.11
A+ A = e (a0 + 5w . (A
qui s’intégre facilement en
A(r)B(r) = K, (1.12)

avec K une constante d’intégration a déterminer. En utilsant (1.11)) et (1.12)), I’équation
(1.9) se simplifie alors &

d
EﬁB&ﬂ:Ku—Aﬂ) (1.13)
.
D’ou, par intégration,
!
B -k (1- - 522), (114)
T

ot K’ est une deuxiéme constante d’intégration a déterminer. Maintenant pour déterminer
les constantes K et K’, on procéde & deux approximations. La premiére est obtenue lorsque

la distance radiale » du centre de la distribution de masse est suffisamment petite. Dans
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ce cas, la composante B(r) peut étre approximée par

B(r)~ K <1 . K) . (1.15)

T

La seconde approximation consiste a prendre la limite d’un champ faible statique créé par
une distribution de masse non relativiste, auquel cas on a affaire a la relation (on peut se
référer a [20])

gu ~= —[1+2¢(r)], (1.16)

ou ¢(r) est le potentiel gravitationnel de Newton qui, pour r suffisamment petit, est donné

par

¢p=———" (1.17)

En comparant a ((1.16)), il s’ensuit que
K=1, K =2GM. (1.18)

Ainsi, la métrique de Kottler prend la forme

2GM A,
-5

ds* = B(r)dt* — B(r) 'dr* — r2dQ?, B(r)=1- . 3

(1.19)

11 est facile de constater que la métrique de Kottler, outre la présence d’une singularité
physique (singularité nue) en r = 0, présente deux singularités de coordonnées. La premiére
est connue sous le nom de singularité de Schwarzschild en » = 2GM (rayon de Schwarz-
schild), pour r suffissamment petit, et la seconde est connue sous le nom de singularité de
de Sitter en r = \/3/7: pour r suffisamment grand.

Bien que les mesures observationnelles actuelles indiquent des valeurs relativement
faibles pour la constante cosmologique, de I'ordre de 10752 m~2 [21], il serait intéressant

d’étudier leffet de A sur la déviation de la lumiére a proximité d’un corps massif ainsi

11



que sur le temps de retard induit. Pour cela, on doit d’abord intégrer les équations de la

géodésique.

1.2 Géodésiques de genre lumiére

En relativité générale, le mouvement géodésique dans ’espace-temps est régi par les
équations

i+ 1), it =0, (1.20)

ol le point en-dessus désigne la dérivée premiére par rapport & un nouveau parameétre affine
T, " =d/dr, autre que s, puisque l'intervalle d’espace-temps pour une géodésiques de genre
lumiére (photon) est nul ds?> = 0. Grace & la propriété de symétrie sphérique (invariance
par rotation), le moment angulaire du mouvement J est perpendiculaire & la direction du
mouvement (vecteur position 7). Cela a pour conséquence que la trajectoire du photon
ou toute autre particule massive est plane, autrement dit, entiérement contenue dans le
plan perpendiculaire au moment angulaire et donc peut se ramener sur le plan équatorial

0 = 7/2. La métrique de Kottler se réduit alors a
ds®> = B(r)dt* — B(r) tdr? — r2dy?. (1.21)

En faisant usage des expressions des symboles de Christoffel (A.4), les équations de la
géodésique (1.20)) s’écrivent alors

. B'(r),.

i+ o =0 (1.22)
P4 S BB — jz((:)) 2~ rB(r) ¢ = 0, (1.23)
b+ 27p=0. (1.24)

12



Ces équations ne sont autres que les équations obtenues par application des équations de

Lagrange
d oL oL
Baihdad e 1.25
dr Ozt Ozt ’ (1.25)
ou L est le lagrangien défini par
1/ds\* 1
L==|—| ==guili’, 1.26
2 (dT) g It (1.26)
c’est-a-dire
2L = B(r)i? — B(r) 4% — 1292, (1.27)
Remarquons qu’ici t et ¢ sont des variables cycliques, car
oL oL
— ===, 1.28
ot Oy (1.28)

déterminant chacune d’elle une intégrale premiére issue de ’équation (|1.25)). La premiére

équation est

d .
2, Bt =0, (1.29)
qui s’integre par
. 1

ol la constante d’intégration a été absorbée dans une redéfinition du parameétre affine 7.

La deuxiéme équation est

d, 5.
E(r%) =0. (1.31)
L’intégration de cette équation donne
. J

13



ol J une constante d’intégration ayant l'interprétation d’'un moment angulaire par unité
de masse. Comme ds? = 0 pour un photon, on déduit immédiatement, en divisant ((1.21])
par dr?, I’équation radiale,

72+ J?

B(r
(2) =1, (1.33)

otl on a substitué £ et ¢ par leurs expressions respectives (1.30)) et (1.32). On en tire alors

B(r)
=1 — J2—~. 1.34
i rz (1.34)
Maintenant, par élimination du paramétre affine entre 7 et ¢, il vient que
dr r2

qui doit s’annuler au péri-lentille, la distance d’approche minimale par rapport a la lentille,

que 'on notera par rp,
dr

dp

r=rp

ce qui permet d’avoir une expression pour .J,

J = T (1.36)

En injectant cette derniére expression dans 1’équation (|1.35)), on obtient 1’équation orbitale

dp = :I:—1 =r -1 QGM £ a 5 (1.37)
dr u(r)’ rP r+rp

dans laquelle la constante cosmologique disparait accidentellement.

14



1.3 Géométrie de Kottler

Avant d’aller plus loin, considérons un espace euclidien a trois dimensions. Dans les

coordonnées cylindriques, 1’élément de ligne au carré di? s’écrit
di? = dz2? + dr® + r2dp?. (1.38)

Considérons maintenant une surface & deux dimensions a symétrie cylindrique z = z(r)

plongée dans I’espace euclidien & trois dimensions. L’élément de ligne dI? s’écrit alors

2
dﬂzk$)+1

Compte tenu de ([1.19)), la métrique spatiale de Kottler pour un mouvement restreint dans

dr® + r2dg?. (1.39)

le plan équatorial, § = 7/2, se simplifie en

2GM A ,\'
W:(u-G —7ﬂ dr® 4 r2dp?. (1.40)

Au voisinage de la distribution de masse ot Ar? < GM/r, dI* est approximé par la

métrique spatiale de Schwarzschild

2GM\ !
di* ~ <1 - ) dr? + r’de?. (1.41)
r
En comparant a ((1.39), on obtient
2GM

dz=+dr{| ————. 1.42
: T 2GM ( )

Cette derniére équation s’intégre, pour donner
2(r)? = 8GM(r — 2GM), (1.43)

15



avec le choix d’une constante d’intégration de telle maniére que z s’annule en r = 2GM.
C’est I’équation d’un paraboloide de Flamm. Loin de la distribution de masse ot GM /r <

Ar?, la métrique spatiale ([1.40)) est approximée par la métrique spatiale de de Sitter
A \L
di? = <1 - 3r2> dr? 4 r2dp?. (1.44)

En comparant a (1.39)), on en déduit que

A 2

qui s’intégre grace a un changement de variable approprié pour donner

2l = (1.46)

avec le choix d’une constante d’intégration de telle maniére que z s’annule en 7 = /3/A.

C’est 1’équation d’une sphére de rayon /3/A.

1.4 Effet de la constante cosmologique sur la déviation de la

lumiére

Ici, on va montrer que lorsque la géométrie de ’espace-temps de Kottler est prise en
compte, la constante cosmologique A contribue effectivement & la déviation de la lumiére.

Jusqu’a tout récemment la croyance générale était que la constante cosmologique n’a
pas d’effet sur la déviation de la lumiére par une distribution de masse & symétrie sphé-
rique. Cette croyance a comme origine le fait que la constante cosmologique disparait dans
I'équation de la trajectoire ¢(r). Rindler et Ishak [I7] ont corrigé cette croyance générale:
La constante cosmologique a un effet sur la déviation de la lumiére par une distribution de

masse M a symétrie sphérique. Le travail de Rindler et Ishak a été fait dans le cadre des

16



hypothéses suivantes:

1. La terre et la source sont au repos par rapport a la lentille.

2. Les masses de la terre et de la source sont négligeables par rapport a la masse de la

lentille.

Dans ce qui suit, nous allons étudier I'effet de la constante cosmologique sur la courbure
d’un rayon lumineux, lors de son passage a proximité d’une distribution de masse & symétrie
sphérique.

En faisant le changement de variable r = 1/x dans lexpression , on obtient,
apres dérivation par rapport & ¢, une équation orbitale pour la trajectoire du photon, dans
laquelle la constante cosmologique est éliminée,

Z;ﬁ + 2 =3GMz?% (1.47)
Comme on 'a déja dit, ce résultat donne & penser que la constante cosmologique, en dépit
de sa présence dans la métrique de Kottler, n’a pas d’effet sur la déviation de la lumieére.
Ce fut ’argument avancé par plusieurs auteurs |10} 111 [12] [13], [14] [15] [16]. Néanmoins, nous
allons montrer que malgré ’absence de A dans la constante cosmologique influe sur la
déviation de la lumiére, la raison étant que c’est la métrique qui détermine les observations
réelles qui peuvent étre effectuées.

Le membre de droite de I’équation est trés petit. En effet, pour un rayon de
lumiére a lextérieur ou frolant le Soleil, on a

2GMo _ 2GMo
T ~ R@ -

1076, (1.48)

ou Mg et Rg sont respectivement la masse et le rayon du Soleil. A I'ordre zéro, I’équation

(1.47) admet comme solution

1  sing
xr=—=

r b’

(1.49)

17



qui représente un chemin non dévié d’un rayon lumineux, avec b le paramétre d’impact

indiqué sur la Fig. En introduisant cette solution dans 1’équation ([1.47)), il vient que

M
x = 3¢ sin” ¢, (1.50)

qui admet la solution particuliére

1 3GM 1
T=—= 0 1+ 3 cos(2¢p)]. (1.51)

On obtient au premier ordre de la perturbation

1 sinp 3GM [

1
- T o 1+ cos(2<p)] . (1.52)

3

Dans 'espace-temps de Schwarzschild, pour obtenir I’angle de déviation totale, il suffit de
faire tendre r vers l'infini, ce qui revient & faire tendre ¢ vers une valeur ¢, trés petite

sachant que sin ¢ ~ ¢ et cos(2¢) ~ 1. On trouve

2GM

Poo = b (1.53)

L’angle de déviation totale est alors
Ap =2|p| ~ ZLGTM (1.54)

Le calcul dans le cas du Soleil donne
Ap~ Boq 75m (1.55)

b

On peut se convaincre facilement qu’au péri-lentille r = rp, on a ¢ = 7/2, ce qui donne,
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en tenant compte de ((1.52)),

1 1 GM
— =4 —. 1.56
rp b + b2 ( )

Cependant, I'idée de faire tendre r vers I'infin n’est pas permise dans l’espace-temps

de Kottler, puisque comme évoqué plus haut, r ne peut pas excéder la valeur de I’horizon

V3/A.

1.4.1 Déviation de la lumiére dans ’espace-temps de Kottler

Le calcul de 'angle de déviation dans un champ gravitationnel de Kottler se fait par
application de la formule invariante pour le cosinus d’un angle entre deux directions de

coordonnées d et § comme le montre la Fig. [17],

i
cosp = Jij —, (1.57)
Vgijd'dl [ gijo'd?
ou les g,, sont les composantes du tenseur métrique de Kottler (1.40)),
_ 2GM A L\
Grr = B(T) t= (1 - r B 3T2> v Ypp = 2. (1'58)
Dérivons maintenant ([1.52)) par rapport a ¢ pour obtenir
d 2 [2GM
é = % [ 5 sin(2¢p) — cosgo} . (1.59)

Dong, on a, sachant que d est la direction de l'orbite et § la direction de la coordonnée

(¢ = const,
dr
d = (dr,dy)= (dgo’ 1) dp, dp <0, (1.60)
0 = (6r,0)=(1,0)or. (1.61)
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En substituant dans (1.57]), on obtient

14 B(r)r? <d‘P>2] o , (1.62)

cos ) = e

ou bien

tanty = \/B(r)r

dy
— . 1.
dr ’ (1.63)

singp = b/r

Fig. 1-1 Le graphe de I'équation ((1.52)) sur le plan équatorial. La moiti¢ de I'angle de déviation
est 1 — o = ¢ [17].

L’angle de déviation totale est défini par
Ap =2e=2(1p) — o). (1.64)
Dans le cas ou ¢ = 0, on obtient successivement & partir des équations (|1.52]) et (1.59))
b2
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et

dy b3
a@p| _ . 1.
dr (2GM)? (1.66)
Il s’ensuit que
4GM 1/2GMN\? A/ 82
Ap =2~ —— 1_2<b> _6<2GM> : (1.67)

On note ici que la seule valeur caractéristique de r est celle qui correspond & ¢ = 0, c’est-
a-dire r = b?/2GM . Pour les autres valeurs, il n’y a pas une déviation significative
supplémentaire. On peut facilement remarquer qu’au premier ordre, I’angle de déviation
totale dans le cas de Schwarzschild est obtenu pour A = 0.

En conclusion, Ce résultat montre que ’angle de déviation diminue pour une
valeur positive de la constante cosmologique. Donc, comme prévu, 'effet de la constante

cosmologique s’oppose a la gravitation.
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Chapitre 2

Solution de Friedmann-Lemaitre-

Robertson- Walker

La cosmologie s’intéresse & 1’étude de "Univers dans son ensemble et les phénoménes
physiques qui s’y déroulent, liés a ’évolution des grandes structures & I'instar des galaxies

et des amas de galaxies, ainsi que les modeéles qui en permettent la description.

2.1 Principe cosmologique d’homogénéité et d’isotropie

La plupart des modeéles utilisés en cosmologie font I’hypothése d’un espace homogéne
et isotrope.

Précisons la signification de I’homogénéité et de I'isotropie. Par homogénéité, on entend
que tous les points de I'espace jouent le méme role. Autrement dit, il n’existe pas de point
privilégié. Par isotropie, on entend que toutes les directions autour de tout point de ’espace
sont équivalentes. On peut montrer qu’en vérité I'isotropie ainsi définie (isotropie autour
de chaque point) entraine ’homogénéité.

On dit des modeéles qui font I’hypothése d’un espace homogeéne et isotrope qu’ils satisfont

au principe cosmologique.
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2.2 Meétrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Le principe cosmologique implique de fortes contraintes sur la métrique d’espace-temps.
On peut montrer qu’il existe un systéme de coordonnées, dites coordonnées comobiles, de
telle maniére que les dix composantes indépendantes du tenseur métrique se réduisent a une
seule fonction de t (¢ désignant la coordonnée temporelle) a(t), appelée facteur d’échelle,
avec un parameétre discret. Plus précisément, on peut toujours pour un Univers satisfaisant
au principe cosmologique, faire le choix d’un systéme de coordonnées (t,7,0,¢) de telle

maniére que le carré de U'intervalle d’espace-temps ds? prenne la forme

dr? = di® — a(t)? L 02 (2.1)
1— kr? ’ ‘
ou
dQ? = do* + sin® 0d?, (2.2)

avec 'indice discret k pouvant prendre les valeurs +1, 0 et —1, qui correspondent respecti-
vement & une sphére, & un espace euclidien et a une pseudo-sphére, tous a trois dimensions.

Si on fait le choix d’une nouvelle coordonnée comobile x liée a r via

siny k=41
r=%(x)=1{ k=0 (2.3)
sinhy k=-1

alors I’élément de ligne (2.1)) peut étre réécrit comme

dr? = dt* — a(t)*[dx® + S(x)*d9?). (2.4)
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2.3 Equation de Friedmann

La seule fonction inconnue dans (2.1)) ou (2.4) est le facteur d’échelle a(t), qui peut étre

déterminé par application des équations d’Einstein
1
Ry — §R9;w = —81GT,u, (2:5)

en l’absence de la constante cosmologique A, et

1
Ry, — §g,wR — Agy = —87GT ), (2.6)

en présence de la constante cosmologique A. Les équations d’Einstein ([2.5)) et (2.6)) peuvent

étre respectivement réécrites comme

1
R, = —81G (TW - 2gWT/<‘) ) (2.7)
et
1
R,w/ = — 871G (Tuy — 5 QW/T){\> - Aguu- (28)

Ceci nous ameéne au calcul du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure, lesquels
requiérent & leur tour le calcul des symboles de Christoffel I" /);,, qui s’expriment en fonction
du tenseur métrique g,,, et du tenseur métrique inverse g"* (A.2)).

A partir de , on peut tirer les composantes du tenseur métrique dans le systéme

de coordonnées (t, 1,0, )

2
a 2.2 2.2

g = —1, grr:m7 goo = ar, Gop=ar sin” 6, (2.9)

et du tenseur métrique inverse, qui sont ici immédiates, vu que le tenseur métrique est

diagonal
1— kr? 1 1
=—0— "=—5, g¥=

gt=-1, g¢" (2.10)

a a2r?sin? 6’
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Le calcul des symboles de Christoffel donne pour les composantes non nulles

aa¢

qu,, =12 Fée = aar?, Ffw: aa;r? sin? 0,
=0 = %, po = —1r(1 — k:r2), F;@: —r(1-— kr2) sin? 0,
1
F?@ = Fa@t = %7 ng = Fgrz o F?oso: —sinf cos b,
Q¢ 1
Ff(p = Fit: 57 F,ﬁa = F:gT: ;7 Fg@: FZQZ cot 67 (211)

ou l’indice ¢ désigne la dérivation par rapport au temps. En utilisant ’expression du tenseur

de Ricci ([1.6)), on obtient

Qi aa + 2a% + 2k
Ry =3—, R, =-—
tt a ) rT 1— krz )

Rygg= —r?(aas + 2a7 + 2k), Ryp= —r?sin® 0(aay + 2a} + 2k). (2.12)

Le scalaire de courbure R se calcule par contraction du tenseur de Ricci R,
R =g¢""R,,, (2.13)
ce qui donne, en utilisant les expressions des composantes du tenseur de Ricci,
R = —6(aga + a? + k)/a’. (2.14)

Pour écrire les équations d’Einstein, on a également besoin d’une forme pour le ten-
seur énergie-impulsion. On modélise généralement 1'Univers par un fluide parfait dont les
molécules sont les galaxies ou les amas de galaxies. La forme générale du tenseur énergie-

impulsion 7}, d’un fluide parfait avec densité p et pression p est donnée par

T = (p+p2)UUy + pgpuv, (2.15)
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ou U, désigne la 4-vitesse du fluide. Vu qu’on travaille dans un systéme de coordonnées

comobiles, seule la composante temporelle de U,, est non nulle

Uu(Ut,0,0,0). (2.16)
Comme
U, Ut = —1, (2.17)
et vu que le tenseur métrique est diagonal avec g* = —1, on a
Uz =1. (2.18)

Comme U, est obligatoirement positif, on a
Uy =1. (2.19)

Il est & remarquer que nous obtenons deux équations indépendantes qui correspondent
aux composantes tt et rr du tenseur de Ricci, et qui s’écrivent respectivement comme

1

3 (87Gp + N)a? = —k, (2.20)

2
CLt—

et
2a4a + a? + (87Gp — N)a® = —k. (2.21)

Du fait de I'isotropie de I’espace, (2.8)) produit la méme équation (2.21)) pour p=v = 0 et
pour u = v = . Ces équations ont été obtenues par Friedmann en 1922 dans le cas d’une
pression nulle p = 0 [22], puis généralisées pour une pression non nulle par Lemaitre en

1927 [23]. En prenant la différence des deux équations (2.20)) et (2.21)) on obtient

Qtt 47TG A
— = 3 —. 2.22
T 3+ (2.22)
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Cette équation nous permet de voir que pour A négligeable, dans un univers a contenu
matériel, c’est-a-dire tel que p + 3p > 0, I'expansion est décélérée. Il reste a résoudre le
probléme de la dépendance de la pression en la densité. Pour cela, il nous faut encore
une équation d’état p = p(p), ce qui suppose une forme particuliéere de matiére dominant
I’Univers, autrement dit, la connaissance des diverses formes possibles d’énergie dans 1’Uni-
vers. En prenant une combinaison linéaire particuliére des équations et (les
équations et sont multipliées respectivement par —3 et 1), on obtient

2
k
— — — — — +471G(p+p) =0. (2.23)

a a? a2

La dérivation de (2.20)) par rapport au temps nous donne
a¢ [ Qg CL% k
ArGp, =3— (L 2L _ 2 ), (2.24)
a
En combinant ((1.11]) et (2.24)), on obtient ’équation de conservation
at
pt+3g(p+p) = 0. (2.25)

C’est bel et bien le résultat que donne la composante temporelle de I’équation de conser-

vation du tenseur énergie-impulsion,

DVT/.U/ — T'ul_/y _ oOTHY

oo H LT + T, T =0, (2.26)
’ X

L’équation ([2.25)) est équivalente a

d 3 d 3
= “a®=0. 2.2
g (pa’) +pa” =0 (2.27)
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Si I'Univers est dominé par la matiére non relativiste, p < p, (2.27) meéne alors a

1
poc . (2.28)

Pour un univers dominé par la matiere relativiste tel que les photons, p = p/3, (rayonne-

ment du corps noir), (2.27) meéne a

1
—. 2.29
pox (2:29)

Pour un univers dominé par 1’énergie du vide, la densité p serait indépendante du temps

et (2.25) donnerait alors
p=—p. (2.30)

2.4 Propagation des photons

Ici, nous considérons les trajectoires des photons qui voyagent de galaxies lointaines vers
nous, a l'origine. Ce probléme est particuliérement simple car on doit seulement imposer
dr? = 0. Considérons un photon émis a (¢, x, 0, ) puis détecté a Iorigine (tg, xo = 0, 60, o)
sur Terre. Ceci implique que tg > t. Prenons le cas d’un chemin radial, ce qui signifie que

0 = 0y et ¢ = @y. L'équation (2.4)) se réduit alors a

0 =dr? = dt? — a(t)?dx?, (2.31)
ce qui donne
dx 1
= =t—. 2.32
dt a(t) (2:32)

Comme le photon se rapproche du détecteur, dy est forcément négatif et on doit choisir

parmi les deux possibilités (2.32)) celle avec un signe moins. Donc,

dx 1
FrARTr (2.33)
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En intégrant (2.33]), on obtient

X(t)=/t0(;(li), (2.34)

ou x(t) représente la distance géodésique du photon entre le point d’émission et 'origine
sur Terre. Si on est en possession de 1'expression de a(t), on peut alors évaluer x(¢) pour
un instant donné ¢. Pour des galaxies émettrice et réceptrice suffisamment proches de telle
maniére qu’on puisse négliger la variation de a(t) entre I'instant d’émission et I'instant de

réception du photon, (2.34)) se simplifie en
apX = to — t, (2.35)

qui dit simplement que le temps de vol est égal & la distance parcourue par un photon,
dans un systéme d’unités ol ¢ vaut 1.

La relation (2.34) permet également d’accéder au décalage spectral. Considérons un
premier photon émis a l'instant ¢ par une galaxie ou un amas de galaxie et recu sur Terre &
I'instant ¢y. Considérons un deuxiéme photon émis a l'instant ¢ + 1 /v o v est la fréquence
du rayonnement a I’émission. Ce deuxiéme photon sera regu sur Terre & un instant o+ 1/vg
avec g la fréquence a la réception. Comme la distance géodésique est la méme pour les

deux photons, nous avons

to gt tot+1/vo gt tdt to gt tot1/vo gy
x(t)z/ 2/ =/ +/ +/ —. (2.36)
¢ a(t) i+1p alt) 1w @) Jeoalt) Sy a(t)

En négligeant la variation de a(t) sur les intervalles (¢,t+1/v) et (to,to+1/v0), on obtient

1% ap

—=— 2.37

> -5, (237)
ou, comme les fréquences et les longueurs d’onde sont inversement proportionnelles,

)\0 ag

— = —. 2.38

N = (2.38)
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Le décalage spectral z est défini comme

A
142="22 (2.39)
A
D’ou,

14+2=2 (2.40)
a

Si z > 0, on parle de décalage spectral vers le rouge ou redshift et si z < 0, on parle de
décalage spectral vers le bleu ou blueshift.

Pour obtenir x en fonction du décalage spectral z, on fait le changement de variables

dt = da/a; dans (2.34]). On obtient alors
W da
x(z) = /ao 2’ (2.41)
142

ou a; est donné par I’équation de Friedmann (2.20)). Cette expression (2.41]) est utile car
c’est le décalage spectral d’une galaxie qui est observé et non pas l'instant d’émission du

photon.
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Chapitre 3

Modéle d’Einstein-Straus a

courbure spatiale négative (cas

pseudo sphérique k£ = —1)

Quand on étudie les petites régions de I’Univers, on ne peut pas utiliser ’hypothése de
la distribution isotrope et homogéne de la matiére. La métrique dans une telle région, dans
laquelle il y a une perturbation dans la distribution de matiére, differe de la métrique de
FLRW . Le plus connu des modeles construits pour ces régions est celui d’Einstein-
Straus [6] et aussi les modeles caractérisés par la métrique de McVittie [24, 25]. Dans
de tels modeles, les galaxies ou les amas de galaxies (lentille) seront représentés par une
condensation de matiére plongée dans un fluide parfait. Le modéle d’Einstein-Straus est
plus adapté a I’étude d’une seule condensation & symétrie sphérique placée au centre d’une
spheére vide régie par la solution de Kottler. C’est un modeéle & vacuole. La vacuole étant
immergée dans un fluide parfait décrit par la métrique de FLRW.

Le modeéle d’Einstein-Straus permet de s’affranchir des hypothéses utilisées par Rindler

et Ishak [26] On permet a 'observateur et a la source de se déplacer par rapport a la lentille
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et les masses des autres amas de galaxies sont incluses sous forme d’une poussiére isotrope
et homogeéne. La métrique d’Einstein-Straus est une solution des équations d’Einstein qui
raccorde la solution de Kottler a I'intérieur du rayon de Schiicking [7] avec la solution de
FLRW a l'extérieur.

On va s’intéresser dans ce chapitre au modele d’Einstein-Straus en présence d’une
constante cosmologique mais en considérant une courbure spatiale négative, k = —1, pour
la métrique de FLRW. Commencgons par raccorder les métriques de FLRW et de Kottler
sur la sphére de Schiicking via le calcul du Jacobien de la transformation des coordonnées

de Friedmann aux coordonnées de Schwarzschild, en suivant le travail de Schiicker [27].

3.1 Raccordement de la solution de FLRW avec la solution

de Kottler

La métrique de Kottler en coordonnées (T, 1,0, ¢) (1.21))

—=r

ds* = B(r)dT? — B(r)'dr? — r?dQ* B(r)=1- 37
.

(3.1)

s’applique a lintérieur d’une vacuole de rayon rg.,;(7") centrée autour d’une distribution

de masse M a symétrie sphérique (la lentille) avec
T < TSchii- (3-2)

La métrique de FLRW en coordonnées (¢, x, 0, ¢) pour un espace pseudo sphérique (k = —1)

B9
ds® = dt? — a(t)*(dx? + sinh? xdQ?), (3.3)

décrit la géométrie de I'espace-temps a l'extérieur de la vacuole,

X > X Schiis (34)
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ou le facteur d’échelle a(t) est déterminé par intégration numérique de ’équation de Fried-

% = f(a), fla)= m (3:5)

avec A une constante donnée par

mann ([2.20))

3A =pad®, (3.6)

pour un univers dominé par la matiére non relativiste (2.28)).
On raccorde la métrique de Kottler (3.1)) & la métrique de Friedmann (3.3]) sur le rayon

constant de Schiicking,

Tschi(T) = a(t) sinh X gep- (3.7)

La masse M s’exprime en termes du rayon de Schiicking, compte tenu de (3.6) et (3.7),

comme
4 3 . 13
M = gWTSchil:o = 47 Asinh X Schii » (38)
qui donne
. o\ 13

XSchii = arcsinh <47r A) (3.9)

Dong, on a sur la sphére de Schiicking

A A .

Bgchii = B(rseni) =1 — <a + 3a2) sinh? X gepii- (3.10)

Pour raccorder les deux solutions, on procéde de maniére similaire au cas plat. On va
passer des coordonnées de Friedmann (¢, x) et de Schwarzschild (7, r) au nouveau systéme
de coordonnées (b, 7).

Réécrivons d’abord la métrique de FLRW dans le systéme de coordonnées (a, x),

da?

f(a)?

ds* = — a’dx? — a®sinh? xdQ?. (3.11)
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2

On transforme le facteur a? sinh? y devant dQ? en r2 sous le changement de coordonnées

(a,x) — (b;7),
a=®(b,r), sinhy=r/®(b,r), (3.12)

avec la condition aux limites, qu’en le rayon de Schiicking, ’ancienne coordonnée de temps

coincide avec la nouvelle coordonnée de temps,

a="b=®(b,bsinh xg.pi)- (3.13)

La métrique de FLRW devient alors

ds® = —gpdb® — gl dr® — 2 g}, dbdr — r*dQ*
AN T S A W IS S UL AR Y A P
~ ) \c2 1420792 1+ 72/3? vor) cz\or) |V
0P 1 r r 0P 1 0®
2 | (1— == ) + = = | dbdr — r2dQ? 3.14
L Lw?/@?@( <I)87")+C'1287’} TS (3.14)

avec

[A A
=4/ =4+ =P2+1. 1
(& > + 3 + (3 5)

On veut que le terme mixte soit nul (métrique diagonale), c’est-a-dire que g,f; = 0. Ceci se

traduit par

o® r C? A A\
o ®B <<I>3+3)T (3.16)
La métrique de FLRW prend alors la forme
1 o®\* B 1
2 L 2 2 2502
=——— = = — —dr® —r°dQ°. 1
ds 15 2/32 <8b> C%db Bldr red (3.17)

En dérivant (3.13)) par rapport a b, on obtient en X = Xgepnii

0®
0b

Schii r

2
cosh” X geni

sinh x gepi = (3.18)

Schii Bseni
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Considérons maintenant la solution de Kottler (3.1]). Passons des coordonnées (7, 7)

aux coordonnées (b, r) en posant
dr

— = ). (3.19)

La métrique de Kottler se réécrit alors en coordonnées (b, r, 6, p) comme

ds* = — gl{g dv? — gg dr? — r2d0?

1
= BU(b)%db* — Edﬁ — r2d02. (3.20)

Raccordons maintenant les deux solutions de FLRW (3.17)) et de Kottler (3.20) dans
ce systéme de coordonnées, (b,r,0,¢), de maniére continue sur la sphére de Schiicking et

pour des temps arbitraires. Ceci est équivalent a écrire

F _ K F _ K
9o\ senis = 90l senis s Irrlsenia = Il seni - (3.21)
On peut montrer facilement que
Cseni
B1|Schii = BSchi‘u Cl’schﬁ = W;:h“? (3'22)
chu
ou on définit Cg.py comme
B
Csenis = 1|1 — —ME (3.23)
cosh” X genii
11 résulte des relations (3.21)) que
inh )
W (b) SN XSchit (3.24)

~ Bseni(h)Cseni(b)
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Un usage répété de la dérivée d’une fonction composée donne

ot 0tod b ot 0t 0D
0T ~ 0a b dT dr  da dr’

Ox _Ox0b ox_ 1 (1_7"((9(1)) (3.25)
or oboT’ 0Or coshy \® ®20r )" '

D’ou le Jacobien de la transformation de coordonnées (7',7) — (¢, x) en le rayon de Schii-

cking X = Xgehiis

ot ot Cg.n4 cOSh .
=T = cosh Xgeni, - = Bchi XSehii,
T [ sen O | senii Bgschii
Ix __ Uschiicoshxgena — 9x _ cosh Xsehis (3.26)
T | sepii a " Orlsens  0Bschi
ou sous forme matricielle
Csepii cosh .
cosh X geni; - SChuB XSchi
Schii
_ Cscni cosh Xgenii cosh Xcscl;m . (3.27)
a aBSchil

Le Jacobien de la transformation inverse (¢, x) — (7, r) est donné par I'inverse de la matrice

(3.27)), c’est-a-dire par

cosh X g aCsepii cosh X gepi
Bschnii Bschii , (3.28)
Cschii cosh X genii acosh X gepii
ou, en explicitant,

oT _coshXgeny  OT —aCgcpii cosh X g
Ot | senii Bschii  OX | gena Bschi ’
or or
= = Cschii c0sh Xgepiis  o— = acosh X gehii- (3.29)
Ot | geni X sena o

Pour comparer le temps de Friedmann ¢ au temps de Kottler T sur la sphére de Schii-
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cking x = Xgepi» On considére la courbe paramétrée, T = p, r = bsinh x g (0 = 7/2 et

¢ = 0). Sa 4-vitesse est doonée dans les coordonnées de Schwarzschild par

dr

. 1
— =sinh xgi =5 - 1 = BseniCschii

dT_ 1 dr B dr db
Schii P (b)

" dp b dT

et dans les coordonnées de Friedmann par

@ o) dr ot dr
dp OT [sepis AP OT | sepis AP
Cseni
= cosh xgupi -1 — M cosh Xsehii BschiiCschii
Schii
_ Bschii
cosh Xgeni
dy  0x dl' 0Oy dr
dp T |gepy dp O | gepy dp
Csenii cosh X genii
- _ hyes 14 oo ASchii g v,
a COsSN X gchii + aBSchu Schi'“ Schii
= 0.
Finalement, on déduit la relation
dt _dt dp  Bscha

dT | genis dpdT cosh X genii

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

qui permet de passer du temps de Friedmann au temps de Schwarzschild et inversement.

3.2 Geéodésiques et déviation de la lumiére

En présence de la constante cosmologique et d’une courbure spatiale non nulle, des

solutions analytiques exactes de 1’équation de Friedmann (3.5) pour le temps cosmique

t(a) peuvent étre obtenues en termes des intégrales elliptiques de deuxiéme et de troisiéme
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espeéce dont la fonction inverse, le facteur d’échelle a(t), n’est pas connue. Néanmoins, on
peut alternativement procéder a une résolution numérique. Nous allons donc déterminer
le facteur d’échelle a(t) par intégration numérique de I’équation de Friedmann avec la
condition a(t = 0) = ap.

Comme le montre la Fig. [3-1] on va s’intéresser a une situation de deux photons émis
par la source S (typiquement un quasar) aux instants tg et t's et arrivent a lentrée de la
sphere de Schiicking du c6té de la source aux instants tgepus €t t's.,,s, puis ces photons
pénétrent la la sphére de Schiicking ou régne la géométrie de Kottler pour arriver a la sortie
de celle-ci du coté de la Terre aux instants tg.pupr €t t{S’chu g aprés avoir subi leffet de la
gravitation créé par une lentille L qui sera typiquement un amas de galaxies (ou, en langage
relativiste, l'effet de la courbure de I'espace-temps a proximité de la masse de 'amas de
galaxies). En conséquence, les trajectoires des deux photons seront déviées aux péri-lentille
rp et r'p, qui sont beaucoup plus grandes que le rayon de Schwarzschild (2GM). Dans
le cas concret auquel on appliquera notre calcul, & savoir le systéme lentille-quasar SDSS
J1004+4112, le rapport 2GM/rp est de I'ordre de 1075, ce qui fait que les termes d’ordre
supérieur peuvent étre stirement négligés. Ensuite, les photons continuent leurs chemins
dans la géométrie de FLRW pour arriver finalement sur Terre E aux instants g et ¢ sous
des angles bien connus ag et oy.

Comme ce sont les conditions d’arrivée des photons sur Terre (conditions finales) qui
sont connues, on intégrera les équations de la géodésique a reculons, de la Terre jusqu’a la
sphére de Schiicking, puis & l'intérieur de la sphére de Schiicking et enfin de la sphére de
Schiicking jusqu’a la source.

On souhaite également synchroniser l'arrivée des deux photons sur Terre a 'instant
zéro, tp = th; = 0, afin de faciliter davantage les calculs. Cela veut dire que le temps de
retard de 'un des photons par rapport a ’autre se réduit a la différence entre les instants
d’émission en la source. On définit alors At = t'y — tg comme le temps de retard qu’on

voudrait calculer.
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Fig. 3-1 Les trajectoires des deux photons sont déviées par la courbure spatiale & l'extérieur de
la vacuole.

Avant d’aller plus loin, on montre, tout d’abord, comment calculer les distances géodé-
siques qui séparent la Terre, la lentille et la source dans un espace-temps purement FLRW.

Pour cela, on doit résoudre numériquement ’équation radiale (Ap = 0) (2.33))

dt

oL (3.34)

dx = —

issue de la métrique de FLRW pour un photon (ds? = 0). Le signe moins assure que les
distances géodésiques diminuent au fur et & mesure que le photon se rapproche de la Terre
(2.33). Mais, le membre de droite de cette équation dépend de la solution a(t) de I’équation

de Friedmann qui n’est pas connue. On peut contourner ce probléme en introduisant la

fonction f(a) via I’équation de Friedmann dt = da/f(a) (3.5 pour obtenir (2.41)),

@ da
x(z) :/a af(@)’ (3.35)

1+2

ot on a utilisé la formule du redshift 1 + z = agp/a et pris l'origine x(z = 0) = 0 sur

Terre. Ainsi, les distances géodésiques Terre-lentille x; et Terre-source xg se calculent
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respectivement par

@0 da
_ _ ta_ 3.36
woen = [, o (3.36)
et
a0 da
— = . 3.37
Xs = X(2s) /ﬁgs af(a) (3.37)

Généralement, ’angle d’inclinaison de la source —pg est trés petit et est, dans le cas du
systéme SDSS J1004+4112, de l'ordre de quelques secondes d’arc (~ 107%). Cela nous
permet de calculer approximativement la distance géodésique entre la lentille-source Xy, g

comme
XL,s = Xs — XL- (3.38)

Tout le travail qui suit consiste a déterminer les instants tschir €t t'.,um PUIS tseniis

et t'g.ug PoUr calculer 'angle —pg et finalement tg et t's pour le calcul du temps de retard

(Fig. 3-1).

3.2.1 Géodésiques de la lumiére entre la sphére de Schiicking et la Terre

Dans cette région, la trajectoire du photon est régie par la métrique de FLRW pour un
espace pseudo courbe (3.3)). Les équations de la géodésique dans le plan équatorial = 7/2

s’écrivent comme (voir Annexe

t + aas(x* + sinh? y ¢?) = 0, (3.39)

%+ 2%45 — coshy sinh x@? = 0, (3.40)
a

b+2 (%t + coth x>’<) o= 0. (3.41)

On note qu’ici que comme le cas plat, il n’est pas nécessaire d’intégrer la deuxiéme équation.

40



Le photon du chemin du haut ap arrivera sur Terre avec les conditions finales (p = 0)

tZO, X=Xr, =T,
t=1, x=

coth xy tanag

S , (3.42)
ao\/1+cosh2XLtan2aE ag\/1+cosh2XLtan2aE
ol on a utilisé le fait que ’angle physique ag coincide avec ’angle de coordonnée
ap = arctan |rg de = arctan |tanh XLf , (3.43)
dr(rg) Xz
ainsi que lexpression de la métrique de FLRW pour un photon (ds = 0),
i2/a? = x* + sinh? y@2. (3.44)

Il convient de noter que pour déterminer ces conditions finales, on a tenu compte du fait

que x et ¢ entre la Terre et la sphére de Schiicking sont des fonctions croissantes du temps
t.

En utilisant (3.44)), ’équation (3.39) se réduit a

ilnf:ilnl,

4
dp dp a (3:49)

qui s’intégre, en tenant compte des conditions finales (3.42)), pour donner

t =ao/a(t). (3.46)
L’équation (3.41)) peut se réécrire comme
d d 1
Tihe=Lm——— 3.47
dp 4 dp  a?sinh?y (3:47)
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qui s’intégre, en tenant compte des conditions finales (3.42)), pour donner

aoXp
_ _Goxp 3.48
a2 sinh? y (3.48)

ol X p est une constante définie par

_ cosh xy sinh x tanag

P— .
\/1 + cosh? x 7 tan? ap

(3.49)

L’expression (3.44) devient, en utilisant 1’expression de £ (3.46]),

ap/a® = \/ X2 + sinh? y2. (3.50)

En substituant ce dernier résultat dans l’expression de ¢ (3.48]), on obtient, sachant que x

entre la Terre et la sphére de Schiicking croit avec ¢,

dp— P dx (3.51)

- . 2 ’
sinh® x \/1 — x%/sinh?x

qui se simplifie, en posant
X p coth x
r= —

1+
dz
dp = ———.
V1 — 22
Donc, compte tenu des conditions finales (3.42)), 'intégration de (3.53)) donne

(3.52)

en

(3.53)

X p coth x

V1+x3

+ 5, (3.54)

( = T — arcsin
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ou B est une constante définie par

X p coth xr,

B = arcsin (3.55)
V1+xp
D’ou
. Xp COth Xgenii
OSehiip = T — arcsin ~———=="4 4 3. (3.56)

1+ x5

Dans le cas plat, la distance parcourue par le photon entre le point de sortie de la
vacuole et le point d’arrivée sur Terre, notée par xp gepip (OU X,E,Sch'iiE')’ est calculée au
moyen de certaines propriétés de la géométrie Euclidienne qui ne sont plus valables dans un
espace courbe ou pseudo courbe, puisque les distances géodésiques ne sont plus des lignes
droites (Fig. . La méme remarque vaut pour la distance parcourue par le photon entre
la source et son point d’entrée dans la vacuole (xg gchus €t Xiq, Sehig)- Pour cette raison,
nous avons développé une méthode basée uniquement sur les équations différentielles, qui
reste valable aussi bien pour un espace plat que pour un espace courbe ou pseudo courbe.

Maintenant, nous allons établir I’équation qui relie la variable x au facteur d’échelle a.

Nous avons d’apres (3.44) (ou (3.50)) I’équation

dt

a

\/ dx? + sinh? ydp?, (3.57)

qui se transforme, compte tenu de 1’équation de Friedmann (3.5)) et de 'expression (3.51)),

en

= s a0 = 1=/ sk, (3.58)

sachant que y entre la Terre et la sphére de Schiicking augmente au cours du temps. Cette

derniére équation se simplifie encore, en utilisant le changement de variable
cosh x

VI X
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en

da dx
af(a) = - (3.60)

qui s’intégre en

ao d h h "

/ 2% — arccosh XL _ arecosh o XSchii, (3.61)
ASchilEs af(a) V14 X%g \/ 1+ X%D

On détermine la valeur de agepip par intégration numérique du membre de gauche de

(3.61)) et ensuite la valeur de tg.nip par intégration numérique de 1’équation de Friedmann

(3.5)), c’est-a-~dire

ASchiE da
tSchiie = / : (3.62)
ao f(a)

Nous rappelons qu’'une équation reliant la variable ¢ au temps peut étre établie de la
méme maniére que précédemment et sert a déduire la valeur de tg.n;r en utilisant ’angle
polaire au point de sortie de la vacuole (3.56)).

La 4-vitesse du photon a la sortie de la sphére de Schiicking, compte tenu de (3.46)),
(3-48) et (3.58), est

: ao . angSchii . aoX p
tSchie = —,  XSchiE = —3» PSchiE = 3 (3.63)
ASchilE SchilE SchilE

en coordonnées de Friedmann avec gscnhi = 9(Xsenii) €6 TSchiie = @Schap Sinh X gopi- Cette

4-vitesse s’écrit, grace au Jacobien inverse (3.29), en coordonnées de Schwarzschild comme

or

. oT
TSchilE = E

tschie + EM
X |SchiiEE
1 +Cschirgschii

9
aschilEBschik

. or
LSchiie + BN
SchiE
Cays "
= apcosh Xgeni SCh;f : EgSCh“, (3.65)
chu

X Schiils

SchuE

= apcosh Xgcnii (3.64)
or

TSchilE = a5 XSchiiE

SchuE
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avec Cseniie = Csenii(tsenir) (3-23) et Bsehire = Bseni(tsenir) (3-10).

On définit vy, 5 comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon
ap et la direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon de la sphére de

Schiicking,

XA Csehiie + gsehii) "
cosh X genii SInh X gep;

DSchiiE
TSchiE
T'SchilFE

= arctan

YK E = arctan (3.66)

Pour intégrer la trajectoire du photon o/, on suit le méme raisonnement que pour la
trajectoire du photon ag. Les conditions finales sur Terre sont obtenues en remplacant 7

par —7 et ap par —a/g,

tZO, X:XL7 90:_7.(7
1 . coth x, tan oy,
Y=

ao\/l + cosh? y, tan? o/,

i=1, y= (3.67)

agp \/1 + cosh? y;, tan? o/,

ce qui permet d’intégrer les équations de la géodésique (3.39) et (3.41]) pour obtenir

. / / th
t:&, gb:—za(_)ixg, @z—ﬂ—i—&fCSiﬂw—B', (3.68)
a(t) a? sinh” 1+ X2
ol x» et 3’ sont des constantes définies par
o = cosh x, sinh x tan o/ B — aresin X'p coth XL (3.69)
\/1+Cosh2XLtan20/E V1+ X3
Do,
", coth .
Oeniip = —T + arcsin Xp CO3 XSchii _ s (3.70)

2
1+ X3

De méme, I'équation qui relie la variable y au facteur d’échelle a s’obtient en faisant
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usage des solutions (3.68)), 'équation de Friedmann (3.5]) et (3.44]),

da dy

/ 12 7 i1 2
- L 900 = /1 - X3/ sinh? x, (3.71)
af(a)  g'(Xsenii) F
qui s’intégre, en utilisant le méme changement de variable (3.59)), pour donner
@0 d h h ~~
/ ? _ arccosh XL apecosh S XSchii (3.72)
Uit af(a) W1+ X/I%

1+ xR

On détermine la valeur de al.,;, par intégration numérique du membre de gauche de

(3.72), puis la valeur de t% ., par intégration numérique de ’équation de Friedmann

(3.5),
Y B /a%chuE da
SchiEE — o f(a) .

Cependant, on peut procéder de maniére différente sans calcul numérique supplémen-

(3.73)

taire, comme dans le cas plat, pour obtenir le temps t% .- La méthode consiste a dé-

terminer t' ., par différence avec tgepip via une expression analytique approchée. Les

équations (3.61)) et (3.72) peuvent se réécrire respectivement comme

0
dt
— < = XB,SchilE> (3.74)
/tiS’chﬂE a(t) e
0 dt
/ an XE,SchuEa (3.75)
th’chilE CL( )
avec
h h N
XE,Schiip = arccosh COSAXL arccosh M, (3.76)
1+ L+x3
, cosh xr, cosh X genii
XE.Schip = arccosh ——=== — arccosh —===22= (3.77)
L+ X7 L+X73
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En combinant (3.74]) et (3.75)), on trouve

tschiE  (Jt

tseniipy — ter
~ USchiE SchiuE (378)

/
XE,SchiiE — XE,SchiiE — / = )
an e a(t) ASchiiFl

/
tSchilE

ou on a utilisé le fait que le facteur d’échelle a ne varie de maniére significative que sur
des échelles de temps cosmologiques. Une approximation plausible pourrait étre faite dans
la limite ou les péri-lentilles sont trés petits devant l'unité, xp < 1 et x» < 1 (de I'ordre

de 107% dans notre cas). On obtient au deuxiéme ordre en xp et X'p, compte tenu des

expressions de X g genir €t de Xg sopaps (3-76) et (3.77),

(coth X geni — cothx ) (X3 — xP)- (3.79)

[N

/ ~Y
XE,SchiiE — XE,SchilE =

Ceci d’une part. D’autre part, dans ’approximation ag < 1 et o/ < 1, on a, en combinant

les expressions de xp et x'p, (3.49) et (3.69),

X2 — x% ~ cosh? x sinh? y; (a2 — a%). (3.80)

En remplagant X',% — X2p par son expression (3.80)) dans (3.79)), on obtient

1 .
XE.SchiiE — XE.SchiE ™ 3 cosh® x 1 sinh® x 1 (coth Y gepq — coth x ) (a3 — a%)(3.81)

o sinhxypsinh(Xp — Xseni) , 2 o
(of — )

~ = . 3.82
2“0 AL sinh X geng; “r (3.82)
D’ou alors, d’apres (3.78)),
1 sinh x 7 sinh(x7 — Xseni
tsehiE — toenim = = ASchiE COS2 X1, L (X Schi) (2 —a?). (3.83)

2 sinh X g.nii

Donc, la donnée de la valeur de tsenip, (3.62), permet de déduire la valeur de t.,.p &
partir de cette expression approchée. Si o5 > ag, le photon du chemin du bas quitte

la vacuole avant celui du chemin du haut, comme dans le cas plat. La valeur du facteur
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d’échelle en ts .y Qgopim = 0(tsepup)s se calcule par intégration numérique de 1’équation
(13.73)).
La 4-vitesse du photon a la sortie de la sphére de Schiicking compte tenu de (3.68) est

! !
; ao . 09 S chii . aopX
/ _ / _ chii / _ P
lschie = 7> XSchiilE = 3 PSchilE = — 3 s (3.84)
SchiiE SchiiE SchiiE

en coordonnées de Friedmann avec g, = 9 (Xsenii) €6 Msenie = Csenip SIMN X geni- Cette

4-vitesse s’écrit, grace au Jacobien inverse (3.29)), en coordonnées de Schwarzschild comme

!/

! . oT

or ,
Uschiie + v

! . ./
Tsehip = N XSchiik
SchuE

SchuE

14+CL (e
= Qo cosh X Schii 7 SchuEgSchu s (385)

!
SchﬁEBSchiiE
! ., 87” !
Uschiie + o

¥ or
TSchiiE = at

./
XSchiiE

SchuE SchiuE

Clor 4+ Gl
= Qg COShXSchﬁ Schu[E gSchu’ (386)

AschiE

avec Cepiar = Cschii(senim) B:23) et Bsenin = Bschii(Uenim) (3:10)-
On définit v} comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon

“ap” et la direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon de la sphére de

Schiicking,
o cl o + /o)1
Vi g = arctan|rs . p L,SC’WE = arctanXP( Schilll _ Iscni) . (3.87)
TSchiifs cosh X geni SN X geni

3.2.2 Géodésiques de la lumiére a ’'intérieur de la sphére de Schiicking

A Tintérieur de la spheére de Schiicking, ou s’applique la métrique de Kottler, nous
allons faire usage des résultats obtenue au premier chapitre a condition de remplacer t par
T. Ce que nous allons faire, c’est calculer les facteurs d’échelle ag.pis et a’schﬁs, puis leurs

temps correspondants tgecpis €t tg.,;g aux points d’entrée dans la sphére de Schiicking
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en prenant en considération les conditions finales aux points de sortie de la sphére de
Schiicking qui sont maintenant entiérement déterminées. Les expressions utilisées sont trés
proches de celles obtenues dans le cas plat [27, 28] et le cas sphérique [29], au point que
méme certaines d’entre-elles préservent la méme forme & ’exception de celles qui dérivent
de la relation entre le temps de Schwarzschild et celui de Friedmann .

Les équations partiellement intégrées de la géodésique, dans I'espace-temps de Kottler,

sont données par ((1.30)), (1.34]) et (1.32]) avec (1.36)),

1 b B0) e
T = , P=4y /1L L o= 3.88
B(r) 2B0e) ? T B0 (359
ou 7p est le péri-lentille et est donné par une expression approchée (voir Annexe |C)),
rp X TSchip SN Y p — GM. (3.89)

Le temps de trajet du photon ag a l'intérieur de la vacuole, du point d’entrée au point

de sortie, peut étre obtenu en utilisant ’équation

dr B(r 2 2GM (r r
dT = +—— MﬂZAL) —£¢L-m <P+ ), (3.90)

v(r)’ r r+rp

qui résulte immeédiatement de I’élimination du paramétre affine entre 1" et 7 (3.88)). L inté-
grale du membre de droite de (3.90) peut étre divisée en deux intégrales, étant donné que

r décroit au cours du temps de rschis & Tp alors qu’il croit de rp & rseniE,

TSchilE d/r TSchiiS dT
Tschiie — TSchis = / / (3.91)
T

e V) S ()

ol TSehiiE €t Tsehins sont reliés & agepir €t & agenig respectivement, par la condition de

raccordement ((3.7)).

Une autre expression pour ce temps de trajet peut étre obtenue en utilisant la relation
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entre le temps de Schwarzschild et celui de Friedmann (3.33)),

tschiE dt

Tscnie — Tschiis = cosh Xgeni / Ber(p) (3.92)
toenis  DBsehi(t)
qui est équivalente &
T T h / s da (3.93)
SchiiE — 4 SchiiS = COSN X gchii ) .
o o M Jasenas  Bseni(a)f(a)

car dt = da/ f(a). 1l s’ensuit de (3.91)) et (3.93) que

/aSchﬁE sinh Xgehi aschiis SIMh Xseni ASchiE da
—i—/ —— = cosh xg h"/ —_—,
rp o(r)  Jrp o(r) M Jagonns  Bseni(a) f(a)
(3.94)

ce qui nous permet d’obtenir as.pis par intégration numérique. Il faut ensuite intégrer

numériquement 1’équation de Friedmann pour obtenir tg.ps,

aSchiiS da
Esenis = / . (3.95)
o a0 f(a)

En suivant le méme raisonnement que pour la trajectoire du photon a g, on obtient
pour la trajectoire du photon o/, des formules similaires. Le temps t',.¢ est déterminé

par intégration numérique de 1’équation de Friedmann,

ASchis da
tochig = / - 3.96
SchiiS o f(a) ( )

ou le facteur d’échelle al ¢ est fourni en résolvant numériquement ’équation

/afs'chii.E sinh Xgehi /alschus sinh Xschii N CschiiB da
— + —— = cosh Xscnii / —_—
. oo T, @) i, B @)

" } (3.97)

ou la fonction v/(r) est définie par une expression analogue a (3.90) a condition que rp soit
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remplacé par r’p, qui est donné par une expression approchée analogue a ([3.89)),
e ~ Topip SinYxg — GM. (3.98)

Cependant, on peut éviter de calculer numériquement t .o en suivant la méme mé-
thode d’approximation décrite au chapitre précédent dans le cas plat. Le temps t' ;¢
pourrait étre déterminé par différence avec tgqpi5 via une expression analytique approchée.
D’abord, grace a la relation entre le temps de Schwarzschild T et le temps de Friedmann
t (3.33]), on peut exprimer la différence des temps de trajet des deux photons a l'intérieur

de la vacuole comme

, , tSchiE dt
Tschie — Tscniis — (Tschir — Tsenius) = coshXgeni / B D)
tSenim Schii (t)

tschiis dt

— cosh X genii / —_—
o tSeniis BSChﬁ(t)

/
tschis — tochik

~ cosh Xg.pnii Boun
chu
tSchiiS — tsenis
— cosh XSCWBS—;L--SCU’ (3.99)
cnu

ou nous avons utilisé le fait que Bg.; ne varie sensiblement que sur des intervalles de
temps cosmologiques avec Bgchiis = Bschii(tschins)- Nous pouvons également utiliser (3.90))

pour écrire cette différence de temps de trajet comme

Tsehie — Tsehis — (Tsenip — Tsenis) = ATk + / (3.100)

!
TSchiiE

TSchiE d/,a TSchiiS dr
o () +/T o)’

’
SchiS

ol nous avons décomposé les intégrales pour produire l'intégrale suivante

TSchiE d TSchiS d TSchiE d TSchiiS d
ATK:/ 7“+/ o / ar +/ ) @aon
e 0(r) Sy w(r) v, V() Sy V()

qui est presque identique & une expression déja impliquée dans le calcul du temps de retard
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par Schiicker et Zaimen dans le cadre de la solution de Kottler, & condition que rg, rg, o
et r(, soient respectivement remplacés par rschim, r'schis, To €t 4 [30]. Le résultat de cette

intégrale est

2 2 ! 2.2 2
— 1 1 2GM —
ATy ~ £ ’"P< + >—|—4GM1nTP— < ¢ > P TP
2 TSchilE  TSchiiS rp TP 8r';

\/i arctanh (\/?Ts’chﬁE) + arctanh <\/§Ts‘ch{ls’>] , (3.102)

De plus, comme nous travaillons sur des échelles de longueur et de temps plus petites

que les échelles cosmologiques,

chi . / chi d . /

rseni® dr ~ T'SchiE — T'Schiils Fenis r ~ T'SchiiS — T'Schiis (3 103)
T UI(T) Uf‘? hil 2 ’ T v,(r) UZS” hiiS 7 .
SchilE chu SchiiS chu,

et, en utilisant ’équation de Friedmann,

/ ! .
TSchiE — TSchie = (OSchiE — Oschar) SN Xgeni
. !
>~ fschir Sinh Xgepi(tschiE — tsenir), (3.104)
o — ! — o — inh
T'SchiiS — T'SchiiS = (aschis aschus)sm X Schii
~  fschus sinh i (tsehivs — tsenis) (3.105)
= Schi.S X Schii\USchiiS SchiS /s :

avec V' scnie = V' (TschiB); Vsenis = V' (T8chiis)s fsenie = f(@senir) €6 fsenus = f(@senas)-

En utilisant ceci avec (3.102)), (3.100)) et (3.99)), nous obtenons donc

Sschie SIh Xgepi  cosh Xgepis
ATk + < — Schtt _ SR ) (tsenip — tsehim)
VsSchiifz Bschiir

fschiis sinh X gepg L cosh X g
VS ehiis Bsehiis

(3.106)

/
tSchins — tSchins =

. : e ,
Ainsi, la connaissance de tgchis permet de déduire t . ¢ sachant que tschir — tgpqp €St

donné par (3.83)). La méme remarque que pour le cas plat vaut ici pour le cas courbe:
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Malgré que le photon du chemin du haut précéde celui du chemin du bas pour arriver a la
vacuole, le photon du chemin du bas sort de la vacuole le premier, puisque le photon du
chemin du haut subit plus fortement l'effet gravitationnel (rp < ) comme montré sur la
Fig. B-1}

On doit également calculer les angles Qg nig €t @ paug ainsi que les 4-vitesses avec
lesquels les deux photons pénétrent dans la vacuole, dont on a besoin pour la section

suivante. Il faudrait utiliser 1’équation bien connue (|1.37))

dr r2 M [(rp r
dp = +—— = — — 14/1 — — 3.107
v u(r)’ u(r) r\/r% \/ Anrp ( r + r —i—rp)’ ( )

qui découle de (|3.88]), ou la constante cosmologique disparait accidentellement. Etant donné

que 'angle ¢ augmente lorsque le photon du haut se rapproche ou s’éloigne de la lentille,
Iintégrale du membre de droite de (3.107)) le long de la trajectoire peut étre décomposée

comme suit,

TSchilE d?“ T'SchiiS dr
PSchiilE — PSchiis = / — / —, (3.108)
TP ’LL(T‘) Tp U(T)
et donne au premier ordre en 2GM /rp
.. TP . TP GM 72
©Schiis =~ PSchip — T+ arcsin -+ arcsin - — 1-—- L
T'SchiiE T'SchiiS rp TSchuE

2 TSchiiE —TP TSchiiS —TP
= \/ . \/ “Sehis ZTP ) (3.109)
TSchuS rSchiE +Tp TSchis +7rp

ol Yg.pip est donné par (3.56). De la méme maniére, on obtient pour la trajectoire du bas,

/ /2
r r GM r
/ -~ P . P P
Psehiis =~ Psehup + T — arcsin — arcsin 7 7,/ 1-—— +
TSchii SchiiS P TSchilE
12 / / / !
r Taqpsm —T Tepnag—T
\/1_ /2P + ;S'chuE 53 + ;S'chuS 53 , (3110)
T s Tq.pmm +T Topsa +T
SchiS SchiuE P SchiS P
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ol Yg.pip est donné par (3.70)). Compte tenu de (3.88)), les deux 4-vitesse des photons ag

et o/ aux points d’entrée dans la vacuole sont respectivement

' 1 . % Bschiis . rp
T Scniis = 5 , o TSehis = —\[l— 50~ PSehis =5 =— (3.111)
SchiiS TschuSB(TP) TSehiiS B(T'P)
et
T{S‘h"sz# fafgh__sz_\/l_TJJgB/SdLiiS SbISh"S:_—r}D
chii ) chii 2 ) chii )
BSenis Senis B(rp) & nis Vv B(p)
(3.112)

en coordonnées de Schwarzschild, ot nous avons pris en compte le fait que r décroit au cours
du temps puisque les deux photons s’approchent de la lentille, tandis que ¢ croit au cours
du temps pour le photon ap et décroit pour le photon ab, avec Csenins = Csehi(tschis),
Clenivs = Csenii(tsonig) (-23), Bseniis = Bsenii(tsenis) et Boepus = Bsehi(tsenig) 3-10).
Ces deux 4-vitesse se transforment, grace au Jacobien , en coordonnées de Friedmann

en

i ot T Sehis + ot TSchii
SchiuS — oT Sehiis SchiiS or Sehit SchuS
h . 72 BSehi
= SOBRXShi () 4 Og gy |1 — g EooeiS ) (3.113)
Bschiis SenusB(rp)
ox . ox
X SchiiS oT SehiiS SchiiS T or Seniis T'SchiiS
. h ) 2B ..
= S CORXSehii (g [1— g PSS ) (3.114)
aschis Bscnis TehisB(TP)
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pour la trajectoire du haut et,

/

ot

b ot ., ot
SchiS oT

./
Schiis T ) T'Schiis

SchuS SchiS

2
_ cosh Xseni (1 4 Clpins \/1 _ T%B,Schus/ )) 7

r

/ 12
Bgonis Toonis B(rp
! !
./ _ aX T / 8X ./
XSchis = T Schiis + ar T'SchiiS
SchiiS T | Schiis

— cosh X geni r’ng o
- = (CgchﬁS"i_\/l_ E Chu/) ’

/ / 12
UsenisBsenis TSenins B(rp

pour la trajectoire du bas.

(3.115)

(3.116)

3.2.3 Géodésiques de la lumiére entre la source et la sphére de Schiicking

Encore une fois, dans cette région dans laquelle régne la métrique de Friedmann, nous

devons suivre la méme procédure que précédemment dans la sous-section On integre

les géodésiques de Friedmann (3.39) et (3.41) pour le chemin du haut en tenant compte

des conditions finales au point d’entrée dans la sphére de Schiicking,

U =1tSchiiS, X = XSchii» P = PSchiiS»

t =1schis: X = XSehiss P = PSchiis-

Une combinaison appropriée de (3.44) et (3.39) permet d’obtenir

. 1
ilnt:ilnf,
a

dp dp

qui s’intégre en tenant compte des conditions finales (3.117)) pour donner

t = E/a,
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avec E une constante définie par

E = ischisasehis = 8 COTLXSehii (1 4 g gy [1 - M : (3.120)
Bschiis 25558 (TP)

L’¢quation (3.41)) se simplifie, en remplacant ¢ par son expression (3.119)), en

d d 1

“lhpg=—In—-——, 3.121
dp 4 dp = a%sinh?y ( )
qui s’intégre compte tenu des conditions finales (3.117)) pour donner
J
p=— 3.122
77 2sinh? X ( )
ou la constante J est définie par
. . rp
J = @Schis@chis SN* Xgeny = —=—- (3.123)
B(rp)
En remplacant I’expression de £ (3.119) dans (3.44)), on obtient,
a® = E/\/x2 + sinh? 2. (3.124)
En substituant ce dernier résultat dans 'expression de ¢ (3.122)), on trouve,
J/E X
o=/ X (3.125)

. 2 )
SIMX 1 (/E)2/sinh? x

en tenant compte du fait que pour la trajectoire du haut x diminue au fur et & mesure que

© augmente. L’équation (3.125)) se réduit, en utilisant le changement de variable

= (J/E) cothx (3.126)

V1+ (J/E)?
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dx
-2

qui par intégration, compte tenu des conditions finales (3.117]), donne

dp =

N . (J/E)cothx
= i arcsin ———— — v,
¥ PSchiis 1+ (J/E)2
avec la constante
FE) coth i
v = aresin (J/ )CO XSchii )
1+ (J/E)?
On en déduit alors 'expression de l'angle ¢g
+ arcsi (J/E) coth xp, s
= i arcsin -,
¥s = PSchiis 1+ (J/E)

ot la distance géodésique X, ¢ entre la lentille et la source est donnée par (3.38]).

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

Le méme raisonnement que pour le chemin du photon ap donne pour le chemin du

photon o/, 'expression

(J'/E") coth x Ly

= .o — arcsin

)

o les constantes E’, J' et 4/ sont définies par

/ 12 !
/ ] / A5ehinS cosh X Schii ! "p BSchﬁS
E = Tschiistschis = L+ Csenis\ |1 — 5 ——pra~

B his TSenisB(rp)
J = —@senisToenis = L?
VB(rp)
(J'/E'") coth X gepi

v = arcsin

14 (J'/E")?
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Par conséquent, 'expression de I’angle ¢’ est

(J'/E") coth xp, g
1+ (J'/E")?

©'s = Ploepig — arcsin 7. (3.135)
En général, les angles ¢4 et ¢'s ne sont pas égaux. Pour satisfaire a I'égalité pg = @5 qui
correspond au fait que les deux photons partent du méme point, la source, on ajuste la
masse M. En d’autres termes, on fait varier la masse M jusqu’a ce que les deux angles g
et ¢’y coincident. Une fois que la masse M appropriée et I’angle ¢g sont déterminés, on

passe a la détermination du temps de retard.

Temps de retard

Le temps de retard du photon o par rapport au photon oy est défini par
At = (tp —ts) — (t — tg) = ts — Ls, (3.136)

avec tg = t}; = 0. Donc, cela revient a déterminer les temps d’émission des deux photons,

ts et t's. Pour ce faire, il faut d’abord calculer les distances parcourues par les photons

entre la source et leurs points d’entrée dans la vacuole, xg genig €t Xiq, SchiiS:
Commengons par établir ’équation qui lie la variable x au facteur d’échelle a pour la

trajectoire du haut. L’équation (3.57)),

dt
= = 4/dx?2 + sinh? ydp? 3.137
. \/x+sm xdep?, (3.137)

devient, en faisant usage de (3.125)) et en tenant compte du fait que x entre la source et la

spheére the Schiicking diminue au cours du temps ¢,

dt _dX

e = TG h(x) = \/1—(J/E)2/sinh2x, (3.138)
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qui est équivalent &

da dx
=— ) 3.139
af@ ~ h( (3139
Cette équation se simplifie, grace au changement de variable
h
g= X (3.140)
V1+ (J/E)?
en
da dx
=— , 3.141
af(a) z?—1 (3141
qui s’intégre facilement pour donner
aschiis cosh h i
/ da_ _ arccosh — o X8 aroeosh 0o XSchi (3.142)
as af(a) 1+ (J/E)2 1+ (J/E)?

Comme prévu, ce résultat est similaire a (3.61)) & condition que x; et xp soient respective-
ment remplacés par x, ¢ et J/E. On détermine alors par intégration numérique la valeur
du facteur d’échelle a l'instant d’émission du photon ag et ensuite la valeur de tg par

intégration numérique de I’équation de Friedmann (3.5),

s da

tg = —_—. (3.143)
a fla)
De la méme maniére, on trouve pour le chemin du bas 1’équation
USchis cosh h .
/ % _ arccosh —— X8 arceosh M, (3.144)
ay  af(a) 1+ (J'/E")? V1+ (J'/E")?

qui permet de calculer numériquement la valeur du facteur d’échelle & l'instant d’émis-

sion du photon ay et ensuite la valeur de ty par intégration numérique de I’équation de

Friedmann ({3.5)),
% da
te = . 3.145
5= ) 7@ (3149
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On peut également déterminer le temps t'y par différence via une expression analytique

approchée en termes du temps tg. Les équations (3.142)) et (3.144)) peuvent s’écrire comme

/tSchilS dt - (3 146)
" a(t) = X8,SchiiS» .
tsenis  dt
/t, @ = X/S,SchuSv (3.147)
S
avec
cosh h ;
Xs,Schins = arccosh % — arccosh %deg, (3.148)
1+ (J/E) V14 (J/E)
cosh h .
X5,5chizs = arccosh —X/LS/Q — arccosh %‘7011“12. (3.149)
1+ (J'/E") V14 (J'/E)
En combinant (3.146)) et (3.147]), on trouve
tsenis it Us dt to .o —toemis te—t
’ SchiiS SchiiS S S
X po — X . :/ —/ ~ — , 3.150
S,SchiS S,SchuS tsunis a(t) s a(t) ASehiis ag ( )

ol on a utilisé le fait que le facteur d’échelle a ne varie de maniére significative que sur des

échelles de temps cosmologiques. Ceci d’une part. D’autre part, on a au deuxiéme ordre en

J/E et J'/E' (~107%), compte tenu des expressions de X gepup €t de XE.sehips (3-148)
et (3.149),

X9.Schiis — X5.5ehis ~ = (coth xgeni — cothxy ¢)[(J'/E')? — (J/E)?. (3.151)

N | =

Ceci d’une part. D’autre part, on a en combinant (3.130)) et (3.135|) dans la méme approxi-

mation,

/ 2 2
1IEN2 — E)2 ~ (‘Pschus — 035)° — (Pschis — ¥s) 152
(/B = J/E) (coth xgepy — cothxp g)2 7 (3.152)

ol Vgenins — Ps €t |@senig — gl sont de Pordre de 1072, En remplagant (J'/E')? — (J/E)?
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par son expression (3.152)) dans (3.151)), on obtient

1 (Pseniss = 95)° = (Psenis = ¢s)°

, Schis — PS Schiis S

o ol . 3.153
XS,Schiis — X8,SchiiS = § coth xgeps — coth xp, g ( )

D’ou alors, d’apreés (3.150)), I'expression du temps de retard

oenas = tsenis _ 1 (Psonas = @s)® = (Psenis = @s)*) 3 15

At =ty —tg ~ag
S aSchiis 2 coth X gepy — coth x, g

En résumé, le photon du chemin du haut, aprés avoir été le premier émis par la source
tls > tg (3.154), pénétre également en premier dans la vacuole tg ;. ¢ > tschas (3.106]), mais
il en sort le dernier tgehir > tgpup (3-83) de telle maniére a arriver sur Terre en méme

temps que le photon du chemin du bas tg =t} = 0.

3.3 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112

On applique maintenant nos résultats au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112
comme illustré sur la Fig. découverte par Inada et al [31], ou on voit clairement un
effet de lentille gravitationnelle fort causé par un amas de galaxies indiqué par une croix
au cceur de l'image de Redshift z;, = 0.68 (visible via les rayons X), et qui a donné lieu
a lapparition de cingq images identiques (ayant la méme luminosité et le méme spectre
électromagnétique) d’un méme quasar situé a Parriére-plan de Redshift zg = 1.734 [32] 33,
341 B5]. On s’intéresse seulement a la séparation trés large, celle entre les images C et D,
de 15 secondes d’arc environ, avec o = 5” & 10%, pour I'image D et o/ = 10” & 10% pour
I'image C.

On suppose que 'amas de galaxies est sphérique, malgré le fait que la présence de cing
images implique forcément que I’amas de galaxies ne ’est pas.

Pour des raisons numériques, on choisit un systéme d’unités ol les temps seront mesurés

en astrosecondes (as), les distances en astromeétres (am) et les masses en astrogrammes (ag)
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Fig. 3-2 Images multiples du quasar SDSS J100444112. SDSS (Sloan Digital Sky Survey).

avec

las =4.34-10'"s = 13.8 Gyr,
lam = 1.30 - 10%° m = 4221 Mpc,

lag = 6.99 - 10° kg = 3.52 - 1021 M. (3.155)
Dans ce systéme d’unités, on a
c=1lamas !, 8rG =lam®as 2ag !, Hy=1las", (3.156)
ou Hy est la constante de Hubble. La loi de Hubble

a:(t) = Hoa(t), (3.157)

62



devient alors sur Terre

at(0) = ap, (3.158)

11 s’ensuit, en remplacant dans (3.5)), que

po=3—A—3a5% A=pyad/3=(1—-A/3)ad— ao, (3.159)
k 1 5 5
Po=3—A+30, Qo= 5= o 3A = pyag = (3 — A)ag — 3ao, (3.160)
0 0

ou les parameétres py, ap et (i sont respectivement la densité de poussiére actuelle, le
facteur d’échelle actuel et la densité de courbure actuelle. On va opter pour cette valeur de

la constante cosmologique

A = 1.36-10""%cm 2+ 20% (3.161)

= 0.77-3am 2 4+ 20%. (3.162)

Donc, pour une densité de poussiére définie positive p, > 0, il faut que les valeurs du

facteur d’échelle actuel satisfassent a la condition

1
ag > ———— ~2.1am. (3.163)
1-A/3

Les distances Terre-lentille x,, Terre-source xg et lentille-source xj, ¢ seront calculées

a partir de (3.36)), (3.37)) et (3.38]).

Dans le but d’étudier I’effet de la constante cosmologique sur la déviation de la lumiére,

on fait le choix d’une valeur particuliére du facteur d’échelle sur Terre ag = 5am et on
ajuste la masse M afin d’obtenir I’égalité pg = ¢y, pour les valeurs maximale ‘+’, centrale
‘+£0’ et minimale ‘—’ de A ainsi que des angles ag et o;. Une fois que Pangle ¢g et la masse
M appropriée sont déterminés, on calcule le temps de retard du photon ag par rapport au

photon o/, en appliquant la méthode de calcul par différence. Les résultats sont consignés
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dans les tableaux [3.1] 3-2] 3-3}

Les résultats obtenus peuvent étre résumés comme suit

1.48 - 10" Mg < M < 2.25- 10" M, (3.164)
6.31" < —pg < 13.79", (3.165)
6.75ans < At < 13.10ans. (3.166)

Comme on le voit directement sur les tableaux une constante cosmologique
croissante dans sa barre d’erreur entraine une diminution de 'angle de déviation, comme
on peut s’y attendre : une augmentation de A de 20% diminue 'angle de déviation —pg de
9% environ, puisque et cette variation ne fait qu’augmenter ou diminuer la masse de ’amas
de galaxies de 1% environ. Ceci est en accord avec l'affirmation de Rindler et Ishak [17, 26]
selon laquelle une constante cosmologique positive atténue la déviation de la lumiére. Mais,
en méme temps, la valeur de la masse est presque trois fois plus petite que celle obtenue
par l'observation [31], 32].

Les tableaux ([3.4) et montrent comment la masse, ’angle de déviation et le temps
de retard varient en fonction des différentes valeurs du facteur d’échelle actuel ag, en prenant
les valeurs centrales de A, ap et o/;. Contrairement au cas du modele d’Einstein-Straus
plat dans lequel les résultats restent les mémes quelle que soit la valeur du facteur d’échelle
actuel, les résultats obtenus dans le cas du modéle d’Einstein-Straus pseudo sphérique in-
diquent que la masse, ’angle de déviation et le temps de retard augmentent considérable-
ment au fur et & mesure que le facteur d’échelle actuel ag diminue au-dessous d’une valeur
limite proche de 19am (correspondant a une densité de courbure actuelle Qo ~ —0.003),
alors qu’au-dessus de cette valeur limite, les résultats deviennent indépendants de ag et
compatibles avec le cas plat. Idem pour toutes les valeurs possibles de A, ap et o/, dans
leurs barres d’erreur. Il convient de noter que ni la valeur de ag ni celle de A ne peuvent

faire coincider les angles ¢gs, bien qu’elles aient un effet sur ’angle de déviation et le
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temps de retard. Les prédictions pour le temps de retard dans le cas plat sont compatibles
avec la limite inférieure observationnelle A7 > 7.7 [35]. Il vaut la peine de mentionner ici
le résultat de Kawano et Oguri Atcp < 10.14 ans [34] obtenu dans un modeéle qui tient

compte de la non-sphéricité de la lentille pour inclure les images A et B mais avec une

constante cosmologique nulle.

o+ 10% + + |+ +0 [0 [0 [ - — —
a'+10% + +0 | — + +0 — + +0 —
M[10°Mg) || 2.21 [2.01]1.81 [2.01 [1.83 [1.64]1.81 [1.64 |[1.48
—psl"] 9.89 [8.10[6.31[10.79 [ 8.99 |7.20 | 11.68 | 9.89 | 8.09

| Atlans] [ 12.11 [ 9.41 [ 6.92 [ 12.66 | 10.01 | 7.56 | 13.10 | 10.50 | 8.11 |

Tab. 3.1 Valeur maximale de A : A =0.77 -3 am™2 + 20%, ag = 5 am.

a+10% + + [+ +0 [ +£0 [0 |- - —
a'+10% + +0 | — + +0 — + +0 —
M[10" M) || 2.25 [ 2.04 ] 1.84 [ 2.04 [1.86 |1.67]1.84 [1.67 |[1.50
—pgl’] 11.00 | 9.01 | 7.01 | 12.00 | 10.00 | 8.01 | 12.99 | 11.00 | 9.00

| Atfans] [ 12.06 | 9.37 | 6.90 [ 12.58 | 9.96 | 7.53 | 13.00 | 10.44 | 8.07 |

Tab. 3.2 Valeur centrale de A : A = 0.77 -3 am™2, ag = 5 am.

a£10% + + |+ [+0 [£0 |40 |- - —
o/ £10% + +0 [- [+ 0 |- [+ 0 |-
M[10"Mg] || 2.22 [2.02 ] 1.82 [2.02 [1.84 [1.65|1.82 |1.63 [1.49
—¢sl] 11.68 | 9.56 | 7.44 | 12.74 | 10.62 | 8.50 | 13.79 [ 12.12 | 9.55

| Atfans]  [[11.78 [ 9.17 [ 6.75 [ 12.30 | 9.74 | 7.37 | 12.69 | 9.96 | 7.89 |

Tab. 3.3 Valeur minimale de A : A = 0.77 -3 am™2 — 20%, aop = 5 am.
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[ ap[am] 21 J23 [25 |27 |28 [29 [3 [4 |5 [6 |
M[10°Me] [[2.02 [1.98 [1.96 [1.94 [1.93 [1.92 [1.92 |1.87 [1.86 |1.84
—psl'] 10.10 [ 10.08 | 10.07 [ 10.06 | 10.06 [ 10.05 | 10.05 | 10.02 | 10.00 | 9.99

| At[years] | 11.30 [ 11.01 [ 10.79 | 10.62 | 10.55 | 10.49 | 10.44 | 10.11 [ 9.96 [ 9.88 |

Tab. 3.4 A=0.77-3 am 2, ap =5", o) =10".

[ ap[am] [7 8 J9 J10 12 15 [19 [30 [44 [100 |
M[10"M] [[1.84 | 1.83 [ 1.83 [ 1.83 | 1.83 | 1.83 [ 1.82 | 1.82 | 1.82 [ 1.82
—¢sl'] 9.99 [9.9819.98[9.98]9.98]9.98]9.979.97 [ 9.97 | 9.97

| At[years] [[9.84]9.81]9.79[9.77[9.75 [ 9.74 | 9.73 [ 9.72 [ 9.71 | 9.71 |

Tab. 3.5 A=0.77-3 am 2% ag = 5", a5 = 10".
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Conclusion générale

Ce mémoire de Master comporte un travail de recherche réalisés dans le cadre de la
gravitation et la cosmologie. Il s’agit d’une étude de la déviation de la lumiére et du
temps de retard dans le cadre du modeéle non statique d’Einstein-Straus en présence d’une
courbure spatiale négative et une constante cosmologique.

La constante cosmologique semble, de prime abord, ne pas avoir un effet sur la déviation
de la lumiére, du fait qu’elle se trouve éliminée de I’équation orbitale. Rindler et Ishak
ont remis en cause cette croyance généralement admise jusqu’alors: Il faut tenir compte
également de la métrique de Kottler elle-méme dans le calcul de ’angle de déviation. Une
fois qu’elle est prise en compte, une relation entre I’angle de coordonnée et ’angle physique
s’est mise en place pour réintroduire la constante cosmologique. Il est dés lors conclu qu’une
constante cosmologique positive diminue effectivement ’angle de déviation de la lumiére.

Dans le chapitre un, on a d’abord di reprendre les calculs de Rindler et d’Ishak apres
avoir intégré les équations de la géodésique dans le plan équatorial. La raison étant que
la relation entre I’angle de coordonnée et I'angle physique est indispensable pour la suite.
Ensuite, on s’est focalisé sur ’étude de 'effet de lentille gravitationnelle fort causé par un
amas de galaxies L sur deux photons (deux images) émis par une source S, typiquement
un quasar, située en arriére-plan. Les deux photons suivent des trajectoires différentes et
arrivent sur Terre E sous des angles physiques observés ap et o/ aprés avoir été courbés
par a l'intérieur d’une vacuole centrée autour d’un amas de galaxies.

Un modele plus approprié a I’étude de U'effet de lentille gravitationnelle est celui d’Einstein-
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Straus qui combine la métrique homogene et isotrope de FLRW régnant & 'extérieur de
la sphére de Schiicking avec la métrique de Kottler a I'intérieur de celle-ci. Le phénoméne
de lentille gravitationnelle ne se produit qu’a l'intérieur de la sphére de Schiicking, ce qui
permet, entre autres, d’expliquer le fait que I'expansion de I’Univers observée a ’échelle
des galaxies et des amas de galaxies n’est pas visible & 1’échelle planétaire ni & 1’échelle ato-
mique. Ce modeéle permet de s’affranchir de nombre d’hypothéses adoptées par le modéle
de Kottler. Seule I’hypothése de sphéricité, qui est difficilement contournable, est mainte-
nue. On permet & la Terre et a la source de se mouvoir par rapport & ’amas de galaxie
(la lentille), les masses des autres amas sont incluses sous forme d’une poussiére isotrope
et homogene (principalement en matiére noire CDM) et la Terre aussi bien que la source
sont prises comobiles par rapport a la poussiére.

Avant d’entreprendre le raccordement des deux métriques, on s’est trouvé alors dans
I’obligation de faire, au chapitre deux, un détour sur la solution de FLRW. La métrique
de FLRW dérive du principe cosmologique qui stipule qu’il n’existe pas de direction privi-
légiée et que tous les points d’espace sont équivalents. Ce principe est tellement fort que
la métrique déterminée dans le cas général se réduit & une seule fonction dépendant uni-
quement de la coordonnée temporelle ¢, appelée facteur d’échelle a(t) et déterminée via
I’équation de Friedmann, ainsi que d’un indice discret k£ pouvant prendre trois valeurs 0,
+1, et —1, qui correspondent respectivement aux espaces plat (courbure spatiale nulle),
sphérique (courbure spatiale positive) et pseudo sphérique (courbure spatiale négative).

On s’est limité & considérer le modele d’Einstein-Straus avec une courbure spatiale né-
gative au chapitre trois. Le raccordement des métriques de FLRW (pseudo sphérique) et de
Kottler sur la sphere de Schiicking, s’est fait au début de ce chapitre. Ce raccordement, per-
met, via le Jacobien de la transformation des coordonnées de Friedmann aux coordonnées
de Schwarzschild, d’avoir & notre disposition une relation entre les temps de Friedmann ¢
et celui de Schwarzschild T'.

Dans tout le processus de calcul, on s’est servi de la méthode d’intégration des équations
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différentielles pour effectuer le calcul de la déviation de la lumiére et du temps de retard
(la méme méthode déja employée dans le cas sphérique). Mais, a défaut de connaitre
une solution analytique exacte pour le facteur d’échelle a(t), on a procédé a la résolution
numérique de I’équation de Friedman.

Comme ce sont les conditions finales sur Terre qui sont données, on a intégré les géodé-
siques des deux photons & reculons, en synchronisant d’abord leurs arrivées sur Terre. On
a commencé par les géodésiques de type FLRW entre la Terre et la sphére de Schiicking
pour obtenir les conditions initiales de type FLRW a la sortie de la sphére de Schiicking du
coté de la Terre. Grace a la relation de raccordement obtenue au préalable, on a converti
ces conditions en conditions finales de type Kottler pour intégrer les géodésiques de type
Kottler & I'intérieur de la sphére de Schiicking. On a obtenu les conditions initiales de type
Kottler a I’entrée de la sphére de Schiicking du coté de la source, qu’on a converties, grace
a la relation de raccordement, en conditions finales de type FLRW pour intégrer les géo-
désiques de type FLRW entre la sphére de Schiicking et la source. On a finalement obtenu
les conditions initiales de type FLRW sur la source, entre autres I’angle de déviation —¢pg
et les temps d’émission des deux photons tg et t' qui importent pour le calcul du temps
de retard At = t'y —tg. Nous avons baptisé cette méthode “méthode de calcul direct” car
Iintégration des géodésiques des deux photons se fait séparément. Néanmoins, on a pu
établir une expression semi-analytique approchée pour le temps de retard, en employant
une seconde méthode plus fiable qu’on a dénommée “méthode de calcul par différence”, ou
on a seulement besoin d’intégrer les géodésiques de I'un des deux photons et d’une certaine
expression intervenant dans le calcul du temps de retard dans le modéle de Kottler. La
fiabilité de cette méthode s’explique par la dépendance monotone de At en la constante
cosmologique A.

En appliquant nos résultats au méme systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112, I'incer-
titude sur la masse de 'amas de galaxies est minimisée de fagon considérable (1% environ)

comme dans le cas plat et le cas sphérique du modele d’Einstein-Straus (avec ag = 5am),
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ce qui, & la différence du modele de Kottler, permet d’avoir des résultats en accord avec
I’affirmation de Rindler et d’Ishak selon laquelle une constante cosmologique positive atté-
nue la déviation de la lumiére. Cependant, la masse ne concorde pas avec la masse observée.
Il est & noter aussi que pour le temps de retard, les valeurs estimées sont petites devant
celles du modele de Kottler, allant de 6.75 & 13.00 ans.

Une étude suivant les valeurs du facteur d’échelle actuel ag, dans le cadre du mo-
dele d’Einstein-Straus pseudo sphérique, a permis de voir ’écart par rapport au modeéle
d’Einstein-Straus plat [28] et sphérique [29]. Les résultats obtenus montrent que la dévia-
tion de la lumiére et le temps de retard augmentent considérablement lorsque le facteur
d’échelle actuel devient de plus en plus petit devant une valeur critique de 24.7 x 1026 m
(correspondant & une densité de courbure négative actuelle Qg ~ —0.0030) environ. Cela
va & ’encontre du modele d’Einstein-Straus plat auquel cas ag peut étre fixé a n’importe
quelle valeur sans perte de généralité. La méme remarque vaut pour la masse de ’amas
de galaxies. Cette dépendance en ag provient du terme de la densité de courbure dans
léquation de Friedmann qui s’annule dans le cas d’un espace plat (k = 0). Néanmoins,
au-dessus de cette valeur critique, ’effet de a¢ diminue de plus en plus jusqu’a s’annuler et
les résultats coincident parfaitement avec ceux du modéle d’Einstein-Straus plat. On note
aussi que cette valeur critique est presque trois fois plus grande que celle obtenue dans le
cas sphérique.

Cette étude permettra aussi de conclure si les données observationnelles pourraient
éventuellement discriminer les éventualités plate, sphérique et pseudo sphérique.

Enfin, le sujet traité dans cette thése propose quelques pistes pour de futurs travaux

de recherche entre autres :

1. Appliquer les résultats a d’autres systémes lentille-quasar.

2. Inclure la solution de Kottler intérieure dans laquelle les photons pourraient traverser

la distribution de masse [36].
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Annexe A

Tenseur métrique de Kottler

Le tenseur de Ricci s’exprime en termes des symboles de Christoffel Ff;,/ comme

. ar}M Ty,
Y - Y

+ 00, = TN, (A1)

Donc, on doit calculer au préalable les symboles de Christoffel Ffly, qui s’écrivent en termes

des dérivées premiéres des composantes du tenseur métrique comme

A1) dg dg
m 9" Ipu v OGuv A9
w2 (8:1;” T 0w T e > ’ (#4.2)

ol g est le tenseur métrique inverse, qui est diagonal comme ’est le tenseur métrique,

gt =—1/B(r), ¢"=1/A(r), ¢* =1/r% ¢ =1/(r?sin?0). (A.3)
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On obtient alors, pour les symboles de Christoffel non nuls, les expressions suivantes

B’ B’ A
Fir = Fit = (7") ) F:t = (T) ) F:r = (T) )
2B(r) 2A(r) 2A(r)
r r 1
ro_ 0 " = — s 2 FG — I‘\@ [
06 A(r) —¥% A(r) sin6, - Trg or = o

1
rf, =—sinfcosd, T7, =T% = o Iy, =07y = cotf. (A.4)

Les seules composantes non nulles du tenseur de Ricci sont les composantes diagonales, qui

ont comme expressions

2A(r) ~ 4A(r) \ A(r) B(r) rA(r)’
_B'(r) B(r) (Ar)  B(r)\ Ar)
B =580y ~ 1B (A(r) + B(r)) rA(r)’
1 T A'(r) B B'(r) B
o0 =2 ~ 240 (A(r) B(r)) b
Ry, = Rgpsin® 0, (A.5)

ou’ =d/dr.
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Annexe B

Tenseur métrique de Friedmann-

Lemaitre-Robertson- Walker

La métrique de FLRW en coordonnées comobiles (¢, x, 0, ¢) dans le cas pseudo courbe

(k= —1) est (23)
ds® = dt? — a(t)*[dx? + sinh? x(d#?* + sin H%dp?)]. (B.1)

On en tire les composantes diagonales non nulles du tenseur métrique en identifiant avec

la forme générale ds® = guvdatdx”,
gt =—1, gy = a?, gpo = a®sinh?y, Gpp = a? sinh?  sin 62, (B.2)
On en déduit sans calcul les composantes inverses du tenseur métrique,

gt=—-1, ¢*=a2 ¢ =0a%sinh %y, ¢%¥ =a 2sinh 2 ysin 6. (B.3)
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Le calcul des symboles de Christoffel F;\W non nuls par application de 1} dans le plan

équatorial § = 7/2 (sinf = 1), donne

P;X = aaqy, FZOSO = aag Sinh2 X I‘ig(p: — cosh X sinh Xs
I =Th=a/a, T{, =T =a/a, T{, =T =cothy. (B.4)

Ainsi, les équations de la géodésique ([1.20)),

i+ 1), atd” =0, (B.5)
s’écrivent comme
t + aas(x + sinh? x ¢?) = 0, (B.6)
X+ 2@5( — cosh y sinh xy¢? = 0, (B.7)
a
p+2 (@t' + coth x>‘<) >=0. (B.8)
a
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Annexe C

Distanche d’approche minimale rp

On s’attache ici & dériver une expression approximative pour le péri-lentille rp du

chemin du haut (le méme raisonnement pour le chemin du bas conduit a un résultat

similaire). Dans les approximations 2GM /rp = M/4nrp < 1 et rp/rschip < 1, on a,

d’apres 1’expression (|1.37)),

de

dr

TSchiE

12

rSch'iiE'

rp

12

2
TSchiE
Tp

12

2
TSchiiE

<1+
(1+

2, )
2 TSchuE

(1 - ) [1 T
2 70SchuE

).

GM
rp

er

rp

2GM
7aS’chuE‘ TSchuE -

1+

+ TSchiiE
rSchiiE+TTP

GM rp 1
+
rp \Tsehie 1+

TSchuE
rp

GM < 1 ﬂ
Tp 2TSchilE

rSchiiE

)

1+

(C.1)

Il s’ensuit, en utilisant ce dernier résultat, une expression approchée de v (3.66),

tanygp ~

rp
T'SchiiE
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<1+

GM ) , (C.2)
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ou encore

P = TSchilE tan’yKE — GM. (C3)
Transformons maintenant tan -~y en sinygp via la relation bien connue

tan? YKE (C.4)

2
sin = —
TKE 1+ tan? v p

qui devient, en remplagant par (C.2]),

2GM
()
rp

)
S1n ’YKE ~ 5 2GM
L4 2t <1+ )
SchiE rp
2 2
2GM 2GM
~ P <1+ )[1— P (1+ )}
T'SchiE rp TSchik rp
2
2GM
= (142 (C5)
TSchiE rp
c’est-a-dire
2G M
sinygp ~ e 1+
T'SchiE} rp
GM
~ P <1+ ), (C.6)
TSchiEl rp
ou encore
rp ~Tschap Sin Yy — GM. (C.7)
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Some Problems in General Relativity and Cosmology

Abstract

The research work carried out in this Master thesis deals with strong gravitational lensing
by a spherically symmetric mass distribution in the framework of the dynamic Einstein-
Straus model with a positive cosmological constant. The Einstein-Straus model consists of a
Kottler (or Schwarzschild-de Sitter) vacuole embedded in an expanding Friedman-Lemaitre-
Robertson-Walker Universe. This model is more suitable to study the light bending and time
delay at the cosmological scale, because it takes simultaneously into account the expansion of
the universe on a large scale and the absence of this phenomenon on a planetary or atomic
scales. We have been restricted to the version of a negatively-curved Universe (negative
spatial curvature k = —1) that has not yet been reviewed. The bending of light and the time
delay have been investigated and computed in this model then applied to the lensed quasar
SDSS J1004+4-4112. Unlike the case of Kottler model, the analysis of the deflection of light
and time delay in the case of the Einstein-Straus model have produced results which are in
agreement with Rindler and Ishak’s claim that a positive cosmological constant A attenuates
the bending of light, as was the case with flat and positively-curved Universe. On the other
hand, it has been revealed, that the light bending and time delay increase considerably as
the present scale factor ay becomes smaller than a limit value about 24.7 x 1026 m (£ ~
—0.003) highlighting the potential impact of spatial négative curvature. This goes against
the Einstein-Straus model in which case the results remain the same regardless of which
value is chosen for the present scale factor. However, above this limit value, the obtained
results are found to be indistinguishable from the flat case.

Key words General relativity, cosmology, light bending, time delay, cosmological constant.
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Résumé

Les travaux de recherches réalisés dans ce mémoire de Master s’articulent autour de deux
sujets s’inscrivant dans le cadre de la relativité générale et de la cosmologie, la déviation
de la lumiére & proximité d’une distribution de masse & symétrie sphérique et le temps
de retard qui en découle (effet de lentille gravitationnelle fort), dans le cadre du modeéle dy-
namique d’Einstein-Straus en présence d’une constante cosmologique. Ce modéle provient du
raccordement de la métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker a I'extérieur d’une
vacuole (la sphére de Schiicking) avec la métrique statique de Kottler (ou Schwarzschild-de
Sitter) a l'intérieur de celle-ci. C’est un modeéle plus réaliste qui tient compte simultanément
de l'expansion de 1’Univers a 1’échelle galactique et du fait que les échelles planétaire ou
atomique ne sont pas affectées par la dite expansion. On s’est limité a la version pseudo
sphérique de la métrique d’Einstein-Straus, qui n’a pas encore été étudiée. Elle correspond
a une courbure spatiale négative (k = —1). La déviation de la lumiére et le temps de retard
ont été calculés dans ce modeéle puis appliqués a un systéme particulier de lentille-quasar
connu sous le nom de SDSS J1004+4112. Contrairement au modéle de Kottler, les résultats
obtenus dans le cas pseudo sphérique du modeéle d’Einstein-Straus corroborent 1’affirmation
de Rindler et d’Ishak selon laquelle une constante cosmologique positive atténue la déviation
de la lumiére, comme c’est le cas avec les modeles plat et sphérique. A l'instar du modeéle
d’Einstein-Straus pseudo sphérique, une analyse en fonction du facteur d’échelle actuel ag,
dans le cadre du modeéle d’Einstein-Straus pseudo sphérique, a mis en évidence I'impact de
la courbure spatiale sur la déviation de la lumiére et le temps de retard. La déviation de la
lumiére et le temps de retard dépendent significativement du facteur d’échelle actuel lorsque
celui-ci devient plus petit devant une valeur critique de 24.7 x 10% m environ (correspondant
a une densité de courbure négative actuelle Q9 ~ —0.003). Cela va a ’encontre du modéle
d’Einstein-Straus plat auquel cas les résultats ne dépendent non plus du choix de la valeur
du facteur d’échelle actuel. Néanmoins, au-dela de cette valeur critique, les résultats sont
pratiquement les mémes que ceux du modeéle d’Einstein-Straus plat.

Mots clés Relativité générale, cosmologie, déviation de la lumiére, temps de retard, con-
stante cosmologique.
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