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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’existence locale et & ’explosion d’une solution
d’équation de diffusion fractionnaire Spatio-temporel avec une non-linéarité temporelle non locale
de croissance exponentielle

1- nous prouvons l'existence et 'unicité de la solution locale par le principe de contraction
de Banach.

2. Le résultat de I'explosion de la solution en temps fini est établi par la méthode de la

fonction de test avec un choix judicieux de la fonction test.
Abstract

In this momery,we are concerned with locale existence and blowup of a unique solution to a
time space fractional diffusion equation with a time nonlocal non- linearity of exponential growth

1- We prove the existence and uniqueness of the local solution by the Banach contraction
mapping principle.

2. The blowup result of the solution in finite time is established by the test function method
with a judicious chice of the test function .

Le calcul d’ordre fractionnaire est un domaine des mathématiques qui traite des dérivées et
des intégrales d’ordre non entier(fractionnaire). C’est un concept vieux (de plus de 300 ans) re-
montant & des correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume de ’Hospital et Johann
Bernouli a la fin du 17eme siécle.Mais ces pionniers se heurtent & un paradoxe .

Un paradoxe du quel on tirera, un jour, d’utiles conséquences : écrit Leibniz. En réponse a
la question « qu’en serait il si ’ordre de la dérivation était égal a% ? » soulevée par ’Hospital.

De nombreux mathématiciens tels que, N.H. Abel, M. Caputo, L. Euler, J.Fourier,
A.K. Grunwald, J. Hadamard, G.H.Hardy, O. Heaviside, H.J.Holmgren, P.S.Laplace,
A.V. Letnikov, J. Liouville, B.Riemann, M.Riesz et H.Weyl ont contribué au dévelop-
pement du calcul fractionnaire jusqu’a la moitié du siécle passé, en posant plusieurs définitions
sans qu’elles soient, pour autant, compatibles entre elles.

Cependant, on peut considérer le calcul fractionnaire comme un axe de recherche relativement

nouveau, puisque ce n’est que dans la deuxiéme partie du 20éme siécle, suite au développement
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de l'informatique, qu’il fait I'objet de beaucoup de travaux. Aujourd’hui, I'intérét du calcul
d’ordre fractionnaire et ses applications ne cessent de grandir .L’idée des dérivées et d’intégrales
fractionnaires semble un peu étrange et difficile a expliquer, cela est di au fait que 'opérateur
d’ordre fractionnaire n’a pas d’interprétation géométrique précise, contrairement aux opérateurs
d’ordre entier, c’est pourquoi cet outil est souvent considéré comme irréel, sans intérét pour
I'ingénieur. Pourtant un exemple simple de mécanique des fluides montre comment 'intégrale
d’ordre un demi apparait tout naturellement quand on veut expliciter un flux de chaleur sortant
latéralement d’un écoulement fluide en fonction de ’évolution temporelle de la source interne .

L’utilisation de 'opérateur de dérivation d’ordre fractionnaire réel est maintenant largement
répandue dans des domaines aussi variés que la mécanique, I’automatique, 1’électrochimie,
la biologie. .. etc.

Ce mémoire se compose de trois chapitres partagés de la maniére suivante :

Le premier chapitre : On commonce par rappeler quelques notions de base qui sont trés
importants pour la suite de ce travail, on présente la définition des espaces de Bannach, de
lebesgue.et de Sbolev, et quelques fonctions comme les fonction : Gamma, Beta, Mittag-
Lefler, Mainardi et la notion de dérivation et intégration fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville et de Caputo ainsi que les propriétés relatives a celle-ci.

Le Deuxieéme chapitre : On commonce par donner des définitions des solutions : globale,
locale et douce et de semi groupe , on démontre ensuite ’existence locale et I'unicité de la solution
douce du probléme de diffusion fractionnaire spatio-temporel, en utilisant le théoréeme du point
fixe.

Le Troixieme chapitre : Comporte deux parties :

1- On introduit le phénoméne de 'explosion de la solution des les équations différentielles
ordinaires, puis des équations de type réaction-diffusion.

2. On démontre par I’absurde, le théoréme de la non existence de la solution global d’une
équations de diffusion fractionnaires spatio-temporels, en choisissant des fonctions test conve-

nables et en utilisant les propriétées de I'intégration fractionnaire.
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liminaires

0.1 Notations générales :

R : Ensemble des nombres réels.

R* : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R™ : Espace vectoriel de dimension n construit sur lecorps des réels.

N : Ensemble des nombres naturels.

Q : Ensemble des nombres rationnels.

| . | :Valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe.
I' () : Fonction Gamma d’Euler.

E,, : Fonction de Mittag-Leffler.

1% : Intégration d’ordre «

D2 : Dérivation d’ordre « selon la définition de Caputo.

EDe : Dérivation d’ordre o selon la définition de Riemann-Liouville.

e.v.n : Espace vectoriel normé.

0.2 Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques défnitions et propriétés que nous utilisons dans la suite

de ce travail.

0.2.1 Espaces L’

Espace de Banach :

Définition 0.1 On dit qu’un espace normé E est un espace de Banach si : F' est complet par

rapport a la norme || . ||.
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Lemme 0.1 On dit qu’un espace métrique (F,d) est complet si toute suite de Cauchy de E est
convergente..
Espaces de Lebesgue :

Définition 0.2 Soient (E, B, m)un espace mesuré et p > 1 un réel. On appelle espace de

Lebesgue :

L (X)={f:X - R f mésurable et/|f|Pdm<—|—oo
E

L? (E) est muni de la semi-norme :

i fp= (/ |f|pdm)p
E

Pour en faire un espace normé, il faut identifier les fonctions qui sont égale presque partout :
’ensemble des classes d’équivalence modulo cette relation est noté LY (X). C’est un espace de
Banach pour la norme précédente.

Le cas p = oo est un peu spécial. L™= (X )est défini par :
L>®(E)={f:E—TR [ mésurable et 3C > 0,| f(x) | < C m —p.p}
On le munit de la semi-norme :
I fle=1nf{C >0:|f(x)] <C m-—pp}

Comme précédemment, l’ensemble des classes d’équivalence de cet espace pour la relation d’égalité
presque partout forme un espace de Banach, noté L™ (X)
Convergence dominé de Lebesgue :

Théoréme 0.1 Soit (f,),cy une suite de fonctions mesurables sur l’espace mesuré (E, M, ) a

valeurs dans R ou C, qui converge p.p.p vers une fonction f. Supposons qu’il existe une fonction
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intégrable positive g : E — R, dite dominante, telle que :
VneN, |ful <g . pp

Alors :
- f et f, sont intégrables pour tout n € N -
~lim [ |f, — fldp =0, autrement dit || f — f,|| — 0 lorsque n — +o0,
~im [ fhdp = [ fdp lorsque n — +oo.

Inégalités importantes

Inégalité de Young :

Définition 0.3 Soient A,B>0ete>0. On a :

AB < ee* + Bln (E) : (1)
ee

Inégalité de Holder :

Définition 0.4 Soient f € LP,gc L% et 1< p < oo ,le produit fg appartient o L' (RN) et
on a linégalité :
nfgun < uwfu, . ngiy

d’ou :

[ 1) g e < (Rle@)lpdx); ([, o)

Inégalité de Minkowski :

Définition 0.5 Soient fe P, gec P et 1 <p<oo, on a alors :

nf+gn, < nfu, + ngn

Inégalité de Cauchy-Schwarz :
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Définition 0.6 Pour tout u,v € L*(Q)), nous avons l'inégalité suivante :

[u@ow= ([ |u<gc>|2das)é (f |v<x>|2dsc)é

Inégalité de Gronwall :

Définition 0.7 Soient ¥ et U : [a,b] — RT deux fonctions continues vérifiant :
¢
AC > 0,Vt € [a,b] : U (t) < C+/ U (s)U (s) ds.

Alors :
Vt € [a,b]: U(t) < C. eXp(fat, U(s)ds) ‘
Fonction localement intégrable :

Définition 0.8 Une fonction f : R — R est dite localement intégrable si sa restriction a tout

segment [a,b] est intégrable, c’est-a-dire si l'intégrale :

b
/|f(t)|dt

converge pour tout couple de réels (a,b) avec q < b .
généralement, si f : U — R ou U est un ouvert de R", f est localement intégrable si sa res-

triction a tout compact K de U est intégrable.

Remarque 0.1 Toute fonction continue est localement intégrable.

Fonction test :

Définition 0.9 Soit 2 un ouvert non vide de R™. Une fonction test sur €} est une fonction de

Q dans R, indéfiniment dérivable et a support compact

Propriétés générales :
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Corollaire 0.1 1) D (Q) l’espace vectoriel des fonctions tests sur ) .
2) Si ¢ est une fonction test alors ¢! est aussi fonction test..
3) Si ¢ est une fonction test de R dans R et f une fonction de C* (R, C), alors : fo¢ est

une fonction test.

Support d’une fontion :

Définition 0.10 Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur R™. Le support de la fonction

f, noté supp (f) est l'adhérence des x € R™ tels que : f(x) # 0.i.e

supp (f) = {z € R"; f (z) # 0}

0.2.2 Espaces de Sobolev WP (Q)

Définition 0.11 Soient m € N, 1 < p < oo et Q un owvert de RY. On appelle espace de Sobolev

d’ordre m et on le note WP (Q) l’espace :
Wme (Q) = {ue LP(Q): D € LP(Q),Va = (a1, ag, ya,) € N

ou :

L’espace W™P () est muni de la norme :

U yymop(Q) = (Z n D% ||Z£p(m>; st1<p<oo
U Hyymp ()= Ogn‘gném I D% e () sip=1
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Espaces de Sobolev Fractionnaires W*? () :

Définition 0.12 Espaces de Sobolev W*P (Q) pour 0 < s < 1Soient s € ]0;1[ et p €

|1; +o0[ :On définit I’espace fractionnaire de Sobolev

| ulx) —u(y) |”
WP (Q) ={u e LPQ:/ drdy < oo
@ =fue @) | [ HO_ )
-0<s<1, lespace WP (Q) muni de la norme :
p
lllyes@y = 1Py + 0l |

ou :

WP (Q) aJa | T —y ’sp+N

[

est un espace de Banach.
€]0;4o00[
[s] > 1, s¢N L'espace WP () est défini par :

W (Q) = {u € WP (Q) /DIiu e W7 (Q) v | T |=[s]}

Il est claire que WP (Q) est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme

| Diu(x) — Diu(y) | 1
ooy = il + [ [ A EE 0 oy

0.2.3 Transformée de Fourier :

Définition 0.13 Soit f : R — R ou C une fonction de la variable réelle a valeurs réelles ou
complexes. On appelle transformée de Fourier (ou spectre) de f, si elle existe, la fonction

F :R — C définie par :
+00

FE)=[ fla)e*ds

—00

L’intégrale et donc la transformée de Fourier n’existe pas toujours

10
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Exemple 0.1 Par exemple la fonction x — x? n'admet pas de transformée de Fourier car
[intégrale fj;o 22 (=2mifx) dx n'existe pour aucune valeur de §

Si des conditions d’existence de la transformée de Fourier d’une fonction sont difficiles
a écrire

On a en revanche la condition suffisante suivante :

Théoréme 0.2 Toute fonction intégrable (au sens de Lebesgue) posséde une transformée de

Fourier qui est une fonction continue, bornée et tendant vers 0 lorsque |£| tend vers linfini

la Transformée de Fourier inverse :

Définition 0.14 Soit f une fonction intégrable admettant une transformée de Fourier F
elle-méme intégrable.

Alors, en tout point x ot f est continue, on a :

“+00

f(x) = F (&) (2migx) dE

—00

Cette transformation est appelée transformée de Fourier inverse.

On écrira symboliquement

Espace de Schwartz :

Définition 0.15 L’espace de Schwartz S(RY) est l’espace des fonctions ¢ indéfiniment différen-

tiables sur RN et qui vérifient :

sup | #*D°p (z) |< o0, Va, B € NV,
z€RN

Comme conséquence de cette définition, la fonction ¢ et toutes ses dérivées tendent vers 0 a

Uinfini plus rapidement que n’importe qu’elle fraction de type L .

w(){

11
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0.3 Bases mathématiques du calcul fractionnaires :

0.3.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire :

Dans cette section on présente quelques fonctions spéciales comme les fonctions Gamma,
béta, Mittag-LefHler, qui jouent un role trés important dans la théorie du calcul fraction-
naire.Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Fonction Gamma :

Définition 0.16 La fonction Gamma est une fonction complexe . FElle prolonge la fonction
factorielle a l’ensemble des nombres complexes et considérée comme fonction spéciale dans le cal-
cul fractionnaire.

z € C tel que Re(z) > 0 ,on définit la fonction Gamma, notée par I :

ou

Propriété de la fonction Gamma :

La fonction Gamma satisfait la propriétés suivante :

1)* Pour Re(z) >0

L(z+1) =zI'(2)

12
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Preuve En utilisant 1’ intégrale par parties , on voit que :
[e.e]
Mz+1) = / e dx
0
— [—xze"”]go —|—/ zx* e " dx
0

T—00

o0
= z/ ¥ e %dx
0

= zI'(2).

= lim [—mze_x];o — (0e™%) + z/ v* e dx
0

2)«T' (1) =1,'(0+) = +1.Et aussi I' (3) = /7.
3)* I'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z < 1.

4)x Sin € Nalors I'(n + 1) = nl.

Fonction Beta

Définition 0.17 On appelle fonction Beta la fonction :

1
B(z,y) = / 1 (2 — 1 dt.
0
tels que : x,y sont des nombres compléxe avec Rx > 0 et Ry > 0.

Les fonctions Gamma et Beta sont reliées par la relation :

L)' (y)

Bloy) = I'(z+y)

Lemme 0.2 La fonction Beta est symétrique , ce qui signifie que :

B(z,y) = B (y,z)

13
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Fonction de Mittag-LefHer

La fonction de Mittag-LefHler est trés importante pour le calcul fractionnaire, elle repré-
sente la généralisation de I’exponentielle au calcul d’ordre non entier. On distingue deux types de

fonctions de Mittag-Leffler : la fonction a deux parameétres et la fonction a un seul paramétre.

Définition 0.18 Pour z € C,la fonction de Mittag-Leffler E, (z),notée par M-L, est définie

comme Suit :
00 k
z
E,(2) = ——— (a>0).
S
Et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, 5(z) est définie comme suit :

Zk:

Ea,ﬁ (Z) = kzzom, (a > 0,6 > 0)

Proprietés de La fonction de Mittag—Leftler

1).Pour |z| < 1, la fonction de Mittag-Lefller généralisée satisfait :

PV B 5 () dt = .
| e oty dt =

2).Intégration de la fonction de M-L :
/ Fuy (M) 9L dt = 2B, 511 (127
0
3).La dérivée d’ordre n € N de la fonction de M-L est donnée par :
dTL

(P B (0) = P B (27).

14
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Fonction de Mainardi :

Définition 0.19 [a fonction de Mainardi est définie par :

(=2)"

M, (Z
o :1k!F(—ak3+1—a)’

0<a<l,ZeC.

En outre,M, (Z) > 0 pour tous t > 0 et satisfait [’égalité suivante :

o0 T(r+1
/ tTMa(t)dt:ﬁ,r>—1,0<a<1.
0 ['(ar+1)

0.3.2 Integration successive de Cauchy :

La Formule de Cauchy pour l'intégration successive permet de condenser n intégrations en

une seule.

Cas scalaire :

Soit f une fonction réelle continue. La n-iéme primitive de f est :

(@) = / / / (00) doy...dosdo.

- o=y [ @0

Une preuve peut étre donnée par récurrence. Puisque [ est continue, I'initialisation est évi-

@) = 4 [ sy = fa).

dente :

et pour f(z) :

@) = s [ iy = £ ).

Donc f"l(z) est bien la n-iéme primitive de f.

15
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0.3.3 Intégrale et Dérivée fractionnaire :

Cette section contient les définitions et quelques propriétes des intégrales et dérivées fraction-

naires du type de Riemann-Liouvill.

Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

Définition 0.20 Soit n € N* | ['intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par R-L)

d’ordre n. d’une fonction f est définie par :

I ) = // /aﬂf(f)dmﬁ...dfn_l
1 n—1

= (n—l)!/ (t—7)"" f(7)dr.

f une fonction continue sur l'intervalle |a, b].
pour n =0

I f(t) = f(t).

n =1 On considére l’intégrale :

t
1) = [ frr
La primitive seconde de f définit comme suite :

1

B0 =g [ 0= @ = [a=nf@a

1 t
Bi0=q [ (=) f@r
En utilise lintégrale par partie, on trouve :

+//f()d

() = (t—7) / Cf(r)dr

16
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Alors :

/at/;f(r)dr=13f(t)

fractionnaire de Riemann-Liouville de f d’ordre o [a gauche] est définie par :

Définition 0.21

(Ig 1) (1) = ﬁ/a (t—7)*" f(r)dr.

2).L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de f d’ordre o [a droite] est définie par :

b
(I f) () zﬁ/t (t —7)* " f(r)dr.

0.3.4 Dérivation d’ordre fractionnaire :

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

Définition 0.22 Soit f une fonction localement intégrable définie sur[0,b] et a« > 0
n—1<a<n.

La dérivée d’ordre o de f est définie par :

1)— Dérivée au sens de Reimann-Liouville a gauche :

o 1 a ()
RDo/tf (t) = T(n—a) %/0 (1= T)oc—n+1 dr

2)— Dérivée au sens de Reimann-Liouville a droite :

o =Yt ar ()
RDt/Tf(t)_m%/t Wcﬁ

Corollaire 0.2 Les propriétées de La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :
pourn—1 <a<n etm—1<p<m :
- La linéarité

DS (1) + g (1) = ADf (t) +7 D (1)

17
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2. Nous avons aussi la formule de composition suivante :

Sotentm—1<a<metn—1<<n:

n —a—k
DD () =" D (03 [0 0]

k=1

3- Non-commutativité :

RDaO RDB# RDBO RDa

Preuve 1. Soit f,g € Li[a,b],A € Rion a:
R Nna d" n—a R yn n—a
Daf(t) = % [[a f(t)] = Da [[a f(t>]

TDEINF (8 g()] = "DRI; [N (1) g(t)] = N DRI~ [(f + 9) (t)]

Comme la dérivée n-iéme et l'intégrale sont linéaires alors :
EDYAf () +g (1) = A D f (t) + "D (1)

3- D’aprés (2) On a:

m —a—k
BpeR DB g () =% DA f(¢) Z [DPFf (t)L:o m
k=1
et n tfﬁfk
RDBRDaf (t) _R Da+5f (t) [Da_kf (t)]t:o m
k=1

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si &« = 5 ou
2 <t)]t:0 =0 pour k=1,..n—1

et
[RD’B_kf (t)L:O:() pour k=1,...m—1

18
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La dérivation fractionnaire au sens de Caputo :

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouéeun role important
dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967 —1969)
ont rendu compte que cette définition doit étre révisé, car les problémes appliqués en visco-
élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales physiquement
interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans la modélisation par 1’ap-
proche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées

fractionnaires.

Définition 0.23 Soient o € Rt et f une fonction localement intégrable définie sur [0,b] ,avec
n—1<a<n, (neN
La dérivée d’ordre o de f est définie par :

1. Dérwée au sens de Caputo a gauche :

¢ na 1 () -
DO/t f(t) - F(n _ Oé) /0 ( )a—n+1d

t—T1

2. Dérivée au sens de Caputo a droite :

D" M)
“Def (1) = ( / dr
t/Tf( ) F(TL - Oé) ] (7_ . t)a7n+1
Lemme 0.3 Soientn —1<a<n,(neN),acR et f(t) telle que CDg‘/tf (t) existe alors :
CDg/tf (t) = IZ/QQDZL/J (t)

Quelques propriétés de dérivation fractionnaire de Caputo

Corollaire 0.3 1- La linéarité
Soientn —1 < a < n,n € Nya,\ € C et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles que
CDa/tf (t) et CDa/tg (t) existent.
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La dérivation fractinnaire de Caputo est un opérateur bilinéaire

“Dg(Mf(8) + g (8) = XDy, f (1) + “Dig ()

2- Non-commutativité :

On suppose quen—1 < a <n,n,m € Nya € R et soit f(t) telle que CDZ‘/tf (t) existe alors :

CDa/t a/t ( ) 7é Da/t a/t f (t)

3. Soient o > 0,n = [a] + 1,si CDg“/t f(t) et Dg‘/tf(t) existent, on suppose que D*f(a) = 0
pour k € {0,1,.....,n — 1} alors :

D3y f(t) =" D3 f (1)

4- Si f e C([a,b]) et sia>0etn—1<a<n,alors :

CDa/t a/t f(t) = f(t>

5- Supposons quen —1<a<n,f=a—-nm+1,0<<1,n€Neta, € R,et soit la fonction
f(t) telle que ©D* o [ (t) existe alors :

°De, f(t)= “DI DU (t).

a/t™alt

Preuve 1- On a :

Dy f (t) = 12D f (¢)
Dy (A f () + g (1) = 102Dy (A (1) + g (1) = A"°Dy [(f + 9) (1))

Comme la dérivée n-éme et I'intégrale sont linéaires alors :

a/t(>\f( )+g(t) = M Doy f@#)+Dgyg(t) = A¢ Doy f () + Da/t g(t).
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4- Soit g = I, f(t) et par l'egalité suivante :

Dy f ()= f(t) / pour a > 0et f € L' [a,b].

On a
“Dilon f(t) = “Diyy g(t) = Doy g(t) = Dy Iy f(8) = f(D).
Donc :
“Dgjy Loy f (1) = f(D).
n

Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemann-

Liouville :

une comparaison entre les derivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont

donné :

Lemme 0.4 Soit f(t) est une fonction tels que les deux opérateurs ®D* tf( ) et CDj/t f(t)

RDa/tf()#C a/tf()

Proposition 0.1 Soitn —1 < a <n alors :
lim D, f(t) = lim “Dg, f(t) = f"(2).

Remarque 0.3 (commutativité) : Soit la fonction f(t) telle que : f*)(0) = 0,s = 0,1,2....,m
alors les deux dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont commutatives
avec la dérivée d’ordre m,m € N

D™ RDgy, f(t) = Dy f(t) = "Dy Diy f(1)

a/t
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Et

CDa/t Da/t f( ) = CDSC/—;m (t) - Dm CDa/tf(t)

Relation entre 'opérateur de Riemann-Liouville et de Caputo :

Théoréme 0.3 Soient : t > 0, € R avec n —1 < a < n € N alors que la relation entre

loperation de Riemenn-lieouville et Caputo est :

[y

n—

k—a
Cpe, f(t) = RD2, f(t) - L

I'k+1- a)fk(o)

e
I

o

Preuve On considere D.L en serie de taylor de la fonction f au point t = 0;

’ tz " tg " tn_l n—1
(0= 1)+ £ O) + 5 "O0) + ")+ gy 7O+ Ry
Donc
-5 pon
STk +1) et
avec :

/f )t —x)" da:
n—l

En utilisant les propriétés d’intégration d’ordre n, on a :

R S R
Rt = s [ 7@ =y tde = 1)
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en utilisant la linéarité de I'opérateur de Riemann-Liouville on a :

Dy, f(t) = FD° (ng—mfk(O)Rn—l>

=0

n—1 RDaTK
— § k RDa 3

k—a
> F(£<f ;:Jlr)l) r(tk T 1>fk(0> + Rpepr ey

k=o

B L PRI

- &= T(k-a+1)

- tee k0) +C D (¢

= k:OF(’f—aH)f (0) + D*f(?)
Donc : . .

Dy )= D) - Y e O)
k=o

|

Remarque 0.4 Cette formule implique que les opérateurs fractionnaires de Caputo et de Riemann-
Liouwille coincident si et seulement si f(t) et méme temps que les premiers (n — 1) dérivées sont

nulles au point t = 0.

0.4 Le Laplacien Fractionnaire :

LeLaplacien fractionnaire (—A)Sdans R" est le prototype des opérateurs de difusion qui
sont bien connus des probabilistes, et leur étude par des outils d’EDP s’est intensifiée depuis
quelques années.

D’un point de vue purement mathématique, cet opérateur partage certaines propriétés cru-

ciales du Laplacien : en particulier, il vérifie le principe du maximum.

Définition 0.24 Soient S(R™) un espace de Shwartz, f € S(R") et 0 < s < 1. Pour £ € R,
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s

Uopérateur (—A)*® est défini par sa transformée de Fourier :

(=AY (&) = F 7t (el FF(€))
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Chapitre 1

L’éxistence locale :

Considérons le probleme de Cauchy suivant

@

D, u(x,t)+ (=A)" u(z,t) = Jol/:a (e"),z €eRY,t >0,z €RY,1>0, (1.1)

u(z,0) = ug(x), r RN

Out:ueCRHIN>1,0<a<1,0<p3<2, D:/test la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo d’ordre «, Jol/_tcx est l'intégral fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’ordre 1 — «

pour e :

- 1 !
SR A . —a _u(s)
Iy (e") = Ti—a) /0 (t—s) “e"ds

L’opérateur non local (—A)%/2 est défini par

(=0)u(w) = 7 (I F(u) (©) (@)

Pour tout u € D((—A)%/?) = HS(RY),ott H?(RV) est ’espace de Sobolev d’ordre définie

par

HP(RY) = {u €S (—A) " u(x) e LQ(RN)}  sifdN

HYRY) = {u e 'R : (=AY u(x) e L (RN)} ,sifeN
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S : Vespace de Schwartz,

F : Représente la transformée de Fourier et F~1 son inverse,

I' : La fonction gamma d’Euler,

C, (RN) : Désigne I'espace de toutes les fonctions continues décroissant & zéro a l'infini,.i.e

C(RY) = {uEO(RN): lim u(x)zO}.

|z|—o00

1.1 Préliminaires

1.1.1 Semi-groupe :

On peut constater que la fonction t — €', o € R, est une solution réele continue de I’équation

fonctionnelle de Cauchy

ft+s)=[(t)[f(s)

Avec la condition : f(0) = 1.
Cette équation a été etudiée par beaucoup de mathématiciens commencant avec Cauchy
méme . D’autre part , il est trés bien connu que la fonction exponentille ¢ — ! est la solution

unique sur R de I’équation différentielle

avec la condition initiale  (0) = 1. L’imoprtance des fonction exponentielle a connu une grande
croissance apres ’année 1888, quand le grand mathématicien Giuseppe Peano a eu 'inspiration

d’écrire la solution du probléme de Cauchy vectoriel :

oli A est une matrice quadratique, sous la forme :
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et =y 2
- =l

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles
X' = AX,

oli A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Bannach FE, qui a pour solution
fondamentale la fonction exponentielle

t— eth,

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modéle général dans le cadre des
algébres de Banach abstraites . Plus précisément , si B est une algébre de Banach avec 'unité

I et o € B, alors la fonction : ¢t — €' € B avec

0o
ta tnAn
e = E
n!
n=0

est dérivable et elle est I'unique solution du probléme de Cauchy

Ces caractérisations importantes ont sugéré l'idée d’étudier les équations différentielles li-
néaires du premier ordre par des extensions adéquates de la fonction exponentielle . De cette
maniére est apparu la nécessité de considérer les équations différentielles vectorielle de premier
ordre ' = Az ou A n’est pas un opérateur de l’algébre de Banach des opérateurs linéaires bor-
nés, mais un opérateur linéaire non-borné dans un espace de Banach E. La définition d’une
fonction exponentielle comme une solution de cette équation a été realisée par 'introduction des

semi-groupe de la classe Cj,

Définition 1.1 Soit E un espace de Banach.Une famille T(t), 0 < t < oo, d’opérateurs

linéaires bornés de E dans E est dite un semi-groupe sur E si :
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-T(0) =1 (I estlidentité dans X )
~T(s+t)=T(s)T(t) pour toutt , s >0 .
Cy semi-groupe :
Définition 1.2 (C, semi-groupe) Un semi-groupe T'(t), 0 < t < oo d’opérateurs linéaires

bornés est un semi-groupe fortement continu si :

yr%T (t) x = z, pour tout z € X.

Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un C, semi-groupe.

Théoréme 1.1 Soit T'(t) un Cy semi-groupe, alors ils existent un réel w et un réel M <1 tels
que :

| T (t) ||[< Me™, pour tout t > 0.

En particulier,si M =1 et w =0 alors (T'(t)); est appelé Cy semi-groupe de contractions.

1.1.2 Application contractante :

Définition 1.3 Soit £ un espace de Banach, et T : E — E une application continue on dit

que : T est contractante si T’ est lipschitzienne de rapport k < 1, i.e

e <1:Vo,ye E:|T(x)—TW)| <k|z—y|.

1.1.3 Théoréme du point fixe :

Théoréme 1.2 Soient E un espace de Banach, etT : E — E un opérateur contractant,

alorsT' admet un point fixe unique, c’est-a-dire

du* € F tel que: Tu* = u*
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De plus, Si T*, k € N, est une suite d’opérateur définie par

T =T
TF =TT ke N\ {1},

Alors pour tout u, € E, la suite {T’“uo}]ioconverge vers le point fixe u*,

lim || T*ug — u*|| = 0.
k—0

1.1.4 Solution locale et globale :

Définition 1.4 Considérons une équation différentielle ordinaire :
F (b (), o ()" (t);.) = 0 (1.2)

Avec :te I CRetu: I — R.

Supposons que u une solution de (1.2).

- On dit que u est une solution locale si elle définie sur un temps finie c-a-d :
AT > 0Vt € [0,T] , u(t) existe (u(t) est definie pour toutt < T')

- Siu(t) est définie sur [0, +oo] donc u est appelée solution globale.

Définition 1.5 On définit les famille d’opérateur de Mittag-Leffler basées sur le semi-groupe

8
T (t) généré par Uopérateus fractionnaire (—A)° par

Pos(t) = /O M, (3) T (s7) ds

= / M, (s) e 5" (=87 (s
0
et

Sap(t) = /000 asM, (s)T (st*)ds

= / asM, (s)e_Sta(_A)jds
0

29



Chapitre 1. L’éxistence locale :

Lemme 1.1 L’opérateur {P.z(t)},., a la propriété suivante :

. 1 _ 1 B .
Si1<p<qg<+tooet:= —5<Nalors.

()

| Pag () g ||pa@yy< t7 57 (

1
p

Preuve De (2.12) et des propriétés de M,, fonction de Mainardi, on a :

T (st*) uods
La(RN)
(0% —N '
< / Mo (5) (15 /(ﬁ)HUoHLP(RN)dS
= / My () 5™ O gl o

F( aN/(ﬁ )) O D

Lemme 1.2 L’opérateur {Sap (t)},., a la propriété suivante :

; 1 28 .
S11<p<qg<+oo et < alors :

re-5)

F<1+a aN

N,
| Ses (t) Uy || Lamy< at™ 5 ) | uo | ze@yy - (1.4)

Preuve De maniére similaire o la preuve du lemme (1.1), on obtient :

< / asM, ( ) (t%s)” N/ ||u0||LP (m) S

r(1+ N/Nwr>> ol 2o ey
a—aN/(Br))

/ asM, (s) T (st*) uods
0 Lo(RY)
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1.2 Existence local

Dans cette section, nous donnons l'existence locale et 'unicité de la solution douce du pro-

bleme (1.1). d’abord, nous donnons la définition d’une solution douce de (1.1)

Définition 1.6 (Solution douce) : Soient u, € Cy (RY) et T = 0. Nous disons que u €
C ([0,T];Co (RY)) est une solution douce du probléme (1.1) si :

11—«

u(t) = Pag(t)u, + /Ot (t—s)*" Sea.p (t —s) JO/S (e“(t)) ds,t € [0,T]

Théoréme 1.3 (Ezictance locale) : Soient ug € Co (RY), alors il existe un temps mazimal
Tax = 0 tel que le probléme (1.1) a une solution douce unique u € C ([0, Tax); Co (RN)).

De plus, soit Tyax = +00 0U Thax < +00 et
Jim @)l = +oc.
St en plus, ug > 0,ug # 0, alors
u(t) = 0, pour tous 0 <t < Tiax
Preuve Pour 7' > 0,nous définissons 1’espace de Banach :

Er ={ue C([0,T];Co (RY)) s l|ull, < 2|luoll.c}

ou :
-1 = 11l poe 0,27, 1))

Pour chaque u € Er, définissons 'opérateur :

t
U (u) = Pap (t) o+ /0 (t =) Sas (t = 5) S & (7)) ds
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Alors
¥ (u) € C([0,7];Co (RY))
Siu € Er, puis par (1.3) et (1.4), nous obtenons avec ||| = ||'||L°°(RN)
t L s
@l < luoll+ G| [ =s [ 5= e aras
0 0 Le=([0,1])
< uoll, + Tellull
< ol + Te2luollo
Ou
1
C, =
" T(@)T(1-a)

Maintenant choisissons 7' assez petit tel que :
T2l < lugl|

On conclut que :

I ()l <2 juoll

Donc

L (U) c ET.

Montrons que ¥ est une application contractante. Considérons u,v € Er, on a :

I (u) =¥ ()], <

t
/ (t—5)* " Sap(t—s) Jor (e"™) — ") ds
0 1

t s
/ (t — s)a/ (s—71)“ He“(T) — e”(T)HOO drds
0 0

e

IA

.Ch

Lee([0,T])

IN

IN

TezHuo‘Ioo ||u — U||1

1
5 =l

IN
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Grace a ’égalité suivante :
| eu®) — v() |= Al Hmo() | gy (s) —u(s) [,0 < p A <let p+A=1. (1.5)
ou T est choisi suffisamment petit tel que que :
2T ?luollee < 1.

Alors, West contractante sur Ep. D’aprés le théoréeme du point fixe de Banach le probléme
(1.1) admet une solution douce u € Ep.Maintenant nous prouvons 'unicité de la solution :
Soit u,v € Ep deux solutions douces dans Er pour 7' > 0 en utilisant (1.4 ) et (1.5),0on a

pour ¢t € [0,77] :

t s
lu(s) — ()l < C / (t— ) / (s — 1) || 0 — ) || drds
0 0
t
< elwle / I u(s) = v(s) [l ds.
0

De I’inégalité de gronwall, on conclut que :

- Positivité de la solution : si u, > 0 et u, 2 0 on a depuis () :

u(t) > Papg (t)u, > 0,t € [0, Tiax)
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Chapitre 2

Non existence de la solution globale

2.1 Préliminaires

2.1.1 Explosion de la solution dans les équations différentielles ordi-

naires :

La forme la plus simple qui représent le phénoméne de I'explosion de la solution dans des
problémes non-lineaires apparait quand la variable (ou les variables) tendent a I'infini quand le

temps approche une certaine limite finie 7" > 0.

Exemple 2.1 Considérons le probléme suivant :

u =2, t>0
(2.1)
u0)=a, a>0

Le probléeme (2.1) est un exemple trés simple des problémes differentiables ordinaires (ODE) , il

admet une solution unique dans l'intervalle 0 <t < T , elle est de la forme
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On voit que

limu(t) = +o00

<
t—=T
De l’exemple (2.1), on peut constater que le concept de ’explosion peut étre largement géné-
ralisé comme phénomeéne par lequel les solutions cessent d’exister globalement a temps en raison

de la croissance infinie des variables décrivant le processus d’évaluation.

2.1.2 Explosion de solutions des équations de type réaction-diffusion

Le phénomeéne d’explosion apparait notamment quand le probléme a une structure spatiale,
de sorte que les inconnus dépendent non seulement du temps mais également d’une variable de

I’espace :

u=u(x,t),r € QCR"

et en particulier dans les problémes de réaction diffusion , et dans les théories de propagation

qui sont en général de la forme :

% = A(u, Au, z,t) + B(u, Au, z,t) (2.2)
et qui est considéré comme un modeéle non-lineaire de propagation de la chaleur dans un milieu
réactif, ou u représente une température.

On peut formuler le concept de I’explosion, dans ce cas ou on tient compte de la structure
spatiale des solution ; comme suit :

Il existe un moment 7' < oo, appelé le temps d’explosion, telle que la solution est bien définie
pour tout 0 <t < T,

sup |u(z, t)| — oo quand  t—T
e

Définition 2.1 Soit u(x,t) une solution de l’équation (2.2), tels que x € R" t > 0.

On dit que u(zx,t) , explose en temps fini T , si :

lim u(x,t) = 400
t—T
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Dans ce cas

sup |u(z,t)] — oo quand t— T
el R"

Lemme 2.1 Assumons que ¢ est une fonction bornée de classe C'. Alors
(APt <l (- 0)7p (2:3)
est satisfaite pour tout [ > 1.

2.1.3 Calcul de dérivée

Considérons la fonction ¢, définit par :

t 8l
sol(x)=(1—f) , v >>1
Avec T > 0.
On a:
o F(v+1) . . £\
D ) = —~1 T a1 2
1 () T(y—atl) ( T)

F 1 ’Y‘FO(*I
MTa—l (1 _ i)
L'(y+«) T

dpy (t) _ g (1 - % )“/—1 (2.4)
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2.2 Explosion de la solution :

loc

faible de (3.1) siue L" ((0;T), Ly, (RY)) et verifier,l’équation suivante :

Définition 2.2 (Solution faible) Soitu, € LS (RN> etT > 0. On dit que u est une solution

loc

T T 8
/ D° w(x,t)V (x,t) dedt + / / (=AY u(z,t) U (x,t) dedt
o Jrv 0 JrN

T
= / / T (@D W (a2, t) dwdt (2.5)
o Jrv

pour toute fonction test ¥ € C* ([0; T],HP (RN)) tel que :
U(x,T)=0

Remarque 2.1 L’équation (3.5) donne :

T T
/ / u, D)V (,t) dadt +/ / J o (6"(“)) U (x,t) dzdt
o JrN o Jrv
T B T
_ / / (@ 1)) (=AY (1) dudt + / / w(t,2) D (2, 0) dedi (2.6)
0 RN 0 RN

Lemme 2.2 On considére u, € C, (RN) et soitu € C ([O,T] ,C, (]RN>> une solution douce

de (2.1) alors u est une solution faible de (2.1).

Théoréeme 2.1 Soit u, € C, (RN> avec u, > 0, et u, 2 0, alors la solution de (2.1) explose

dans un temps fini .

Preuve Par contradiction (par ’absurde)
Supposon que u est une solution douce globale de (2.1).

Alors, pour tout 7" >> 1
weC ([O,T] .C, (RN>> ,

Et
u(t) >0 pourt € [0,T]
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Soit WU (z,t) = Dt/T o (x,t) avec ¢ € C* ([ T],HP (]RN>> telle que :
o (z,1) = ¢ (2) 0, (@), [>>1 (2.7)
t Y
- (1- = 1
v, (2) ( T) : v >>
2]
= ¢ - ,
v, (2) (TB
1siz <1
Pz) = ¢ \ysil<z<2
Osiz>2

De Définition (3.2) et (3.3), on a :
/ / u Dt/TD "o (x,t) dxdt—l—/ / J o e=t)) D;Tago(w,t)dxdt
RN

/ / u(z,t)) (—A)7 D:/_Tago (x,t) dzdt + / / u(t,x) Df‘/TDtl/_Tagp (x,t) dzdt (2.8)
0 RN l 0 RN

Alors

/ (@) dex+/ /RN (2,8) dodt = /T/ w (@) (—8)° D (o, 1) dads

RN ]RN
T D
—/0 /RNU(:I:,t)E(:U,t)da:dt

Posons : €2, = [0,T] x Q, avec
1
Q:{xERN:HxH §2Tﬁ}

et d’aprés :

90<£7t) =% (*’E)SOIQ(:E)’Z >>1
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On obtient :

/Quo(x)gpé (z) ¢, (0)dx + / ey (x,t)dedt = /QT u(z,t)) (—A)g D, .5 (x) ¢, (t) dudt

Qr

Comme :

donc :

l—« 1

/Quo(a:)goé (x)dx + /Q o (z,t)dedt = /Q u(z,t)) (—A)g D, . #5 (z) @, (t) dxdt

_ /Q REUET dftl () dadt

en utilisant (3.3), on trouve :

/Quo(x)goé () da:+/ e“p (z,t)dxdt

Qp

-1 8 1-a dy
<[ w0 o, @) D), (O dudt — [ u(ait) () "2 (0 dod
Qr Qr dt
B — d(,O
< 1 / u(a;,t))((—A)z 0, (x))D 0 dxdt+/ w(z,t) |20 ()| dadt
ar )T ar dt
< IA+B
Utilison I'inégalité de young (1),
en prenant € = 5 (,t), obtient :
1
< / — (x,t) e“dxdt
Y
T
B l—«
; (=8)7 ¢, (@) D)7 (1)
+/ (=A)2 ¢, () D, ¢ () In ; dxdt (2.9)
o w5 () 1 (1)
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On a: s
_ P(y+1), AN
1t @ — a—1 - 2]_
et .
d _ t\7"
G =—17 (1- 1) (211)

D’aprés (3.10), I'inégalité (3.11) donne :

1 2 l—a
A< [ ge@oedsds [ )5 e, @D e
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De maniére similaire, si en prend € = +¢ (z,t) ,on obtient :
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D’aprés (3.10) , U'inégalité (3.11) donne :
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Finallement en déduit :
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7 et y = =% pour T' >> 1, donne que :
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Maintenant, on pose 2, = [0,1] x {y € RV, |y| < 2}.
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Alors (2.15) peut étre réécrit comme
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On remarque que les deux fonctions ¢, et (—=A,)2 sont bornées dans 2, et aussi que :

¢, — 1 quand T" — +o00

En utilisant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, on en déduit que le
membre droit de (2.16) divergent vers —oo quand 7' — +o0, tandis que le membre gauche est

positif. Cela conduit & une contradiction. =
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