
 
 الشعبیة الدیمقراطیة الجزائریة الجمھوریة

PEOPLE'S DEMOCRATIC REPUBLIC OF ALGERIA 
 العلمي البحث و العالي التعلیم وزارة

MINISTRY OF HIGHER EDUCATION AND SCIENTIFIC RESEARCH 
         خنشلة لغرور عباس جامعة       

ABBES LAGHROUR- KHENCHELA UNIVERSITY 
 
 

                           Faculty of Sciences and Technology 

                                                           Department of Mathematics and Computer Science 
 

 N° de série :…… 
 

Mémoire de fin d’études 
Pour l’obtention du diplôme de Master 

 
 Filière: Mathématiques 

Spécialité: Mathématiques Appliquées 
 

      Intitulé par : 

 
 
 
 

 
 

 

Réalisé par :   Brahmi Amira                                              Dirigé par : Mr Tebessi Faouzi    

                            Siad Dounia                                                  Présenté le   13/09/2020 

Membres de jury : 

M. Abdelkrim.A       M.A.A        Président 

M. Djebara.L            M.A.A        Examinateur 

 

2019-2020 

 Sur l'existence locale et l'explosion de la solution 
pour une équation de diffusion fractionnaire 

spatio-temporel avec non linéarité exponentielle      

 

 



Table des matières

0.1 Notations générales : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

0.2 Notions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

0.2.1 Espaces L� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

0.2.2 Espaces de Sobolev Wm;p (
) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

0.2.3 Transformée de Fourier : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

0.3 Bases mathématiques du calcul fractionnaires : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

0.3.1 Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire : . . . . . . . . . . . 12

0.3.2 Integration successive de Cauchy : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

0.3.3 Intégrale et Dérivée fractionnaire : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

0.3.4 Dérivation d�ordre fractionnaire : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

0.4 Le Laplacien Fractionnaire : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1 L�éxistence locale : 25

1.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.1.1 Semi-groupe : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.1.2 Application contractante : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.1.3 Théorème du point �xe : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.1.4 Solution locale et globale : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2 Existence local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2 Non existence de la solution globale 34

1



Table des matières

2.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.1.1 Explosion de la solution dans les équations di¤érentielles ordinaires : . . . . 34

2.1.2 Explosion de solutions des équations de type réaction-di¤usion . . . . . . . 35

2.1.3 Calcul de dérivée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2 Explosion de la solution : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Remerciements

J�aimerais en premier lieu remercier mon dieu Allah qui m�a donné la volonté et le courage

pour achever ce travail.

Je tiens à remercier tout d�abord mon encadreur Dr FAOUZI.TEBESSI qui m�a fourni le

sujet de ce mémoire et de m�a voir guidé.

Leurs critiques et Leurs conseils m�ont été trés précieux.

De même je remercieMrs A.ABDELKRIM etMdm L.DJEBARA qu�ils m�ont

fait, en acceptant de juger ce travail.

Dédicace

Au nom du DIEU le clément et le miséricordieux je dédie ce modeste travail à :

� Nos chers parents qui ont. toujours. été dévoués pour que je puisse réaliser Ce travail de

recherche dans les meilleures conditions

� A Nos chers frè�urs

� A Nos proches amis et toute Notre grande famille et Notre petite famille.

Et toute la famille de département de mathématiques et ma promotion 2019=2020:

2



Table des matières

Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l�existence locale et à l�explosion d�une solution

d�équation de di¤usion fractionnaire Spatio-temporel avec une non-linéarité temporelle non locale

de croissance exponentielle

1� nous prouvons l�existence et l�unicité de la solution locale par le principe de contraction

de Banach.

2� Le résultat de l�explosion de la solution en temps �ni est établi par la méthode de la

fonction de test avec un choix judicieux de la fonction test.

Abstract

In this momery,we are concerned with locale existence and blowup of a unique solution to a

time space fractional di¤usion equation with a time nonlocal non- linearity of exponential growth

1� We prove the existence and uniqueness of the local solution by the Banach contraction

mapping principle.

2� The blowup result of the solution in �nite time is established by the test function method

with a judicious chice of the test function .

Le calcul d�ordre fractionnaire est un domaine des mathématiques qui traite des dérivées et

des intégrales d�ordre non entier(fractionnaire). C�est un concept vieux (de plus de 300 ans) re-

montant à des correspondances entre Gottfried Leibniz,Guillaume de l�Hospital et Johann

Bernouli à la �n du 17�eme siècle.Mais ces pionniers se heurtent à un paradoxe .

Un paradoxe du quel on tirera, un jour, d�utiles conséquences : écrit Leibniz. En réponse à

la question « qu�en serait il si l�ordre de la dérivation était égal à1
2
? » soulevée par l�Hospital.

De nombreux mathématiciens tels que, N.H. Abel, M. Caputo, L. Euler, J.Fourier,

A.K. Grunwald, J. Hadamard, G.H.Hardy, O. Heaviside, H.J.Holmgren, P.S.Laplace,

A.V. Letnikov, J. Liouville, B.Riemann, M.Riesz et H.Weyl ont contribué au dévelop-

pement du calcul fractionnaire jusqu�à la moitié du siècle passé, en posant plusieurs dé�nitions

sans qu�elles soient, pour autant, compatibles entre elles.

Cependant, on peut considérer le calcul fractionnaire comme un axe de recherche relativement

nouveau, puisque ce n�est que dans la deuxième partie du 20�eme siècle, suite au développement
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de l�informatique, qu�il fait l�objet de beaucoup de travaux. Aujourd�hui, l�intérêt du calcul

d�ordre fractionnaire et ses applications ne cessent de grandir .L�idée des dérivées et d�intégrales

fractionnaires semble un peu étrange et di¢ cile à expliquer, cela est dû au fait que l�opérateur

d�ordre fractionnaire n�a pas d�interprétation géométrique précise, contrairement aux opérateurs

d�ordre entier, c�est pourquoi cet outil est souvent considéré comme irréel, sans intérêt pour

l�ingénieur. Pourtant un exemple simple de mécanique des �uides montre comment l�intégrale

d�ordre un demi apparaît tout naturellement quand on veut expliciter un �ux de chaleur sortant

latéralement d�un écoulement �uide en fonction de l�évolution temporelle de la source interne .

L�utilisation de l�opérateur de dérivation d�ordre fractionnaire réel est maintenant largement

répandue dans des domaines aussi variés que lamécanique, l�automatique, l�électrochimie,

la biologie. . . etc.

Ce mémoire se compose de trois chapitres partagés de la maniére suivante :

Le premier chapitre : On commonce par rappeler quelques notions de base qui sont trés

importants pour la suite de ce travail, on présente la dé�nition des espaces de Bannach, de

lebesgue.et de Sbolev, et quelques fonctions comme les fonction : Gamma, Beta, Mittag-

Le­ er, Mainardi et la notion de dérivation et intégration fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville et de Caputo ainsi que les propriétés relatives à celle-ci.

Le Deuxi�eme chapitre : On commonce par donner des dé�nitions des solutions : globale,

locale et douce et de semi groupe , on démontre ensuite l�existence locale et l�unicité de la solution

douce du problème de di¤usion fractionnaire spatio-temporel, en utilisant le théorème du point

�xe.

Le Troixi�eme chapitre : Comporte deux parties :

1� On introduit le phénomène de l�explosion de la solution des les équations di¤érentielles

ordinaires, puis des équations de type réaction-di¤usion.

2� On démontre par l�absurde, le théorème de la non existence de la solution global d�une

équations de di¤usion fractionnaires spatio-temporels, en choisissant des fonctions test conve-

nables et en utilisant les propriètèes de l�intégration fractionnaire.
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Pré-

liminaires

0.1 Notations générales :

R : Ensemble des nombres réels.

R+ : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Rn : Espace vectoriel de dimension n construit sur lecorps des réels.

N : Ensemble des nombres naturels.

Q : Ensemble des nombres rationnels.

j : j :Valeur absolue d�un nombre réel ou module d�un nombre complexe.

� (:) : Fonction Gamma d�Euler.

E� : Fonction deMittag-Le­ er.

I� : Intégration d�ordre �

CD� : Dérivation d�ordre � selon la dé�nition de Caputo.
RD� : Dérivation d�ordre � selon la dé�nition de Riemann-Liouville.

e:v:n : Espace vectoriel normé.

0.2 Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques défnitions et propriétés que nous utilisons dans la suite

de ce travail.

0.2.1 Espaces L�

Espace de Banach :

Dé�nition 0.1 On dit qu�un espace normé E est un espace de Banach si : F est complet par

rapport à la norme k : k.
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Lemme 0.1 On dit qu�un espace métrique (F; d) est complet si toute suite de Cauchy de E est

convergente..

Espaces de Lebesgue :

Dé�nition 0.2 Soient (E;B;m)un espace mesuré et p � 1 un réel. On appelle espace de

Lebesgue :

LP (X) =

8<:f : X ! R f mésurable et
Z
E

jf jP dm < +1

9=; :
L� (E) est muni de la semi-norme :

q f qp=
�Z

E

p f pp dm
� 1

p

Pour en faire un espace normé, il faut identi�er les fonctions qui sont égale presque partout :

l�ensemble des classes d�équivalence modulo cette relation est noté LP (X). C�est un espace de

Banach pour la norme précédente.

Le cas � =1 est un peu spécial. L1 (X)est dé�ni par :

L1 (E) = ff : E ! R f mésurable et 9C � 0; j f(x) j � C m� p:pg

On le munit de la semi-norme :

q f q1= inf fC � 0 : jf(x)j � C m� p:pg

Comme précédemment, l�ensemble des classes d�équivalence de cet espace pour la relation d�égalité

presque partout forme un espace de Banach, noté L1 (X)

Convergence dominé de Lebesgue :

Théorème 0.1 Soit (fn)n2N une suite de fonctions mesurables sur l�espace mesuré (E;M; �) à

valeurs dans R ou C; qui converge �:p:p vers une fonction f . Supposons qu�il existe une fonction
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intégrable positive g : E ! R+, dite dominante, telle que :

8n 2 N; jfnj � g , p:p

Alors :

� f et fn sont intégrables pour tout n 2 N �

� lim
R
jfn � f j d� = 0, autrement dit kf � fnk ! 0 lorsque n! +1,

� lim
R
fnd� =

R
fd� lorsque n! +1:

Inégalités importantes

Inégalité de Young :

Dé�nition 0.3 Soient A;B > 0 et " > 0: On a :

AB � "eA +B ln
�
B

e"

�
; (1)

Inégalité de Hölder :

Dé�nition 0.4 Soient f 2 Lp , g 2 Lq et 1 < p < 1 ,le produit fg appartient à L1
�
RN
�
et

on a l�inégalité :

q f:g q � q f qp : q g qq

d�o�u : Z
RN

p f (x) g (x) p dx �
�Z

RN

p f (x) pp dx
� 1

p

:

�Z
RN

p g (x) pq dx
� 1

q

Inégalité de Minkowski :

Dé�nition 0.5 Soient f 2 Lp , g 2 Lp et 1 � p � 1 , on a alors :

q f + g qp � q f qp + q g qp

Inégalité de Cauchy-Schwarz :
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Dé�nition 0.6 Pour tout u; v 2 L2(
), nous avons l�inégalité suivante :

Z



u (x) v (x) �
�Z




ju(x)j2dx
� 1

2
�Z




jv(x)j2dx
� 1

2

Inégalité de Gronwall :

Dé�nition 0.7 Soient 	 et U : [a; b] ! R+ deux fonctions continues véri�ant :

9C � 0;8t 2 [a; b] : U (t) � C +
Z t

a

	(s)U (s) ds:

Alors :

8t 2 [a; b] : U (t) � C: exp(
R t
a 	(s)ds) :

Fonction localement intégrable :

Dé�nition 0.8 Une fonction f : R! R est dite localement intégrable si sa restriction à tout

segment [a; b] est intégrable, c�est-à-dire si l�intégrale :

Z b

a

j f (t) j dt

converge pour tout couple de réels (a; b) avec a < b . Plus

généralement, si f : U ! R où U est un ouvert de Rn, f est localement intégrable si sa res-

triction à tout compact K de U est intégrable.

Remarque 0.1 Toute fonction continue est localement intégrable.

Fonction test :

Dé�nition 0.9 Soit 
 un ouvert non vide de Rn. Une fonction test sur 
 est une fonction de


 dans R, indé�niment dérivable et à support compact

Propriétés générales :
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Corollaire 0.1 1) D (
) l�espace vectoriel des fonctions tests sur 
 .

2) Si � est une fonction test alors �0 est aussi fonction test..

3) Si � est une fonction test de R dans R et f une fonction de C1 (R;C), alors : fo� est

une fonction test.

Support d�une fontion :

Dé�nition 0.10 Soit f une fonction à valeurs complexes dé�nie sur Rn. Le support de la fonction

f , noté supp (f) est l�adhérence des x 2 Rn tels que : f (x) 6= 0:i.e

supp (f) = fx 2 Rn; f (x) 6= 0g

0.2.2 Espaces de Sobolev Wm;p (
)

Dé�nition 0.11 Soient m 2 N, 1 � p � 1 et 
 un ouvert de RN . On appelle espace de Sobolev

d�ordre m et on le note Wm;p (
) l�espace :

Wm;p (
) =
n
u 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ;8� = (�1; �2; ::::::; �N ) 2 N

N

; 0 � j� j � m
o

où :

D�u =
@
j� j
u

@
�1
x1
:::::::::@

�N

x
N

est la dérivée partielle de u d�ordre � au sens des distributions dé�nie par :

hD�u; 'i = (�1)
j� j
hu;D�'i;8 ' 2 D (
) avec j� j = �1 + �2 + ::::::+ �N

L�espace Wm;p (
) est muni de la norme :8><>: q u qWm;p(
)=
�P

q D�u qpLp(
)
� 1
p

si 1 � p <1

q u qWm;p(
)= max
0� p�p �m

q D�u qL1(
) si p = 1

9
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Espaces de Sobolev Fractionnaires W s;p (
) :

Dé�nition 0.12 Espaces de Sobolev W s;p (
) pour 0 < s < 1Soient s 2 ]0; 1[ et p 2

]1; +1[ :On dé�nit l�espace fractionnaire de Sobolev

W s;p (
) = fu 2 Lp (
) :

Z



Z



j u(x)� u(y) jp
j x� y jsp+N dxdy <1g

� 0 < s < 1 , l�espace W s;p (
) muni de la norme :

kukW s;p(
) = q u qpLp(
) +
h
kuk0

Ws;p(
)

ip
où : h

kuk0
Ws;p(
)

ip
=

Z



Z



j u(x)� u(y) jp
j x� y jsp+N dxdy:

est un espace de Banach. �

.s 2]0 ; +1[ Soit

[s] � 1 , s =2 N L�espace W s;p (
) est dé�ni par :

W s;p (
) = fu 2 W [s];p (
) =Dju 2 W s�[s];p (
) ;8�!j ; j �!j j= [s]g

Il est claire que W s;p (
) est un espace de Banach lorsqu�il est muni de la norme

kukW s;p(
) = (kuk
p
W s;p(
) +

X
(

Z



Z



j Dju(x)�Dju(y) jp
j x� y j(s�[s])p+N dxdy)

1
p

0.2.3 Transformée de Fourier :

Dé�nition 0.13 Soit f : R ! R ou C une fonction de la variable réelle à valeurs réelles ou

complexes. On appelle transformée de Fourier (ou spectre) de f , si elle existe, la fonction

F : R! C dé�nie par :

F (�) =
Z +1

�1
f (x) e(�2�i�x)dx

L�intégrale et donc la transformée de Fourier n�existe pas toujours
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Exemple 0.1 Par exemple la fonction x ! x2 n�admet pas de transformée de Fourier car

l�intégrale
R +1
�1 x2 (�2�i�x) dx n�existe pour aucune valeur de �

Si des conditions d�existence de la transformée de Fourier d�une fonction sont di¢ ciles

à écrire

On a en revanche la condition su¢ sante suivante :

Théorème 0.2 Toute fonction intégrable (au sens de Lebesgue) possède une transformée de

Fourier qui est une fonction continue, bornée et tendant vers 0 lorsque j�j tend vers l�in�ni

la Transformée de Fourier inverse :

Dé�nition 0.14 Soit f une fonction intégrable admettant une transformée de Fourier F

elle-même intégrable.

Alors, en tout point x où f est continue, on a :

f (x) =

Z +1

�1
F (�) (2�i�x) d�

Cette transformation est appelée transformée de Fourier inverse.

On écrira symboliquement

f (x) = F�1 [F (�)]

Espace de Schwartz :

Dé�nition 0.15 L�espace de Schwartz S(RN) est l�espace des fonctions ' indé�niment di¤éren-

tiables sur RN et qui véri�ent :

sup
x2RN

j x�D�' (x) j<1;8�; � 2 NN :

Comme conséquence de cette dé�nition, la fonction ' et toutes ses dérivées tendent vers 0 à

l�in�ni plus rapidement que n�importe qu�elle fraction de type 1
x�
:
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0.3 Bases mathématiques du calcul fractionnaires :

0.3.1 Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire :

Dans cette section on présente quelques fonctions spéciales comme les fonctions Gamma,

bêta, Mittag-Le­ er, qui jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fraction-

naire.Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire

Fonction Gamma :

Dé�nition 0.16 La fonction Gamma est une fonction complexe . Elle prolonge la fonction

factorielle à l�ensemble des nombres complexes et considérée comme fonction spéciale dans le cal-

cul fractionnaire. Soit

z 2 C tel que Re(z) > 0 ,on dé�nit la fonction Gamma, notée par � :

�(z) =

Z 1

0

xz�1e�xdx:

Remarque 0.2 La fonction Gamma est indé�niment dérivable sur R�+, Sa dérivée est :

�0(z) = �(z)	 (z) :

où

	(z) =
d

dz
ln (� (z)) :

Propriété de la fonction Gamma :

La fonction Gamma satisfait la propriétés suivante :

1)� Pour Re(z) > 0

�(z + 1) = z�(z)

12
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Preuve En utilisant l�intégrale par parties , on voit que :

�(z + 1) =

Z 1

0

xze�xdx

=
�
�xze�x

�1
0
+

Z 1

0

zxz�1e�xdx

= lim
x!1

�
�xze�x

�1
0
� (0e�0) + z

Z 1

0

xz�1e�xdx

= z

Z 1

0

xz�1e�xdx

= z�(z):

2) � � (1) = 1;�(0+) = +1.Et aussi �
�
1
2

�
=
p
�:

3)� �(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z � 1:

4)� Si n 2 N alors �(n+ 1) = n!:

Fonction Beta

Dé�nition 0.17 On appelle fonction Beta la fonction :

B (x; y) =

Z 1

0

tx�1 (x� t)y�1 dt:

tels que : x; y sont des nombres complèxe avec Rx > 0 et Ry > 0.

Les fonctions Gamma et Beta sont reliées par la relation :

B (x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)

Lemme 0.2 La fonction Beta est symétrique , ce qui signi�e que :

B (x; y) = B (y; x)

13
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Fonction de Mittag-Le­ er

La fonction de Mittag-Le­ er est très importante pour le calcul fractionnaire, elle repré-

sente la généralisation de l�exponentielle au calcul d�ordre non entier. On distingue deux types de

fonctions deMittag-Le­ er : la fonction à deux paramètres et la fonction à un seul paramètre.

Dé�nition 0.18 Pour z 2 C;la fonction de Mittag-Le­ er Ea (z),notée par M-L, est dé�nie

comme suit :

Ea (z) =

1X
k=0

zk

� (ak + 1)
; (a > 0) :

Et la fonction de Mittag-Le­ er généralisée Ea;�(z) est dé�nie comme suit :

Ea;� (z) =
1X
k=0

zk

� (ak + �)
; (a > 0; � > 0)

:

Propriet�es de La fonction de Mittag�Le�er

1):Pour jzj< 1; la fonction de Mittag-Le�ler généralisée satisfait :

Z 1

0

e�t t��1 Ea;� (zt
a) dt =

1

z � 1 :

2):Intégration de la fonction de M-L :

Z a

0

Ea;� (�t
a) t��1 dt = z�Ea;�+1 (�z

a) :

3):La dérivée d�ordre n 2 N de la fonction deM-L est donnée par :

dn

dzn
(z��1Ea;� (�z

a)) = z��n�1Ea;�+n (z
a) :

14
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Fonction de Mainardi :

Dé�nition 0.19 la fonction de Mainardi est dé�nie par :

Ma (Z) =
1X
k=1

(�Z)k

k!� (��k + 1� �) ; 0 < � < 1; Z 2 C:

En outre,Ma (Z) � 0 pour tous t � 0 et satisfait l�égalité suivante :Z 1

0

trMa (t) dt =
� (r + 1)

� (�r + 1)
; r > �1; 0 < � < 1:

0.3.2 Integration successive de Cauchy :

La Formule de Cauchy pour l�intégration successive permet de condenser n intégrations en

une seule.

Cas scalaire :

Soit f une fonction réelle continue. La n-ième primitive de f est :

f [n] (x) =

Z x

a

Z �1

a

:::

Z �n�1

a

f (�n) d�n:::d�2d�1:

=
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� y)n�1 f(y)dy:

Une preuve peut être donnée par récurrence. Puisque f est continue, l�initialisation est évi-

dente :
d

dx
f [1] (x) =

d

dx

Z x

a

f(y)dy = f(x):

et pour f(x) :

d

dx
f [n] (x) =

d

dx

1

(n� 1)!

Z x

a

(x� y)n�1 f(y)dy = f [n�1] (x) :

Donc f [n](x) est bien la n-ième primitive de f .
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0.3.3 Intégrale et Dérivée fractionnaire :

Cette section contient les dé�nitions et quelques propriétes des intégrales et dérivées fraction-

naires du type de Riemann-Liouvill.

Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

Dé�nition 0.20 Soit n 2 N� , l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par R-L)

d�ordre n d�une fonction f est dé�nie par :

Ina f(t) =

Z �

a

Z �n�1

a

:::

Z �1

a

f (�) d�d� 1:::d�n�1

=
1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d� :

Soit

f une fonction continue sur l�intervalle [a; b]:

pour n = 0

I0a f(t) = f(t):

pour

n = 1 On considère l�intégrale :

I1af(t) =

Z t

a

f(�)d� :

La primitive seconde de f dé�nit comme suite :

I2a f(t) =
1

(2� 1)!

Z t

a

(t� �)2�1 f (�) d� =
Z t

a

(t� �) f (�) d�

I2a f(t) =
1

1!

Z t

a

(t� �) f (�) d�

En utilise l�intégrale par partie, on trouve :

I2a f(t) = (t� �)
Z �

a

f(�)d�

�����=t
�=a

+

Z t

a

Z �

a

f (�) d� :

16
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Alors : Z t

a

Z �

a

f (r) dr = I2af (t)

Dé�nition 0.21 1):L�intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville de f d�ordre � [à gauche] est dé�nie par :

�
I�a=t f

�
(t) =

1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 f (�) d� :

2):L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de f d�ordre � [à droite] est dé�nie par :

�
I�t=b f

�
(t) =

1

� (�)

Z b

t

(t� �)��1 f (�) d� :

0.3.4 Dérivation d�ordre fractionnaire :

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

Dé�nition 0.22 Soit f une fonction localement intégrable dé�nie sur [0; b] et � > 0 avec

n� 1 < � < n:

La dérivée d�ordre � de f est dé�nie par :

1)� Dérivée au sens de Reimann-Liouville à gauche :

RD�
0=tf (t) =

1

�(n� �)
dn

dtn

Z t

0

f (�)

(t� �)��n+1
d�

2)� Dérivée au sens de Reimann-Liouville à droite :

RD�
t=Tf (t) =

(�1)n

�(n� �)
dn

dtn

Z b

t

f (�)

(� � t)��n+1
d�

Corollaire 0.2 Les propriétées de La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

pour n�1 < � < n et m�1 < � < m : 1

� La linéarité :
RD�(�f (t) + g (t)) = �RD�f (t) +R D�g (t)

17
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2� Nous avons aussi la formule de composition suivante :

Soient m� 1 6 � 6 m et n� 1 � � � n :

RD�RD�f (t) =R D�+�f (t)_
nX
k=1

�
D��kf (t)

�
t=a

(t� a)���k

� (1� �� k)

3� Non-commutativité :
RD� � RD� 6= RD� � RD�

Preuve 1� Soit f; g 2 L1[a; b]; � 2 R,on a :

RD�
a f (t) =

dn

dtn
�
In��a f (t)

�
= RDn

a

�
In��a f (t)

�
RD�

a [�f (t) g(t)] =
RDn

aI
n��
a [�f (t) g(t)] = �RDn

aI
n��
a [(f + g) (t)]

Comme la dérivée n-ième et l�intégrale sont linéaires alors :

RD�(�f (t) + g (t)) = � RD�f (t) + RD�g (t)

3� D�aprés (2) On a :

RD�RD�f (t) =R D�+�f (t)_
mX
k=1

�
D��kf (t)

�
t=0

t���k

� (1� �� k)

et
RD�RD�f (t) =R D�+�f (t)_

nX
k=1

�
D��kf (t)

�
t=0

t���k

� (1� � � k)

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si � = � ou

�
RD��kf (t)

�
t=0
= 0 pour k = 1; ::::n� 1

et �
RD��kf (t)

�
t=0
= 0 pour k = 1; ::::m� 1

18
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La dérivation fractionnaire au sens de Caputo :

Bien que la dérivation fractionnaire au sens deRiemann-Liouville a jouéeun rôle important

dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967�1969)

ont rendu compte que cette dé�nition doit être révisé, car les problèmes appliqués en visco-

élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales physiquement

interprétables par des dérivées classiques, ce qui n�est pas le cas dans la modélisation par l�ap-

proche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées

fractionnaires.

Dé�nition 0.23 Soient � 2 R+ et f une fonction localement intégrable dé�nie sur [0; b] ,avec

n� 1 < � < n, (n 2 N�)

La dérivée d�ordre � de f est dé�nie par :

1: Dérivée au sens de Caputo à gauche :

CD�
0=t f (t) =

1

�(n� �)

Z t

0

f (n) (�)

(t� �)��n+1
d�

2: Dérivée au sens de Caputo à droite :

CD�
t=Tf (t) =

(�1)n

�(n� �)

Z b

t

f (n) (�)

(� � t)��n+1
d�

Lemme 0.3 Soient n� 1 < � < n,(n 2 N) , � 2 R et f (t) telle que CD�
a=tf (t) existe alors :

CD�
a=tf (t) = I

n��
a=t D

n
a=tf (t)

Quelques propriétés de dérivation fractionnaire de Caputo

Corollaire 0.3 1� La linéarité :

Soient n � 1 � � < n; n 2 N; �; � 2 C et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles que

CDa=tf (t) et CDa=tg (t) existent.
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La dérivation fractinnaire de Caputo est un opérateur bilinéaire

CD�
a=t(�f (t) + g (t)) = �

CD�
a=tf (t) +

CD�
a=tg (t)

2� Non-commutativité :

On suppose que n�1 � � < n; n;m 2 N; � 2 R et soit f (t) telle que CD�
a=tf (t) existe alors :

CD�
a=tD

m
a=t f (t) 6= Dm C

a=t D
�
a=t f (t)

3� Soient � � 0; n = [�] + 1;si CD�
a=t f (t) et

RD�
a=tf (t) existent, on suppose que D

kf(a) = 0

pour k 2 f0; 1; ::::; n� 1g alors :

CD�
a=t f (t) =

R D�
a=tf (t)

4� Si f 2 C([a; b]) et si � > 0 et n� 1 � � < n,alors :

CD�
a=t I

�
a=t f (t) = f(t):

5� Supposons que n� 1 � � < n; � = �� n+ 1; 0 � � < 1; n 2 N;et �; � 2 R;et soit la fonction

f(t) telle que CD�
a=t f (t) existe alors :

CD�
a=t f (t) =

CD�
a=tD

n�1
a=t f (t) :

Preuve 1� On a :
CD�

a=tf (t) = I
n��
a=t D

nf (t)

CD�
a=t(�f (t) + g (t)) = I

n��
a=t D

n
a=t(�f (t) + g (t)) = �I

n��Dn
a=t [(f + g) (t)]

Comme la dérivée n-ème et l�intégrale sont linéaires alors :

CD�
a=t(�f (t) + g (t)) = �I

n��
a=t D

n
a=t f (t) +D

n
a=t g (t) = �

CD�
a=t f (t) +

CD�
a=t g (t) :
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4� Soit g = I�a=t f(t) et par l�egalité suivante :

D�
a=tI

�
a=t f (t) = f(t) = pour � > 0 et f 2 L1 [a; b] :

On a :
CD�

a=tI
�
a=t f (t) =

CD�
a=t g (t) = D

�
a=t g (t) = D

�
a=t I

�
a=t f (t) = f(t):

Donc :
CD�

a=t I
�
a=t f (t) = f(t):

Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemann-

Liouville :

une comparaison entre les derivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont

donné :

Lemme 0.4 Soit f(t) est une fonction tels que les deux opérateurs RD�
a=tf (t) et

CD�
a=t f (t)

RD�
a=t f (t) 6=C D�

a=t f (t)

Proposition 0.1 Soit n� 1 < � < n alors :

lim
�!n

RDa=t f(t) = lim
�!n

CD�
a=t f(t) = f

(n)(t):

Remarque 0.3 (commutativit�e) : Soit la fonction f(t) telle que : f (s)(0) = 0,s = 0; 1; 2:::;m,

alors les deux dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont commutatives

avec la dérivée d�ordre m;m 2 N

Dm RD�
a=t f(t) = D

�+m
a=t f(t) =

RD�
a=tD

m
a=t f(t)
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Et
CD�

a=t
RDm

a=t f(t) =
CD�+m

a=t f(t) = Dm CD�
a=tf(t)

Relation entre l�opérateur de Riemann-Liouville et de Caputo :

Théorème 0.3 Soient : t > 0; � 2 R avec n �1 < � < n 2 N alors que la relation entre

l�operation de Riemenn-lieouville et Caputo est :

CD�
a=t f(t) =

RD�
a=t f(t)�

n�1X
k=o

T k��

�(k + 1� �)f
k(0)

Preuve On considere D:L en serie de taylor de la fonction f au point t = 0 ;

f(t) = f(0) + tf
0
(0) +

t2

2!
f 00(0) +

t3

3!
f 000(0) + :::+

tn�1

(n� 1)!f
n�1(0) +Rn�1

Donc

f(t) =
n�1X
k=o

TK

�(k + 1)
fk(0)Rn�1

avec :

Rn�1 =

Z t

0

fn(x)(t� x)n�1
(n� 1)! dx

En utilisant les propriétés d�intégration d�ordre n, on a :

Rn�1 =
1

�(n)

Z t

0

fn(x)(t� x)n�1dx = Inf (n)(t):
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en utilisant la linéarité de l�opérateur de Riemann-Liouville on a :

RD�
a=t f(t) = RD�

 
n�1X
k=o

TK

�(k + 1)
fk(0)Rn�1

!

=

n�1X
k=o

RD�TK

�(k + 1)
fk(0) + RD�Rn�1

=

n�1X
k=o

�(k + 1)

�(k � �+ 1)
tk��

�(k + 1)
fk(0) + RD�Inf (n)(t)

=
n�1X
k=o

tk��

�(k � �+ 1)f
k(0) + In��f (n)(t)

=
n�1X
k=o

tk��

�(k � �+ 1)f
k(0) +C D�f(t)

Donc :
CD�

a=t f(t) =
RD�f(t)�

n�1X
k=o

tk��

�(k �+1� �)f
k(0)

Remarque 0.4 Cette formule implique que les opérateurs fractionnaires deCaputo et deRiemann-

Liouville coincident si et seulement si f(t) et méme temps que les premiers (n� 1) dérivées sont

nulles au point t = 0:

0.4 Le Laplacien Fractionnaire :

LeLaplacien fractionnaire (�4)
s

dans Rn est le prototype des opérateurs de difusion qui

sont bien connus des probabilistes, et leur étude par des outils d�EDP s�est intensi�ée depuis

quelques années.

D�un point de vue purement mathématique, cet opérateur partage certaines propriétés cru-

ciales du Laplacien : en particulier, il véri�e le principe du maximum.

Dé�nition 0.24 Soient S(Rn) un espace de Shwartz, f 2 S(Rn) et 0 < s < 1. Pour � 2 Rn,
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l�opérateur (��)s est dé�ni par sa transformée de Fourier :

(��)sf(�) = F�1 �c j�j2sFf(�)�
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Chapitre 1

L�éxistence locale :

Considérons le problème de Cauchy suivant8<: D
�

0=t
u (x; t) + (��)

�
2
u (x; t) = J

1��

0=t
(eu) ; x 2 RN ; t > 0; x 2 RN ; t > 0;

u(x; 0) = u0(x); x 2 RN
(1.1)

Où : u 2 C0(R
N
); N � 1; 0 < � < 1; 0 < � � 2; D

�

0=t
est la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo d�ordre �; J
1��

0=t
est l�intégral fractionnaire au sens Riemann-Liouville d�ordre 1 � �

pour eu :

J
1��

0=t
(eu) =

1

� (1� �)

Z t

0

(t� s)�� eu(s)ds

L�opérateur non local (�4)�=2 est dé�ni par

(�4)�=2u(x) = F�1
�
j�j� F(u

�
(�))(x)

Pour tout u 2 D((�4)�=2) = H�(RN);où H�(RN) est l�espace de Sobolev d�ordre� dé�nie

par

H�(RN) =
n
u 2 S : (�4)�=2u(x) 2 L2

(RN

)
o
; si � =2 N

H�(RN) =
n
u 2 L2

(RN

) : (�4)�=2u(x) 2 L2

(RN

)
o
; si � 2 N

O�u :
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S : l�espace de Schwartz,

F : Représente la transformée de Fourier et F�1 son inverse,

� : La fonction gamma d�Euler,

C0(R
N
) : Désigne l�espace de toutes les fonctions continues décroissant à zéro à l�in�ni,.i.e

C0(R
N

) =

�
u 2 C(RN

) : lim
jxj!1

u (x) = 0

�
:

1.1 Préliminaires

1.1.1 Semi-groupe :

On peut constater que la fonction t! et�; � 2 R; est une solution réele continue de l�équation

fonctionnelle de Cauchy

f (t+ s) = f (t) f (s)

Avec la condition : f (0) = 1:

Cette équation a été etudiée par beaucoup de mathématiciens commencant avec Cauchy

méme . D�autre part , il est trés bien connu que la fonction exponentille t ! et� est la solution

unique sur R de l�équation di¤érentielle

x0 = �x

avec la condition initiale x (0) = 1. L�imoprtance des fonction exponentielle a connu une grande

croissance apres l�année 1888, quand le grand mathématicienGiuseppe Peano a eu l�inspiration

d�écrire la solution du probléme de Cauchy vectoriel :8<: x0 = Ax

x (0) = I

oû A est une matrice quadratique, sous la forme :
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t! etA :=

1X
n=0

tnAn

n!

Ce résultat a été étendu aux équations di¤érentielles opératorielles

X 0 = AX;

oû A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Bannach E; qui a pour solution

fondamentale la fonction exponentielle

t! etA:

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modéle général dans le cadre des

algébres de Banach abstraites . Plus précisément , si B est une algébre de Banach avec l�unité

I et � 2 B, alors la fonction : t 7! et� 2 B avec

et� =
1X
n=0

tnAn

n!

est dérivable et elle est l�unique solution du probléme de Cauchy8<: x0 = Ax

x (0) = I

Ces caractérisations importantes ont sugéré l�idée d�étudier les équations di¤érentielles li-

néaires du premier ordre par des extensions adéquates de la fonction exponentielle . De cette

maniére est apparu la nécessité de considérer les équations di¤érentielles vectorielle de premier

ordre x0 = Ax où A n�est pas un opérateur de l�algébre de Banach des opérateurs linéaires bor-

nés, mais un opérateur linéaire non-borné dans un espace de Banach E. La dé�nition d�une

fonction exponentielle comme une solution de cette équation a été realisée par l�introduction des

semi-groupe de la classe C0,

Dé�nition 1.1 Soit E un espace de Banach.Une famille T (t), 0 � t < 1; d�opérateurs

linéaires bornés de E dans E est dite un semi-groupe sur E si :
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� T (0) = I ( I est l�identité dans X )

� T (s+ t) = T (s)T (t) pour tout t , s � 0 .

C0 semi-groupe :

Dé�nition 1.2 (C0 semi-groupe) Un semi-groupe T (t), 0 � t < 1 d�opérateurs linéaires

bornés est un semi-groupe fortement continu si :

lim
t!0
T (t)x = x; pour tout x 2 X:

Un semi groupe d�opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un C0 semi-groupe.

Théorème 1.1 Soit T (t) un C0 semi-groupe, alors ils existent un réel w et un réel M � 1 tels

que :

k T (t) k�Mewt; pour tout t � 0:

En particulier,si M = 1 et w = 0 alors (T (t))t est appelé C0 semi-groupe de contractions.

1.1.2 Application contractante :

Dé�nition 1.3 Soit E un espace de Banach, et T : E �! E une application continue on dit

que : T est contractante si T est lipschitzienne de rapport k < 1; i:e

9k < 1 : 8x; y 2 E : kT (x)� T (y)k � k kx� yk :

1.1.3 Théorème du point �xe :

Théorème 1.2 Soient E un espace de Banach, et T : E �! E un opérateur contractant,

alorsT admet un point �xe unique, c�est-à-dire

9!u� 2 E tel que : Tu� = u�
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De plus, Si T k, k 2 N; est une suite d�opérateur dé�nie par8<: T 1 = T

T k = TT k�1; k 2 N n f1g ;

Alors pour tout u0 2 E; la suite
�
T ku0

	1
k=0
converge vers le point �xe u�;

lim
k�!0



T ku0 � u�

 = 0:
1.1.4 Solution locale et globale :

Dé�nition 1.4 Considérons une équation di¤érentielle ordinaire :

z (t; u (t) ; u0 (t) ; u00 (t) ; :::) = 0 (1.2)

Avec : t 2 I � R et u : I ! R:

Supposons que u une solution de (1:2).

� On dit que u est une solution locale si elle dé�nie sur un temps �nie c-à-d :

9T > 08t 2 [0; T ] , u (t) existe (u (t) est de�nie pour tout t � T )

� Si u (t) est dé�nie sur [0;+1[ donc u est appelée solution globale:

Dé�nition 1.5 On dé�nit les famille d�opérateur de Mittag-Le­ er basées sur le semi-groupe

T (t) généré par l�opérateus fractionnaire (��)
�
2 par

P�;� (t) =

Z 1

0

M� (s)T (st
�) ds

=

Z 1

0

M� (s) e
�st�(��)

�
2

ds

et

S�;� (t) =

Z 1

0

�sM� (s)T (st
�) ds

=

Z 1

0

�sM� (s) e
�st�(��)

�
2

ds
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Lemme 1.1 L�opérateur fP�;� (t)gt>0 a la propriété suivante :

Si 1 � p � q � +1 et 1
r
= 1

p
� 1

q
< �

N
alors :

k P�;� (t)u0 kLq(RN )� t
� N
�r
�
�
�
1� N

�r

�
�
�
1� �N

�r

� k u0 kLp(RN ) : (1.3)

Preuve De (2:12) et des propriétés de M�, fonction de Mainardi, on a :



Z 1

0

M� (s)T (st
�)u0ds






Lq(RN)

�
Z 1

0

M� (s) (t
�s)�N�(�r) ku0kLp(RN) ds

= t�
N
�r
�

Z 1

0

M� (s) s
�N�(�r)ds ku0kLp(RN)

= t�
N
�r
� � (1�N� (�r))
� (1� �N� (�r)) ku0kLp(RN)

Lemme 1.2 L�opérateur fS�;� (t)gt>0 a la propriété suivante :

Si 1 � p � q � +1 et 1
r
< 2�

N
alors :

k S�;� (t)u0 kLq(RN )� �t
� N
�r
�

�
�
2� N

�r

�
�
�
1 + �� �N

�r

� k u0 kLp(RN ) : (1.4)

Preuve De manière similaire à la preuve du lemme (1:1) ; on obtient :



Z 1

0

�sM� (s)T (st
�)u0ds






Lq(RN)

�
Z 1

0

�sM� (s) (t
�s)�N=(�r) ku0kLp(RN) ds

= �t�
N
�r
�

Z 1

0

M� (s) (s)
1�N=(�r) ds ku0kLp(RN)

= �t�
N
�r
� � (2�N� (�r))
� (1 + �� �N� (�r)) ku0kLp(RN)
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1.2 Existence local

Dans cette section, nous donnons l�existence locale et l�unicité de la solution douce du pro-

blème (1:1). d�abord, nous donnons la dé�nition d�une solution douce de (1:1)

Dé�nition 1.6 (Solution douce) : Soient u0 2 C0
�
RN
�
et T � 0. Nous disons que u 2

C
�
[0; T ] ;C0

�
RN
��
est une solution douce du problème (1:1) si :

u (t) = P�:� (t)u0 +

Z t

0

(t� s)��1 S�:� (t� s) J
1��

0=s

�
eu(t)

�
ds; t 2 [0; T ]

Théorème 1.3 (Exictance locale) : Soient u0 2 C0
�
RN
�
, alors il existe un temps maximal

Tmax � 0 tel que le problème (1:1) a une solution douce unique u 2 C
�
[0; Tmax);C0

�
RN
��
.

De plus, soit Tmax = +1 ou Tmax � +1 et

lim
t!Tmax

ku (t)k
L1(RN)

= +1:

Si en plus, u0 � 0; u0 6= 0, alors

u (t) � 0; pour tous 0 � t � Tmax

Preuve Pour T � 0;nous dé�nissons l�espace de Banach :

ET = fu 2 C
�
[0; T ] ;C0

�
RN
��
; kuk1 � 2 ku0k1g

où :

k:k1 = k:kL1([0;T ];L1(RN))

Pour chaque u 2 ET ; dé�nissons l�opérateur :

	(u) = P�:� (t)u0 +

Z t

0

(t� s)��1 S�:� (t� s) J1��0�s

�
eu(�)

�
ds

:
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Chapitre 1. L�éxistence locale :

Alors

	(u) 2 C
�
[0; T ] ;C0

�
RN
��

Si u 2 ET ; puis par (1:3) et (1:4) ; nous obtenons avec k:k1 = k:kL1(RN)

k	(u)k1 � ku0k1 + C1




Z t

0

(t� s)��1
Z s

0

(s� �)��


eu(�)

1 d�ds





L1([0;T ])

� ku0k1 + Tekuk1

� ku0k1 + Te2ku0k1

O�u :

C1 =
1

� (�) � (1� �)

Maintenant choisissons T assez petit tel que :

Te2ku0k1 � ku0k1

On conclut que :

k	(u)k1 � 2 ku0k1

Donc

	(u) 2 ET :

Montrons que 	 est une application contractante. Considérons u; � 2 ET ; on a :

k	(u)�	(�)k1 �




Z t

0

(t� s)��1 S�:� (t� s) J1��0=s

�
eu(�) � e�(�)

�
ds






1

� :C1





Z t

0

(t� s)�
Z s

0

(s� �)��


eu(�) � e�(�)

1 d�ds





L1([0;T ])

� T


eu(s) � e�(s)



1

� Te2ku0k1 ku� �k1

� 1

2
ku� �k1
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Chapitre 1. L�éxistence locale :

Grace à l�égalité suivante :

j eu(s) � ev(s) j= e�u(s)+�v(s) j u(s)� u(s) j; 0 < �; � < 1 et �+ � = 1: (1.5)

o�u T est choisi su¢ samment petit tel que que :

2Te2ku0k1 � 1:

Alors, 	est contractante sur ET . D�aprés le théorème du point �xe de Banach le problème

(1:1) admet une solution douce u 2 ET :Maintenant nous prouvons l�unicité de la solution :

Soit u; v 2 ET deux solutions douces dans ET pour T > 0 en utilisant (1:4 ) et (1:5) ;on a

pour t 2 [0; T ] :

ku(s)� v(s)k1 � C1

Z t

0

(t� s)��1
Z s

0

(s� t)� k eu(�) � ev(�) k1 d�ds

� e2ku0k1
Z t

0

k u(s)� �(s) k1 ds:

De l�inégalité de gronwall, on conclut que :

u � v

� Positivité de la solution : si u0 � 0 et u0 � 0 on à depuis () :

u(t) � P�;� (t)u0 > 0; t 2 [0; Tmax)
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Chapitre 2

Non existence de la solution globale

2.1 Préliminaires

2.1.1 Explosion de la solution dans les équations di¤érentielles ordi-

naires :

La forme la plus simple qui représent le phénomène de l�explosion de la solution dans des

problèmes non-lineaires apparaît quand la variable (ou les variables) tendent a l�in�ni quand le

temps approche une certaine limite �nie T > 0:

Exemple 2.1 Considérons le problème suivant :8<: u
0
= u2; t > 0

u(0) = �; � > 0
(2.1)

Le problème (2:1) est un exemple trés simple des problémes di¤erentiables ordinaires (ODE) ; il

admet une solution unique dans l�intervalle 0 < t < T , elle est de la forme

u(t) =
1

T � t

34



Chapitre 2. Non existence de la solution globale

On voit que

lim
�
t!T

u(t) = +1

De l�exemple (2:1), on peut constater que le concept de l�explosion peut être largement géné-

ralisé comme phénomène par lequel les solutions cessent d�exister globalement à temps en raison

de la croissance in�nie des variables décrivant le processus d�évaluation.

2.1.2 Explosion de solutions des équations de type réaction-di¤usion

Le phénomène d�explosion apparait notamment quand le problème a une structure spatiale,

de sorte que les inconnus dépendent non seulement du temps mais également d�une variable de

l�espace :

u = u(x; t); x 2 
 � Rn

et en particulier dans les problèmes de réaction di¤usion , et dans les théories de propagation

qui sont en général de la forme :

@u

@t
= A(u;4u; x; t) +B(u;4u; x; t) (2.2)

et qui est considéré comme un modèle non-lineaire de propagation de la chaleur dans un milieu

réactif, oū u représente une température.

On peut formuler le concept de l�explosion, dans ce cas oū on tient compte de la structure

spatiale des solution ; comme suit :

Il existe un moment T <1, appelé le temps d�explosion, telle que la solution est bien dé�nie

pour tout 0 < t < T ,

sup
x2


ju(x; t)j ! 1 quand t! T

Dé�nition 2.1 Soit u(x; t) une solution de l�équation (2:2), tels que x 2 Rn; t � 0:

On dit que u(x; t) , explose en temps �ni T , si :

lim
t!T

u(x; t) = +1
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Dans ce cas

sup
x2IRn

ju(x; t)j ! 1 quand t! T

Lemme 2.1 Assumons que ' est une fonction bornée de classe C1
: Alors :

(�4)�=2'l � l'l�1(�4)�=2' (2.3)

est satisfaite pour tout l � 1:

2.1.3 Calcul de dérivée

Considérons la fonction '
1
dé�nit par :

'
1
(x) =

�
1� t

T

�

; 
 >> 1

Avec T > 0:

On a :

D
�

t=T
'
1
(t) =

� (
 + 1)

� (
 � �+ 1)T
���

�
1� t

T

�
���
D

1��

t=T
'
1
(t) (t) =

� (
 + 1)

� (
 + �)
T��1

�
1� t

T

�
+��1
d'1 (t)

dt
= �
T�1

�
1� t

T

�
�1
(2.4)
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Chapitre 2. Non existence de la solution globale

2.2 Explosion de la solution :

Dé�nition 2.2 (Solution faible) Soit u0 2 L1loc
�
RN
�
et T > 0. On dit que u est une solution

faible de (3:1) si u 2 LP �
(0;T ) ; L1loc

�
RN
��
et veri�er,l�équation suivante :

Z T

0

Z
RN
D

�

0=t
u (x; t)	 (x; t) dxdt+

Z T

0

Z
RN
(��)

�
2
u (x; t)	 (x; t) dxdt

=

Z T

0

Z
RN
J
1��

0=t

�
eu(x;t)

�
	(x; t) dxdt (2.5)

pour toute fonction test 	 2 C1
�
[0;T ] ; H�

�
RN
��
tel que :

	(x; T ) = 0

Remarque 2.1 L�équation (3:5) donne :

Z T

0

Z
RN
u0D

�
t=T	(x; t) dxdt+

Z T

0

Z
RN
J
1��

0=t

�
eu(x;t)

�
	(x; t) dxdt

=

Z T

0

Z
RN
u (x; t)) (�4)

�
2
	(x; t) dxdt+

Z T

0

Z
RN
u (t; x)D�

t=T	(x; t) dxdt (2.6)

Lemme 2.2 On considère u0 2 C0

�
RN
�
et soit u 2 C

�
[0; T ] ; C0

�
RN
��

une solution douce

de (2:1) alors u est une solution faible de (2:1) :

Théorème 2.1 Soit u0 2 C0

�
RN
�
avec u0 � 0 , et u0 � 0; alors la solution de (2:1) explose

dans un temps �ni .

Preuve Par contradiction (par l�absurde)

Supposon que u est une solution douce globale de (2:1) :

Alors, pour tout T >> 1

u 2 C
�
[0; T ] ; C0

�
RN
��
;

Et

u (t) > 0 pour t 2 [0; T ]
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Chapitre 2. Non existence de la solution globale

Soit 	(x; t) = D
1��

t=T
' (x; t) avec ' 2 C1

�
[0;T ] ; H�

�
RN
��

telle que :

' (x; t) = '1 (x)'
l

2
(x) ; l >> 1 (2.7)

'
1
(x) =

�
1� t

T

�

; 
 >> 1

'
2
(x) = �

�
jxj
T

�
�

�
;

� (x) =

8>>><>>>:
1 si x � 1

& si 1 � x � 2

0 si x � 2

De Dé�nition (3:2) et (3:3), on a :

Z T

0

Z
RN
u0D

�
t=TD

1��

t=T
' (x; t) dxdt+

Z T

0

Z
RN
J
1��

0=t

�
eu(x;t)

�
D

1��

t=T
' (x; t) dxdt

=

Z T

0

Z
RN
u (x; t)) (�4)

�
2
D

1��

t=T
' (x; t) dxdt+

Z T

0

Z
RN
u (t; x)D�

t=TD
1��

t=T
' (x; t) dxdt (2.8)

Alors

Z
RN

u0(x)' (x; 0) dx+

Z T

0

Z
RN
eu' (x; t) dxdt =

Z T

0

Z
RN
u (x; t)) (�4)

�
2
D

1��

t=T
' (x; t) dxdt

�
Z T

0

Z
RN
U (x; t)

@'

@t
(x; t) dxdt

Posons : 

T
= [0; T ]� 
; avec


 =

�
x 2 RN : kxk � 2T

1
�

�

et d�aprés :

' (x; t) = '1 (x)'
l
2 (x) ; l >> 1
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On obtient :

Z



u0(x)'
l
2 (x)'1 (0) dx+

Z

T

eu' (x; t) dxdt =

Z

T

u (x; t)) (�4)
�
2 D

1��

t=T
'l2 (x)'1 (t) dxdt

�
Z

T

u (x; t)'l2 (x)
@'

1

@t
(t) dxdt

Comme :

'
1
(0) = 1

donc :

Z



u0(x)'
l
2 (x) dx+

Z

T

eu' (x; t) dxdt =

Z

T

u (x; t)) (�4)
�
2 D

1��

t=T
'l2 (x)'1 (t) dxdt

�
Z

T

u (x; t)'l2 (x)
d'

1

dt
(t) dxdt

en utilisant (3:3), on trouve :

Z



u0(x)'
l
2 (x) dx+

Z

T

eu' (x; t) dxdt

� l

Z

T

u (x; t))'l
�1

2
(�4)

�
2 '

2
(x)D

1��

t=T
'
1
(t) dxdt�

Z

T

u (x; t)'l2 (x)
d'

1

dt
(t) dxdt

� l

Z

T

u (x; t))
���(�4)�2 '

2
(x)
���D1��

t=T
'
1
(t) dxdt+

Z

T

u (x; t)

����d'1dt (t)
���� dxdt

� lA+B

Utilison l�inégalité de young (1) ;

en prenant " = 1
4l
' (x; t) ; obtient :

A �
Z


T

1

4l
' (x; t) eudxdt

+

Z

T

���(�4)�2 '
2
(x)
���D1��

t=T
'1 (t) ln

24
���(�4)�2 '

2
(x)
���D1��

t=T
'1 (t)

'l2 (x)'1 (t)

35 dxdt (2.9)
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On a :

D1��
t
T

'1 (t) =
� (
 + 1)

� (
 + �)
T��1

�
1� t

T

�
+��1
(2.10)

et
d

dt
'1 (t) = �
T�1

�
1� t

T

�
�1
(2.11)

D�aprés (3:10) ; l�inégalité (3:11) donne :

A �
Z


T

1

4l
' (x; t) eudxdt+

Z

T

���(�4)�2 '
2
(x)
���D1��

t=T
'1 (t)

ln

24C3

���(�4)�2 '
2
(x)
���T��1 �1� t

T

�
+��1
'l2 (x)

�
1� t

T

�

35 dxdt (2.12)

avec :

C3 = 4l
� (
 + 1)

e� (
 + �)

Alors

A �
Z


T

1

4l
' (x; t) eudxdt+

Z

T

���(�4)�2 '
2
(x)
���D1��

t=T
'1 (t)

ln

24C3

���(�4)�2 '
2
(x)
���T��1 �1� t

T

���1
'l2 (x)

35 dxdt (2.13)

De manière similaire, si en prend " = 1
4
' (x; t) ;on obtient :

B �
Z

T

����d'1dt
���� ln
24

���@'1@t ���
l
�
1
4
'l2 (x)'1 (t)

�
35 dxdt+ 1

4

Z

T

' (x; t) eu(x;t)dxdt (2.14)

D�aprés (3:10) ; l�inégalité (3:11) donne :

B �
Z

T

����d'1dt
���� ln
"
C4T

�1 �1� t
T

�
�1
'l2 (x)

�
1� t

T

�

#
dxdt+

1

4

Z

T

' (x; t) eu(x;t)dxdt

avec :

C4 =
4


e
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Alors

B �
Z

T

����d'1dt
���� ln
"
C4T

�1 �1� t
T

��1
'l2 (x)

#
dxdt+

1

4

Z

T

' (x; t) eu(x;t)dxdt

Finallement en déduit :

Z



u0(x)'
l
2 (x) +

1

2

Z

T

' (x; t) eu(x;t)dxdt

� l

Z

T

���(�4)�2 '
2
(x)
���D1��

t=T
'1 (t) ln

24C3

���(�4)�2 '
2
(x)
���T��1 �1� t

T

���1
'l2 (x)

35 dxdt
+

Z

T

����d'1dt
���� ln
"
C4T

�1 �1� t
T

��1
'l2 (x)

#
dxdt (2.15)

Le changement de variable : � = t
T
et y = x

T
�
�
pour T >> 1; donne que :

dxdt = T
�N
�
+1dyd�

(�4x)
�
2 '

2
= T�� (�4y)'2

D
1��

t=T
'1 (t) = C5T

��1 (1� �)
+��1����d'1dt
���� = 
T

�1
(1� �)


�1

avec

C5 =
� (
 + 1)

� (
 + �)

Maintenant, on pose 
2 = [0; 1]�
�
y 2 RN ; jyj � 2

	
:
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Alors (2:15) peut être réécrit comme :

Z



u0(x)'
l
2 (x) +

1

2

Z

T

' (x; t) eu(x;t)dxdt

� C5lT
�N
�

Z

2

���(�4y)
�
2 '

2

�
T

�
� y
���� (1� �)
+��1

� ln

24C3T
�1
���(�4y)

�
2 '

2
(x)
��� (1� �)��1

'l2

�
T

�
� y
�

35 dyd�
+
T

�N
�

Z

2

(1� �)

�1
ln

24C4T�1 (1� �)�1
'l
2

�
T

�
� y
�

35 dyd� (2.16)

On remarque que les deux fonctions '
2
et (�4y)

�
2 sont bornées dans 
2 et aussi que :

'
2
! 1 quand T ! +1

En utilisant le théorème de convergence dominé de Lebesgue, on en déduit que le

membre droit de (2:16) divergent vers �1 quand T ! +1, tandis que le membre gauche est

positif. Cela conduit à une contradiction.
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