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Introduction générale 

La demande des industries en matériaux intelligents a donné naissance aux matériaux 

composites. De part leur résistance, leur rigidité et leur légèreté, les matériaux composites ont 

une place primordiale dans différents domaines des industries automobile, nucléaire et 

aérospatiale. L'idée principale des matériaux composites est d'utiliser différents matériaux de 

caractéristiques dans la même structure. 

Dans des environnements critiques un problème de décollement, de désossage ou de 

rupture de surfaces s'est produit, cela nécessite une nouvelle génération de matériaux capables 

de résister à ces conditions. Pour éviter ce genre de problème il faut utiliser un matériau 

composite sans interface distincte entre les deux matériaux, le matériau composite le plus 

efficace est le FGM pour ses propriétés telles que le module d'Young, la densité, le coefficient 

de poisson qui varient en continu sur l'épaisseur et éliminent toutes les concentrations de 

contraintes rencontrées dans les matériaux composites. 

Dans cette étude, l'effet des propriétés mécaniques et d'ingénierie sur le comportement 

en flexion d'une poutre sandwich FG simplement appuyée est étudié selon la théorie raffinée 

des contraintes de cisaillement. 

On considère que les propriétés d'un matériau évoluent progressivement et 

continûment selon une répartition de la loi de puissance selon la fraction volumique du 

matériau constitutif.  

Les résultats numériques pour les contraintes et les déplacements sans dimension sont 

calculés et comparés aux résultats obtenus à partir d'autres théories bidimensionnelles en 

utilisant des modèles analytiques et des techniques de résolution actuellement développés par 

Navier. De plus, le modèle d'analyse actuel convient à l'étude de la déflexion statique de 

poutres sandwich FG simplement supportées soumises à de lourdes charges mécaniques 

utilisées dans des applications d'ingénierie spéciales dans l'aérospatiale, l'automobile et le 

génie civil. 

Après une introduction générale où nous évoquons une synthèse bibliographique sur des  

différents travaux qui ont été effectués pour étude et analyse des matériaux à gradient de  

propriétés FGM (en anglais :Functionnally Graded Materials ) nous présentons dans un  
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 Premier chapitre, un ensemble de généralités sur les matériaux FGM qui ont prouvés 

leurs  utilisations dans plusieurs domaines industriels, leurs principales 

caractéristiques, leurs  principaux domaines d’application, ainsi que leurs méthodes de 

fabrication. 

 Le deuxième chapitre afin de connaître plus précisément les réponses des 

applications FGM, des modèles mathématiques ont été exploités. Les poutres sur 

simple appui ont été étudiées dans divers problèmes au cours de ces dernières années, 

divers modèles de base ont été proposés. 

La théorie de Bernoulli ou théorie classique des poutres (CBT) est limitée au modèle 

de poutres minces car elle ne prend pas en compte l'effet de la déformation de 

cisaillement transverse en mode poutres épaisses [4].  

La théorie du premier ordre (FBT) ou théorie des poutres de Timoshenko repousse les 

limites de la CBT en prenant en compte l'effet de déformation par cisaillement 

transverse. Afin d'améliorer la prédiction de la réponse du faisceau FGM et d'éliminer 

le facteur de correction de cisaillement, les théories de déformation de cisaillement 

d'ordre élevée  ont été exploitées, en particulier Reddy , la théorie sinusoïdale de 

Touratier , la théorie hyperbolique de Soldatos , la théorie exponentielle de Karama et 

al. , et la formulation unifiée de Carrera.  

 Le troisième  chapitre, Les caractéristiques des matériaux sont considérées comme 

variant progressivement et continûment selon une distribution en loi de puissance en 

termes de fractions volumiques des matériaux constitutifs. En utilisant le modèle 

analytique développé actuellement et la technique de résolution de Navier, les résultats 

numériques des contraintes et des déplacements non dimensionnels sont calculés et 

comparés à ceux obtenus par d'autres théories 2D 

 Le quatrième chapitre est consacré à la validation numérique des résultats du modèle 

proposé tout en les comparants avec les résultats obtenus à l’aide des théories 

conventionnelles disponibles dans la littérature pour vérifier l'exactitude de la présente 

solution puis la discussion de ces résultats. 

Enfin, une conclusion générale est proposée pour mettre l’accent sur les différents  résultats 

obtenus dans cette étude et qui concernent le comportement des structures FGM  sous divers 

variation des fractions de volume et on termine par des perspectives envisagées  pour des 

futurs travaux 
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I.1. Introduction : 

Tous les nombreux secteurs (industriels ou aéronautique, génie civil, mécanique …….) 

doit être nécessite en objectifs d’employer des matériaux innovants qui caractérisé par des 

performances techniques inégalés et des propriétés mécaniques élevées pour atteindre à une 

structure durable et plus rigide et de grande résistance à long durée. A cet effet une nouvelle 

classe des matériaux qui rependent aux objectifs précédentes dits « matériaux composites ». 

En générale les matériaux composites sont des associations des différents matériaux à la 

même pièce, mais le changement avec interruption des fractions de volume qui donne aussi 

des problèmes spécifiques liés principalement à leur hétérogénéité, c'est-à-dire La constitution 

d’anisotropie des structures composites souvent se traduit par une concentration de contraintes 

dans les matériaux et des discontinuités géométriques, qui peut conduire à des dommages 

sous la forme de délaminage, la fissure de la matrice et la séparation des assemblages. Donc 

ce problème doit être subir l’endommagement et des changements des propriétés mécaniques 

des structures. Par ailleurs le matériau composite traditionnel est incapable pour utiliser sous 

les environnements à hautes températures. A ce la il a encouragé les chercheures dans 

littérateur de découvrir un nouveau matériau qui permet de donner la solution de ce problème 

par l’utilisation des matériaux à gradient de propriétés (en anglais : Functionally Graded 

Material " F.G.M"). 

Ces dernières années, les matériaux à gradient de propriétés ont été développés pour 

leurs excellentes propriétés mécaniques. Ces matériaux ont de grandes performances et sont 

capables de résister aux environnements à haute température. 

Ces matériaux sont de plus en plus utilisés dans les industries aéronautiques, aérospatiales, 

biomécaniques, biomédical, automobiles et dans bien d’autres applications technologiques.[1] 

I.2 Historique du développement des matériaux à gradient évalué 

Les matériaux à gradient fonctionnel ou fonctionnellement gradués « FGM » sont une 

nouvelle gamme de matériaux composites plus avancée capable de survivre dans un 

environnement sévère et très exigent caractérisé par une très haute température, sans perdre 

ses propriétés en cours de service. 

L'idée générale des gradients structurels a été avancée pour la première fois pour les 

matériaux composites et polymères en 1972. Divers modèles ont été proposés pour les 
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gradients de composition, de concentration des filaments et de polymérisation, ainsi que des 

applications possibles pour les structures graduées résultantes. Cependant, il n'y a pas eu de 

véritable recherche sur la façon de concevoir, de fabriquer et d'évaluer les structures graduées 

avant les années 1980 [2]. 

En 1985, l'utilisation d'un contrôle continu de la texture a été proposée afin d'augmenter 

la force d'adhérence et de minimiser la contrainte thermique dans les revêtements et les joints 

céramiques développés pour le moteur de fusée réutilisable. Les développeurs ont réalisé que 

ce contrôle continu d'une propriété pouvait être étendu à un concept plus général qui pourrait 

être appliqué pour conférer de nouvelles propriétés et fonctions à tout matériau en changeant 

progressivement sa texture ou sa composition. À cette époque, le concept d'ingrédient 

matériel a été introduit pour la conception de tels matériaux. En 1986, ces types de matériaux 

ont été appelés "matériaux à gradient fonctionnel", qui a rapidement été abrégé en "FGM", 

désormais bien connu. Les FGM n'étant pas des matériaux homogènes, il a été reconnu que 

pour les créer, il faudrait procéder à des études approfondies en matière de méthodologie de 

conception et de modélisation théorique ainsi que de traitement et d'évaluation. C'est 

pourquoi, en 1987, un programme de recherche de cinq ans, "Études fondamentales sur la 

relaxation des contraintes thermiques par l'adaptation de structures graduées", a été lancé au 

Japon. Ce programme visait à développer des FGM pour une utilisation à haute température 

dans le but de les utiliser pour le plan spatial hypersonique. Depuis 1989, les résultats de ces 

programmes de recherche et de développement ont été diffusés dans le monde entier par le 

biais de documents, d'articles, de réunions internationales et de programmes d'échange. Un 

symposium international sur les FGM a été organisé tous les deux ans, le premier ayant eu 

lieu en 1990 à Sendai. En 1995, à la suite d'une discussion lors du troisième symposium 

international sur les FGM qui s'est tenu à Lausanne en 1994, il a été décidé de changer le nom 

complet en matériaux à gradient fonctionnel, car il est plus précis tant du point de vue 

descriptif que grammatiste [2,3]. 

Actuellement, le concept de FGM a classé comme une technologie de pointe dans le 

monde entier et il s'étend à une variété de domaines d’application non seulement pour les 

applications mécaniques en aérospatial et l’aéronautique, mais également dans différents 

domaines : biomécaniques, l’électronique, l’énergie, Ingénierie, optique, chimiques et 

biologiques...etc.  
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I.2.1. Définition des FGM : 

Un matériau fonctionnellement gradué est une nouvelle classe de matériau composite 

dans le quel à la microstructure des changements graduellement et continuellement des 

propriétés mécaniques de leur fractions de volume dans une direction donnée, en général c’est 

l’épaisseur de l’élément.[4] 

Les matériaux à gradient fonctionnel (FGM) sont des matériaux Appartienne dans la 

famille des composites d'ingénierie, ils sont fabriqué à partir de différentes matériaux avec un 

changeant sans interruption les fractions de volume de continu de la composition, dans la  

morphologie et effectivement dans la structure cristalline. Les matériaux à gradient de 

fonction (FGM) sont des matériaux dont la composition chimique et les caractéristiques 

mécaniques et microstructures varient graduellement au cours de la fabrication d’une pièce 

avec des caractéristiques homogènes. L’intérêt est d’associer et de concentrer les avantages de 

plusieurs matériaux dans une seule pièce pour résister à la température, la corrosion, l’usure 

ou la fatigue. Les domaines d’applications des pièces FGM sont nombreux. Nous pouvons 

citer par exemple le domaine aéronautique où les pièces FGM recherchées doivent résister à 

de fortes sollicitations thermiques et mécaniques, mais également le domaine biomédical où 

une pièce FGM peut allier les propriétés mécaniques et la résistance à l’usure pour une 

prothèse articulaire de hanche. .[4] 

Dans la plupart des activités de recherches et d’autre applications structuraux ces matériaux 

FGM sont généralement construit par un mélange de deux composante (le plus souvent en 

céramique et métal), en considération des d'avantages.[4] 

Pour utiliser cette classe du FGM, d’une coté si on doit faire une résistance plus élève 

aux températures ou dégradations en place le contenu en céramique et d’autre coté si on doit 

faire des propriétés mécaniques comme la dureté plus élève et haute force en place le contenu 

en métal .Une comparaison entre les caractéristiques de métal et céramique sont donnée dans 

le tableau ci-dessous : 
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Tableau I.2.  : Caractéristiques des différentes couches des matériaux FGM [6] 

Couche Matériaux Les propriétés mécaniques 

 

La face à haute température 

 

Céramique 
 Bonne résistance thermique 

 Bonne résistance à l'oxydation 

 Faible conductivité thermique 

 

<< Couches intermédiaires >> 

Continuité du matériau d'un 

point à l'autre 

Céramique_ 

métal 
  Elimination des problèmes de l'intreface 

  Relaxer les contraintes thermiques 

 

La face à basse température 

 

Métal 
  Bonne résistance mécanique 

  Conductivité thermique élevée 

  Très bonne ténacité 

 

Le changement continu dans la composition et dans la microstructure d’un matériau  « 

FGM » est illustré dans la (Figure I.1). Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés 

des « FGM ». Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d’un même matériau mais 

de microstructure différente [5]. 

 
Figure I.1. Protection thermique des : a-Matériaux composite b-Matériaux FGM [6] 

 
 

Les variations graduelles des fractions de volume des matériaux constitutifs et leurs 

propriétés matérielles montrent un changement minime et continu d’un point à un autre, ce 

qui permet d’éviter les problèmes des concentrations de contraintes aux niveaux des interfaces 

(provoquant le délaminage) des constituants et grâce à l’association des matériaux 
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Les propriétés mécaniques telles que le module d’élasticité de Young, coefficient de Poisson, 

le module d’élasticité de cisaillement, et la densité de la composition, varie de façon continue 

dans des directions préférées dans les FGM.[4] 

Les FGM sont donc des matériaux composites à caractère non homogène 

macroscopiquement. Les changements continus dans leur microstructure distinguent les FGM 

par rapport aux matériaux composites classiques [4] 

 
Figure I.2:Variation continue de la microstructure [7]. 

 
Le concept de fabrication du matériau FGM est aussi très bien développé, bien qu'il 

puisse y avoir une grande variété dans la conception et la fabrication des nouvelles structures. 

Généralement, un FGM peut également avoir divers aspects de conception soit de sa 

composition chimique, de son état physique ou de sa configuration géométrique, afin de bien 

choisir celui qui répondra le mieux à nos besoins en fonction des caractéristiques qu'il 

possède.[8] 

 
Figure I.3 : Concept des matériaux fonctionnellement gradués (FGM) [9] 
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I.3. Processus de traitement des matériaux à gradient évalué : 

Deux critères différents sont utilisés pour classer les matériaux à gradient fonctionnel. 

L'un est basé sur la structure de matériau : les FGM à structure continue et à structure 

discontinue et l'autre est basé sur la taille des matériaux : les FGM minces et les FGM en vrac 

(Fig I.4)[8]. 

 

Figure I.4 Classification matériaux à gradient fonctionnel [8] 

 
 

Dans les FGM continues, il y a un gradient continu présent d'un matériau à l’autre. 

Cependant en cas de discontinu FGM, une variation par couches de la fraction volumique est 

fournie. Les FGM minces ont des sections relativement minces comme le revêtement de 

surface, tandis que les FGM en vrac sont un volume complet de matériau .Des procédés de 

fabrication tels que le dépôt physique en phase vapeur (PVD), le dépôt chimique en phase 

vapeur (CVD) et la méthode de synthèse à haute température autoreproductrice (SHS) sont 

utilisés pour fabriquer des FGM minces. Bien que les FGM en vrac sont fabriquées à l'aide de 

méthodes telles que la métallurgie des poudres, le moulage par centrifugation et les 

techniques de fabrication de formes libres [8] 

I.4. Techniques de fabrication des matériaux fonctionnellement gradués (FGM) 

Le processus de fabrication est l'un des domaines les plus importants de la recherche sur 

les FGM. Une grande partie des travaux a été consacrée au développement des méthodes de 

production et traitement des FGM. La plupart des procédés de production de FGM sont basés 

sur une variante de procédés de traitement classiques déjà bien établis. Les procédés qui sont 

capables de recevoir une étape de gradation comprennent la métallurgie des poudres [10] et 
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les procédés de compaction sèche des poudres. En général, les procédés d’élaboration les plus 

utilisés incluent le coulage centrifuge [11], le coulage par barbotine, le coulage en bande le 

frittage et la projection plasma. Le choix de la méthode de production la plus appropriée 

dépend principalement de la combinaison de matière, du type de la loi de mélange requise et 

de la géométrie de la composante souhaitée. [12] 

I.4.1. La métallurgie des poudres 

La technique basée sur la métallurgie des poudres peut être utilisée pour produire des 

matériaux à gradient fonctionnel épaisse. Le processus est effectué en utilisant des étapes 

comprenant la pesée et le mélange de poudre selon la distribution spatiale préconçue selon 

l'exigence fonctionnelle, l'empilement et battage des poudres pré mélangées et enfin frittage 

[13]. 

I.4.2. Coulage en bande (Tape Casting ou Doctor-Blade) : 

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste à 

étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces 

et régulières. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou 

sabot. La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support 

ce qui confère à la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. Les produits 

obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrôlées (25-1000 μm). Après un 

raffermissement de la pâte, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés.[14] 
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Figure I.5:Schéma qui démontre la méthode le coulage en bande [3] 

 
 

Le solvant doit avoir un point d’ébullition très bas et une viscosité faible. Il doit être 

soluble avec le liant, le plastifiant et les autres ajouts mais ne doit être ni soluble ni réactif 

avec la poudre céramique. Le liant donne une grande résistance mécanique au produit cru en 

permettant son maniement. Généralement un plastifiant est ajouté au liant pour baisser sa 

viscosité. Le liant, le plastifiant et le dé floculant doivent être totalement dégagés pendant le 

délainage. [15] 

Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux 

composites laminaires suivant deux méthodes : soit par réalisation directe de bandes 

multicouches grâce à un système de lame multiple, c’est le cas des tri-couches élaborés par 

Mistler; soit par empilage de couches élaborées séparément, dont la cohésion est ensuite 

assurée par une étape de thermo-compression [16]. 

I.4.3. Le coulage centrifuge (Centrifugal casting) 

Le coulage centrifuge est l'une des méthodes les plus efficaces pour traiter les FGM en 

raison de son large contrôle de la composition et de la microstructure. La coulée centrifuge a 

été principalement utilisée pour obtenir des pièces cylindriques. Les deux types de base des 
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machines de coulée centrifuge sont : les types horizontaux, qui tournent autour de l'axe 

horizontal, et le type vertical, qui tourne autour d'un axe vertical. Les machines de coulée 

centrifuge horizontale sont généralement utilisées pour fabriquer des tuyaux, des tubes, des 

douilles, des douilles cylindriques ou tubulaires de forme simple. La coulée centrifuge est un 

procédé dans lequel le métal fondu est canalisé dans un moule tournant (habituellement de 

700 à1300 tr / min). La rotation de la matrice crée une force centrifuge qui pousse le métal 

vers la paroi du moule. La distribution graduelle dans les FGM fabriquées par la méthode 

centrifuge est fortement influencée par de nombreux paramètres tel que la densité entre les 

particules et le métal fondu, la taille des particules, la viscosité du métal fondu, la fraction 

volumique moyenne des particules, l'épaisseur du noyau et le temps de solidification [17]. La 

méthode centrifuge de poudres mixtes montrée dans La figure I.6 est une autre méthode 

introduite en tant que solution à la limitation de la méthode de coulée centrifuge dans la 

fabrication de FGM contenant des particules de taille nano [18]. 

 
Figure I.6 : Le coulage centrifuge des poudres mixtes [18]. 

 

 

I.4.4. Coulage Séquentiel en Barbotine (Slip Casting) : 

Le coulage en Barbotine (Slip Casting) consiste à couler une suspension dans un moule 

poreux qui va drainer le liquide grâce aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de 

poudre compacte) sur la surface du moule .Après séchage, on obtient le corps en cru .Donc le 

coulage se effectué en deux étapes essentielles : 
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 Formation du tesson ou « prise » 

 Consolidation du tesson ou « raffermissement ». 

La filtration, c'est à dire la formation du tesson lors du coulage, peut être considéré comme un 

processus d'élimination d'une partie de l'eau de la barbotine ; Cette eau migre à travers la 

couche de tesson déjà formée, sous l'effet : 

 Du pouvoir de succion du plâtre (coulage classique) ; [19]. 

 Ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression). 

 
Figure I.7 : Principe du coulage par barbotine [20]. 

 
 

I.4.5. Frittage et Infiltration 

Cette technique est constituée de deux étapes et convient à la fabrication d'un composite 

à gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont très 

différentes. La première étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau à haute 

température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités 

avec le deuxième matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution 

de la contrainte thermique [21]. 
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I.4.6. Projection plasma : 

Un gaz soumis à une forte température (par exemple celle d’un arc électrique), se 

transforme en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d’un 

dégagement de chaleur important. Si une particule de céramique se trouve dans cet 

environnement, elle se fond totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un 

substrat. La projection plasma des particules des divers matériaux est devenue une méthode 

très utilisée pour fabriquer des FGM l’équipement relativement simple, le rendement élevé du 

dépôt des particules sur des substrats à géométrie compliquée, les performances des surfaces 

en fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages 

essentiels de cette technique [21]. 

 
 

Figure I.8 : Fabrication d’une plaque FGM avec la projection plasma [21]. 

 

 

I.5. Les branches d’applications des matériaux fonctionnellement gradués (FGM) 

Les matériaux FGM sont largement utilisés pour des applications mécaniques soit en 

aérospatial ou aéronautique, électriques comme les diodes électroniques, les capteurs, les 

conducteurs de chaleur, et les dispositifs électroniques, et même dans les secteurs chimiques 

et biologiques. En raison du développement du concept de FGM dans les années 1990, leur 

utilisation pratique est encore très limitée. Grace à leurs propriétés mécaniques et thermiques 

ces matériaux sont utilisés dans des différents domaines tels que [22] 
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Figure I.9 Les principaux domaines d’utilisation des FGM [8] 

 
 

I.5.1. L’aérospatiale 

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été initialement conçu pour 

l’industrie aéronautique car les FGM peuvent résister à des gradients thermiques très élevé, 

ceci les rend adéquat pour l'usage dans les structures et le corps des navettes spatiales ainsi 

pour les composants de moteur des fusées [23]. Les FGM sont très prometteurs et peuvent 

être utilisées dans des domaines plus larges de l'aérospatiale. 
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I.5.2. La médecine 

Les matériaux FGM ont trouvés une large gamme d'application dans les chirurgies 

dentaires et orthopédiques car ces tissus vivants, tels que les os et les dents, sont caractérisés 

comme des matériaux fonctionnellement gradués de la nature et pour les remplacer un 

matériau compatible est nécessaire d’où l’intérêt pour l’utilisation des matériaux 

fonctionnellement gradués[24] 

I.5.3. L'industrie automobile 

L'utilisation des matériaux fonctionnellement graduée dans l'industrie automobile est encore 

limitée le moment, en raison du coût élevé de production de matériaux fonctionnellement 

graduée. Cependant, le matériau est utilisé dans des parties très importantes de l'automobile, 

où le coût élevé actuel justifie son utilisation. Les présentes applications comprennent 

garnitures de cylindre de moteur pour pistons de moteur diesel, pour les ressorts à lames, pour 

l'étincelle les bougies, les chambres de combustion, les arbres d'entraînement, les 

amortisseurs, les volants d'inertie, certaines pièces de carrosserie, la vitre et les freins de 

voiture de course. Aussi, les matériaux fonctionnellement calibrés sont utilisés dans les 

revêtements corporels améliorés pour les voitures, et que comprend les revêtements gradués 

avec des particules, telles que le dioxyde / mica.[4] 

I.5.4. La défense 

L'une des caractéristiques les plus importantes d'un matériau fonctionnellement gradué 

est sa capacité à empêcher la propagation des fissures. Cette propriété le rend utile dans 

l'application militaire, en tant que matériaux résistants à la pénétration d'armures des 

équipements et les gilets pare-balles [25]. 

I.5.5. Énergie 

Les industries de l'énergie ont constamment besoin de différents types de matériaux 

calibrés, afin d'améliorer l'efficacité de certains de leurs équipements. Quelques-unes des 

applications des matériaux fonctionnels dans l'industrie de l'énergie inclure la paroi interne 

des réacteurs nucléaires, le convertisseur thermoélectrique pour l'énergie conversion, le 

panneau solaire, les cellules solaires, les tubes et les récipients sous pression, électrode 

graduée pour la production de combustible oxyde solide, le piézo-électrique 
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fonctionnellement matériaux calibrés pour le transducteur à ultrasons, le diélectrique, la pile à 

combustible, les revêtements de pale de turbine et les revêtements de barrière thermique [4]. 

I.5.5. Électrique / Électronique 

Les matériaux fonctionnellement graduée sont utilisés dans les industries électrique et 

électronique de nombreuses façons différentes. Ceux-ci comprennent dans la relaxation du 

stress sur le terrain dans le l'électrode et l'interface champ-espacer , dans les diodes, dans les 

semi-conducteurs, pour isolateurs, et pour la production de capteurs. Le blindage thermique 

éléments dans la micro-électronique sont également fabriqués à partir du nanotube de carbone 

fonctionnellement matériaux calibrés [4] 

I.5.6. Outils de coupe 

Les FGM sont utilisés dans les outils de coupe car ils améliorent la résistance 

thermique. La fissure se produit près de l'interface pointe-tige dans le type conventionnel mais 

avec les outils de coupe en FGM elle se produit par la relaxation dans la concentration de 

contrainte. [26]. 

I.5.7. Optoélectronique 

Les matériaux fonctionnellement graduée trouvent leur application dans l'industrie 

optoélectronique pour la production de pièces telles que celles fabriquées avec la fibre optique 

matériaux, la lentille, les lasers GRINSH, les photo détecteurs très efficaces, cellules solaires, 

le photo détecteur accordable, les supports de stockage magnétiques, et dans la production de 

semi-conducteurs avec un indice de réfraction variable. [4] 

I.5.8. Autres 

L'application de matériaux gradués fonctionnellement comprend également, mais sans 

s'y limiter, outils de coupe et matrices pour améliorer la résistance thermique de l'outil de 

coupe et mourir, rasoir lames de fer-aluminure / acier inoxydable, dans l'équipement de 

sécurité, telles que Les bouteilles d'air anti-incendie, les portes ignifuges, les montures de 

lunettes et les casques. D'autres comprennent les tubes cryogéniques de l'IRM, les récipients 

Des matériaux fonctionnellement graduée sont utilisés dans un certain nombre 

d'équipements sportifs, tels que les clubs de golf, raquettes de tennis et skis. Ceux-ci sont tous 

faits de matériaux gradués de manière fonctionnelle [4] 
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I.6.  Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des FGM : 

Les matériaux à gradient fonctionnel « FGM » consistent en l’association de deux ou 

plusieurs matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une 

transition idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des 

porosités entre ces matériaux de manière à optimiser les performances de la structure qu’ils 

constituent.[4] 

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures 

non uniformes avec des macro-propriétés graduées dans l’espace. Un des paramètres clé à 

déterminer lors de la fabrication de ces matériaux est la composition multi phase à travers 

l’épaisseur. La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la 

loi des mélanges correspondant au modèle de Voigt.[4] 

𝑃𝐹 = ∑ 𝑃𝑖 
𝑖=1

𝑉𝐹𝑖  
 

      (I-1)                                                                       

 

Où Pi et VFi sont respectivement les propriétés du matériau et la fraction volumique du 

matériau constitutif i avec la somme des fractions volumiques de tous les matériaux 

constituants donne l’unité 1 : 

∑ 𝑉𝐹𝑖
𝑖=1

= 1  

      (I-2)                                                                       

 

Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont à deux constituants : de la céramique et 

du métal inoxydable en général (Figure.I.10). Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit à.[4] : 

𝑃 = 𝑃𝐶𝑉𝐶 + 𝑃𝑚𝑉𝑚   

      (I-3)                                                                       

𝑉𝑐 + 𝑉𝑚 = 1  

      (I-4)                                                                       

 

Un FGM peut être définie par la variation des fractions de volume. La plupart des 

chercheurs emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction 

sigmoïde pour décrire les fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent être 
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assez dures à l’intérieur pour résister à la rupture, et également assez dures à l’extérieur pour 

empêcher l’usure. .[4] 

 

 
 

Figure I.10 : Géométrie d’une poutre FGM.[4] 

 
 

Les coordonnées x et y définissent le plan de la poutre, tandis que l’axe z origines à la surface 

du milieu de la poutre et dans le sens de l’épaisseur (Figure.10). Les propriétés du matériau 

dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les faces supérieures et inférieures 

sont différentes. Ils varient de façon continue, suivant l’épaisseur (l’axe z), soit 

𝑉𝐶 𝐸 = 𝐸(𝑧) 𝑒𝑡 𝑣 = 𝑣′𝑧) 

L’effet du coefficient de poisson sur les déformations est négligeable comparativement 

à celui du module de Young. Par conséquent, le coefficient de Poisson peut être supposé 

comme constant. Cependant, Le module de Young dans la direction de l’épaisseur de la 

poutre FGM varié en fonction de la loi de puissance (PFGM), la fonction exponentielle (E-

FGM) ou avec la fonction sigmoïde (S-FGM) indiqué par  Jin and Batra  [27, 28]  
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I.7.  Propriétés matérielles de la poutre FGM  

I.7.1. La fraction volumique P-FGM  

La rigidité de la poutre est supposée variable suivant sa hauteur ‘h’ ; la fraction 

volumique des matériaux P-FGM est supposée obéir à une fonction en loi de puissance 

représentée par la relation [29]. 

𝑓(𝑧) = (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)

𝑝

 
 

      (I-5)                                                                       

Où ‘P’ est un paramètre matériau et ‘z’ est dirigé suivant l’épaisseur ‘h’ de la poutre. Les 

propriétés matérielles d’une poutre P-FGM [30]. Peuvent être déterminées par la loi des 

mélanges [29]. 

𝐸(𝑍)𝑃 − 𝐹𝐺𝑀 = 𝐸𝑆 + (
𝑧

ℎ
+

1

2
)𝑝  (𝐸𝐼 − 𝐸𝑆) 

 

 

      (I-6)                                                                       

Telle que :  

EI: Rigidité de la partie inférieure de la poutre FGM.  

ES: Rigidité de la partie supérieure de la poutre FGM.  

La variation du module de Young dans la direction d’épaisseur de la poutre P-FGM est 

représentée sur la (Figure I.11). 

 
 

Figure I.11:Variation de la fraction volumique dans une poutre P-FGM [30]. 
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I.7.2. La fraction volumique E-FGM : 

La majorité des chercheurs utilisent la fonction exponentielle [30], pour décrire les 

propriétés matérielles des matériaux E-FGM, qui s’écrit sous la forme de la relation ci-

dessous 

𝐸(𝑍)𝐸−𝐹𝐺𝑀 = 𝐸𝐼
𝑒

𝛽(𝑧+ℎ
2⁄ )

 

𝛽 = 1

ℎ  ln (
𝐸𝑆

𝐸𝐼
)

⁄  

 

      (I-7)      

 

(I-8) 

 

La variation du module de Young à travers l’épaisseur de la poutre E-FGM est représentée sur 

la (Figure I.12). 

 
Figure I.12 : Variation de la fraction volumique dans une poutre E-FGM [31]. 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre I                              Généralités sur matériaux fonctionnellement graduée FGM  

 

21 
 

I.7.3. La fraction volumique S-FGM 

Pour définir la fraction de volume de la poutre S-FGM, deux fonctions de loi de 

puissance sont utilisées, ayant comme objectif l’assurance d‘une bonne distribution des 

contraintes parmi toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies 

par les relations suivantes : 

𝑔1(𝑧) =
1

2
(
ℎ

2⁄ − 𝑧

ℎ
2⁄

)

𝑝

𝑝𝑜𝑢𝑟 − ℎ
2⁄ ≤ 𝑧 ≤ 0 

 

𝑔2(𝑧) = 1 −
1

2
(
ℎ

2⁄ − 𝑧

ℎ
2⁄

)

𝑝

𝑝𝑜𝑢𝑟0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ
2⁄  

 

      (I-9)    

 

 

(I-10) 

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut être calculé par 

la relation suivante, sa variation est représentée sur la (Figure I.13) : 

𝐸(𝑍)𝑆−𝐹𝐺𝑀 = 𝑔1(𝑍)𝐸𝑆 + (1 − 𝑔1(𝑍))𝐸𝐼   𝑝𝑜𝑢𝑟 −ℎ
2 ≤ 𝑍 ≤ 0⁄  

 

 (I-11)                                                                       

𝐸(𝑍)𝑆−𝐹𝐺𝑀 = 𝑔2(𝑍)𝐸𝑆 + (1 − 𝑔2(𝑍))𝐸𝐼   𝑝𝑜𝑢𝑟  0 ≤ 𝑍 ≤ ℎ
2⁄  

 

 (I-12)                                                                       

 

 

Figure I.13:Variation de la fraction volumique dans une poutre S-FGM. [31] 
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I.8. Avantages et inconvénients des FGM : 

Les matériaux fonctionnellement gradués présentent des avantages et des inconvénients: 

 Avantages de la FGM : 

Outre l'accomplissement de son objectif principal, c'est à dire de fournir les différents 

requis des propriétés en divers points et des surfaces du futur produit qui, pourrait être réalisé 

par un simple revêtement et beaucoup d'autres soulignent divers avantages supplémentaires de 

la FGM. Ils énumèrent certains avantages qui en résultent principalement de la non-existence 

d'une interface forte FGM, tels que: [32] 

 Diminuer les contraintes thermiques causées par les différences de coefficients de 

dilatation thermique des matériaux utilisés. 

 Absence d'une interface nette devrait conduire à un contrôle d'ensemble mieux des 

contraintes 

 Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple un métal et une céramique. 

 Extension de la région fonctionnelle avant d'atteindre la valeur limite de la 

déformation plastique. 

 Suppression de délaminage. 

 Augmentation de la ténacité à la rupture. 

 Elimination des singularités des contraintes à divers endroits, tels que les surfaces 

libres, des coins, des racines de fissures, etc. 

 

 Inconvénients de la FGM : 

Le principal obstacle à une application plus large de la FGM est leur fabrication 

compliquée en raison de l'inadéquation des propriétés différentes, par exemple, la température 

de fusion, des affinités différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la 

morphologie, etc. Un exemple type est un mélange d'un métal avec la température de fusion 

(T1) et une céramique avec une température de fusion (T2). 

Dans la plupart des cas, un tel couple est habituellement (T1 << T2). Puis, si la 

température de fabrication est d'environ (T1), la céramique est encore non fondue et la 

structure finale contient des particules de céramique non fondue dans une matrice métallique. 

Dans de nombreux cas, une telle structure présente une grande porosité et une petite 

adhérence entre les différents composants et son application générale est limitée. Cependant, 
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pour des applications spéciales, la présence de particules très dures (carbures) dans une 

matrice solide peut être souhaitable. 

D'autre part, travailler autour (T2) va certainement entraîner une oxydation rapide et de 

l'évaporation de nombreux métaux. La formation de phases indésirables, etc. Les matériaux 

doivent être fabriqués dans une atmosphère protectrice ou à une basse pression et ces deux 

technologies sont très coûteuses [32]. 

I.9. Conclusion 

L'objectif principal des matériaux à gradient fonctionnels, sert à l’optimisation locale 

des propriétés matérielles par association des propriétés spécifiques des différents matériaux 

au sein d’une même structure représentant une forme considérablement plus simple et bien 

plus répandue aux exigences de la technologie moderne.[9] 

Dans ce chapitre nous avons défini le matériau à gradient fonctionnel « FGM », telle 

que l’histoire de leur développement, leurs propriétés et leurs domaines d’application. Des 

structures innovantes sont créées grâce à la variation spatiale et progressive des propriétés de 

ce matériau. L’utilisation de ce matériau est connue dans de nombreux domaines 

d’application, Dans le chapitre qui suit, en vas exposer les différentes théories qui régissent 

les déplacements dans les poutres.[4] 
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II.1. Introduction : 

La théorie des poutres s’applique sur des solides élancés (typiquement les prismes dont 

la longueur vaut 10 fois la plus grande dimension latérale). Là où la détermination de la 

solution exacte pour les champs de contrainte et de déformation n’est pas possible, elle permet 

d’obtenir une solution approchée, qui donne une bonne idée des efforts et des déplacements. 

On présente ici les différentes théories des poutres. Les poutres représentent un élément très 

rependu pour modéliser les structures, soit en génie civil tel que les bâtiments, les ponts, les 

chemins de fer,…etc. soit en mécanique ou dans autres secteurs. En mécanique des 

structures.[33] 

II.2. Définition d’une poutre 

Le terme de « poutre » désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux 

dimensions transverses (section fine). Une poutre est un élément de structure utilisé pour la 

construction dans les bâtiments, les navires et autres véhicules, et dans la fabrication de 

machines. Cependant, le modèle des poutres peut être utilisé pour des pièces très diverses à 

condition qu'elles respectent certaines conditions. Il est à noter que ce type d'élément appelé 

élément "barre" quand les forces extérieures sont axiales, et il est appelé "arbre" quand il est 

soumis à la torsion, ou quand il a un mouvement de rotation.[33] 

II.3. Conditions aux limites d’une poutre 

Elles sont définies en considérant les quatre grandeurs qui caractérisent le mouvement 

de flexion qui représenté dans le tableau ci-dessous. 

Tableau II.1. Principales conditions aux limites pour les poutres [33] 
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Les théories des poutres sont des modèles utilisés dans le domaine de la résistance des 

matériaux. On utilise trois modèles. [34] 

Tableau II. 2 : Les théories des poutres [4] 

Modèle 1 Modèle 2 Modèle 3 

La théorie Euler Bernoulli La Théorie De Timoshenko La Théorie D’ordre Elevé  

Elle néglige l’influence du 

cisaillement 

Elle prend en compte l’effet du 

cisaillement, utilise le facteur de 

correction (le primaire ordre). 

Elle prend en compte l’effet du 

cisaillement  

 

II.4. Hypothèses cinématiques de la théorie des poutres 

Les hypothèses principales sont les suivantes : 

 l’axe de la poutre, x, est droit. 

 la poutre se déforme dans le plan x − z, qui est plan principal d’inertie. 

 la poutre transmet des efforts normaux en direction x, des cisaillements en direction z 

et des moments autour de l’axe y. [4] 

La construction d’une théorie de poutre consiste à reprendre, pour un milieu curviligne, 

le cheminement suivi pour le milieu continu. Les étapes successives du traitement sont donc 

la définition d’une cinématique, l’application des équations d’équilibre, l’introduction des lois 

de comportement. On en déduit des relations globales entre forces, couples, flèches et angles 

de rotation des sections. Dans le cas d’une poutre homogène isotrope, la part de cisaillement 

dans la flèche est directement reliée à l’élancement (L/h). [4] 

En effet, toutes les méthodes de calculs développées dans le cours de résistance des 

matériaux dispensé au cours de notre cursus de formation sont valables pour autant que les 

proportions ou l’élancement entre la portée et la hauteur d’une poutre respectant les 

conditions suivantes : 

𝑙𝑜𝑛𝑔𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑜𝑢𝑡𝑟𝑒

ℎ𝑎𝑢𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑜𝑢𝑡𝑟𝑒
≥ 10 

Une poutre qui ne respecte pas l’élancement énoncé sus-dessus n’est plus sollicité par 

de la flexion pure mais nécessite l’introduction du cisaillement transverse (CT). [4] 
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II.4.1. Les modèles classiques : 

Ces modèles sont basés sur une distribution linéaire des déplacements dans l’épaisseur. 

Les déformations dues aux cisaillements transverses sont négligées, la normale reste droite et 

perpendiculaire à la surface moyenne après avoir déformée. [35 ,36] 

II.4.2. Modèle d'Euler Bernoulli (Classical Beam Theory- CBT) 

Il est bien connu que la théorie d’Euler-Bernoulli est basée sur la théorie élémentaire de 

flexion des poutres qui ne tient pas compte des effets de la déformation de cisaillement. Il est 

également connu qu’elle n’est applicable qu’aux poutres fines. 

Dans cette approche, le nombre d'équations ne dépend pas du nombre de couches 

puisque la poutre multicouche est homogénéisée, donc considérée comme une seule couche. 

Comme hypothèse de cette théorie, les déformations dues au cisaillement transversal sont 

négligées (pas de cisaillement sur la hauteur de la poutre), La section reste perpendiculaire à 

la ligne moyenne de la poutre et la section reste plane. [33] 

 
Figure II- 1. Cinématique d'Euler Bernoulli. [33] 

 

La fonction qui décrit la répartition de déplacement suivant l'épaisseur de la poutre est: 

𝑓(𝑧) = 0 II-1 

 

Le cas des poutres élancées et d'après la théorie classique des poutres (CLBT), le déplacement 

d'un point « M » est donné par les deux composantes suivantes: 

𝑈(𝑀) = {
𝑢(𝑥, 𝑧) = 𝑢0 − 𝑧𝑤𝑥

0(𝑥)

𝑤(𝑥, 𝑧) = 𝑤0(𝑥)           
 

 

II-2 
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u (x, z) : représente le déplacement suivant X 

w (x, z) : Le déplacement dans la direction de Z ou bien la flèche. 

La rotation autour de l'axe Y, provoquée par la flexion est tel que 

𝑤𝑥
0(𝑥) =

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
=

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 

 

II-3 

 

u 0 (x) et w 0 (x) sont les composantes de déplacement au milieu de la section et sur la ligne 

moyenne de la poutre, respectivement le long des axes X et Z. 

Lorsque cette théorie est utilisée pour l'analyse des fréquences naturelles des poutres, les 

flèches sont sous-estimées. Ceci est la conséquence de la négligence de la déformation 

transversale. 

II4.4. La théorie de déformation en cisaillement de premier ordre (Timoshenko) 

(FSDBT): 

Les études sur la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) 

s'applique pour le cas des poutres courtes, elle est basée sur le principe; qu'après déformation, 

la section plane reste plane mais elle perte sa perpendicularité par rapport à la ligne moyenne 

de la poutre (Figure II-2). Ceci est dû au cisaillement transversal, découvert par Timoshenko, 

sur l'épaisseur de la poutre. Cette théorie peuvent être référée dans qui a mené au modèle de 

plaque. [34, 35,36]. 

Il existe un cisaillement uniforme et les déformations dues au cisaillement transversal ne 

sont pas négligées. C'est la théorie de premier ordre. 

La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (théorie de Timoshenko) a 

prolongée la théorie classique des poutres en tenant compte de l’effet de cisaillement 

transverse, et cela à travers ces hypothèses. L’hypothèse de base porte sur une schématisation 

du champ de déplacement à l’intérieur du solide (hypothèse cinématique) : le solide est 

assimilé à un milieu curviligne, le champ de déplacement du milieu continu étant ensuite 

évalué à partir de la solution trouvée en supposant qu’une section droite initialement plane et 

perpendiculaire à la ligne moyenne ainsi définie reste plane mais non perpendiculaire. En un 

point quelconque du milieu curviligne. [37] 

Le champ de déplacement pour un point M(x, z) quelconque s’exprime en fonction de ces 

inconnues  

𝑛𝑡𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑢0 + 𝑧.
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝑧𝜑𝑦, 𝑊(𝑥, 𝑧) = 𝑤0(𝑥) 

II-4 
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Figure II-2 : Schéma de principe de la théorie des poutres de Timoshenko (FSDT) 

D'après Timoshenko le déplacement s'écrit comme suit: 

𝑈(𝑀) = {
𝑢(𝑥, 𝑧) = 𝑢0 − 𝑧𝑤𝑥

0(𝑥) + 𝑧𝜑0(𝑥)

𝑤(𝑥, 𝑧) = 𝑤0(𝑥)                                 
 

 

 

II-5 

𝑈(𝑀) = {
𝑢(𝑥, 𝑧) = 𝑢0(𝑥) + 𝑧𝛾𝑥𝑧

0 (𝑥)

𝑤(′𝑥, 𝑧) = 𝑤0(𝑥)                
 

 

 

II-6 

 

𝛾𝑥𝑧
0 (𝑥): C’est la distorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la 

poutre. 

Tel que : 

𝛾𝑥𝑧
0 = 𝜑0(𝑥) − 𝑤𝑥

0(𝑥) 

 
II-7 

 

𝜑0 (𝑥) ∶C’est la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre. 

 Par définition, la distorsion est donnée par la relation suivante: 

{
𝛾𝑥𝑧(𝑥) =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −𝑤𝑥

0(𝑥) + 𝛾𝑥𝑧
0 (𝑥) + 𝜑0 (𝑥)

𝛾𝑥𝑧(𝑥) = 𝛾𝑥𝑧
0 (𝑥)                                                          

 

 

 

II-8 
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Sachant que la contrainte de cisaillement est égale: 

𝜏𝑥𝑧 = 𝐺𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧 = 𝐺𝑥𝑧𝜑0(𝑥) II-9 

 

Gxz: est le module de cisaillement transversal qui est supposé constant. 

Avec cette théorie, les contraintes tangentielles de cisaillement sont constantes et uniformes 

sur toute l'épaisseur de la poutre, cela veut dire qu'elles existent même sur les bords supérieurs 

et inférieurs de la poutre et pourtant il n'ya aucun chargement qui induit le cisaillement. 

Cette contradiction mène à introduire un coefficient de correction (k = 5/6) pour corriger et 

maintenir les contraintes et les déformations du cisaillement transversales constantes à travers 

l’épaisseur de la poutre. Ce facteur a été calculé pour la variété de sections de poutres par 

(Mindlin et Deresiewicz). « Cowper » et « Murty » ont donné de nouvelles expressions de ce 

coefficient « k » pour différentes sections de la poutre.[38] 

 

 
Figure II-3 : La distribution (constante) des contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur 

 

Les facteurs de correction sont calculés par comparaison entre l’énergie de cisaillement 

transverse du 1er ordre et celle d’ordre supérieur Un calcul plus exact des facteurs de 

correction sont obtenus en comparant l’énergie de cisaillement du 1er ordre avec l’énergie de 

cisaillement par contraintes de cisaillement. Ces  contraintes sont déduites des équations 

d’équilibre. [39]  
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II.4.5. La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevée (HSDT) : 

Dans cette théorie la distribution des champs de déplacement est non linéaire selon 

l’épaisseur de la poutre. Elle est plus précise que la théorie du premier ordre puisqu'elle 

introduit une fonction qui tient compte du phénomène de  gauchissement. Ce phénomène 

apparaît lorsque la section transversale de la poutre perd sa planéité (figure II.3). La fonction 

(z) représente le gauchissement et sa dérivée ƒ ′(z) le cisaillement.[38] 

 
Figure II-4 : Illustration de la poutre d’ordre élevé 

 

 

Ces théories sont bien adaptées à la modélisation du comportement des plaques ou des 

poutres épaisses, où la déformation transverse joue un grand rôle. La plupart des ces modèles 

utilisent un développement en série de Taylor, La précision augmente avec l'ordre de 

développement. Le champ de déplacement approché pour le troisième ordre, est de la forme. 

[40,41] 

𝑢0(𝑥, 𝑧) = 𝑢0(𝑥) + 𝑧𝛹(𝑥) + 𝑧2𝜉(𝑥) + 𝑧3𝜑(𝑥) II-10 

 

Pour introduire le phénomène de gauchissement il faut modifier le coefficient du terme 

cubique par une fonction (z). 

Pour réduire la complexité il faut éliminer les termes d’ordre deux dans le développement de 

déplacement dans l’épaisseur. 
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Dans ce cas, le champ de déplacement devient 

𝑈(𝑀) = {
𝑢(𝑥, 𝑧) = 𝑢0 − 𝑧𝑤𝑥

0(𝑥) + 𝑓(𝑧)𝜑0(𝑥)

𝑤(𝑥, 𝑧) = 𝑤0(𝑥)                                 
 

 

II-11 

 

𝛾𝑥𝑧(𝑥) =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −𝑤𝑥

0(𝑥) + 𝑓 ′(𝑧)𝜑0(𝑥) + 𝑤𝑥
0(𝑥 

 

II-12 

 

 

𝛾𝑥𝑧(𝑥) = 𝑓 ′(𝑧)𝜑0(𝑥)  

II-13 

 

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrêmes de la poutre, on doit 

avoir: 

𝑓 ′(𝑧) ∣
𝑧=±

ℎ
2

  = 0  

II-14 

 

C'est la condition qui nous permet d'avoir une répartition parabolique des contraintes de 

cisaillement sur l'épaisseur de la poutre d'une part et de choisir correctement des fonctions qui 

répondent à la condition figure (II.13). 

Selon l’expression de la frontière de cisaillement f (z), quelques modèles d’ordre supérieur se 

sont distingués dans la littérature. Nous citons en particulier : 

 L’approche de (Ambartsumyan) : 

𝑓(𝑧) =
1

2
𝑧 (

1

4
ℎ

2 −
1

3
𝑧3) 

 

II-15 

 

 L’approche de (Reissner) : 

𝑓(𝑧) =
5

4
𝑧 (1 −

4

3

𝑧3

ℎ4
) 

 

II-16 

 

 

 L’approche de (Aydogdu ) : 

𝑓(𝑧) = 𝑧𝛼
2𝑧2

ℎ
2 ln 𝛼 

 

 

 

 

II-17 
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 L’approche de (Levinson, Murthy,et Reddy) : 

𝑓(𝑧) = 𝑧 (1 −
4

3

𝑧2

ℎ
2) 

 

II-18 

 

Dans le modèle de (Reddy)  le champ de déplacement membranaire est cubique et le 

déplacement normal « w » est constant. Ce modèle donne une bonne approximation pour les 

contraintes de cisaillement transverse par rapport à la solution élastique tridimensionnelle. La 

distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans l'épaisseur. Les 

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites. [44]  

 

 L’approche de (Touratier) : 

𝑓(𝑧) =
ℎ𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑧
ℎ

𝜋
 

 

II-19 

 

Touratier propose le modèle "sinus" qui est différent des autres modèles d'ordre supérieur 

puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoïdale est 

donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement dans l'épaisseur. 

[45] 

La fonction de cisaillement transverse s'écrit comme ci dessous : 

𝑓(𝑧) =
ℎ

𝜋
sin (

𝑧

ℎ
) =

ℎ

𝜋
∑

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)

∞

𝑛=0
(

𝜋𝑧

ℎ
)

2𝑛+1

= 𝑧 (1 −
𝜋2

3!

𝑧2

ℎ
2 +

𝜋4

5!

𝑧4

ℎ
4 +

𝜋6

7!

𝑧6

ℎ
6 + ⋯ ) 

 

II-20 

 

C'est la condition qui nous permet d'avoir une répartition parabolique des contraintes de 

cisaillement sur l'épaisseur de la poutre d'une part et de choisir correctement des fonctions 

cubiques qui répondent à la condition (Figure II-5). Selon l'expression de la fonction de 

gauchissement.[46] 
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Figure II-5:La distribution (variable) des contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur dans la théorie 

d’ordre élevé 

 

II-4.6.  La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (TSDT)  

Le champ de déplacements dans la théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé 

(TSDT) à cinq variables définies par : 

𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝛹(𝑧)𝜃𝑥 

 

II-21 a 

𝑤 = 𝑤0(𝑥, 𝑦) II-21b 

 

Où u et w sont des déplacements dans les directions x et z, respectivement. Les 

déplacements u0 et w0 sont ceux d’un point du plan moyen (x,z =0) , x θx est la rotation due à 

la flexion des plans yz , respectivement. Ψ (z) Représente la fonction de gauchissement qui 

représente la forme de distribution des contraintes et des déformations de cisaillement 

transverse à travers l’épaisseur de la poutre [38] 

Le champ de déplacement de la théorie classique des poutres mince (classical thin beam 

theory CBT) est facilement obtenu en posant Ψ(z)=0. Le déplacement de la théorie du premier 

ordre de cisaillement de déformation (first order shear deformation theory FBT) est obtenu en 

posant Ψ(z)=z. Bien que différentes fonctions de forme soient applicables, seuls ceux qui 

convertissent la théorie actuelle à la poutre de déformation de cisaillement parabolique 
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correspondant à la théorie (PSDBT), la théorie des poutres de déformation de cisaillement 

hyperbolique (HSDBT), la théorie des poutres de déformation de cisaillement de premier 

ordre (FBT) et la théorie des poutres de déformation exponentielle de cisaillement (ESDBT). 

Ceci est obtenu par le choix des fonctions de forme de la manière suivante :[38] 

 

𝐹𝐵𝑇: 𝑓(𝑧) = 𝑧 II-22a 

 

𝑃𝑆𝐷𝐵𝑇: 𝑓(𝑧) = 𝑧(1 − 4𝑧2 3ℎ2⁄ )  

II-22b 

𝐻𝑆𝐷𝐵𝑇: 𝑓(𝑧) = ℎ sinh(𝑧 ℎ⁄ ) − 𝑧 cosh(1 2⁄ )  

II-22c 

𝐸𝑆𝐷𝐵𝑇: 𝑓(𝑧) = 𝑧 𝑒𝑥𝑝[−2(𝑧 ℎ⁄ )2]  

II-22d 

 

 

II.5. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté des différents types des théories des poutres telles 

que la théorie classique (CBT), la théorie de cisaillement de premier ordre (FSDBT) et les 

théories d’ordre élevé HSDBT (PSDBT, SSDBT, ESDBT). [8] 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Analyse du comportement statique des 

poutres sandwich en matériaux à gradient   
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III.1.Introduction 

Les poutres  sont largement utilisées dans une variété d'applications ; elles peuvent être 

des composants structurels ou même des structures complètes. 

Devant ce vaste éventail de domaine d'applications, les poutres de matériaux 

fonctionnellement gradués éveillent l'intérêt de certaines futures applications qui souhaitent 

mieux de comprendre leur comportement mécanique dû aux différentes contraintes imposées, 

ce qui est permet également d’optimiser leurs performances mécaniques, pour répondre d'une 

manière plus efficace aux différents besoins.[47] 

Plusieurs théories des poutres sont présentées dans la littérature, chacun présentant un 

modèle analytique permettre une étude approfondie sur la réponse des poutres soumises à 

différentes charges statiques et dynamiques. Ces théories des poutres peuvent également être 

regroupées selon leurs relations contrainte-déformation tout en tenant compte la géométrie de 

la poutre  (mince ou épaisse), le comportement du matériau utilisé, le type et le mode de 

chargement appliqué 

Les théories des poutres élastiques linéaires sont basées sur l'hypothèse d'une relation 

linéaire entre la contrainte et la déformation selon la loi de Hooke bien connue, tandis que 

l'élasticité non linéaire, la plasticité et la viscoélasticité considèrent des relations contrainte-

déformation plus complexes. .[47] 

III.2.La méthode des éléments finis en déplacement 

Dans cette approche, l’approximation est faite sur le champ de déplacement en 

considérant l’élément cinématiquement admissible ; c’est-à-dire l’intégrabilité du champ de 

déformation à l’intérieur de l’élément.[48] 

La démarche à ce niveau repose sur trois principales actions : 

 La définition d’une forme paramétrique simple du champ de déplacement 

(discrétisation fonctionnelle) à l’intérieur des éléments finis de la structure. 

 L’application à chacun des éléments le principe des travaux virtuels à travers la 

satisfaction des conditions de stationnarité de la fonctionnelle pour chacun des 

éléments. Ces conditions sont une forme faible des équations d’équilibre. Elles 

permettent de relier, par l’intermédiaire de la raideur de l’élément, les paramètres de la 

discrétisation aux grandeurs équivalentes des forces qui s’applique sur l’élément. 
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 L’assemblage des matrices de rigidité ainsi obtenues au niveau élémentaire conduit à 

un système d’équations qui traduit les conditions de stationnarité de la fonctionnelle 

de la structure dans sa globalité.[4] 

III.3.Cinématique et équations constitutives 

Sur la base des hypothèses données dans la section précédente, le champ de 

déplacement peut être obtenu en utilisant l’équation. 

𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑧) − 𝑍
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥 − 𝑓(𝑧)

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

𝑊(𝑥, 𝑧) = 𝑤𝑏(𝑥, 𝑧) + 𝑤𝑠(𝑥, 𝑧)      
 

 

(III-1) 

 

u : est le déplacement axial d'un point sur le plan médian de la poutre ; 

𝑤𝑏 et 𝑤𝑠 sont les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement transversal d'un 

point sur le plan médian du poutre, et 𝑓(𝑧) est une fonction de forme qui détermine la 

distribution de la contrainte de cisaillement transversale et de la contrainte de cisaillement sur 

la épaisseur du faisceau. 

      Les fonctions de forme 𝑓(𝑧) sont choisies pour satisfaire les conditions aux limites de 

contraintes sur les surfaces supérieure et inférieure de la poutre, un facteur de correction de 

cisaillement n'est donc pas nécessaire. 

La théorie actuelle est donnée par : 

𝑓(𝑧) =
2 ∗ 𝑧 ∗ sinh (

𝑧2

ℎ
2)

2 ∗ sinh (
1
4) + cosh (

1
4)

 

 

(III-2) 

 

III.4.Champs de déformations 

Le champ des déformations se déduit du champ des déplacements de l’équation soit : 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
  

𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0,    𝛾𝑦𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 0 ,   𝛾𝑥𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

 

 

(III-3) 
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Sur la base du champ de déplacement donnée dans l’équation (III-2), l'équation (III-3) devient 

: 

{

𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥
0 + 𝜀𝑥𝑥

1 + 𝜀𝑥𝑥
2

𝜀𝑧𝑧 = 𝜀𝑧𝑧
0                        

𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑥𝑧
0 + 𝛾𝑥𝑧

1             

 

 

𝜀𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢0
𝜕𝑥  ,   𝜀𝑥𝑥

1 = 𝑧
𝜕2𝑤𝑏 
𝜕𝑥 ,   𝜀𝑥𝑥

2 = 𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥

𝛾𝑥𝑧
0 = (1 −

𝑓(𝑧)
𝜕𝑧 )

𝜕𝑤𝑠 
𝜕𝑥 ,      𝑔 =  (1 −

𝑓(𝑧)
𝜕𝑧 )           , 𝛾𝑥𝑧

0 =  𝑔(𝑧)
𝜕𝑤𝑠 
𝜕𝑥                                       

 

 

(III-4) 

 

 

 

(III-5) 

 

III.5. champ des contraintes 

Sur la base des hypothèses induites en introduction, le champ de déplacement peut Il 

peut être obtenu à l'aide des équations suivantes. 

{

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑧𝑧
𝜏𝑥𝑧

} = [
𝐶11 𝐶12 0
𝐶12 𝐶11 0
0 0 𝐶33

] {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑧𝑧
𝛾𝑥𝑧
} 

 

(III-6) 

 

𝜎𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥𝐶11 + 𝜀𝑧𝑧𝐶12
𝜎𝑧𝑧 = 𝜀𝑥𝑥𝐶12 + 𝜀𝑧𝑧𝐶22
𝜏𝑥𝑧 = 𝛾𝑥𝑧𝐶55                        

 

 

Avec  

𝐶11 = 𝐸(𝑧),     𝐶13 = 𝜗𝐸(𝑧) , 𝐶55 =
𝐸(𝑧)

2(1 − 𝜗)
𝐶33 = 𝐶11

 

 

 

(III-7a) 

 

 

 

 

(III-7b) 

Donc : 

𝜎𝑥𝑥 = 𝐶11𝜀𝑥𝑥
0 + 𝐶11𝜀𝑥𝑥

1 𝑧 + 𝐶11𝜀𝑥𝑥
2 𝑓(𝑧)

𝜎𝑍𝑍 = 𝐶12𝜀𝑥𝑥
0 + 𝐶12𝜀𝑥𝑥

1 𝑧 + 𝐶12𝜀𝑥𝑥
2 𝑓(𝑧)

          𝜏𝑋𝑍 = 𝑔(𝑧) (
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

)𝛾𝑋𝑍                                          

 

 

 

(III-8) 

 

Avec : 

𝜎𝑥𝑥 = 𝐸(𝑧)𝜀𝑥𝑥 + 𝐸(𝑧)𝜀𝑧𝑧
𝜎𝑧𝑧 = 𝐸(𝑧)(𝜀𝑧𝑧 + 𝜗𝜀𝑥𝑥) 

𝜏𝑥𝑧 = (
𝐸(𝑧)

2(1 − 𝜗)
)𝛾𝑥𝑧       

 

 

(III-9) 
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III.6.Principe d’ Hamilton 

        Le principe de Hamilton est utilisé ici pour dériver les équations du mouvement. Le 

principe  peut être formulé sous forme analytique.  

III.6.1.Les équations du mouvement 

Le principe du travail virtuel est utilisé ici pour dériver les équations du mouvement. 

Le principe peut être énoncé dans l'analyse formes : 

 

𝛿𝑈 + 𝛿𝑊 =∬ [𝜎𝑥𝑥(𝛿𝜀𝑥𝑥 + 𝛿𝜀𝑧𝑧) + (𝜏𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧)]𝑑𝐴 − ∫ 𝑞𝛿𝑤𝑑𝐴 = 0
𝐴𝐴

 

𝛿𝑈 = ∫𝜎𝑥𝑥(𝜀𝑥𝑥
0 − 𝑧𝜀𝑥𝑥

1 + 𝑓(𝑧)𝜀𝑥𝑥
2 ) + 𝑄𝛾𝑥𝑧

𝑙

0

= 0 

= ∫ 𝑁𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
0 −𝑀𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥

1 + 𝑃𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
2 +𝑄𝛾𝑥𝑧

𝑙

0

 

 

 

(III-10) 

 

 

 

 

(III-11) 

 

 

Où : N, M, P et Q sont les résultats des contraintes définies comme suit : 

 

𝑁 = ∫𝜎𝑑𝐴     

𝑀 = ∫𝜎𝑧𝑑𝐴    

𝑃 = ∫𝜎𝑓(𝑧)𝑑𝐴

𝑄 = ∫𝜎(𝑔)𝑑𝐴 

 

(III-12a) 

 

(III-12b) 

 

(III-12c) 

 

(III-12d) 

 

∬(𝑈𝛿𝑈)𝑑𝐴 =∬[𝑈0 − 𝑧
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

+ 𝑓(𝑧)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

] [𝛿𝑈0 − 𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

] 𝑑𝐴                  

= [𝑈0𝛿𝑈0 − 𝛿𝑈0𝑧
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

+ 𝛿𝑈0𝑓(𝑧)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

] + [−𝑈0𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝑧2
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

]

+ [𝑈0𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝑧
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

+ 𝑓(𝑧)2
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

] 𝑑𝐴𝑑𝑥

 

 

 

(III-13) 
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∬𝑊𝛿𝑤 =∬[(𝑊𝑏 +𝑊𝑠)𝛿𝑤]𝑑𝐴𝑑𝑥                                      

= ∬[(𝑊𝑏𝛿𝑤 +𝑊𝑠𝛿𝑤)] 𝑑𝐴𝑑𝑥                                                

= ∬[(𝑤𝑏 (1 −
𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

+ 𝑤𝑠 (1 −
𝑓(𝑧)

𝜕𝑧
)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

)] 𝑑𝐴𝑑𝑥

𝑄 =∬(𝑔)𝑑𝐴                                                                           

= ∫𝑄 [(𝑤𝑏 + 𝑤𝑠)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

]𝑑𝑥                                                        

 

 

 

 

 

(III-14) 

 

III.6.2.Equation de terme de mouvement 

  

    𝛿𝑈0 = 𝑈0 −
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

−
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

                                     

𝛿𝑤𝑏 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

−
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

+ (
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

)

 𝛿𝑤𝑠 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ (
𝜕𝑤𝑏
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

)

 

(III-15) 

 

(III-16) 

 

(III-17) 

 

𝛿𝑈 = ∫(𝑁𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
0 −𝑀𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥

1 + 𝑃𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
2 +𝑄𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧)𝑑𝑥

= ∫(𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑀𝑥𝑥

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝑃𝑥𝑥
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

)𝑑𝑥

= ∫(
𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

𝛿𝑈0 −
𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
𝛿𝑤𝑏 +

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

𝛿𝑤𝑠 +
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

)𝑑𝑥

 

 

 

 

(III-18) 

 

 Avec:  

𝛿𝑈 =
𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

                             

𝛿𝑤𝑏 =
𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+ 𝑞                 

𝛿𝑤𝑠 =
𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

+
𝛿𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑞     

 

 

 

 

(III-19) 
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III.6.3.Equation de mouvements 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

= 0    →   (𝑎)                                                                      

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+ 𝑞 = 0                  →    (𝑏)                                              

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

+
𝛿𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑞 = 0    →    (𝑐)                                            

 

 

 

(III-20) 

 

III.7.Détermination des termes  

   Equation  (a) 

𝑁𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 = ∫(𝑐11𝜀𝑥𝑥 + 𝑐12𝜀𝑧𝑧)𝑑𝑧                     

𝑁𝑥𝑥 = ∫𝑐11 (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥3

+
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥3

) + 𝐶12𝑔(𝑧)
𝜕𝑤𝑠 

𝜕𝑥
  𝑑𝑧

 

 

 

 

(III-21a) 

  

 

 

 Equation    (b) 

𝑀𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 = ∫(𝑐11𝜀𝑥𝑥𝑧 + 𝑐12𝜀𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑧                                      

𝑀𝑥𝑥 = ∫𝑐11 (𝑧
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝑧2
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥3

+ 𝑧𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥3

) + 𝐶12𝑔(𝑧)
𝜕𝑤𝑠 

𝜕𝑥
𝑑𝑧

 

 

 

 

(III-21b) 

  

 

 

 Equation   (c)    

𝑃𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 = ∫(𝑐11𝜀𝑥𝑥 + 𝑐12𝜀𝑧𝑧)𝑑𝑧

𝑃𝑥𝑥 = ∫𝑐11 (𝑓(𝑧)
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥3

𝑓(𝑧)2
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥3

) + 𝐶12𝑔(𝑧)
𝜕𝑤𝑠 

𝜕𝑥
𝑑𝑧

 

 

 

 

(III-21c) 

 

 

𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

= 𝐴
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝐵
𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥3

+ 𝐵𝑠
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥3

 

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
= 𝐵

𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

−𝐷
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+𝐷𝑠
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+ 𝑞 

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥

= 𝐵𝑆
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥2

−𝐷𝑆
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐻𝑠
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+ 𝐴𝑆
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝑞 
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Avec : 

∫𝑐11 𝑑𝑧 = 𝐴         

∫ 𝑐11 𝑧𝑑𝑧 = 𝐵         

∫ 𝑐11𝑓(𝑧) = 𝐵𝑆        

∫ 𝑐11𝑧
2𝑑𝑧 = 𝐷         

∫ 𝑐11𝑧𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 𝐷𝑆  

∫ 𝑐11𝑓(𝑧)
2 = 𝐻𝑆       

∫ 𝑐55 𝑄 = 𝐴𝑆             

 

 

 

 

 

 

(III-22) 

 

 Assemblage  

 

𝐴
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝐵
𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥3

− 𝐵𝑠
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥3

= 0                                   

𝐵
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

− 𝐷
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

−𝐷𝑠
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+ 𝑞 = 0                          

𝐵𝑆
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

−𝐷𝑆
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

− 𝐻𝑠
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+ 𝐴𝑆
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝑞 = 0

 

 

 

 

(III-23) 

 

 

III.8.Solutions analytiques 

     Les équations de mouvement ci-dessus sont résolues analytiquement pour les problèmes de 

flexion. La solution de Navier est utilisée pour déterminer les solutions analytiques pour une 

poutre simplement appuyée. On pense que la solution est sous la forme [8] 

{
 
 

 
 𝑢(𝑥, 𝑡) =∑ 𝑈𝑛 cos(𝑎𝑥)

∞

𝑛=1

𝑤𝑏(𝑥, 𝑡) =∑ 𝑊𝑏𝑛 sin(𝑎𝑥)
∞

𝑛=1

𝑤𝑠(𝑥, 𝑡) =∑ 𝑊𝑠𝑛
∞

𝑛=1
sin(𝑎𝑥)

 

 

 

 

(III-25) 
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Ou : α = nπ/L, (Un, Wbn, Wsn) Sont les coefficients de déplacement inconnus. La charge 

transversale q est également étendue dans le série de Fourier comme : 

𝑞(𝑥) =∑ 𝑄𝑛
∞

𝑛=1
sin(𝑎𝑥) 

(III-27) 

 

Où : 

Qn est l'amplitude de charge calculée à partir de : 

𝑄𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑞(𝑥)
𝑙

0

sin(𝑎𝑥)𝑑𝑥 
(III-28) 

 

Les coefficients Qn sont donnés ci-dessous pour quelques charges typiques : 

4𝑞0
𝑛𝜋

(𝑛 = 1,3,5,… )         𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑢𝑛𝑒 𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 
 

(III-29) 

 

 

𝛿𝑈 =∭𝜎𝑒(𝜀𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥 + 𝜀𝑧𝑧𝛿𝜀𝑧𝑧) + 𝜏(𝛾𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧) 
(III-30a) 

 

∭ 𝜀𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥 =∭[
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤𝑏

𝜕𝑥
2
𝑓(𝑧)

𝜕2𝑤𝑠

𝜕𝑥
2
] . [
𝜕𝛿𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥2

] 𝑑𝐴 
(III-30b) 

 

= [
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝜕𝛿𝑢0
𝜕𝑥

]    

+ [−𝑧
𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥2

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑧2
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝑧𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤𝑏
𝜕𝑥2

]         

+ [−𝑓(𝑧)
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝑧𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝑓(𝑧)2
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥2

] 

 

 

 

(III-30c) 

 

∭𝛾𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧 = [(𝑤𝑏 +𝑤𝑠)
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

] . [
𝜕𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥

] 

= [𝑤𝑏
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥

+ 𝑤𝑠
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤𝑠
𝜕𝑥

] 

= (𝑤𝑏 +𝑤𝑠)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

 

 

 

(III-31) 

 

Ou : 
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𝐴 =
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

𝛿𝑢0 − 𝑧
𝜕3𝑤𝑏
𝜕𝑥3

𝛿𝑢0 − 𝑓(𝑧)
𝜕3𝑤𝑠
𝜕𝑥3

𝛿𝑢0                         

𝐵 = −𝑧
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

𝛿𝑤𝑏 + 𝑧
2
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

𝛿𝑤𝑏 − 𝑧𝑓′𝑧)
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

𝛿𝑤𝑏               

𝐶 = 𝑓′𝑧)
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

𝛿𝑤𝑠 + 𝑧𝑓(𝑧)
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

𝛿𝑤𝑠 + 𝑓(𝑧)
2
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

𝛿𝑤𝑠  

𝐷 = (𝑤𝑏 +𝑤𝑠)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

𝛿𝑤𝑠                                                           

 

 

 

 

 

(III-32) 

 

𝛿𝑈 = ∫(𝑁𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
0 −𝑀𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥

1 + 𝑃𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥
2 + 𝑄𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧)𝑑𝑥                

= ∫(𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

−𝑀𝑥𝑥

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

+ 𝑃𝑥𝑥
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

)𝑑𝑥

= ∫(
𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

𝛿𝑢0 −
𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
𝛿𝑤𝑏 +

𝜕2𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥2

𝛿𝑤𝑠 +
𝜕𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑥

𝛿𝑉)𝑑𝑥

 

 

 

(III-33) 

 

Avec : 

𝑁𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 = ∫(𝑐11𝜀𝑥𝑥 + 𝑐12𝜀𝑧𝑧)𝑑𝑧

𝑁𝑥𝑥 = ∫𝑐11 (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥3

−
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥3

)𝑑𝑧
 

 

 

 

 

 

(III-34a) 

 

       

𝑀𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 = ∫(𝑐11𝜀𝑥𝑥𝑧 + 𝑐12𝜀𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑧

𝑀𝑥𝑥 = ∫𝑐11 (𝑧
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝑧2
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥3

− 𝑧𝑓(𝑧)
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥3

)𝑑𝑧
 

 

 

 

(III-34b) 

 

  

 

 

 

 

𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= −𝐴11
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

+ 𝐵11
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+𝐷11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

 

𝑀𝑥𝑥

𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥2

= −𝐵11
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

− 𝐹11
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+ 𝐷11
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+ 𝑞 
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𝑃𝑥𝑥 = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧 = ∫(𝑐11𝜀𝑥𝑥 + 𝑐12𝜀𝑧𝑧)𝑑𝑧

𝑃𝑥𝑥 = ∫𝑐11 (𝑓(𝑧)
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝑓(𝑧)𝑧
𝜕2𝑤𝑏
𝜕𝑥3

+ 𝑓(𝑧)2
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥3

)𝑑𝑧
 

 

 

 

(III-34c) 

 

 

 

𝑄𝑥𝑧 = ∫𝛾𝑥𝑧𝑑𝑧 = ∫𝐶55𝛾𝑥𝑧

𝑄𝑥𝑧 = ∫𝐶55 (= (𝑤𝑏 +𝑤𝑠)
𝜕2𝑤̇𝑠
𝜕𝑥2

)
 

 

 

 

(III-34d) 

 

 

Avec     

∫𝑐11 𝑑𝑧 = 𝐴11         

∫ 𝑐11 𝑧𝑑𝑧 = 𝐵11         

∫ 𝑐11𝑓(𝑧) = 𝐷11        

∫ 𝑐11𝑧
2𝑑𝑧 = 𝐹11         

∫ 𝑐11𝑧𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 𝐻11   

∫ 𝑐11𝑓(𝑧)
2 = 𝐴 66      

∫ 𝑐55 𝑄 = 𝑅55             

 

 

 

 

 

 

(III-35) 

 

  En substituant les extensions de u, wb, ws et q des équations (III-27) et (III-28) dans les 

équations de l'équation du mouvement (III-26), les solutions analytiques peuvent être 

obtenues à partir des équations suivantes : 

[

−𝐴11 𝑎
2 𝐵11𝑎

3 𝐷11𝑎
3

𝐵11𝑎
3 𝐹11𝑎

4 𝐻11𝑎
4

𝐷11𝑎
3 𝐻11𝑎

4 (𝐴 66𝑎
4 + 𝑅55𝑎

2)

] [
𝑈𝑛
𝑊𝑏𝑛

𝑊𝑠𝑛

] = [
0
𝑞𝑛
𝑞𝑛

] 

 

III-36 

 

𝑃𝑥𝑥
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

= 𝐷11
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥2

−𝐻11
𝜕4𝑤𝑏
𝜕𝑥4

+ 𝐴66
𝜕4𝑤𝑠
𝜕𝑥4

+ 𝑅55
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2

+ 𝑞 

𝑄𝑥𝑧
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥2

= 𝑅55
𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥2
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III.9.Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu Sa formulation est basée sur les 

hypothèses de chaque théorie dans une approche bidimensionnelle d’élasticité suivie par les 

équations cinématiques d’un point quelconque dans les poutres en fonction des déplacements 

généralisés. Le tenseur de déformation est utilisé pour obtenir les relations déformation 

déplacement. Le tenseur de contraintes est obtenu en introduisant le champ de déformation 

dans la loi de Hooke et enfin pour terminer la définition du principe des travaux virtuels et 

utilisée la solution de Navier  pour déterminer les solutions analytiques. [22] 
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IV.1.Introduction : 

Dans ce chapitre, nous allons élaborer un programme informatique qui calcule les 

fréquences propres naturelles d’une poutre P-FGM sous appuis simples en fonction de l’index 

de la matière k. et du rapport d’épaisseur L/h (Maple), et présenter les résultats obtenus suite à 

son exécution, Nous commencerons par valider nos résultats, en les comparants avec ceux de 

l’article déjà publiés. Nous présenterons enfin des tableaux et des graphes pour discuter de 

l’influence du rapport d’épaisseur L/h et de l’index de la matière k.  

Afin de comparer nos résultats avec ceux des travaux déjà effectués, et les valider par 

la suite, on considère une poutre P-FGM rectangulaire à deux constituants (métal au niveau de 

la face supérieure et céramique au niveau de la face inférieure), Le rapport L⁄h rapport 

d’épaisseur de notre poutre et le rapport x/a. 

IV.2.Géométrie de la poutre  

Supposons une poutre sandwich en FGM de section rectangulaire b × h et de longueur L, 

comme la montre la figure IV. 1. 

 

 

 

Figure IV. 1:Géométrie et coordonnées de la poutre FGM. 
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IV.3.Structures des sandwiches  

1er     type : la poutre sandwiche FGM (1–0–1)           h2=0          h3=0 

2eme type : la poutre sandwiche FGM (2–1–2)            h2=-h/10,  h3=h/10 

3eme type : la poutre sandwiche FGM (2–1–1)            h2= 0,  h3=h/4 

4eme type : la poutre sandwiche FGM (1–1–1)            h2=-h/6,  h3=h/6 

5eme type : la poutre sandwiche FGM (2–2–1)            h2=-h/10,  h3=3h/10 

6eme type : la poutre sandwiche FGM (1–2–1)            h2=-h/4,  h3=h/4 

7eme type : la plaque sandwiche FGM (1–8–1)            h2=-2h/5,  h3=2h/5 

IV.4.Résultats et discussion 

Dans le calcul suivant, les constituants matériels de la poutre FGM sont considérés 

comme étant composé d'alumine et d'aluminium avec les propriétés des matériaux comme 

suit- Alumine (Al2O3) : les réponses en flexion FG simplement appuyé, Ec = 380 GPa, ρc = 

3960 kg/m3, ν = 0,3 - Aluminium (Al) ; Em = 70 GPa, ρm = 2702 kg/m3,  ν = 0,3, le sans 

dimension est défini comme : 

  

𝑤̅ = 100
𝐸𝑚ℎ

3

𝑞0𝐿4
𝑤 (

𝐿

2
)   ,    𝑢̅ = 100

𝐸𝑚ℎ
3

𝑞0𝐿4
𝑢 (0, −

ℎ

2
)  

        𝜎𝑥̅̅ ̅ =
ℎ

𝑞0𝐿
𝜎𝑥 (

𝐿

2
,

ℎ

2
)  , 𝜎𝑥𝑧̅̅ ̅̅ =

ℎ

𝑞0𝐿
𝜎𝑥𝑧(0,0 ) 

IV.4.1.Etudes comparatives  

Contient les déplacements et les contraintes non dimensionnels des poutres FG sous 

une charge uniforme    pour différentes valeurs de l'indice de loi de puissance k et du rapport 

portée/profondeur L/h. Les résultats obtenus sont comparés aux solutions analytiques données 

par Li et al. (2010). On peut observer que nos résultats sont en excellent accord avec ceux 

prédits en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur (Li et al., 

2010). Tableaux VI .1.   
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Tableaux IV .1. : Les déformations et les contraints non dimensionnelles des poutres FGM sous  une 

charge Uniform q pour différences valeurs de l'indice de loi de puissance k 

k Méthode L/h=20 

 𝑤̅ 𝜎̅𝑥𝑥  𝜏̅𝑥𝑧  

0 Li et al 2010[55] 2.8962 15.0130 0.7500 

Latifa Ould 

Larb[56] 

2.8962 15.0136 0.7625 

  

PRESENT  2.8962 15.0129 0.7423 

0.5 Li et al 2010[55] 4.4645 19.7005 0.7676 

Latifa Ould 

Larb[56] 

4.4644 19.7013 0.7795 

  

PRESENT  4.4644 19.7003 0.7594 

1 Li et al 2010[55] 5.8049 23.2054 0.7500 

SSDBT 5.8049 23.2063 0.7625 

  

PRESENT  5.8049 23.2050 0.7423 

2 Li et al 2010[55] 7.4415  27.0989 0.6787 

Latifa Ould 

Larb[56] 

7.4421 27.1005  0.7005 

  

PRESENT  7.4420 27.0988 0.6794 

5 Li et al 2010[55] 8.8151 31.8112  0.5790 

Latifa Ould Larb 8.8186 31.8151 0.6218 

  

PRESENT  8.8181 31.8126 0.5987 

10 Li et al 2010[55] 9.6879 38.1372  0.6436 

Latifa Ould 

Larb[56] 

9.6907 38.1408  0.6788 

  

PRESENT  9.6904 38.1383 0.6562 

 

Le tableau IV.3 présente la comparaison des résultats numériques de la théorie utilisée 

non dimensionnels de la déflexion à mi-portée d'une poutre FG sur fondations élastiques sous 

une charge uniforme en utilisant la fonction de gauchissement MODEL 1 (A. Chikh, 2016), 

avec les résultats obtenus de la littérature (Ait Atmane et al.2015), (Ying et al. 2008)  et (Chen 

et al. 2004), on remarque d’une bonne adéquation entre les résultats comparés pour les 
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différentes valeurs des paramètres K, de la fondation élastique pour deux types des poutres en 

portée de L/h = 20 et L/h = 05 

Tableaux IV .3: Les déviations et les contraintes non dimensionnelles des poutres FGM sous une 

charge uniforme q pour différentes valeurs de l'indice de loi de puissance k 

k Méthode L/h=5 

 𝑤̅  𝜎̅𝑥𝑥  𝜏̅𝑥𝑧 

0 Li et al 2010[55] 3.1657 3.8020 0.7500 

Latifa Ould Larb 3.1651 3.8043 0.7489 

  

  

PRESENT  3.1653 3.8014 0.7302 

0.5 Li et al 2010[55] 4.8292 4.9925 0.7676 

Latifa Ould Larb 4.8282 4.9956 0.7660 

  

  

PRESENT 4.8285 4.9916 0.7474 

1 Li et al 2010[55] 6.2599 5.8837 0.7500 

Latifa Ould Larb 6.2590 5.8875 0.7489 

  

  

PRESENT  6.2594 5.8827 0.7302 

2 Li et al 2010[55] 8.0602 6.8812 0.6787 

Latifa Ould Larb 8.0683 6.8878 0.6870 

  

  

PRESENT  8.0674 6.8813 0.6674 

5 Li et al 2010[55] 9.7802 8.1030 0.5790 

Latifa Ould Larb 9.8345 8.1187 0.6084 

  

  

PRESENT  9.8262 8.1085 0.5869 

10 Li et al 2010[55] 10.8979 9.7063 0.6436 

Latifa Ould Larb 10.9413 9.7203 0.6640 

  

  

PRESENT  10.9370 9.7101 0.6431 
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IV.4.2.Etude paramétrique  

Notre étude montre l'effet de la dépendance de l’indice matériel K sur la flèche, de la 

poutre sandwich FGM soumise à une charge uniforme   pour des différents types des 

sandwichs en même temps en faisant varier le rapport  L / ℎ de la poutre ainsi que le rapport 

x/a. 

On peut observer que les résultats obtenus sont en accord avec les résultats publiés. 

Tableau IV.3: comparaison des déflexions et contraintes non dimensionnelles d'une poutre sandwich. 

schéma théorie k 

0 1 2 5 10 

2-1-2 Présent 2.896 

 

6.583 9.286 12.756 14.138 

Thanh 

Trung[53] 

2.896 6.587 9.292 12.765 14.149 

Osofero et al. 

[54] 

2.896 6.584 9.285 12.756 14.137 

1-1-1 Présent 2.896 

 

5.940 8.031 10.837 12.159 

Thanh 

Trung[53] 

2.896 5.942 8.035 10.844 12.167 

Osofero et al. 

[54] 

2.896 5.940 8.031 10.837 12.159 

2-2-1 Présent 2.896 

 

5.516 7.208 9.412 10.453 

Thanh 

Trung[53] 

2.896 5.518 7.211 9.417 10.458 

Osofero et al. 

[54] 

2.896 5.516 7.207 9.412 10.453 

1-8-1 Présent 2.896 

 

3.679 4.017 4.394 4.577 

Thanh 

Trung[53] 

2.896 3.680 4.017 4.395 4.578 

Osofero et al. 

[54] 

2.896 3.679 4.017 4.394 4.577 

 

 

 

 

 



Chapitre IV                                                                                           Résultats et discussion 
 

51 
 

Tableau IV.4: comparaison des contraintes axiale non dimensionnelles d'une poutre sandwich 

schéma théorie k 

0 1 2 5 10 

2-1-2 Présent 15.014 6.301 8.894 12.222 13.546 

Thanh 

Trung[53] 

15.030 6.310 8.908 12.242 13.568 

Osofero et al. 

[54] 

14.988 

 

6.288 8.874 12.197 13.519 

1-1-1 Présent 15.012 

 

5.685 7.691 10.384 11.651 

Thanh 

Trung[53] 

15.030 

 

5.693 7.702 10.400 11.670 

Osofero et al. 

[54] 

14.988 

 

5.672 7.673 10.360 11.626 

2-2-1 Présent 15.012 

 

4.936 6.289 8.011 8.809 

Thanh 

Trung[53] 

15.030 

 

4.943 6.297 8.022 8.823 

Osofero et al. 

[54] 

14.988 

 

4.925 6.273 7.990 8.788 

1-8-1 Présent 15.012 

 

3.517 3.840 4.203 4.378 

Thanh 

Trung[53] 

15.030 3.521 3.845 4.208 4.384 

Osofero et al. 

[54] 

14.988 3.510 3.832 4.193 4.368 
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Figure IV.1:Variation du rapport adimensionnelle (x/a) et son effet sur la déflexion de 

La poutre FG en fonction de différents types de sandwich 
 

 
Figure IV. 2:Variation du rapport adimensionnelle (x/a) et son effet sur la déflexion de 

La poutre sandwich FG en fonction de différentes valeurs de l’indice matériel « k ». 

 

Les figures (IV.1 et IV.2) montrent respectivement la déflexion w, à travers la 

longueur  de la poutre FG en fonction de différentes valeurs de l’indice matériel « k » et 

différentes types de sandwich. 
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Une comparaison entre les courbes présentées est également montrée dans la figure 

(IV-1) pour différentes valeurs de l'indice matériel k où il varie entre 0, 5 et 10. On peut voir 

qu'il existe une bonne corrélation de l’allure des courbes entre les modèles utilisés. 

Et On peut voir sur la figure (IV-2) quel que soit le type de sandwich.et les valeurs des 

constant de la longueur  de la poutre et l’indice matériel  k  les résultats obtenus de la 

déflexion sont en accord avec les résultats publiés.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV-3:Variation du rapport adimensionnelle (a/h) et son effet sur la déflexion 

de 

la plaque sandwich FG en fonction de différentes valeurs de l’indice matériel « k ». 
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Figure IV-4 : Variation des contraintes et son effet sur l’épaisseur z de 

la poutre sandwich FG en fonction différentes types de sandwich 
 

On n’observe que à la figure (IV-3) l'augmentation de l'indice matériel k entraîne une 

démunie de la déflexion 𝑤 de la poutre FGM sont en accord avec les résultats trouvé. 

La figure (IV-4) exprime la variation de la contrainte et effet sur l’épaisseur z  de poutre pour 

différents  types de sandwich FGM reposant sur une fondation élastique linière et non linière. 

Les valeurs maximales des contraintes sont obtenues. On remarque que la courbe est 

symétrique, ce qui est cohérent avec les résultats obtenus. 

IV.5.Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons examiné la déviation des poutres isolantes FGM en 

supposant que les propriétés des matériaux diffèrent avec l'épaisseur avec la distribution 

d'énergie (P-FGM). Nous avons analysé l'effet des fractions volumiques des matériaux de 

base (aluminium, céramique) selon différentes valeurs de l'indice « k » du matériau et 

différents types de sandwich. Les résultats numériques sont présentés avec différents états aux 

limites pour le faisceau.  
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V. Conclusion générale  

Les matériaux à gradient fonctionnel représentent une avancée importante dans le 

domaine technologique et scientifique et ceci grâce à leurs caractéristiques révolutionnaires 

qui apportent des solutions efficaces aux problèmes de l’industrie moderne et en tenant 

compte de la diversité de leurs applications, ils représentent un domaine en constante 

évolution et des axes de recherche variés et très vastes. Le développement théorique pour 

l’analyse des poutres constitue lui aussi l’un des axes de recherche les plus importants des 

structures  en plus des caractéristiques des matériaux FGM, il est indispensable de développer 

des théories adéquates permettant d’étudier les divers problèmes liés aux poutres en FGM 

avec une grande précision sous les différentes configurations géométriques, matérielles et 

chargements. 

Dans cette étude, une solution numérique, a été développé,  en utilisant la théorie de 

poutre. Cet élément est destiné à l’analyse des comportements géométriques et mécaniques 

des poutres en FGM. A travers une série d’applications en flexion, chargement, de géométrie 

et des conditions aux limites. Les résultats obtenus ont été comparés avec des solutions 

analytiques de références, et ceux obtenus par des modèles de sollicitions. Pour les analyses 

(statique) les exemples numériques montrent que les solutions numériques développées sont 

capables de donner d'excellents résultats. 

En plus, on a montré à travers une étude paramétrique, l'effet de certains paramètres 

tels que le paramètre de matériau, le rapport L/h, sur la variation du déplacement transversal, 

les contraintes normales et de cisaillement, ainsi que les charges critiques d’une poutre FGM. 

La validation de la théorie proposée est établie par comparaison de ses résultats avec 

d'autres théories de déformation de cisaillement issus de la littérature traitant du même sujet 

où une excellente adéquation et une très grande précision ont été observées. 

L'infime différence présente pour les petites valeurs du rapport L/h n'affecte pas 

l'endroit où le faisceau est considéré comme épais, alors qu'en plus de négliger cet effet, de 

référence ont été développées en 2D 

Après traitement des résultats donnés par le modèle en 2D utilisé, les conclusions 

suivantes ont pu être tirées : 
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 Comparaison entre les courbes présentées dans les différentes valeurs de l'indice de 

matériel k puisqu'il est compris entre 0,5 et 10. On constate qu'il existe une bonne 

relation entre les modèles utilisés pour la forme des courbes. 

 La déflexion augmente avec augmentation de l’indice matériel k pour les types 

Structures des sandwiches poutres de sandwich FGM. 

 Déflexion diminue lorsque l'indice matériel k a l'augmentation de poutre avec 

l'augmentation de la langur. 

 Les courbes est symétrique, ce qui est cohérent avec les résultats obtenus. 

En perspective, il est prévu d'appliquer le modèle classique pour calculer différentes 

formes de structures sandwich FGM sous la combinaison de différents types de charges 

(mécaniques, vibratoire) et de prendre en compte les changements des propriétés des 

matériaux composants avec la température. . 

       Suivez l'actualité du plan d'analyse numérique, et profitez de l'évolution rapide de la 

technologie pour mettre à jour les outils de simulation numérique utilisés pour simplifier et 

diversifier d’avantage, les outils d'investigation et de validation des résultats. 
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Résumé  

Analyse du comportement mécanique des poutres sandwich composites avancées FGM 

Cette étude tente d'étudier l'impact des propriétés géométriques et mécaniques sur le 

comportement en flexion des poutres sandwich FG simplement supportées selon une théorie 

de déformation de cisaillement raffinée. Les caractéristiques des matériaux sont considérées 

comme variant progressivement et continûment selon une distribution en loi de puissance en 

termes de fractions volumiques des matériaux constitutifs. En utilisant le modèle analytique 

développé actuellement et la technique de résolution de Navier, les résultats numériques des 

contraintes et des déplacements non dimensionnels sont calculés et comparés à ceux obtenus 

par d'autres théories 2D. De plus, le présent modèle analytique est approprié pour étudier la 

flexion statique de poutres sandwich FG simplement supportées exposées à des charges 

mécaniques intenses utilisées pour des applications techniques spéciales dans les 

constructions aérospatiales, automobiles et de génie civil. 

Mots clés: matériaux-fonctionnellement-gradués, faisceau P-FGM, la solution de Navier, 

comportement en flexion charge uniforme 
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 :ملخص

 تحليل السلوك الميكانيكي لعوارض الساندويتش المركبة المتدرجة وظيفيًا للمواد المتقدمة

د الموا ويتشالدراسة التحقيق في تأثير الخصائص الهندسية والميكانيكية على سلوك الانحناء لحزم سند تحاول هذه

ا ا ومستمرًا وفقً المدعومة ببساطة وفقاً لنظرية تشوه القص المكررة. تعتبر خصائص المواد متغيرة تدريجيً  المتدرجة وظيفياً

،  نافير للحل تقنيةوالمكونة. باستخدام النموذج التحليلي المطور حاليًا  لتوزيع قانون القوة من حيث الكسور الحجمية للمواد

ائية نظريات ثن يتم حساب النتائج العددية للضغوط غير الأبعاد والتهجير ومقارنتها مع تلك التي تم الحصول عليها بواسطة

د الموا ويتشلانحراف الثابت لحزم سندالأبعاد أخرى. علاوة على ذلك ، يعد النموذج التحليلي الحالي مناسباً لدراسة ا

في صناعة  المدعومة ببساطة والمعرضة لأحمال ميكانيكية مكثفة تستخدم للتطبيقات الهندسية الخاصةالمتدرجة وظيفياً 

 .الطيران والإنشاءات والهندسة المدنية

 حدلوك الانحناء الموس، نافير، حل  وظيفياً المواد المتدرجة قانون القوة: المواد المتدرجة وظيفياً ، شعاع  لمفتاحيةالكلمات 
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Abstract  

Analysis of the mechanical behaviour of FGM advanced composite sandwich beams 

This study attempts to investigate the impact of geometric and mechanical properties 

on the bending behaviour of simply supported FG sandwich beams according to a refined 

shear deformation theory. The characteristics of the materials are considered to vary gradually 

and continuously according to a power-law distribution in terms of volume fractions of the 

constituent materials. Using the currently developed analytical model and the Navier solving 

technique, the numerical results of the non-dimensional stresses and displacements are 

calculated and compared with those obtained by other 2D theories. Moreover, the present 

analytical model is suitable to study the static deflection of simply supported FG sandwich 

beams exposed to intense mechanical loads used for special engineering applications in 

aerospace, automotive and civil engineering constructions. 

Keywords: functionally-graded-materials, P-FGM beam, Navier's solution, uniform-loaded 

bending behaviour 

 


