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Notations

X : Espace de Banach.

H,U : Espaces de Hilbert.

2 : Dérivée partielle par rapport a t.

A : Un opérateur linéaire.

A* . Opérateur adjoint de A.

A~1 . Opérateur inverse de A.

ImA : L’image de A.

ker A : Le noyau de A.

R(.; A) : La résolvante de A.

L(E, F) : L’espace vectoriel des applications linéaires continues de F dans F.
{S(t)}+>0 : Une famille des opérateurs linéaires continues sur H.

D(A) :Domaine de définition de A.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est ’étude de la controlabilité robuste d’un systéme linéaire de di-
mension infinie.

La notion de la contrélabilité est d’une grande importance dans la théorie du controle ; c’est
une propriété de base dans 'analyse des systémes dynamiques. De nombreux problémes fon-
damentaux de la théorie du controle ne peuvent étre résolus que sous I’hypothése que le
systéeme soit controlable. Il s’agit d’imposer & un systéme un comportement souhaité par
exemple dans notre cas amener un systéme d’un certain état initial & une sortie désirée en
respectant éventuellement certains critéres.

Un systéme de controle est un systéme dynamique sur lequel on peut agir au moyen d’un
controle ou d’une commande.

Dans I'étudier de la controlabilité, nous choisissons un modéle simple englobant une large
classe des systémes gouvernés par des équations aux dérivées partielles.

La notion de controélabilité, qui est fondamentale en théorie du controle, est parfois insuffi-
sante dans la pratique : on désire en plus souvent une certaine robustesse.

On peut le comprendre facilement avec I'expérience du balai qu’on essaie de faire tenir en
équilibre sur un doigt. on se convainc facilement que, partant d’'une position du balai arbi-
traire, on peut amener le balai & la verticale avec une vitesse nulle, il suffit ensuite de ne pas
bouger le doigt et le probléme est résolu.

Malheureusement c’est impossible a réaliser dans la pratique : le balai ne sera pas exactement
a la verticale et la vitesse ne sera pas exactement nulle et donc, si on arréte de bouger le doigt
le balai va tomber. En fait pour éviter que le balai ne tombe, on bouge le doigt en fonction
de la position du balai et de sa vitesse : on applique au systéme un controle u(.) qui dépend

de I'état x du systéme.



Alors un probléme important dans la théorie du controle est de fournir une robustesse au

systéme qui sont exposé a des perturbations.



Chapitre 1

Controlabilité des systémes linéaires en
dimension infini

Rappels mathématique
1.1 Semi-Groupes

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme x — ||z||x,on désigne pas
L(X) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de X dans lui méme, £(X) est

un espace de Banach pour la norme 7" — ||T'|| définie par :

T
1Tl = sup [Ty = sup I2lx
Izl x=1 220 ||%]x

Définition 1.1.1 Une famille {S(t)i>0} d’élément {S(t)} € L(X) forme un Semi-groupe de

classe Cy dans X (on dit aussi fortement continu), si elle vérifie les conditions suivantes :
1. S(0) = I (identité dans L(X)).
2. S(t+s)=5(t)S(s),Vs,t > 0.

3. limy_o ||S(t)xr — z]|x =0, Ve X.

Remarque 1.1.1 Commet+s=s+t, ona S(t+s)=S(s+t)=5(t)S(s)=S5(s)S(t).

Donc les opérateurs d’un Semi-groupe sont commutent.



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

Définition 1.1.2 On appelle générateur infinitésimal d’un Semi-groupe {S(t)i>0}, l'opéra-

teur linéaire
A:DA)cX — X

St)yr —x

r — Az = lim
t—0 t

Quand cette limite existe, le domaine de l'opérateur A est défini par :

t—0

D(A) = {x € X : lim M, existe}
Le générateur infinitésimal de {S*(t);>0} est (A*, D(A*)).

Proposition 1.1.1 Si {S(t)i>0} est un Semi-groupe dans X, alors {S*(t)i>0} est aussi un

Semi-groupe dans X.

Proposition 1.1.2 (estimation a priori) Soit {S(t)i>0} un Semi-groupe Cy sur X, IM >
0 et w>0 tel que :

VteR, : ||S@)|| < Me (%)

La borne inférieur wy de l’ensemble w vérifiant (x) est appelée le type du semi-groupe {S(t)>0}-

1.2 L’espace L?(0,T; H)

Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire(.,.)y et la norme .||z On note par
L2(0,T; H)
T
L*(0,T; H) = {u )0, T[ — H, tel que/ ||ul|3dt < oo}
0

L*(0,T; H) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)r2¢7m) et la norme

|-l z2(0,7; ) définis par :

T
Vu,v € L*(0,T; H) : {(u,v)r2(0.7.0) = / (u,vyydt
0

T
Vu € L(0,T: H) - |lull oz = /O a2, dt

Meémoire de fin d’étude Page 6



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

Un modeéle simple englobant une large classe des systémes gouvernés par équations aux

dérivées partielles est :

Ax(t) + Bu(t) si  t€]0,T] (K)

—N
8 8
=
~_
(!
8
S

ou A est un générateur infinitésimal d’un Cj semi-groupe dans un espace de Hilbert H,

A fournit la dynamique du systéme.

B € L(U, H) ou U est aussi un espace de Hilbert, B excite le systéme, pour modifier I’état «
est appelé I'état du systeme, u est la fonction du contréle ou le contréle qu’on suppose qu’il
appartient a L2(0,T;U).

H est appelé I'espace d’état, U 'espace des controles.

Si A est auto-adjoint & résolvante compacte alors le systéme (K) admet une solution faible

unique fortement continue sur [0, 7] est donnée par :
T
x(t) = S(t)xo + / S(t — s)Bu(s)ds
0

Le probléme de la contrélabilité consiste en la possibilité de transférer I’état d’un systéme en
un temps fini, d’un état initial vers un état désiré choisi a priori. On va introduire la notion

de 'exacte controlabilité.

Mémoire de fin d’étude Page 7



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

Définition 1.2.1 On dit que le systéeme linéaire @(t) = Ax(t) + Bu(t) est controlable si,
étant donné deux états du systeme c’est-a-dire deux points xg et x4 de H, et étant donné un
temps T > 0 il existe une fonction u(.) € L*(0,T;U) qui permet de passer de xo @ x4 au bout

du temps T, ce qui signifie que la solution du probléme de Cauchy

Ax(t) + Bu(t) s t€]0,7 (K)

——
8 K
==
1l
S
o

qui vérifie :

Vag,xo € H,Ju € L*(0,T;U) : tel que z(T) = x4

A partir de cette définition, on peut déduire diverses caractérisation de la controlabilité exacte.

1.3 Caractérisation de la controlabilité exacte

On introduit les opérateurs :

e L est I'opérateur de controlabilité

Lp:L*0,T;U) — H

T
U — / S(T — s)Bu(s)ds
0
e (Qr est le gramien de controlabilité
Qr = LrLy

Théoréme 1.3.1 Les opérateurs Ly et Qr vérifient les propriétés suivantes :
1. Ly est un opérateur linéaire borné (Ly € L(L*(0,T;U), H)).
2. (Lyx)(s) = B*S*(T — s)x pour tout s € [0,T].

3. Qr est un opérateur linéaire borné : Qr € L(H)
et
T
Qrr = / S(T —s)BB*S*(T — s)xds, x € H
0

Mémoire de fin d’étude Page 8



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

Preuve

1. e Ly linéaire

Soit u,v € U, Soit a € R, on va montrer que :Ly(u + av) = Ly(u) + aLp(v)

Lr(u+av) = /0 S(T — s)B(u+ av)(s)ds

= /0 S(T — s)(Bu + aBv)(s)ds

— /OT S(T — s)Bu(s)+a [ S(T — s)Bv(s)ds

= Ly(u)+ alLr(v)

e L1 bornée

[Lr()lla = |l i S(T = s)Bu(s)ds||u

IN

[ 18 = 9)Bu(s s

0
T
< / IS(T = s)ll e | Bl e 1uls) [[uds
0

pour w > wy

T
< / Me“(T=3) 1Bl cw,myllu(s)|lods
0

T
< MIBlewm [T u(s)lods
0

T T
< M|Bllcwn( / 25 ds)h( / lu(s)|ds)®.

On a utilisé Cauchy-Schwarz et un changement de variable

2wT_1

2w

e

1
< M||B|zw,m( )2 |wll 20,70

d’olt Lt est linéaire et borné.

Mémoire de fin d’étude
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Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

2. Déterminons L7

LT“? ‘T>H

/0 S(T — s)Bu(s)ds, z) g

(u, Lpx) 200y =
(
/O<S(T—S)Bu(s)ds,x>H
[ twts).8°5°@ — 9y

= (u(s), B"S™(T — s)x) 1200107

Alors Lyx = B*S*(T — .)x.

3. Qr = LpL%
Ly L% sont des opérateurs bornés, Alors Q7 est borné.

De la définition de Q, il résulte :
T
Qrr = / S(T — s)BB*S*(T — s)xds
0
O

Proposition 1.3.1 (Caractérisation de ’exacte controlabilité) Le systeme (K) est exac-

tement contrélable si et seulement si Lt est surjectif.

Preuve Supposons que le systéme (K') est exactement controlable sur [0, 7] et on montre
que Lr est surjectif.

Soit z4 € H, on a aussi x4+ S(T)xg € H, Alors Ju € L*(0,T;U) tel que
g+ S(T)xg = x(t)

donc
T
zg+ S(T)xo = S(T)xo + / S(T — s)Bu(s)ds
0
d’on
T
Tq = / S(T — s)Bu(s)ds
0

Alors Ly est surjectif.

Mémoire de fin d’étude Page 10



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

Supposons maintenant que Ly est surjectif et on montre que (K) est exactement controlable.

Soit wq € H, Alors x4 — S(T)xg € H, Comme Ly est surjectif, Alors il existe u € L*(0,T;U)

tel que
xgS(T)xy = Lyu
d’ott zg = S(T)xo+ Lru
et par conséquent (K') est exactement controlable sur [0, 7 O

Lemme 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert, Si A : D(A) C H — H et A positif, auto adjoint
et coercive (c-a-d Ja > 0, (Az, z) > a|z||,Vx € H), alors A est continument inversible (c-a-d
A~L existe, borné et défini sur H tout entier (D(A™Y) = H), A~''e L(H)).

Maintenant, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes de la controlabilité exacte

du systeme (K)

Lemme 1.3.2 Si A est un opérateur linéaire fermé de ’espace de Banach X dans un espace
de Banach Y et si A admet un inverse A™', alors A™' est un élément de L(X,Y) si est

seulement si :

D(A™Y) = ImA

Théoréme 1.3.2 Le systeme (K) est exactement controlable sur [0,T] si et seulement si

pour un certain v > 0 et pour tout z € H une des conditions suivantes est vérifiée :
1. (Qrz,z) 2 7*|2ll%
2 L5220 ey = Jo I(Z52)()Eds > 4221
8 Jy I1B°5"(s)zBds = *|=]%

4. KerL, =0 et ImL} est fermé

Preuve Premiérement on va montrer I’équivalence entre les quatres conditions, ensuite on
montera ’équivalence entre 'exacte controlabilité de (K) et une de ces conditions.
L’équivalence entre (2) et (3) découle du théoréme [1.3.1]

Depuis qui nous avons :

Lt =B*S*(T—)

Mémoire de fin d’étude Page 11



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

d’autre part :
Comme Qr = Ly L% (par définition)
Alors :

(Qrz,2) = (Lr(Lt)z, 2)
= <L§“Z’L;Z>

= ||L;}Z||%2(0,T;U)

Il en résulte :

Fa > 0,Vz € H, (Qrz,2) 2 l|=|%] <= Ba > 0,¥2 € H, | Lzl = 1l=1%)

d’oti I'équivalence entre les affirmations (1),(2) et (3). Il reste a prouver ’équivalence de ceux-

ci avec 'affirmation (4). On va montrer que (2) implique (4), puis (4) implique (2).

2 = 4 Supposons qu’il existe a > 0 tel que
pour tout z € H,on a ||L;ZH%2(O’T;U) > o?||z||%

Si

zeker L <= Liz=0<=||[L}z]|=0=||z]| =0<=2=0

donc ker L% =0

Pour montrer que ImL. est fermé, on prend une suite (L}-2,)en de ImL} qui converge dans

L?(0,T;U) et montrons que la limite est un élément de ImL

(L72p)nen converge = (Lpzp)nen  est de Cauchy

= (zn)nen est de Cauchy

En effet

1
[2p — 2|l < EHL’?ZP — Lz

(2n)nen est une suite de Cauchy dans H qui est de Hilbert.
Alors

dz € H tel que lim 2z, ==z

n—>-+o0o

Mémoire de fin d’étude
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Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

et de la continuité de l'opérateur L7, et de 'unicité de la limite, alors

lim Lkz, =L}z
n—--+o00 ren T

Ce qui signifie que

lim L}z, € ImL}
n—>-—+oo

Maintenant montrons l'inverse :
4=2
Supposons que ker L}, = 0 et ImL7 est fermé, alors L} admet un inverse défini sur ImL7

qui est borné sur son domaine de définition d’aprés le lemme , alors
IM >0 tel que ||(L%) 'ul| < M|ul|, pour tout u € ImL
Substituons (L)~ !u par z :

Izl < M| Lpull

1
dou [|Lzul = ll=]

Maintenant montrer que si affirmation (1) est vérifiée alors le systéme est exactement contro-
lable.
Supposons que :

Vz € H, (Qrz, z) > 7|2|?

d’aprés le lemme Qr est continument inversible.
Et comme

ImQr = D(Q;") = H et ImQr C ImLy

Alors
ImQT =H

d’ou (K) est exactement controlable sur [0, 7.
Inversement, nous montrons que ’exacte controlabilité implique l'affirmation (2), supposons
que (K) est exactement contrdlable sur [0, 7], alors ImLy = H

Supposons que Ly est injective, il résulte que (Ly)~t € L(H, L*(0,T;U))

Mémoire de fin d’étude Page 13



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

(En vertu du Théoréme de Banach et ensuite (L)~ € L(L*(0,T;U), H))

c’est-a-dire
3B >0 tel que: |[(L3) tullg < Bllull.  ,Yu e L*0,T;U)
Avec z = (L%) " u on obtient :
121l < Bl L7zl

Pour le cas général, on pose X = (ker L)+
Puisque Lp est un opérateur linéaire continu alors ker Ly est fermé, d’ou L?(0,T;U) se

décomposer en somme directe
L*(0,T;U) = (ker Ly) @) (ker Ly)*

Prenons ||.||x = ||.]|2, (X, ]|-||x) est un espace de Hilbert.
On définit :

f)Tu = LTU
Donc ETU est bijective de X sur H, En effet si

Lru; = Lpus (avec uy # usg)

= u; — ug € ker Ly contradiction
ker Ly N X = {0}

Il en résulte que :35)0 tel que Vz € H, on a

BlILIx > zllm
IL7z1x = sup(u, Ljz2)
ueX

= sup(Lyu, z)
ueX

= sup <LTU7 Z)
ueX

car Ltz = Lrz

= sup  (Lru,2)
ueL2(0,T;U)

= L7zl 2010
Ce qui conduit a

* T % 1
| L7z 20y = [ Lpzllx ZEHZHH

Mémoire de fin d’étude Page 14



Controélabilité des systémes linéaires en dimension infini

O

Théoréme 1.3.3 Soit Z et H deuz espaces de Hilbert, et Ly € L(Z,H), Alors les énoncés

suivants sont équivalents :

° [m(LT) =H
o Jvy >0 tel que :

MNErzlla = |21l

Preuve Est une conséquence du théoréme et de la proposition [I.3.1] O

1
Corollaire 1.3.1 Si~y > 0, pour tout S € L(Z,H) avec | Ly — S|| < —
~

Alors
Im(S)=H
Preuve puisque
* * 1
Ly = S|l = [|L7 = 57| < =
et
WLrzlle = llzllz
L7z = S"2|la < |lLp = S"lzllzllz , z€Z
Alors 15%2llr = |[Lr2lla — | Lpz = S7z||n
1 * *
> —|lzllz = Ly = S7|lll=]l2
8
1 * *
= ;_“LT_S 1) [zl z
Si on pose :
1 1
—=——||L7-5" 0
F= - lL -7l >
nous obtenons DNS*2|la > ||zl 2 , 2 €Z O

Mémoire de fin d’étude Page 15



Chapitre 2

Controlabilité robuste des systémes
linéaires de dimension infinie

Soit A le générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe {S(¢) };>o dans l'espace de Hilbert H
et P est un opérateur linéaire borné dans H, Alors A + P est le générateur infinitésimal d’un

Cy semi-groupe {5,(t)}+>0 qui est donné par la formule suivante :
t
Sp(t) = S(t) +/ S(t — s)PSy(s)zds zeH
0

Si P est un opérateur linéaire non borné ,Alors A + P est le générateur infinitésimal d’un C)
semi-groupe {S,(t)}+>0 mais la formule précédente n’est pas vrai en générale.

On notera D(T") le domaine d’un opérateur 7" dans un espace de Banach W.

L(W) Tespace des opérateurs linéaires et bornés

On considérera la classe suivante des opérateurs linéaires non bornés :

Si A le générateur infinitésimal d'un Cj semi-groupe {S(t)};>0 on note P(A) la classe des

opérateurs linéaires fermés P satisfaisant les conditions suivantes :
1. D(A) C D(P)

2. pour chaque t > 0,3 h(t) >0 tel que:
[1PS@)z]| < h(t)|z]] ,Vze€ D(A)
3. lintégrale fol h(t)dt existe.

Remarque 2.0.1 A est borné si et seulement si A € P(A)



Controélabilité robuste des systémes linéaires de dimension infinie

Théoréme 2.0.4 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {S(t) }+>0 dans H,
si P € P(A), Alors A+ P défini sur D(A+ P) = D(A) est le générateur infinitésimal d’un
Cy semi-groupe {S,(t) }i>0 de plus :

S, (t)z = isn@), >0

ou

et
t
Sn(t) = / S(t)PS,_1(s)zds, n>1,z€ H
0

La série est absolument convergente pour la norme uniforme de L(H), pour chaque n et z la
fonction T, (t)z est continue pourt >0

o U0 S(t)2 € D(P)

z — PS(t)z, z € D(A) a une extension unique a un opérateur borné défini sur H, afin
de simplifier la notation, nous appellerons cette extension PS(t).

o PS(t)z est continue surt > 0 pour tout z € H

St
|
ot 1S
t—>00 t
Alors
| PT(t
lim sup og || PT(1)] < w
t—o0 t

o Si R(\) > wy, alors
PR\ A)z = / e MPT(t)zdt, z€7Z
0

ot RO\ A) = (A — )~

o Siw > wp, alors AM,, < oo tel que :
1S@)|| < Myet et ||[PSH)|| < Mye*t >0

e pour tout 3 >0
B
/ I1PS()|dt < o
0

Mémoire de fin d’étude Page 17



Controélabilité robuste des systémes linéaires de dimension infinie

o Siy=[Te | PS(t)|dt <1, Alors
1Sn()Il < Mpe™y™ , n>0
Pour plus de détail voir [2|

Proposition 2.0.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi- groupe {S(t)}+>o de type

wo définissant :
di(P. Py — / (P = PYSW)ldt . Pi, Py € P(A)
et pour w > wy fixé  04(P1, P) = / e (P — P)S(t)||dt , P, Py € P(A)
0

Alors 64(P1, Py) et da(Py, Py) sont deux distances sur P(A) qui sont équivalentes

i.e il existe des constantes strictement positives My et my telle que :
mada(Pr, Py) < da(Pr, Po) < Mada(P1,Py) , P, P, e P(A)
Remarque 2.0.2 Si P, — P, est bornée, Alors

da(P1, Py) _</ Il ) 17 7o)

Théoréme 2.0.5 La fonction P € P(A) — S,(t) € L(H) est continue uniformément par
rapport a t dans chaque intervalle du [0, 5], > 0
i€

lim [, (t) = Spe ()] = 0

dA(P,Po)*)O

on outre, si d4(Py, Py) < 1, Alors il existe une constante M = M (py) telle que :

5A(P7 PO)

— < a7 wt >
HSp(t) Spo(t)H — 1 _ 5A(P, P())Me ) t jll 0

Preuve Comme
Sp(t) = Sperpr—p(t)
et on a:
S(t)z = iTn(t), t>0
0
To(t) = Sp(?)
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Controélabilité robuste des systémes linéaires de dimension infinie

et
/Spo WP — Py)T,-1(s)zds, n>1,z€Z
et
1@ < Me

Selon l'indication mathématique, nous avons :

tnl

(n—1)

1T < M"e" || P — Poll™ ™ 0aspy (P, o)

Donc

tnl

19p(8) = Spo (W) < M| P = Ro||" " dayp, (P, PO)(n 1

= Maip(P, po)e(erMllP—Poll)t

Par conséquent

lim —{5,(t) = Sp ()] = 0

d(P,Py)—0

continu uniformément par rapport a ¢ sur 'intervalle [0,5] ,8 > 0

Si
darp, (P, Ry) <1
t
TO1 < [ (Sl =9lIP = Bl ()i
< MNP -l [ (o)l
< Me“ 64, p,(P, Po%
Tl < [ ISu- P - BIT)lds

IA

MWZZKWAOWL%M%( P = Bo)Sy (1)) drds

< Me“’f(/0 e [P = Fo)Sp ()IIdS>2

Mewt (5A+P0 <P7 PO))2

IA
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Controélabilité robuste des systémes linéaires de dimension infinie

En utilisant 'induction mathématique nous avons cela :

1T < /0 [1Spo (£ = $I[[(P = Fo)Tnr(s)]|ds
Mewt[5A+P0(P7 PO)]n

DIl

Z Me“* [dayp, (P, o)l

n=1

datpy (P, Po)
1 —0a+p, (P, Fy)

IN

Ainsi 155 (2) = S (1)

IN

IA

Me*" >0

2.1 Principaux résultats

De la section précédente, nous avons que (P(A), d4) est un espace métrique noté de la distance
d4. maintenant, nous sommes préts a étudier la famille suivante de systéme de controle

dimensionnel infinie

Y'=(A+P)Y + B(t)u(t) , t>0,P e P(A)

Théoréme 2.1.1 Soit Z et H des espaces de Hilbert et G € L(Z, H) avec Im(G) = H, alors
il existe o > 0 tel que :

pour tout S € L(Z,H) avec |G — S|| < a on a Im(S)=H

Théoréme 2.1.2 Si pour un Py € (P(A),da) le systéme linéaire est exactement controlable
sur [0,t], alors il existe un voisinage N'(Py) tel que pour chaque P € N (Py) le systéme est

également contrélable sur [0, t]
Preuve Supposons que Py = 0, considére I'opérateur borné linéaire suivant :
Lh: L*0,T;U) — H

LRu(t) = /0 Sp(t — s)B(s)u(s)ds
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Controélabilité robuste des systémes linéaires de dimension infinie

il suffit de prouver que LY. est surjectif pour tout P dans un voisinage N (0)

\Lhu— Lyu| = | / (t— 5) — S(t - 5)B(s)u(s)ds|
< %M [ 1B et (sl
< M Bl v lull
Par conséquent |L5u — Lrul| < %M@“tHBHqUﬂ)

alors nous pouvons prendre d4(P,0) assez petit tel que

514(] 70) t
———F——Me*"||B <
1—04(P,0) e || Bl cw.m) a

[0
04(P,0) < =r
a(P,0) Bl . Me=t + a
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre, nous allons voir que certains résultats vus aux chapitre 01 et 02 peuvent
s’appliquer .
Nous allons considérer un systéme d’intérét physique décrits par une équation integro-différentielle

du type hyperbolique

{ytt(t> T) = Ypw + € fox O(a)y(t, s)ds + u(t) (1,1)

y(t,0) =y(t,1) =0, te]l0,7]

ou ® € H = L?[0,1] (Pespace des fonctions de carré intégrable)
T 1
/ / u(t,x)dxdt < oo ,et € >0  petit suffisamment
o Jo

Avant de nous intéresse a la controlabilité d’un tel systéme, nous allons voir comment nous
ramener a la forme abstraite (& la situation (K)) et appliquons alors nos résultas.

Pour ramener (1,1) & la représentation (K) posons : H = L?(0,T;U)

A:DA)CH — H

f— —fe
Avec D(A)= H?*(\H}
LH-—H , (L)) = /wq)(s)f(s)ds.
0
d’on le systéme (1,1) peut étre écrit sous la forme abstraite :

= —Ay +eLy + u(t) (1,2)



Application

Par un changement de variable nous pouvons transformer cette équation en équation diffé-

rentielle de premier ordre :

O=ff] 2oy
On obtient :
) = {38] - {—Ay(y;fgtl 6Ly} i {u?t)]
- [ Bl ]+
d’ou :

2 =Az+¢ePz+ Bu (1,3)

I —-A 0 L 0

dense dans Z et engendre un semi-groupe fortement continu

ou: B= {O] JA = [ 0 I} et P= {0 O} A est un opérateur linéaire fermé & domaine

> 2 [(zl, ®,,) g cosnmt + n—1ﬂ<22, ®,,) g sin mrt] D,

n=1
T(t)z =
S 2 [—nm{z1, P,) g sinnwt + (29, P, ) g cos nwt] @,

n=1

Le produit scalaire dans Z étant donné par :
1 1
(2,2)7 = / 21(2)z (z)dx —|—/ 29(2)Z2(x)dx et @, =sinnmx
0 0

Pour plus de détails ,voir |5| il est facile de montrer que 77(t) = T(—t), et B* = (0 I), en
appliquant le théoréme|1.3.2} on a que pour u € L%([0, 7]; L?(0, 1)), le systéme sera exactement

controlable sur [0, 7] s'il existe v > 0 tel que :

1B T ()220 220 = VNI (14)

le calcul des termes de (1,4) donne I'inégalité équivalente

el < [Z 20272 (21, B2 st (nmt) + (22, Gn) (6, 1)
+(21, ) (Pn, 22)) 207 sin(nwt) cos(nmt) + 2 | (z2, dn) }2 cosz(mrt)} dt

- im 1) (7= 2 s (e, )0 )

2nm
sin(2n7T)
2nm

+{(z1, Pn) (G, ZQ>)%(COS(2H7TT) —-1)+ ‘(zg, <I>n>|2 (T +
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Application

1
Cela équivaut a trouver un ¥ = — > 0 tel que :
Y

3 [|Xn\2 27278, — 2) — 3Cu Re(X, V) + [Va|* (5T, — 2)] >0

n=1
. sin(2n7T)
Ou X, =(21,0n),Yn = (20,00), 5, =T — o Cy, = (=1 + cos(2nnT))
nm
T, — 71 sin(2nmT
2nm 1
Le niéme terme sera non négatif si 5, > 2, 3T, > 2, et (nm)*(¥S,—2)(FT,, —2) > 17205

Cette expression est équivalente a

(n*m?7% — sin(nwr))y2 — 4n727d 4 4n’r? > 0

Depuis la vraie fonction 22 — sin?(x) est non négatif, la derniére expression (considérée comme

quadratique dans 7) sera satisfait si

42121 + /16047472 — 16n2(n21272 — sin’(n77))

2(n2m272 — sin®(nrw7))

20’17 + 2nr | sin(nwT) |

(nwT— | sin(nn7) |)(nwT+ | sin(nw) |)
2

sin(nmT)

™ | nm

Nous devons donc trouver un 7 tel que

- 2 2 2
T2 ot sin(nmr) sin 2(nm7)’ sin 2(nwT)
T— | —=| 7— T+
nm 2nm 2nm
2
= maxn>1

T— | sin(nw7)nm |
Depuis 7 — ’sin(mw)mr‘ > (0 pour tous 7 > 0 et il diminue en n, nous pouvons toujours

trouver un approprié 4 a condition de 7 > 0. Donc le systéme est exactement controlable sur

[0, 7] pour toute 7 > 0.
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Résumé

Dans ce mémoire nous montrons que la contrdlabilité des équations
d'évolution dans les espaces de Banach n'est pas détruite si nous perturbons
I'équation par un petit opérateur linéaire non borné. Ceci est fait en utilisant un
principe de perturbation de | 'opérateur linéaire et une caractérisation des
opérateurs surjectifs. .Enfin, nous les appliguons a un systeme de contréle décrit
par des équations intégro-différentielles.

Abstract

In this thesis we show that the controllability of evolution equations in Banach
spaces is not destroyed if we disturb the equation by a small unbounded linear
operator. Thisis done using alinear operator perturbation principle and
surjective operator characterization. Finally, we apply them to a control system
described by integro-differential equations.
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