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Résumé

Ce mémoire est consacré a ’étude d’explosion en temps fini des solutions pour un systeme d’équations
vsicoélastique singulier non local en présence des termes sources généralisés, sous certaines conditions sur

les fonctions de relaxation et les termes sources, l'explosion en temps fini est achevée.

Abstract

This dissertation is devoted to study the blow-up of solutions for a system of nonlocal singular
viscoelastic equations in presence of generalised source term, under specified conditions on relaxation

functions and source terms, the blow-up happens.
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Notations

R : Corps des nombres réels.

C : Corps des nombres complexes.

A : Opérateur de Laplace.

L,(£2) : Espace de Lebesgue sur €.

L () : Espace de Lebesgue pondéré sur 2.

B(2) : La tribu borélienne sur 2.

Ck : Espace des fonctions k fois contintiment différentiables.

c> = (Mpen C*

cr : Espace des fonctions C™ sur R et a support compact dans R (dit aussi; espace

des fonctions test) on le note aussi D(R).

T'(R) : Dual topologiques de D(R) ou espace des distributions.



Introduction générale

Les equations aux dérivées partiels ont une grande histoire qui est liée au naissance de la notion de
la “dérivée” elle-méme, depuis Newton et Leibnitz ces equations ont conmues un intérét incessant
progressivement et en parallele avec ce que la physique pose en terme des problemes. Avec
I’évolution de cette discipline, des différents types d’équations et problemes sont émergés dont
lequel “les problemes mixtes non locaux” ces derniers sont issues majoritairement des différents

phénomenes physique et biologiques.

Les problemes d’évolutions de seconde ordre peuvent en générale étre rencontrés dans de
nombreux domaines scientifiques et de nombreux modéles d’ingénierie et sont largement appliquées
dans la théorie de la transmission de la chaleur, flux du l'eau souterraine, science médicale,
processus biologiques, thermoélectricité, diffusion de réaction chimique, la physique de plasma,
le génie chimique, les processus de conduction thermique, la dynamique des populations et la
théorie du contréle. Voir & ce propos les travaux de Cannon [I], Shi [2], Capasso et Kunisch
[3], Cahlon, Kulkarni et Shi [4], Ionkin et Moiseev [5], Andrews, Mikeli¢, Shi, Shillor et Wright
[6], Choi et Chan [7], et Ewing et Lin [8]. La plupart de la recherche sur les problémes mixtes
non locaux a été consacrée aux solutions classiques. Plus tard, des problémes avec des conditions
intégrales pour les équations paraboliques et hyperboliques ont été étudies par Tonkin [9], Pul’kina
[10, 1], Yurchuk [12], Kartynnik [L3], Mesloub et Bouziani [14, [15], Mesloub et Messaoudi [16, 17],
Mesloub et Lekrine [I8], Mesloub [19, 20] et Kamynin [21].



Introduction générale

Dans ce travail, nous étudions le systeme d’équation viscoélastique non locale singulier suivant:

t

1. 1 3
Uy — —(TUg)x —|—[g-_(t —5)— (.:f:ux(a:, S))wds + -us = fi(u,v),
14 x 4
0
i
1 F . 3 o
Vi — ;(xvr)x +/ ga(t — ts);(xt!w[x,s_})iqu + 11-‘3 = fa(u,v),c
0

u(z,0) =0, u(z,0)=0, z€(0,a),

1z 0=0 wiz,0.=0, we (00
a3 a
u(a,t) =v(a.t) =0, fxu,das = / zvdx =0
\ 0 ]
telle que: (u,v) = (u(z.t),v(z.t)), @=(0,0] x(0.T), a <00, T < o0, et gi(-),g2(-) : Ry —

R, sont des fonctions données.

Ce type de problémes se pose dans la viscoélasticité et dans les svstemes régissant le mouvement
longitudinal d’une configuration viscoélastique obéissant & un modéle de Boltzmann singulier non
linéaire. La motivation de notre travail est due a quelques résultats concernant les documents de
recherche suivants: Dans [22], Messaoudi a montré, dans des conditions adaptées & la fonction de
relaxation, que les solutions avec explosion initiale d’énergie négative en temps fini si p > m et
contimue d'exister si m > p, pour le probleme suivant

t
uy — Au+ / gt —5) Auds + ug|ug|™ 2 = |u[""2u, dans Q x

¢ i
u=0, z€0Q, t€(0,00),

w(z, ) =ualz); Wiz, 0)=uile), 2 €l

Dans [23], un modele décrivant le mouvement d'un corps viscoélastique bidimensionnel sur le
disque de 'unité dans le cas de solutions radiales est étudié. En utilisant des estimations a priori
et des arguments de densité, les auteurs prouvent I'existence et I'unicité d’'une solution généralisée

du probléeme non local X

e ¢ . :
U — —(2uz)z + /g{t - s}—lxu.x(:c,s])wds =iz, 0 u), &
1 il :
0
{ x
wl =10, fxu{x, tide =@ Le (0,717,
0
uw(z,0) = (x), u(z,0)=¥(z), z€(0,1),
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Introduction générale

ot @ = (0,1) x (0,T) et f est une fonction de Lipschitz.

Plus tard dans [17], Mesloub et Messaoudi pour une large classe des données initiales ont montré
"explosion de la solution et pour des données initiales suffisamment petites ont montré I'existence
globale et aussi ils ont obtenu un résultat de comportement asymptotique pour le probleme singulier

non local sulvant:
. i

1 1
g — E(;rur)m + /g{t - S]E(;cuw(x,sj)mds = |uP~%u, dans ¢
0

el =0, [:Eu(x,t)d.:c =0, b= 0,7,
0

Db =00 0= UiEy @ e (07T

En effet, ils ont obtenu les propriétés d’explosion de la solution locale par la méthode de
Georgiev-Todorova avec énergie initiale négative pour a = 0. Ensuite, Wu dans [24] pour a =0, a

prouvé I'explosion des solutions avec des conditions appropriées sur les données initiales en utilisant

la méthode directe [25] 26] et [T9].

Pour le cas des systemes, Zrai, Draifia et Boulaaras [27] ont obtenu des résultats d’explosion
pour un probléme mixte non local pour le systéme viscoélastique singuliere non linéaire:

( i

1 ) j 1 Gl 1

Ut — E(.ﬁ:umm + [ gt — S)E(:rum(:cj s)),ds + aus = 0|7 |ul

0
t

1 | T
b= 3evn)et [ aalt =97 (v 9) ds + av = [ o
0
e 0] =aple)s 40 =(2); & €(0.0);

vl =walz], wils ) v (x), z € (0,a),

u(a,t) = = /xudx _/x-vd;r:[]

0

Dans notre modele, les termes source |v]?T u P~ty et [u[PHH|v]|97 1y dans [27] ont été remplacés,
respectivement, par fi(u,v) et fiy(u,v), les conditions (0.0.8) et (0.0.9) sont posés identiquement

nulles et la fonction d’amortissement prend la valeur a = 1

Le mémoire est composé de deux chapitres et d'une bibliographie. Nous commencons par une
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introduction ol nous présentons 'historique du probléme sujet d’étude, en suite dans le chapitre 1

nous rappelons certaines notions préliminaires qui seront utilisées par la suite dans le chapitre 2.

Au seconde chapitre nous étudions I'explosion en temps fini des solutions pour un probleme
mixte non local pour le systéme viscoélastique singuliére non linéaire, pour montrer 'explosion
des solutions en temps fini, nous avons utilisé la méthode directe dia a Li [28]. Cet méthode a été
développée pour I'équation des ondes avec une dissipation non linéaire et une source polynomiale.
Elles consistent a construire une inéquation différentielle. L'explosion en temps fini découle alors
de la résolution de cette inéquation différentielle ol trois cas différents sur le signe de 'énergie

mitiale est considéré. De plus, les estimations pour le temps d’explosion sont prouvées.

Nous donnons a la fin les différentes rétérences utilisées dans cette thése.




|
Chapitre

Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Espace normé et espace de Banach

Dans ce chapitre nous introduisons quelques espaces fonctionnels, notions, théorémes et propriétés

utiles pour la suite de travail.

Définition 1.1.1 (Espace victoriel normé). Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme
sur E toute application || - || : E — Ry telle que pour tout (u,v) € E? et tout A € K,

1) ||ul| =0 < u =0 (séparation)

2) [lu+v|| £ |lu|| +||v|| (inégalité triangulaire)

3) [|Aul| = |A|||u|| (homogénéité)

On appelle espace vectoriel normé (sur K) tout couple (E, || -||) ot E est un K-espace vectoriel et

[| || une norme sur E.

Définition 1.1.2 (Espace métrique). Soit E un ensemble non vide.

On appelle distance sur E toute application d : E? — Ry telle que pour tout (u,v,w) € E3,
1) d(u,v) =0 < u =v (séparation)

2) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (inégalité triangulaire)

3) d(u,v) =d(v,u) (symétrie)



Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

On appelle espace métrique tout couple (E, d), ou E est un ensemble non vide et d une sur distance

E.

Définition 1.1.3 (Distance associée a une norme). Soit (E. || -||) un espace vectoriel normé.

On appelle distance associé & || - || lapplication d : E? — R définie pour tout (u,v) € E? par
d(u,v) = ||u— vl

Définition 1.1.4 (Equivalence des normes). Soient E un K-espace vectoriel, || - || et ||-]|" deux
normes sur £,

On dit que || - || et || - || sont équivalentes s'il existe (A, p) € R ? tel que pour tout u € E,
Allul] < lull < pfful]

Définition 1.1.5 (Suite de Cauchy). Soient (E || - ||) un espace vectoriel normé et (u,) une
suite de .

On dit que (uy) est une suite de Cauchy si
Ve>03IN eNV(pq) eEN2p>Net q>N=||lu, —uyl| <e

Définition 1.1.6 (Espace complet). Soient E un espace vectoriel normé et A C E. On dit que

A est complet si toute suite de Cauchy de A converge dans A.

Définition 1.1.7 (Espace de Banach). Soient E un espace vectoriel normé et A € E. On

appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.1.8 (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel normé. On appelle produit
scalaire toute application (-,-) : E2 — C telle que pour tout (u,v,w) € E? et tout A € C,

1) (u,v) = (v,0)

2) (Au+v,w) = Mu,w) + (v, w)

3) (u. W) = Au,v)

4) (u,u) 2 0et (u,u)=0< u=0.

On appelle espace préhilbertien réel (respectivement hermitien) tout R-espace vectoriel (respectivement

C-espace vectoriel) muni d'un produit scalaire.




Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.9 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert (E, || ||g) sur K est un K-espace
vectoriel £ muni d'un produit scalaire (-, ) tel que l'espace vectoriel normé (E, -l = (]))

soit complet.

1.2 Espaces de Lebesgue

Définition 1.2.1. Soient {2 un ouvert de R" et 1 < p < oc. On définit

1
LP(Q,pu) = {u : Q= R classe des fonctions mesurables : HU,HU(Q W= (/ lul? du) "< oo},
! Q

et
L, p) = {u : Q0 = R classe des fonctions mesurables : HU'HL“*(Q y) = Supess lu(z)| < oo}
’ zel)

ol

sup ess |u(x)| = ?'.n-f{C‘ cR: |u(x)] £C u—ppdans Q}

zEe
Lemme 1.2.1. Soit 2 un ouvert de R". L’espace L?(£2, ;1) est un espace de Hilbert muni de la

1

2
norme HU,HLQ(Q,#) = (/Q |u|2d,u.) et de produit scalaire (u,v)r2(0 ) = /Q utdy pour tout u,v €
L2(Q, p).

1 1
Théoreme 1.2.1 (Inégalité de Holder). Soient w,v : 2 = Ret p,q > 1 tels que — 4+ — =1 (on
P q
dit que p et ¢ sont conjugués).

Siue LP(Qp) et v e LIS p) alors wv € L'(Q, ) et

lwolly < full, Il

En outre, I'égalité aura lieu si et seulement si il existe (o, 3) € R2, tel que a [ul’ = 8 |v|? 1 —p.p..

Sip = qg=2, l'inégalité de Holder s’appelle inégalité de Cauchy-Schwarz.
Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Minkowski). Si p > 1 alors, pour tous u,v € LP(2, i),
llutoll, < ffell, + [lll,

En outre, I'égalité aura lieu si et seulement si:
~u=0pu—pp.ouu=cavyu—pp,pouruna=>0sip>1.

~u=0pu—ppouut >0 pu—pp.sip=1.
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1 1
Théoreme 1.2.3 (Inégalité de Young). Soient p, ¢ € (0,00) tel que — + — =1 (on dit que p et
P q

q sont conjugués) et (u,v) € R? alors on a:

1 1
fuv] < = Jul? + = [o]f
p q

1 _
Si on pose ¢(€) = —(Ep)_Pq tel que € > 0 alors I'inégalité de Young devient:
4q
luv] < €|ul’ + c(€) [v|?

On peut aussi I'écrire comme suit:

_P_
p—1

L‘
pour tout p > 1

p—1

1
luv| < ’ eulf +

Proposition 1.2.1. On a pour tout «, 3 € R%

f—a<\/p?—al (1.2.1)

Démonstration. Soient o, 5 € RY telle que a < 3, on a:
.32 o CtQ > (3 . a_)Z

Et comme 5 — a > 0 donc:

f—a< /B2 a2 pourtout «a,fcRL

a
Proposition 1.2.2. On a pour tout (a,b, 3) € R? x R,
ab < ;(,SQZ + b;) (1.2.2)
Démonstration. Soit (a,b, 3) € R? x R%, on a
(Ba —b)% = 52> — 2Bab+b* > 0
Eunsuite:
2Bab < p*a® + v
Donc:
ab < %(,6’&2 + ?—;)
O

10



Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

Proposition 1.2.3. Soient m,n >0et g >1,0na

217 (2 y)T < 2l 4yt (1.2.3)

Démonstration. Pour ¢ = 1, 'inégalité ([1.2.3]) est bien vérifiée.

Pour ¢ > 1, soit la fonction convexe définie par:

/iR, S RY

r— |z|?
Alors on a pour tout z,y € R% et t € [0, 1]
fltz+ (L =t)y) <tf(x)+ (L —1)f(y)

1
Donc pour t = 3 on obtient

2100+ )T < 2l 4y (12.4)
Ce qui termine la preuve du proposition. O

Théoréme 1.2.4 (Dérivabilité d’une intégrale par rapport a un parameétre). Soient
(£, B(92), 1) un espace mesuré et f :  x I — R une fonction donnée, ot I C R et B(12) est
la tribu borélienne. On suppose que x — f(x,t) est B(2)-mesurable.

Si f vérifie les hypotheses suivantes:

1) Pour tout = € Q, f(x,-) est dérivable sur [,

2) Pour tout ¢ € I, f(-,t) € LY(B(Q), p),

3) Il existe une fonction g € LY(B(£2), ;t), telle que, pour tout t € I,

of

g(wf) < |g(=)|-

Alors,

1) La fonction
t— F(t) = / flz,t)dp(x)
)
est dérivable sur I.

2) Pour tout t € 1,

af dF of
a(-,t} € Ll(B(Q),u) et T t) :]Qa(:t,t)du(x).

11



Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.2.5 (Théoreme de Fubini-Tonelli). Soient (€21, 3, 1) et (€29, X9, v) deux espaces
mesurés o-finis.

1) (Tonellz) Soit f : ) x 2y — [0, +oc] une fonction (X; ® Xy)-mesurable. Alors, pour tout
x € {1y, la fonction f; : Q29 — C est Xy-mesurable et, pour tout y € (1, la fonction f, : € — C est

Y1-mesurable. De plus, la fonction g : 2; — C définie par g(z) = / fe(y)du(y) est Xi-mesurable,
1,

et la fonction h : 22 — C définie par h(z) = / fy(x)du(x) est Xo-mesurable. Enfin, on a
0

[}1 g(z)dp(x) = /QLXQQ flz,y)d(p@v)(x,y) = /512 hiy)du(y),

c’est-a-dire,

/QL ( o, f(:c,y)d-y(:z:)>d;1.($) = lenz flr.y)d(p e v)(z,y) = [}2 ( A f(a:,y)du(a:))d-u(y).

2) (Fubini) Soit [ : ) x 29 — C une fonction (u @ v)-intégrable. Alors, pour p-presque tout
x € Qy, la fonction f, : {23 — C est v-intégrable et, pour v-presque tout y € €2y, la fonction
fy + 821 — C est p-intégrable. De plus, la fonction g : 23 — C définie p-presque partout par

glz) = fely)du(y) est p-intégrable, et la fonction h : Qg — C définie v-presuqe partout par
92

h(z) = fy(x)du(z) est v-intégrable. Enfin, on a
1921

/ o()u(r) = / e vEy) = / @),

Cest-a-dire,
/QL ( o f(:c,y)d-y(:c))dfi(:c) = /legg flz.y)d(p@v)(z,y) = /QQ ( 5 f(x,y)dp(x))d-u(y),

1.3 Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces vectoriels normés qui sont bien adaptés a la résolution de

nombreux probléemes d'équations aux dérivées partielles.

12



Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

1.3.1 Espace de Sobolev d’ordre entier H™

Définition 1.3.1 (Espace de Sobolev H™). Soient {2 un ouvert de R" et m € N, on appelle

espace de Sobolev d’ordre m et on note H™(£2) I'ensemble
H™Q) = {u € D'(Q); D*u € L*(Q), |a| <m}

_ Alal
o o = (e, ...,an), aj €N, la] =a1+ ...+ an, et D" = m
Définition 1.3.2 (Espace de Sobolev H{}). Soit Q un ouvert de R”. On définit I'espace H}(Q)

comme I'adhérence de C>°(Q) dans H'(Q2), et on le note aussi H}(Q2) = CgO{Q)H (Q).

Quelques propriétés des espaces H"' (1)
1) On munit l'espace H™(£2) d’un produit scalaire

(u,0) iy = Z (D%, D*v) 120y, Yu,v € H™(Q)

laj<m

= (wv)rzq + Z (D%u, D) 2(03)

1<]al<m

2) On associe 'espace H™(Q)) a la norme

ol = ( 32 10l ) - v 7

|or|<m
3) L'espace H™(Q2) est un espace de Hilbert.
4) Pour m = 0 on a H’(Q) = L*(Q) et pour tout m > n on a l'injection continue H™(§) —

H(Q) < .. = HY(Q) = L*(Q).

1.3.2 Espace de Sobolev d’ordre réel WP

Définition 1.3.3 (Espace de Sobolev W™P). Soient 2 un ouvert de R", m > 1 et p € [1;+00],

on définit 'espace
WmP(Q) ={u e LP(Q) : D*u € [F(Q),Va e N, |a] < m}

Hlal
. R . . ;. | = ¥ 4 Y=
o o = (o, ...,00), a; EN, |a| =a; + ...+ a,, e D= dx ... datn”

13



Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.3.4 (Espace de Sobolev W;""). Soient 2 un ouvert de R", m > 0 et p € [1;+oc],
on définit le sous-espace Wi (€1) comme l'adhérence de C2°(2) dans W™P({2) et on le note aussi

wme () = o=,

Quelques propriétés des espaces W™P(()
1) L’espace W"P()) est muni de la norme
”””vvwm(g) - HU’HLP(Q] T Z ”DQUHLP(Q)
1<[al<m
2) L’espace W™P(£)) est un espace de Banach.
3) Pour p = 2, 'espace W™2(Q) = H?*((2) est un espace de Hilbert.
4) Pour m = 0, Wo(Q) = LP(Q).

1.4 Espace pondéré (a poids)

Définition 1.4.1 (Fonction poids). On appelle un poids toute fonction w: R" — R localement
intégrable presque partout pour x € R".

Tout poids w donne une naissance a une mesure sur un ensemble mesurable de R™ par intégration.
Cette mesure ainsi est dénotée par w.

Donc , w(E) = / wdz pour 'ensemble mesurable £ C R".
E

Définition 1.4.2 (Espace pondéré). Soient w un poids et 2 C R" un ouvert. Pour 0 < p < oo,

on définit IP (w) l'ensemble des fonctions mesurables sur Q) telle que:

1
i = ([ 177 war) " < o0

On appelle espace pondéré tout couple (LI (1), ” . ”Lp (Q)).

On définit aussi wk-L] (w) 'ensemble des fonctions mesurables f sur 2 qui satisfait

1 ez, @) = sup Xo({ € 3] f ()] > A}) < oo
= A0

Définition 1.4.3. Soient LE = L2((0, o)) I'espace pondéré de Banach équipé de la norme suivante:

a3 1
Jully = ([ alurac)’,

0
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Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

H = L2((0,a)) I'espace de Hilbert des fonctions intégrales carrées ayant la norme finie

(43 1
2
H'U,”H = (/x-u,zdx)
0

V = VI((0, @) Iespace de Hilbert équipé de la norme

1
Jully = (el + el )

ct

Vo = {u € Viula) = O}.

Lemme 1.4.1 (Inégalité de type Poincaré). Pour tout v dans 1§ on a:

a

f;nvz(;r,t)dx < Cp/mﬁ(x,t)dx (1.4.1)
0 0

Démonstration. Soit v € V{ une fonction différentiable qui satisfait les conditions aux limites de

systeme d’équations (j0.0.1)-(0.0.5)), on a

0= /(m-'?(a:, t)).dx = f{vz{x, t) + 2zv(x, t)vy(z, t))de (1.4.2)
0 0
d’out
/331'2(3:, t)dae < af-tﬂ(x,f)dx— —fo-t'(x,t)vm(;r,t))dx
0 0 0
Utilisant I'inégalité de Young, on obtient
¥ o ¥ 1 ¥
f wv?(z,t)dr < 20 f 2v (7, t)ve(2, ) )dz| < 207 / wv(, t)da + 5 / 20’ (z, t)da,
0 0 0 0
Donc
f;nvz[;r,t)dx < Cp/mﬁ(x,t)dx
0 0
telle que C) = 102, O
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1.5 Théoremes et lemmes outils

Lemme 1.5.1. Soient § > 0 et B(t) € C?%(0,00) une fonction non-négative qui vérifié

B'(t) =406+ 1)B'(t)+ 40+ 1)B(t) =0 (1.5.1)
Si
Alors:
B{(f) > kg

Pour t > 0, ol kg est une constante et ry est la plus petite racine de I’équation
2 =40 +1)r+4(6+1) =0
Démonstration. Soient: § > 0, B(t) € C?(0,00) vérifiant (1.5.1)) et r1 la plus grande racine de

Iéquation: 72 —4(0 + 1)r +4(0 + 1) = 0.

Alors I'inégalité (1.5.1)) est équivalent &

(&) (& -n)oi0 20

B'(t) > raB(t) + (B'(0) — r,B(0))e"* (1.5.3)

On integre sur (0, 1), on obtient

Par la condition (1.5.2)), on trouve
B'(t) > ko pour t > 0. (1.5.4)
O

Lemme 1.5.2. Si J() est une fonction non-croissante sur [{y, oo) et satisfait I'inégalité différentielle
J%t) > a+ bJH%(t), pour tout ¢ >ty (1.5.5)

ouna >0 et beR, alors il existe un temps fini 7% tel que lim J(?) = 0 et la borne supérieure de
<

t—T*—

T™* est donnée respectivement, par les cas suivants:

16



Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

1) Sib< 0et J(ty) <« min<l \/E alors
(1) (to) ;

v —b
1 v
T <ty + —=ln—"—0. (1.5.6)
i)
(i1) Si b= 0 alors
I(to)
T <t . 1.5.7
< lp+ Ja ( )
(111) S1b > 0 alors
J(t
< 1) (1.5.8)
va
ol
" 3v41 7y -1
T <ty +2°% (171 J(t ) 1.5.9
<o+ o/a (1+cJ(to)) ( )
et

c= (b) e (1.5.10)

[0

Démonstration. Supposons que [(i)] tient, alors de ((1.5.9)) on a:
a+bJA(t) < JA(t),

Ensuite, on peut écrire
2
var - (V) < %)

Moyennant l'inégalité (1.2.1)), on obtient

2
«awms¢ww(wm)sww

Par transitivité, on a
Va—vV=blJ(t) < [J'(t)]

En vertu des propriétés de la fonction J(t), on obtient

J(1) < —va+V=bJ(t) (1.5.11)

17



Chapitre 1: Rappels d’analyse fonctionnelle

On integre sur [tg,t), on trouve

Vva Vva W
Jt) < Y= 4 [ — X2 4 (k) |elttovD

W= v T )e
Utilisant on déduit que 37 =T'(to) > 0 telle que

1 e
. N * Vb
lim J(t) =0, ou T <ty+ in
L V=L — (k)
Si b= 0 alors 'inégalité différentielle (|1.5.11f) devient
J(t) < —Va

On integre sur [tg,t), on obtient

J(t) < —+va(t —to) + J(to)
Donc 37 = T(tp) > 0 telle que

J(to)

lim.J(t)=0 on T"<t;+
<

tT* \/E
Si b > 0 alors de I'inégalité différentielle ((1.5.5), on a

VI2(t) >\ a+bJ¥ (@)

D’apres les propriétés de la fonction J(t), on a

—J'(t) = Va+ b (1)

J(t) < —.\/a(l T [eJ ()5

b\ T
telle que ¢ = (—) .
a

En utilisant 'inégalité (|1.2.3) pour ¢ =

-~

Y+ 1

et avec quelques manipulations, on obtient

1 2y41 T4+1
S(l+ed(t) T e (t) < —275 Va
C

On integre sur (¢, 1), on obtient:

J(t) < % { [2—

Alors 37" = T(ty) > 0 telle que

(- to)c%a +(1+ cJ(to))‘zlv] = 1}

: N Bl 7y —L
] = < ; 27 — . 27 .
lim J(t) =0 ot T"<to+2 c\/a(l (14 ¢J(to)) ) (1.5.12)
T+
Ce qui termine la preuve du lemme. U
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Chapitre 2

Explosion en temps fini des solutions pour un
\ 3/ . . ’ . . .
systeme d’équations viscoélastiques singulieres

non locales a source généralisé

2.1 Propriété d’explosion en temps fini

Dans cette section, on consideére la propriété d’explosion en temps fini de la solution du probleme

(0.0.1)-(0.0.5)), pour établir notre résultat on pose d’autres hypothéses sur gy, g2, f1 et fa:
(S1) gi: Ry — R, des fonctions différentiables décroissantes, (i = 1,2).

(S2) 3B € (—o0,0)U (0,4) telle que: 1 — (1 + %) fgl-(s)ds =,>0 (=12).
|1 0

(S3) 3f: R? — R une fonction différentiable vérifiant pour toutes zi, zo dans R:

i 8]"(:41, 22)

6 0s fi(z1, 22), (2.1.1)
2 3
L Zziﬁ (21,22) = Bf(zl,,?z). (2-1-2)

i=1
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v R? = R, il existe une fonction g : R? = R

o filz1,22) <
telle que

g(z1, 2 :/af;f u(z, s),v(x, s))ds
0 (2.1.3)

o
: 1 3 . :
et la fonction ¢ / L—Ix(zf + z%) — —Og(zl, z9) | da soit croissante,

telle que: (21, 23) = (u(z,t),v(z,t)) et (i=1,2).

Définition 2.1.1 (Explosion en temps fini). On dit que la solution (u, v) du probleme ((0.0.1))-(0.0.5])

explose en temps fini s’il existe un temps fini T telle que

x o —1
lim (/xui[;n,t)dx—l—/x-vg[;n,t)dx) =0 (2.1.4)
t—T+—

0 0
Définition 2.1.2 (Fonction d’énergie). Soit (u,v) la solution de systeme ((0.0.1])-(0.0.5), on
définit sur [0,¢) la fonction d’énergie E(t) par la formule suivante
t o

E(t) = %(1 — /g1(3)d3) fxui(x,t)dx — %[xf(u(x,t),v(x,t))dx
0 0 0

t 1

;(1 - / gg(s)ds) / ..'*:-vi(x,t)dx—l—%(ggovm)(t) (2.1.5)
0

0
o o

1 1 1
—|—§/$ut{$ tyde + §/$'l’f($, tydx + 5(910?%:){5)

0 0

o1, pour tout u € C((0,T%); Vo) N C((0,T*); H), et T* > 0 assez plus petit,

(g1 0 uz)( f/:ng (t — s)|ug(z, t) — ug(z, 5)| *dsdz
(2.1.6)

(gaovy) //ng'; g (2, 1) — vg(z, s)[*dsdz

Lemme 2.1.1. Supposons que et (2.1.1) sont vérifiées, et soit (u,v) la solution de systeme
(0.0.1)-(0.0.5)), alors E(t) est une fonction non-croissante sur [0,¢) et on a:

a

= %(gi ouy)(t) — %gl{t)/xui[;n,t)dx

0

dE(t)
dt
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¥

+%(g§ o vy )(t) — ;gg(t) /mvﬁ(m, t)dx (2.1.7)

0

N
3

/xut z,t)dx — C—L/:E-vf[:r,t)da: <0

0 0

Démonstration. Multipliant I'équation (0.0.1)) par le terme zu(z, t) et 'équation ([0 par le

terme xvy(x,t), résumions, intégrions le résultat sur (0, ) et moyennant le [théoreme 1.2.5) on

J&ICAJ

obtient:

2 2

/:But{:n, t)utt(:r,,t)dx—i—/x'vt(x,t)vtt(x,t)dx

0

0
— (xum(x,t))mut(x,t)dx - (xvz(x, t))mvt(:rjt)d:r
/ /

0

+ q1(t — s) (:z:um(x, 5))md3ut(a¢, t)dx + @t —s) (xvm(a:, 5))md5vt(:r, t)dx (2.1.8)
[l l

—Q—%/:Eu?(.r,i:)dm—l—%/m!f(x, t)dx
0 0
= /xvt{x, t) fa(u(z, t), v(z, t))dx—l—/xut(x,t)fl (u(z,t),v(z,t))da
0 0

Simplifions le résultat terme par terme.
On a

2

1 Ou(x,t
/xutt(ﬂ?,t}ut(x,t)dx :/2 utggf )d:r,

0 0

Grace au [théoreme 1.2.4] on obtient
a3 (a3

/a:u:tt(x, Hug(z, t)dx %/xuf(m, t)dx (2.1.9)

0 0

B | =

De maniere analogue, on obtient aussi

o

fxvtt(x, v (z, t)de =

0

9
ot

B | =

/xvf(x,t)dx (2.1.10)
0
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En utilisant 'intégration par partie par rapport a la variable d’espace x, et la condition u(a, ) = 0,

on obtient
/(xum(x,t))w-r,zt(:c,t)dx = aug(x, t)u(z,t) O.—/xum(x,t)uwt(:c,t)dx
0 0
17 o (z, 1)
= -2 [a=)y
2 / o
0
Moyennant le [théoréeme 1.2.4] on trouve
X 1 a X
— (xux{x,t))wut{x,t)dx = 55 | T 2z, t)dz (2.1.11)

0 0

De facon similaire, on obtient aussi

- ] (zva(e, t))mvt(.ﬂc, tyde = %%/xvﬁ(r, t)dx (2.1.12)
0 0
On a par le
o i ¢ o
//gl (t — ) (zuq(x, 3))md3u¢($, t)dr = /gl(t —5) (/ (zuz(z, 3))93?1;(33, t)d;c) ds
00 0 0
A Paide d’une intégration par partie par rapport a la variable d’espace z et la condition u(a,t) = 0,
on obtient
a o-
/(;E-uw(:r:,s))mut(a:, t)de = —/:z:uw(x,s)uwt(x,t)dx
0 0
On remarque que
10[ug(w, 5) — ug(w,t)] g ul(z,t)
xug(@, s)uge(x, t) = —5 5
t t
En vertu du fthéoreme 1.2.4 et le fait que /gl (t—s) /gl )ds, on a
0 0

/ 0/ a1t — 5) (zug(z, s)) dsw(w,t)dz

t t

0 O 0

(2.1.13)

/;Eu (z,t)dx

Q_')|Q_')
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Moyennant la loi de dérivation en chaine, on a que

ftgt(gl(t— s)ja:(m(x, s) — ug(z, t))de)dS_/agl(t— s (O/x s (z, 8) um(x,t))?!dx) ds

0
“[ae-9(5 ] (a(,5) — (1)l ) s

0 0

Il vient ensuite, grace aux [théoreme 1.2.4] et [théoreme 1.2.5)

/tgl(t - (% jx(“”(xﬂ o t))QdJ:) i %(f/tgl(t — 8)x(ug(z, 8) — (e, t))Qda:ds)
O ' 0 0
_(O/Ofg-j(t—g)x(um(x’s) —um(xjt))?d;cds)

Utilisant la notation ([2.1.6)), on obtient

/ d T d(q1 oy
/gl(t —5) (at /x(um{a:, s) — uz(x, t))de) ds = w — (g1 0 ug)(t) (2.1.14)

0

Au moyen de la loi de dérivation en chaine, on a

(/tgl(:ﬂds)%j:cu (x,t)d (/gl(s /xu (z,1) d:z:)
0 0

0 (2.1.15)

—q1(t) ( / vul(z, t)da:)

0

On substitue (2.1.14) et (2.1.15)) dans (2.1.13]), on obtient

//gl(t— s :z:uw(a: s)) dsu(x, t)de = ——(gl 0 Uy )(t)

et

—5(h o u)(t)

o}

2.1.16
gl{t)/xui(x, t)dx] ( )
0
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Effectuant un raisonnement analogue au précédent, on obtient aussi

//gg(t — 3)(;1:1'&"(;1:, ts))zds-vt(a:, t)dx ;at(gg o v )(t)
0

t ot
2.1.17
—% [%(/92(9 ds/xvm{x t)d )] gz{t)/xvi[x, t)da:] ( )
0 0
g o)1
Utilisant 'hypotheése ([2 , on obtient
/xut[;r,t)fl (u(x,t),v(x,t))dx—k/x-vt(x,t)fg (w(z,t),v(z,t))dz
: . : (2.1.18)
30

= 6o / 2 f (ule, 1), vz, 1))dz

On substitue (2.1.9)), (2.1.10), (2.1.11), (2.1.12), (2.1.16), (2.1.17) et (2.1.18)) par son équivalent

dans ([2.1.8), on obtient

;ll /;Eut(:r: t)d;z:—i—;/:z:uZ(;E t)dx + l(gl o uy ) (t)

——(/Q’l ds/xu x,t) dx) jiTlt(u”J t)dz
+3moun)0 - 3 Uf ga(s)ds O/ (e e

o

—|—%/xv§{x,t}dx—% zf(u(z,t), v(z, t))dx]
0

0

=} 2]

17 1 3 [
- —igl(t)/:cui(x,t)d:c + i(g’l ou)(t) — 1 /.ru?(:c,t)da:
0 0

(2] 2]

3 1 1
=5 [ i tide = Sat) [ o e + 565 0ve)(0
0 0

Alors

9 / /
PP houn®) — Lantt) / (e, t)de / vu}(z, t)dz
0 0 (2.1.19)

(=3 ¥

1 1 3
(k0w = 50a(®) [kl tde =] [aodo e
0 0
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JE(t
Utilisons I'hypothese |(S1)| et les notations (2.1.6)), on déduit que: 31(£ ) <0.
Ce qui termine la preuve du lemme. O
Remarque 2.1.1. On integre (2.1.19) sur (0,¢), on obtient
1 t o
E(t) = /{gl o ug)(s)ds — §/g1{s)/xu (z,s)deds
0 0
1 t 1 t a
5/[% o vy )(s)ds — 5/92{8) /;Evi[;r,s)dxds (2.1.20)
0 0 0
it a i «
3 2 3 2
1 zui(x, s)dzds — 1 zvg(x, s)dz + E(0)
00 0 0

Maintenant, soit (u,v) la solution de systeme d’équations (0.0.1)-(0.0.5). On définit

a a b« t «
H(t) = /xuz(:c,t)dx—i—/:z:vz(:c,t)dx—i—//xvg(x,s)dxds+//xrﬂ(az,s)dxds (2.1.21)
0 0 0 0 00

Lemme 2.1.2. Supposons que |(57)} [(Sz)| et (2.1.1)) tient, alors on a

H' () + 8E(0) = 6 [[ucla, )}, + [|vetar, )]

t
+6[/|"”'5("1713)H12qd3+/”v5(:’3’5)|‘§1d5]'
0 0

Démonstration. On dérive la formule (2.1.21)) par rapport a la variable du temps ¢, on obtient

(2.1.22)

¥ 4] 23 23

H'(t) = Q/xu(;t:,t)ut(x,t)dx—i—fov{x,t)vt{x,t)dx—i—fx-rﬁ(a:, t)dx+/$-1!2($, t)dx (2.1.23)
0 0 0 0

Par une autre dérivation encore par rapport a la variable du temps ¢, on obtient

2] 2} (=3

H'(t) = Q/xut(:c t)da:—f—Z/:cu(a:, t]utt(:c,t)d:s—&—Z/xu(x,t)ut(x,t)dx
0 0 0 (2.1.24)

a3 (2] 2]

+2]x-vf(x,t)da:—i—Z/u’c-t!(x,t)-vtt(xjt)dx+2/x-1!($,t)1!¢($jt)d$
0 0 0

En multipliant I'équation ([0 par le terme 2zu(xz,t) et I'équation ([0 par le terme 2zv(x,t),
intégrions le résultat sur (0, @) et moyennant le théoreme 1.2.5 on obtient

o

QO/xu[.:c tug(x, t)dz = —2//gl(t— s) (wuq(z, s)) dsu(z, t)dz
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¥ ¥

+2f($?ﬂw($jt))m'ij($, t)de — %/xu(m, tug(z, t)dx (2.1.25)

0 0
a

+2 / zu(z,t) fi(u(x,t),v(z,t))dz
0

et

o

Q/m'(x tyv(z, t)d //gg(t— s) (zvz(w, s)) dsv(z.t)de

3
+2/ rug(z, t) t v(a:, t)dz — éfxtr(x,t)vt(a:,t)d:r: (2.1.26)

0 0

o

+2/xv(m t) f2(u(z,t), v(z,t))da

0

Simplifions les formules (2.1.25)) et (2.1.26]) terme par terme.

Par une intégration par partie par rapport a la variable d’espace x et la condition u(«,t) =0, on

obtient

¥ (=3

/(xum{x, t))mu(x,t)dx: —/xui{x, t)dx (2.1.27)

0 0

Par le [théoreme 1.2.5] on a que

a &
—//gl{t—ts)(x-i,sm{x,ts))wdsu(x,t)dx /gl{t— s / Tug(z, ) u{a:,t)dxds
0 0 0

On integre par partie par rapport a la variable d’espace z et la condition u(a,t) = 0, on obtient

t

t o
/]gl (t — ) (vuq(z, s)) dsu(z, t)d ://J;gl (t — s)uz(x, s)uy(z, t)deds (2.1.28)
0

0

On substitue (2.1.27) et (2.1.28) dans (2.1.25)), on trouve

o t o«
Q/xu(:c,t)utt(x, t)dx = 2//xg1(t— S)ug(x, s)ug(x, t)drds
0 00
Q/xu (z,t)dx — ;/xu(x,t)ut(x,t)dx (2.1.29)
0 0
+2 / zu(z,t) fi(u(x,t),v(z,t))dz
0
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De facon analogue, on obtient

a

it «
2/;1:1'(;': t)vge(z, t)d 2//3:9@@— $)ve(z, §)vs(z, t)dads
0

0
i 3
=2 [ zvi(z,t)dx — = [ 2v(z, t)vy(z, t)de (2.1.30)
[
+2/xv($, t) fa (u(z, t), v(z,t))dz
0

On substitue (2.1.29) et (2.1.30)) dans (2.1.24]) et utilisant ’hypothese (2.1.2)), on obtient

1) =2[Hut(x,wn;+ o wn;] —z[num,t}nhnw,m@]

it « t a
—|—2//$gl{t — S)ug(x, s)uy(x, t)deds + 2//:Eg2[t — $)ug(x, s)vg(x, t)dads (2.1.31)
00 0 0

6 /J:f(u(x,t),v(:c,t))dx—i— %/:cu(x,t)ut(x,t)dx—i—%/xv(:c, tvg(z, t)dx
0 0

|
=]

En multipliant ([2.1.5)) et (2.1.20) par 8 et par substitution, on obtient

8E(0) + 4](9{ oug)(s)ds + 4f(g§ 0 Ug)(s)ds

t t

—4 / 91(5)|[ua(@, 5)|| s — 4 f 92(5) v (, )| s
0 0

t t
—6/|us($,3)”;d5—6/‘|
0 0

= e, ) ||}, + Ao, 1) ||, (2.1.32)

+4 (1 — /gl(s)ds) ”um(x, t)”; + 4(gy 0 ug)(t)
0
( /gg(s ) [va(@ D[ + 4920 02) ()

a

vs(x, 5) ”;ds

3

2 [ ap (ot )t )

0
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En sommant (2.1.31)) et (|2.1.32)) membre 4 membre, on obtient

t t
/Hus(a:,s)l;ds—i—/l‘trs(x,s)l‘ids]
0 0

o

—2 [Hum(;':, t)Hif + ”vm(a:, t)H;] 130/xf(u(x t), -v(.:c,t))dx

H"(t) =6 llut(:cj t)|5, + vz )%, | — 8E(0) +6

//xgl(t— $)ua(, $)ua(z, t) dxds+f/xg2(t— $)ve(, 8)ve(, t)da:ds] (2.1.33)

f(glouz ds—i—/(gzov ]+4

t

/gl(s Huz(:c s ”Hds—f—/g2(3)|

ve(, ‘3)” i,ds]

0
+4 (g1 0 ug)(t) + (g2 0 vy ] / w(@, t)ug(x, t)de + vz, t)v(z, t)}d ]
0
4 (1—fgl( )Hum(az Ol + (1—/gz(s)ds)|vz(a:,t)l\i]

0

On utilisant 'hypothese|(S)) et (2.1.6), on a

t t
—4[/(gloum d-s—l—/gzov ]
0

0

t
/gl(s)l‘-um(x,s |Hd3+/g2 5 "L‘w (z.5) ”Hd:;] >0

0 0

0

+4

Et d’autres part, a I'aide de 'hypothése (2.1.3), on obtient

o

/x[u(:r:j Hug(x,t) + v(x,t)vt(:r:jt)} dz >
0
/x[u(m, t) fi(u(z,t),v(z, ) + vz, t) f2(u(z, 1), v(z, t))} dx

0

Alors l'estimation (2.1.33)) devient

H"(t) +8E(0) >

/Hus(x s |Hd9—|—/|

0

(1 —20/g1[s)ds)”um(x, t)H;—i—( 20/92{9 )va[;c,t”;] (2.1.34)
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singuliéres non locales a source généralisé

t a t o«
2 //:cgl(t — S)ug(x, s)u,(x, t)deds —Q—//:{:gﬂf — $)vg(x, s)v,(x, t)dxds
0 0 0 0

+4

(g10ug)(t) + (g2 0 'vz)(f)]

On peut écrire

@

t
zg1(t — s)uz(z, s)ug(x, t)deds ://xglt—su (x,t)dzds
0 0

\;Q

/,

a (2.1.35)
+// Vgt — s)ug(z, t)axgi(t —s) [um(x, 8) — ug(x, t)] dzds
0 0
On utilisant I'inégalité (1.2.2)), on obtient
b oo
/] Vagi(t — s)ug(z, t)\/zq(t — s) [uw(ﬂ:, §) — ug(x, t)] dzxds
00
1 [ 9
1t —s) t
55/]1“m ?%@’Lwhm@—amﬂaﬂ—uﬂamﬂdMS
0 0 '
Et comme I'estimation et majorée par une quantité de signe positive, on a
it a
// Vgt — s)u.(x, t)v/xg(t — s) |ue(z, s) — u(z, t)] dzds
00
) t
> ef ds”um (x,1) HH (gl o uy)(t)
0
On substitue dans ([2.1.35)), on obtient
i« t
//xgl (t — s)uz(z, s)ue(z, t)deds > (1 — —) fgl dsHum(x, t)Hif
0 ) (2.1.36)

g ou)t)

On procede le méme raisonnement précédent, on obtient aussi

t

t «
//xgg(t — s)ug(z, s)vg(x, t)daeds > (1 — %) /gg(s)dsHvz(x,t)”i
0 0 " (2.1.37)

(g oun)(t)
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On substitue (2.1.36) et (2.1.37)) dans (2.1.34]), on obtient

t t
/Hus(a:,s)lids—i—/l
0 0

+(4—5) [(91 o ug)(t) + (g2 0 'Uw)(t)] (2.1.38)

1—(1 1 | (S)ds) Uy (x,t) 2 (1 1 1 | (S)ds)
(10 35) [l s (1 (035) [ o)

0

H"(t)+8E(0)>6

o0+ el

vs(z, s)”ids]

+2 -vm(x,t)Hi

On utilisant 'hypothese |(S5)} on obtient

H"(l) +8E(0) > 6

etz 1)|[5, + |-vt<x,t)l\ff] 0

t t
/Hus(:z:,s)l;ds—i—/”-vs(x,s)”ids]
0 0

Ce qui achéve la preuve du lemme. O

Lemme 2.1.3. Supposons que tient et I'une ou 'autre des conditions suivantes est satisfaite:

(i) E(0) <0,

(ii) E(0) =0, et

H'(0) > 0 (2.1.39)
(iii) E(0) > 0 et H'(0) > 2 [H(O) + E(0)
Alors H'(t) 20, pour t > ty, (2.1.40)
et
. H'(0)
th = m.aa:{[], 1E(0) }, (2.1.41)

ol top = t* dans le cas (i) et £y = 0 dans les cas (ii) et (iii).

Démonstration. (i) Si E(0) <0, alors de (2.1.22) on a:

H"(t) > —8E(0)
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On integre sur [0,¢) on obtient
H'(t) > H'(0) — 8E(0)t,

o H'(0)
Soit t >
= 8EO)

alors on obtient

H'(t) >0

Et comme ¢ > 0 alors pour ¢ > t* (|2.1.40)) est vérifiée.

o max{o, 8};((%))}

(ii) Si £(0) =0, on a de (2.1.22))
H'(t)=0
On integre sur [0,¢), on obtient
H'(t) = H'(0)
Supposons que tient, alors on a

H(t) >0 pour t>0

(iii) On remarque que

2
//a:u(:z: s)us(z, s)dsdx //xau (x’s)dsda:
Js
o t P 2( )
u®(x, s
:/$/Td¢9dx

0

0
N
_/:c rﬂ(x,s)ﬁdx
0

= Jlutz. )|}, = [[uo()][5,

Par la condition ( , on obtient

a t
Hu(;n,t)”i, = 2//;1:1,5(33, s)us(x, s)dsdx
0 0

(2.1.42)

(2.1.43)
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singuliéres non locales a source généralisé

De facon analogue, on obtient aussi
a t
||v(x,t)||§f _2//a:v(x,s)vs(:r:js)dsdx
0 0
On utilisant 'inégalité de Young et en vertu du on obtient
a t t t
2//\/Eu($, s)vrug(z, s)dsdr < f |u(z, s)|3ds +f |us(x, s)|3ds (2.1.44)
0 0 0 0
On substitue dans , on obtient:
t t
)l < [ e s+ [ e, 9l (2.1.45)
0 0
D’une maniére similaire, on obtient aussi
t t
@)l < [ Utz s+ [ . o)lds (2.1.46)
0 0

On utilisant I'inégalité de Young, on obtient

(a3 1
]Ewnmemmsi@wnm@+hwami) (2.1.47)
0
et
' 1
/anﬂqust§Qwuxmi+nwuxmi) (2.1.48)
0

On substitue ((2.1.45)), (2.1.46)), (2.1.47)) et (2.1.48) dans (2.1.23]), on obtient

t t
2 2 2 2
Hﬁ»gmuﬁnﬁwwamH+/WMamM®+/Mﬂnﬂm®
0 0

t t (2.1.49)
e O + a0+ [ e )ds+ [ o)l
0 0
On peut écrire sous la forme suivante
t t
H(t) = |Ju(z, t)HiI—kH-v(x,t)”i—I—f”u(m,s)|;d3+/|‘v(a:, s)||%,ds (2.1.50)
0 0
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On substitue ((2.1.50)) dans (2.1.49)) on obtient

-t 2 2
H(t) < HE) + [, DI + o, 1)1
t t
4 f s, )| 3ds + / los(z, )] %ds
0 0

En multipliant par 4 on obtient

AH'(t) — 4H(t) <

' ) t , (2.1.51)
iy [ (e, ) s
0 0

On peut écrire l'estimation (|2.1.22)) sous la forme suivante:

t t
f|-r¢s($, S)Hi,der/Hvd;r,s)”ids] <
0 0

4 lm(x,t)ni - ||-vt(:s,t>||§f] +4

6 [”ut(;':, t)HfLlr + ||ve(z, t)”;] +6

(2.1.52)
H"(t) +8E(0)
Sommant ([2.1.51)) et (2.1.52)), on obtient
t t
2 2 2 2
2 [”ut(x,t)lh. + ”vt(,r, t)”H +2 /”us(x, s)HHds + / Hvs(.r, S)HHdsl <
0 0
H"(t) —4H'(t) + 4H(t) + 8E(0)
d’ont
H"(t) — 4H'(t) + 4H(t) + ko = 0, (2.1.53)
telle que: kg = 8FE(0).
Soit
k
B(t) = H(H) + 3
Dérivons B(t) par rapport & la variable du temps t deux fois, on obtient
B'(t)=H'(t), et B"(t)=H"(t) (2.1.54)
Et comme B(t) satisfait 'inégalité
B"(t) —4B'(t) +4B(t) = 0, (2.1.55)
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la solution de I'équation caractéristique associé a l'inégalité différentielle (2.1.55)) est: ro = 2

Et d’autre part de on a
B'(0) = H'(0)
Supposons tient, alors en vertu du on obtient
H'(t) > 2E(0) pourt >0

Donc on a

H'(t) 20 pourt > 0.

O

Théoréme 2.1.1. Supposons que |(S;)| tient et I'une ou l'autre des conditions suivantes est

satisfalte:

(i) E(0) <0

(ii) E(0) = 0 et (2.1.39) tient,

Jf(tO)Z

Alors la solution (u,v) explose en temps fini 7* au sens de

(iii) 0 < E(0) < et |(iii)| tient.

Dans le cas (i):

J(to)
T < tg— . 2.1.56
<to— G (2.1.56)
de plus, si J(to) < mm{l, b} alors on a
1 vV 5
™ <ty + 2.1.57
T E () ( )
Dans le cas (ii):
J(t0)
T <ty — . 2.1.58
Dans le cas (iii):
J(t
< 2 (2.1.59)

ik
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ou

3y+1 "}/

T*§t0+2 27

(1= [1+cJ(te)] ) (2.1.60)

Cr/a

b\ Tt 1 :
ouc= (—) Y= o et J(t), a et b sont donnés respectivement dans (2.1.61)).
a

Notez que dans le cas (i), tg = t* est donné dans ([2.1.41)) et ty = 0 dans les cas (ii) et (iii).

Démonstration. Soit
J(t)=H7(t) (2.1.61)

Dérivons J(t) par rapport a la variable du temps ¢ deux fois, on obtient

J'(t) = —yH 7N t)H'(t) (2.1.62)

et
J"(t) = = J(1) T Q(t) (2.1.63)
Q(t) = —(1+~)H™ () + Ht)H"(t) (2.1.64)

En utilisant {|2.1.23} et (2.1.22)), on obtient

t

¢ 2
/ (u, us) pds 4 (u, ug) y +/ (v, vs) yds + (v, -vt)H]
0

0

Qt) 2 —4(1+19)

t t
+6H(t)[||u:($a t)||§{+/||?55($15)“§1'd5+ ||'Ut($st)|§{+/||'1’5($15)||§1'd5] —8E(0)H (1)
0 0

En utilisant (2.1.50)) et (2.1.61]), on obtient

Q(t) > —A(1 +)B* + 6AC — 8E(0)J (1) (2.1.65)

t t
2 2 2 2
A= lu(z ) + f e, )3 ds + llo(z, BIF + f oGz, )| ds
0 0

t t

B = (u,u)y + / (u,us) yds + (v, v) y + / (v,vs) yds
0 0
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t t
2 2 2 2
C = Juz )% + / s, )1 Zds + lJuala, DI + / oz, 8)lI%ds
0 0

1
Pour v = o on obtient
Q) > —8E(0)J(t) 7 + 6(AC — B?) (2.1.66)

On observe que pour tout (p,n) € R% et t > 0

t
2 2
Ap® +2Bpn + Cn? = p?||lu(z, t)||y; + o / lu(z, s)|[ds
0

t

t
2 2
o2, Ol + 5 / (e, 5)I%ds + 20 / CRRE
0 0
t

F2pm{u, )y +2p1 / (v, v) s + 2on(v, v0) gy + 1 e, )|
0

t t
2 2 2
17 f Jus(, ) [5rds + P foe(, )7 + 0’ f Josa, ) 7ds
0 0
Passons a la forme canonique de produit scalaire

Ap? +2Bpn+ Cn? =
PA(uyu) g+ 2pm{u ue) g+ 0P (e, ue)

+0% (0, v) g + 200(v, v) g + 1 (v, U g

t

t t
+p2 / ('Uj -U)Hds + Qp?]'/ ('U, 'Us>HdS —+ T)2 / <'Us: -U5>Hd8
0

0
t t t
+p? / {u, u) yds 4 2,017/ (u, ug) ds + n? / (s, Us) ppds
0 0 0

En vertu des propriétés de produit scalaire et du norme, on obtient

t
Ap* + 2Bpn+ Cn* = IIPqunutllir+/|Ip'v+n'vs||§;ds
0

t
lpv + ol + / o + 1) s
0
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d'ott Ap? +2Bpn+ Cn? > 0 et comme A > 0 , alors

B*—AC <0 (2.1.67)
Ce qui entraine
Qt) = —8E(0)J(t) 7.t > tq (2.1.68)
On utilisant , on trouve
J"(t) < AB(0)J(£)5, pour t >t (2.1.69)

On a de (2.1.50): H(t) = 0, de (2.1.61) on a que: H(t) 17 > 0 et de[lemme 2.1.3|on a que:
H'(t) > 0. Alors on déduit de (2.1.62) que: J'(t) < 0 pour t > ;.
On multiplie (2.1.69) par J'(t) et on intégre sur [tg, ) on obtient

t t

/ J'(s)J"(s)ds = 4E(0) / J(8)F3 T (s)ds

to to

Puis remplacant v par sa valeur et simplifiant, on trouve
J(#)? > a+bJ(t)
ou:
a=J(t)? — 2E(0)J(to)*" et b= 2E(0)

Et par le|Lemme 1.5.2] la preuve du théoréme est terminée. U
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Conclusion

En terme de ce mémoire, nous avons prouvés sous certaines conditions sur les fonctions de
relaxation et les termes sources, que les solutions du systeme d’équations viscoélastiques singulieres
non locales explosent en temps fini utilisant la méthode directe de Li, ol les estimations pour le

temps d’explosion sont prouvés.
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