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Johann Von Neumann
The sciences do not try to explain, they
hardly even try to interpret, they mainly
make models. By a model is meant a ma-
thematical construct which, with the ad-
dition of certain verbal interpretations,
describes observed phenomena. The
justification of such a mathema-
tical construct is solely and
precisely that it is ex-
pected to work
Q
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Reste toujours un peu de parfum a la main qui donne des roses.
CONFUCIUS (551 avant J.C., 479 avant J.C.) Philosophe chinois

W Un mathématicien est une personne qui peut trouver des analogies entre les théo-
remes; un meilleur mathématicien est celui qui peut voir des analogies entre les démons-
trations. Les trés bons mathématiciens sont ceux qui peuvent déceler des analogies entre
les théories. Mais on peut supposer que le meilleur des mathématiciens, est celui qui peut
voir des analogies entre les analogies. Stefan Banach
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Y

W Dans les mathématiques vous ne comprenez pas des choses. Vous vous habituez juste
aelles. John Von Neumann

A9
RV

W Dans la mesure ot les lois des mathématiques se rapportent a la réalité, elles ne sont
pas stires; et jusque elles sont certaines, elles ne se rapportent pas a la réalité. Albert
Einstein

POION
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W Les espaces hilbertiens ou espaces de Hilbert sont l'outil fondamental des applica-
tions de I'Analyse a la Physique et aux Sciences de l'ingénieur. L. SCHWARTZ

POIN
RV

W Analysis is the technically most successfull and best-elaborated part of Mathematics.
J. Von Neumann

A9,
Y

W la vie il n’y a pas de solutions. 1l y a des forces en marche : il faut les créer et les
solutions suivent. Antoine de Saint-Exupéry
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Equations Différentielles Non Lineaires a Coefficients Fractionnaires
Existence et Unicité Des Solutions

Résumé

o

" Cette these est centrée autour de I’étude de l'existence et 'unicité des équa-
tions différentielles non linéaire fractionnaires. Les équations différentielles fraction-

naires (EDFs) apparaissent naturellement dans différents domaines scientifiques comme
la physique, I'ingénierie, la médicine, 1’électrochimie, la théorie du controle, etc. De-
puis quelques années, une attention particuliere a été focalisée a I’étude de l'existence
et 'unicité de solutions des équations différentielles fractionnaires. Lobjectif de cette
thése est de contribuer au développement de la théorie d’existence et d'unicité de solu-
tions des équations différentielles fractionnaires

La premiere partie est consacrée al’étude de l'existence et de 'unicité des solutions pour
une nouvelle classe de probléemes de valeurs limites d’équations différentielles fraction-
naires non linéaires dépendant de conditions aux limites intégrales de type non séparé.
Etla deuxieme partie traiter I'existence et I'unicité pour un nouveau type de problemes
intégro-différentielles fractionnaires séquentielles multi-termes avec conditions aux li-
mites non locales. Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur les techniques du
point fixe. Nous concluons les résultats obtenus par des exemples illustratifs.

La troisieme partie de cette these traite une classe de problemes aux limits de type
intégrale pour une équation différentielle fractionnaire d’ordre superieur avec condi-
tions purement non-locales de type intégrale. La démonstration est basée sur I'inégalité
d’énergie et sur la densité de'image de 'opérateur engendré par le probleme considéré.
Nous avons également utilisé une méthode semi-analytique pour estimer cette solution
est la méthode de perturbation de '’homotopie. De plus, quelques exemples sont don-
nés pour comparer les solutions numériques et exactes.

1. 2010 Mathematics Subject Classification : 44A10, 34A08, 35B45, 34B05, 34B15.

Mots clés : Théoreme du point fixe, Intégro-différentielle, Inégalité d’énergie, Condition
intégrale, Existence et unicité, Estimation a priori, probléme fractionnaire, Méthode de perturbation de
I'homotopie, Transformation de Laplace.



Nonlinear Differential Equations with Fractional Coefficients
Existence and Uniqueness of Solutions

Abstract

o

“ This thesis focuses on the study of the existence and uniqueness of fractional
nonlinear differential equations.

The fractional differential equations (FDEs) appear as a natural description of observed
evolution phenomena in various scientific areas such as physics, engineering, medi-
cine, electrochemistry, control theory, etc. In recent years, a great attention has been
focused on the study of the existence and uniqueness of solutions for the fractional dif-
ferential equations. The aim of this thesis is to contribute to the development of the
study of existence and uniqueness of solutions to fractional differential equations.

The first part is devoted to the study of existence and uniqueness of solutions for a new
class of boundary value problems of nonlinear fractional differential equations depen-
ding with non-separated type integral boundary conditions. And the second part deals
with the existence and uniqueness for a new type of multi-term sequential fractional
integro-diiferential equations with non-local boundary conditions. The results obtai-
ned in this work are based on fixed point techniques. We conclude the results obtained
by illustrative examples.

The third part of this thesis deals with a class of problems with integral type limits for a
higher order fractional differential equation with purely non-local integral type condi-
tions. The demonstration is based on an a priori estimate "energy inequality" and the
density of the range of the operator generated by the considered problem. We also used
semi-analytical method to estimate this solution, is homotopy perturbation. In addi-
tion, some examples are given to compare numerical and exact solutions.

1. 2010 Mathematics Subject Classification : 44A10, 34A08, 35B45, 34B05, 34B15.

Keywords : :Fixed point theorem, Integro-differential, Energy inequality, Integral condi-
tion, A priori estimate, Existence and uniqueness, Integral condition, Fractional problem, Homotopy per-
turbation method, Laplace Transform.
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Notations

Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées
tout au long de ce travail.

N : ensemble des nombres entiers naturels

N*:=N\{0}.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

Q: Domaine borné dans R.

I': La frontiere de Q.

LP(Q) : espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +ool intégrables sur Q.
L (Q) : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur Q.

C(Q) : espace des fonctions continues sur Q.

(n)

C™(Q) : espace des fonctions f: Q — R dérivables n fois et /" continues.

AC(Q) : espace des fonctions absolument continues sur Q.
AC™(Q) : espace des fonctions f dérivables a 'ordre n — 1 et elle que f"""V € AC(Q).
T : opérateur linéeaire.

D(T) : domaine de définition de 'opéerateur T.

G(T) : graphe de l'opérateur T.

R(T) : image de l'opérateur T.

N(T) : noyau de l'opérateur T.

M : fermeture de I'ensemble M.

M* : orthogonal de 'ensemble M.

X; Y : des espaces de Banach de normes respectives ||| x; ||| y-
Z(X;Y) : espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y,

. | Bully
cet espace est muni de la norme || B|| #(x.y) = sup .
uzo llullx

H : espace de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont notées respectivement par

LI, (..
Z(H) : espace des opérateurs linéaires continus dans H.

I'(.) : La fonction Gamma.

B(.,.): La fonction Béta.

Re(.) : Partie réelle d'un nombre complexe.
[.] : Partie entiere d'un nombre réel.

IY :intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d'ordre a > 0.

# Djamila Chergui OumEI-Bouaghi
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Rp@ . dérivée fractionnaire 4 gauche au sens de Riemann-Liouville dordre a > 0.

¢ D" : dérivée fractionnaire a gauche au sens de Caputo dordre a > 0.

Sy :f u(t,&)dé.
0

x rn
%iu:f f u(t,&)dédn.
0 JO
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Introduction générale

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de I'analyse, qui étudie la
généralisation de la dérivation et d’intégration d’ordre entier n (ordinaire) a I'ordre non
entier (fractionnaire). La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi
ancien que le calcul classique telque nous connaissons aujourd’hui. ces origines re-

montent 2 la fin du 174 siecle, I'époque ot Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz
ontdéveloppé les fondements du calcul différentiel etintégral. La premiere question qui
n

a conduit au calcul fractionnaire était : Est ce que la dérivée d’ordre entier peut étre

dxn
étendue a avoir un sens lorsque n est une fraction ? Plus tard, la question est devenue : n
peut étre n'importe quel nombre : Fractionnel irrationnel ou complexe ? Parceque cette
derniere question a été répondu par I'affirmative, le calcul fractionnaire est devenu un
terme mal approprié et pourrait mieux étre appelé intégration et différentiation d’ordre
fractionnaire.

n
ieme d

Leibniz a introduit le symbole pour désigner la dérivée n une fonction f

xn
quand il aannoncé dans une lettre a Guillaume 'Hopital datée du 30 septembre en 1695
n

, T T A . - . 1
avec I'hypothese implicite que n € N, LHopital a répondu : Que signifie Ten sin=7 2
X
Leibniz lui a répondu : "Cela conduit a un paradoxe a partir duquel un jour, on pourra
tirerdes conséquences utiles” [Oldham et Spanier, 1974]. Aujourd huit, cette lettre est ad-

mise comme le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire,

et le fait que L'Hopital a demandé spécifiquement pour n = — c’est-a-dire une fraction

(nombre rationnel), a en fait donnée lieu au nom de domaine des mathématiques.

Toutefois, seulement depuis les années soixante-dix, le calcul fractionnaire a fait I'objet
de conférences. Pour la premiere conférence de 1a, le mérite est due a B. Ross qui peu de
temps apres son doctorat sur le calcul fractionnaire, a organisé la premiere conférence
sur le calcul fractionnaire et ses applications a I'université de New Haven en Juin 1974 et
édité ses travaux. Pour la premiére monographie, le mérite est attribué a K.B Oldham et

# Djamila Chergui OumEI-Bouaghi
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J. Spanier qui aprés une collaboration commencée en 1968, ont publié un livre consacré
au calcul fractionnaire en @y *97* [114].

En 1987, le livre de S. Samko, A. Kilbas et O. Marichev, considéré maintenant comme
" encyclopédie" du calcul fractionnaire, apparu d’abord en russe, et plus tard avec une

édition anglaise en @y"?° [210]. Aujourd’hui, la série de livres, de revues et de textes

consacrés au calcul fractionnaire et ses applications comprennent plusieurs dizaines
de titres et cette liste devrait grandir encore plus dans les années prochaines.

Le calcul fractionnaire en permettant a des intégrales et des dérivées de tout ordre, il
représente un outil puissant en mathématiques appliquées pour étudier une myriad
de problémes de différents domaines de la science et de 'ingénierie avec de nombreux
résultats trouvés en physique mathématique, finance, hydrologie, biophysique, ther-
modynamique, théorie du controle, statistique, astrophysique, cosmologie et en bio-
ingénierie (voir Q[[l%, 106, 1229]1)

Maintenant, nous citons quelques mathématiciens qui ont fourni des contributions im-

portantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 201€M€ gciscle : Eurer (1730), PS.
Laprace (1812). Ensuite en 1819, @ [211] la premiere mention d'une dérivée d’ordre ar-

bitraire apparait dans un texte ol1 le mathématicien francais S.E Lacrorx a publié un texte
sur le calcul différentiel dans lequel il a consacré quelques pages au calcul fractionnaire,
et].B.J. Fourier (1822). Entre 1832 et 1837, une grande étude du calcul fractionnaire a été
faite par J. LiouviLLE. ENsuITE, B. RiEmanN (1847) propose une approche pour la dérivation
fractionnaire. Plus tard d’autres approches ont fait leurs apparitions comme celles p’A.K.
GRUNWALD (1867 —1872), p’A.V. LErNikov (1868 — 1872), de H. Laurent (1884), de WeyL (1917).
et celle de M.Caputo > [145] en 1967. (Pour plus de détails, voir Y 1212)).

Au cours des derniéres années, les équations aux dérivées partielles non-lineaires d’ordre
fractionnaire ont attiré I'attention beaucoup de chercheurs en raison d'un large éven-
tail d’applications dans de nombreux domaines de la physique, de la mécanique des
fluides, de 1'électrochimie, de la viscoélasticité, de la théorie du controle non-lineaire,
des systemes biologiques non-linéaires, de I’hydrodynamique et d’autres domaines des
sciences et de l'ingénierie [El-Nabulsi,[3 [3]], [Jafari et al.,[3[90]], [Jafari et al.,[3[89]],

[Kadem et Baleanu, [3[4], [Kadem et Baleanu,[3 [5]], [Kadem et Baleanu,[j [6]], [Katsi-
kadelis, [{[111]], [Khalouta et Kadem, [ [7]], [Odibat et Momani, [ [239]], [Oldham,
[ [1201], [Singh et al.,[5 [112]], [Wang et Zhou, [} [113]], [Zheng, [ [45]].

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine in-
téressant a explorer ces dernieres années. Notons que cette théorie a de nombreuses ap-
plications dansla description de nombreux évenements dans le monde réel. Par exemple,
les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans I'ingénierie, la
physique, la chimie, la biologie, ... etc [3[[128], [230]] > [193].

Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équa-
tions différentielles ordinaires. Les équations différentielles fractionnaires peuvent dé-
crire de nombreux phénomeénes dans divers domaines des sciences appliquées et de
I'ingénierie tels que 'acoustique, le controle, milieux poreux, électrochimie, visco-élasti-
cité, rhéologie, fractales, dynamique chaotique, physique des polymeres, électroma-
gnétique, médecine, économie, astrophysique, génie chimique, physique statistique,

# Djamila Chergui ©2022Ué‘;’,f§275’§ﬁ4:2"g%
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thermodynamique, bioingénierie, etc. Il a été prouvé que dans de nombreux cas, ces
modeles fournissent des résultats plus appropriés que les modeles analogues avec des
dérivées entieres. Les dérivés fractionnaires fournissent un excellent instrument pour
la description de lamémoire et des propriétés héréditaires de divers matériaux et procé-
dés ([3 [221]). En conséquence, I'étude des équations différentielles fractionnaires gagne

beaucoup d’'importance et d’attention. Pour plus de détails, on peut voir les références
[3 (49,50, 129} [149] <@, [194} 195,

Au cours de ces derniéres années, de nombreux phénomenes en physique ont été mo-
délisés par des problemes aux limites avec conditions non locales. Ces problemes ont
beaucoup d’applications dans divers contextes tels que la dynamique des populations,
le processus de conduction de la chaleur, la théorie du contréle...etc. Limportance des
conditions non locales apparaissent lors de la modélisation mathématiques des phé-
nomenes de la physique, la chimie, I’économie, la biologie, thermo-élasticité, élasticité,
physique de plasma et en métallurgie [3 [48,[180]. Parmi les travaux récents dans cette
direction, nous citons ceux de A. Bouziani [3 [9, 10} 11}, 12] qui a étudié des problemes
mixtes pour une classe d’équations paraboliques et hyperboliques avec conditions in-
tégrales., qui exigent la présence de terme intégrale sur le domaine spatial. Le terme
intégral peut apparaitre dans des conditions aux limites, dans ce cas, ces conditions
sont appelées non locales. Physiquement, les conditions intégrales représentent une
moyenne, énergie totale, masse totale, moments,...etc.

Ces probleme peuvent étre rencontrés dans la théorie de transmission de la chaleur,
voir :J.R.Cannon[j [116], W.A.Doy[3 [231], L.I:Kamynin [3 [140], en élasticité et thermoé-
lasticité, voir : A.Samarskii[3 [22], dans la théorie de population, voir : A.Hillon& [91],
PA.Raviart @y [191] : Létude des problemes unidimensionnelles avec conditions inté-

grales pour les équations de type : parabolique, hyperbolique, parabolique intégro- dif-
férentielle, hyperbolique intégro-différentielle, pseudoparabolique, pseudohyperboli-
que par laméthode des inégalités energétiques (estimations a priori) voir : les travaux de
A. Merad[3)[13} 14,115, 16,17, 21] : Les équations multidimensionnelles avec des condi-

tions intégrales sont traitées dans les travaux de L.S.Pulkina[3) [141].

Dans tous ces domaines scientifiques, il est important de trouver des solutions exactes
ou approximatives a ces problemes. Il existe donc un intérét marqué pour le dévelop-
pement de méthodes de résolution de problemes liés aux équations aux dérivées par-
tielles non-linéaires d’ordre fractionnaire. Les solutions exactes de ces problemes sont
parfois trop compliquées a atteindre par les techniques classiques en raison de la com-
plexité des parties non-linéaires les impliquant. La méthode de perturbation de I'ho-
motopie HPM a été proposée par Ji-Huan He ng% [98]. Cette méthode a été appliqué
par plusieurs auteurs a différents problemes linéaires et non linéaires. Momani et Odi-
bat[3) [219] ont appliqué la méthode de perturbation d’homotopie aux équations dif-
férentielles fractionnaires et ils ont révélé que la méthode HPM a été aussi combinée
avec des transformations comme celle de Laplace, Sumudu %[232] ou encore d’El-

zaki [3)[78] pour résoudre des équations différentielles ordinaires et aussi aux dérivées
partielles fractionnaires.

Cette these est scindée en cinque chapitres comme suit :
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Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, un rap-
pel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme, la fonction
gamma d’Euler, la fonction béta et la fonction de Mitagg-Leffler avec des exemples et
quelques propriétés intéressantes qui joue un role important dans la théorie des équa-
tions différentielles fractionnaires. Un rappelle quelques résultats d’analyse fonction-
nelle (éléments de la théorie des opérateurs) ainsi que les outils mathématiques néces-
saires pour I’étude des problemes.

Dans le second chapitre de cette these est dédié les approches (Riemann-Liouville et
Caputo) et les liens entre ces dérivées avec quelques exemples et quelques propriétés
complémentaires, transformation de Laplace est sa transformation inverse, nous don-
nons la description de la méthode de perturbation d’homotopie et nous faisons I'ana-
lyse de sa convergence, nous traitons quelques applications numériques de la méthode
HPM pour résoudre des équations différentielles non-linéaire et nous exposons la mé-
thode de pertubation d’homotopie HPM combinée avec la transformation de Laplace
LT.

Dans le troisieme chapitre, on abordera la question d’existence et de I'unicité des so-
lutions pour une nouvelle classe de problemes de valeurs limites d’équations différen-
tielles fractionnaires non lineaires dépendant de conditions aux limites intégrales de
type non séparé suivant :

‘DIx(t) = f(t,x(1),° D x(1)), rel0,T], T>0, 1<qg<2, 0<r<l
T
x(0) = 1 x(T) =u1f0 g(s,x(s))ds, (1)

T
x'(0) = A x'(T) :,uzf h(s, x(s))ds.
0

Ou D7 désigne la dérivé fractionnaire de Caputo del'ordre g, et f € C([0, TIxRxR,R), g, 1 :
[0, T] x R — R recoivent des fonctions continues et A, A2, 11, w2 € Ravec Ay # 1,4, # 1.
La démonstration des résultats est basée sur le théoreme du point fixe de Banach, théo-
reme du point fixe de Schauder et I'’Alternative non-linéaire de Leray-Schauder. On ter-
mine ce chapitre avec deux exemples illustratifs.

Dans le quatrieme chapire, nous discutons l'existence et I'unicité de solutions pour
I’équation intégro-différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions aux li-
mites intégrales fractionnaires multi-termes a m points.

DT+ kDT Yu(®) = f(t, u(r), @w (D), wuw) (0, DPru(n),.... DPru(r), te[o,1]

(n-s)77!

I'q) u(s)ds,

m-—1

u0=0, Y aiu@)=p ;
i=1

)

ot D7 est le dérivé fractionnaire standard de 'ordre de Caputo ¢, avec 1 < g < 2,0 <
Bi<1l,k>00<n<é<ér<...<&y-1<1,B,a;,i=1,..., msont des constantes réelles,

f:10,1] x R"**3 — R est continue et pour les applications y, A : [0,1] x [0,1] — [0,00) avec
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t t
les propriétés sup If At,s)ds| <ocoet sup | | y(t,s)ds| < oo, 'pplication ¢ et y sont
0

te[0,1] te(0,1] JO
t

t
définis par ((/)u)(t):f y(t,s)u(s)ds et (ulu)(t):f A(t, s)u(s)ds. La démonstration des

0 0

résultats est basée sur le théoréme du point fixe de Banach, théoreme du point fixe de
Schauder et I’Alternative non-linéaire de Leray-Schauder. On termine ce chapitre avec
des exemples illustratifs.

Le cingieme chapitre, nous présentons une analyse complete de notre méthode pour un
probléme aux limites avec des conditions non-locales. L'analyse est basée sur ce qu'on
appelle la méthode des inégalités énergétiques (dite aussi, méthode des estimations a
priori). Ce probleme avec des condition purement non locales de type intégrale pour
une équation fractionnaire d’ordre 2(m + 1)th et 2mth au sens de Caputo. Nous avons
également utilisé une méthode semi-analytique pour estimer cette solution est la mé-
thode de perturbation de 'homotopie avec la transformée de Laplace (LT-HPM) pour
obtenir la solution numérique, quelques exemples sont donnés pour justifier 'efficacité
de cette méthode.

Soit Q = (0,1) x (0, T) un domaine borné de R?. On consideére I’équation suivante :

2m+1 2m

1M Y

_c Aa+l
Lu=°0% u+(_1)ma(t)6x2m6t Py

=f(x, 1), (xy)eQ (B)

avec les conditions initiales et intégrales non locales :

OHu=ux,0=¢x), Clu=u;x0=yx), xe€(0,1)
(CNL)
1 . —
f x'ulx,dx=0, i=02m-1, te(,7),
0

Pour notre probleme on établit théoréme d’existence, d'unicité de la solution forte géné-
ralisée, sa dépendance continue par rapport aux données (f, ¢, ), ainsi que sa conti-
nuité par rapport aux parametres. Ces résultats sont obtenus grace a la méthode des
estimations a priori qui est une méthode efficace pour I'étude de beaucoup de pro-
bléemes de la physique mathématique basée sur la technique des multiplicateurs. Cette
méthode résulte des idées introduites par ].Leray&[l 14], L. Garding&[l%], L.G. Pe-

trovsky[3 [139] dans leurs travaux, et de celles développées dans 'ouvrage de A.A. De-
Zin% [8], et dans les travaux de N.I. Yurchuk[7) [173}[174}175}[176] et V.I. Korzyuk[3) [228].
Elle est caractérisée de la maniére suivante :

» D’abord écrire le probleme posé sous forme opérationnelle :
Lu=F ueD(L), 3)
ou l'opérateur L = (£, ¢1,¢>) est engendré par I'équation (E) et les conditions intégrale

non local et est considéré de 'espace de Banach E dans 'espace de Hilbert F convena-
blement choisis.

# Djamila Chergui OumEI-Bouaghi



TABLE DES FIGURES 6

« Etablir ensuite les estimations a priori pour 'opérateur L. On démontre ensuite la den-
sité de 'ensemble des valeurs de cet opérateur dans 'espace .

Plus précisément nous suivrons dans ce travail I'un des deux schémas suivant :

Pour l'opérateur L engendré par le probléme considéré, nous démontrons I'inégalité de
I'énergie du type

lule < cllLulp, VYue D(L). (4)
Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multi-

pliant '’équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées
et une certaine fonction poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix de I'opérateur Mu est fondamental, il est dicté par I'’équation et les conditions

aux limites. On montre ensuite que l'opérateur L dans E admet une fermeture L. La so-
lution de I'’équation opérationnelle

Lu=F 5)

est appelée solution forte généralisée du probleme considéré.
Par passage a la limite, I'estimations (4) est prolongée aux solutions fortes généralisées,
i.e.,ona

lullg < cll Lullg. (6)

A partir de 13, on déduit 'unicité de la solution de I’équation (5), I'égalité des ensembles
R(L) et R(L), etl'inversibilité de L. Linverse (L)~ ! étant défini sur 'ensemble des valeurs
de l'opérateur L.

La derniere étape, consiste a établir la densité de 'ensemble R(L) dans F et donc l'exis-
tence d'une solution forte généralisée du probleme (3).

On établit deux estimation a priori bilatérales

ILullF < cllulle,

/
lulle < ¢l Lullg,

Il résulte de la premiére estimation que I'opérateur L de E dans F est continu et de la
deuxiéme estimation, qu’il admet un inverse continu et que I'ensemble des valeurs de
l'opérateurs L est fermé. En d’autre termes, I'opérateur L réalise un homéomorphisme
linéaire de 'espace E sur 'ensemble fermé R(L).
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Ainsi, pour démontrer l'existence de la solution il suffit de démontrer que R(L) est dense
dansF.

Commentaire La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour!’étude
de beaucoup de problemes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support
théorique solide et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l'applica-
tion de cette méthode on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons :

€ Le choix de I'espace des solutions.
7 Le choix du multiplicateur.
> Le choix de l'opérateur de régularisation.
Finalement, nous concluons par Conclusion Générale Cette partie est dédiée aux rap-

pels de différentes contributions apportées dans cette thése ainsi que les perspectives
considérées.

Ala fin de cette theése, pour la commodité des lecteurs intéressés par une autre investi-
gation sur ces et d’autres sujets étroitement liés, on inclut une grande Bibliographie.



Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au
I'analyse fonctionnelle telles que : les espaces L7, les fonctions absoliments continues,
espace de Banach et d’autre notions dont on aura besoin dans la suite de notre travail.
Nous commencerons par donner un apercu historique sur le développement de la théo-
rie de dérivation fractionnaire.

1.1 Apercu historique

Notre but dans cette partie n'est pas de dresser un état de I'art complet sur le calcul
fractionnaire et ce pour deux raisons :

1. Les domaines de recherche sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir
un apercu complet, méme si plusieurs ouvrages tels que [196],[117] offrent une vision
tres large sur ce domaine.

2. Des historiques tres détaillés sont donnés dans les ouvrages de références tels que
[120],[210]. Nous présentons ici les principales étapes historiques de I’élaboration du
calcul fractionnaire, jusqu’a son essor dans le développement d’applications dans les
années 1970. Nous nous appuyons sur les ouvrages Q[IZO, 210,[125,[197] pour couvrir

la période de 1695 a 1974.

1695

Lorigine du calcul fractionnaire semble remonter a Leibniz. Dans une lettre au Mar-

quis de L'Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée n'®"® d'un pro-
1

duit de deux fonctions a n > 0 et introduit la notation d2 h. Il écrit notamment que

"d2x =xVdx:x".Dans une autre lettre a Bernoulli, il mentionne des dérivées "d’ordres
£ 4 "
généraux".

1730

Euler est le second grand mathématicien a aborder la question. Dans son article [142]
ol il introduit sa célebre fonction Gamma I' qui généralise la factorielle (I'(n+1) = n!), il
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conclut en proposant une définition pour la dérivée d’ordre a > 0 de xP, avec > 0. Son
cheminement est le suivant : pour m, n € N avec m = n, on a tout d’abord
n
" . m!

_ m-n
dx”x C(m- n)!x

Grace a sa fonction Gamma cette formule s’étend directement a une puissance m >0 :

" . I'm+1)
x" =
dxn I'm-n+1)

x"M (1.1)

Le terme de droite de (I.I) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m+1), on
peut donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel a > 0 de la
puissance réelle § >0 :

d® 5 TP+ 4.,

dxe” F(,B—a+1)x (12)

Notons ici qu’'Euler ne considere en fait que des nombres rationnels (appelés aussi frac-
tionnaires) et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée "fraction-
naire" pour exprimer en fait une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine

historique dans ce travail.

1822

Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grace a sa célebre transformée, obtient
une autre définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la transformée de Fourier
(réelle) d'une fonction f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve I'identité :

1 (o.0] [e.0]
fx) = Ef f f(a)cos(p(x—a))dadp. (1.3)

Il remarque ensuite que la dérivée n'®"*¢(n € N) du terme en cos peut s’écrire comme :

n

dx"

cos(p(x—a)) :p"cos[(p(x—a)+%]. (1.4)

Le membre de droite garde un sens si on remplace n par u > 0, ce qui permet de définirla
dérivée d’ordre u de cos(p(x—a)). En utilisant cette définition dans (1.3), Fourier obtient
ainsila dérivée d'ordre u >0de f':

a* 1 [ [® um

dxuf(x) = gf_oof_oof(a)p”cos[p(x—a) + 7]dadp. (1.5)
1823
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Abel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le probleme du tautochrone généralisé.

1832-37

Liouville est le premier a étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent I'at-
tester les huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation

dn
p ne“x =a""e", (1.6)
x

pour n € N, il propose de I'étendre pour a > 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre a de
e®*. Par conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme :

fx) =) cre™”, (1.7)
k=0

admet une dérivée d’ordre a > 0 donnée par

daf
dx®

fx) =) crafe™™. (1.8)
k=0

Afin d’étendre cette définition a d’autre types de fonctions que (1.7), Liouville remarque
que:

1 o0
Vﬁ>0,Vx>0,x_ﬁ:—f uPle=*uqy,
re Jo

Alaide de (I.6), il trouve :

doc _1 a o0
poED

a+p-1 —xu g
dx® B Jo “ ¢ %

soit

da“ x_ﬁ _ (—1)“F(a’+ IB) x_a_ﬁ.

— T3 (1.9)

Méme si (I.2) et (I.9) concernant des exposant § différents, la limite 8 = 0 est problé-
matique.

1
Par exemple, pour a = 5 avec la définition d’Euler

dx3 VX
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alors qu’avec celle de Liouville
1
dz
T x°=0.
dxz

Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les définitions modernes des dérivées fraction-
naires. On peut vérifier que la définition d’Euler correspond a la dérivée de Riemann-
Liouville et celle de Liouville a sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < @ < 1
et >0,

d® b ;
(dx“)Eulerx F(l a) dx f (x=y)"“y"dy,
da 1 d X
_ﬁ — B —a _ﬁ
(dxa)Liouvillex Irl-a)dx ﬁm(x yhytay.

Comme il est signalé dans [197] ces définitions different en fait par les bornes de leurs
intégrales.

Remarque 1.1. Lexpression

d (* P
Ef_ (x=y) "y "dy,

est défini ici comme

- Ay -p

1847

A partir d’'une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition
d’intégrale fractionnaire :

d _ a-1
dx—af(x) ra )f =" fdy+yx),

ol ¥ (x) est une "fonction complémentaire" qui le génera en fait dans ses travaux ulté-
rieurs. Elle sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de l'inté-
grale fractionnaire.

1867-68

Grunwald puis Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite
de différences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence
finie (opposée a infinitésimale) entre f(x+ h) et f(x) divisée par h.
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1869

Lexpression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Rie-
mann apparait pour la premiere fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction com-
plexe, en dérivant n fois la formule de Cauchy (n € N), on obtient :

) n! f fy

~2miJe (y—z)nHl

Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule a n <
0. Il obtient finalement une définition de I'intégrale d’ordre a > 0, que I'on notera par la
suite 19 :

a—1
ol = Ta )f x=-»"fyay.

1892

Heaviside fournit cette année-la la premiere application concrete du calcul fraction-
naire (le tautochrone d’Abel relevant davantage du cas d’école) pour la résolution de
I’équation de la chaleur unidimensionnelle :

2

gT(x f)=a a—T(x 1). (1.10)
ot 0x2 '

La démarche d’Heaviside est loin d’étre rigoureuse (elle ne sera justifiée qu'en 1919),
mais fournit toutefois la bonne solution, il trouve que

T(x,t)="1Ty exp(—axp%).

T 1
Il suppose ensuite que p% To = \/—0_ ... ce qui correspond en fait a la dérivée d’ordre 3 de
Tt

To! En développant la solution en série entieére, il obtient finalement la solution exacte
de (LIO)

1917

Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions périodiques.

1927

Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

o ALf(x)
pirw=c [ 2,
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oua >0,/ eNavec !> a et c est une constante de renormalisation. Lopérateur Ai est

une différence finie d'ordre [ (par exemple, Ai f(x) = f(x) — f(x—1). Lavantage d'une
telle définition par rapport aux autres est qu’elle est moins restrictive quant a la régula-
rité de f.

1928

Hardy et Littlewood étudient comment agit 'intégrale fractionnaire ,I7 sur certaines
classes de fonctions. En particulier, leur théoreme majeur stipule que pour 0 < a <1 et

1
1< p<—, I estun opérateur borné de L”, dans L7 ot — = — —a.
a P

1937

Riesz cherche a donner un sens al'intégrale fractionnaire pour des fonctions a plusieurs
variables. Il donne la définition suivante :

Iaf(x):‘[l‘@ f(y)

nlx—yll"®

Cet opérateur vérifier notamment I%o I# = [%"F et AI%"% = —[* ol A est lopérateur
Laplacien.

1970

Dans [126] Oldham et Spanier traitent le probleme du flux de chaleur a la surface d'un
conducteur thermique. Ils montrent que lors d'un phénomene de diffusion, le flux de

diffusion est proportionnel a la dérivée > du parametre physique (température, concen-

tration d’especes chimique, potentiel électrique, etc). D’apres 'historique de Ross re-
produit dans [120], ce probleme semble étre a I'origine de 'extension du calcul frac-
tionnaire hors du champ des mathématiques.

1974

Cette année-la se tient a 'Université de New Haven (Connecticut) la premiére confé-
rence sur le calcul fractionnaire organisée par Ross.

1.2 Notions Générales

Dans cette partie, nous présentons des notions et des résultats fondamentaux de la
théorie de I'analyse fonctionnelle qui représentent un outil indispensable dans la théo-
rie du calcul fractionnaire.

# Djamila Chergui ©2022U<L)6;¢%EE%¥L’¢Z?J:’
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1.2.1 Espace normés

Définition 1.1. (voir [[92], page 21]).(Norme) Soit E un espace vectoriel sur le corps K
(K =R ou C). Une norme sur E, est une application ||.| : E — Ry, vérifiant les conditions
suivantes :

l.lx||=0et]x]| =0 x=0.
2.1Axl = |Alllxll, pour tout x € E et pour tout A € K.
3.lx+yl = llx|l + |yl pourtoutx,ycE.

Remarque 1.2. Lespace vectoriel E muni d'une norme sappelle espace normé, noté par
(E, II.1D-

1.2.2 Espace de Banach

Définition 1.2. (Suite de Cauchy) Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (x,) nen de
E est de cauchy si et seulement si,

Ve>0, dANeN, Vn>m>N—= |x,—xul <e.

Définition 1.3. (Espace Complet) Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E est com-
plet si tout suite de Cauchy dans E est convergente dans E.

Définition 1.4. (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace normé complet.

1.2.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (produit scalaire ) Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un produit
scalaire sur E est une application (.,.) : E x E — K telle que pour tout x,y,x;,x, € E et
pourtoutacK ona:

1(x,x)=0et{x,x) =0<= x=0.
2.4%, ) ={y, x).

3.(x1+ X2, ) =(x1, ) +{X2, ).
4.{ax,y) = alx,y).

Définition 1.6. (voir [[106], page 6]). (Espace préhilbertien) Un espace préhilbertien est
un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire .

Définition 1.7. (Espace de Hilbert ) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur
K complet pour la norme induite par le produit scalaire .
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1.2.4 Quelques résultats de la théorie du point fixe

Dans cette partie, on étudie quelques théoremes du point fixe de Banach, Schauder,
Alternative de Leray Schauder et krasnoselskii. Etant donnés un ensemble X et une ap-
plication T: X — X on s’intéresse a donner des conditions suffisantes sur T et X pour
que T ait un point fixe.

Théoréme 1.1. (Théoreme du point fixe de Banach)[[24]] Soient X un espace de Banach
etT: X — X uneapplication contractante. Alors T admet un point fixe unique, autrement
dit:

AxeX:Tx=x.

Théoréme 1.2. (Théoreme du point fixe de Schauder)[[76]] Soit (X,d) un espace me-
trique complet, soit K une partie convexe et fermé de X, et soit T : X — X une applica-
tion telle que l'ensemble {T x : x € X} est relativement compacte. Alors T admet au moins
un point fixe.

Théoreme 1.3. (Alternative non-linéairede Leray-Schau_der) [[127]]. SoitU un ensemble

ouvert borné d'un espace de Banach E tel que0 € U et T : U — E un opérateur comple-
tement continu. Alors

1) T a un point fixe sur U ou bien
2)ilexiste A€ (0,1) etuecdU tel que: x = AT (x).

Théoréme 1.4. (Théoreme du point fixe de Krasnoselskii)[[198]] Soit F un ensemble
non vide, fermé et convexe d’'un espace de Banach X. T et T, sont deux applications de F
dans X telles que :

DTh(x)+T(y)eF Vx,yeF
2) T est une contraction,
3) T, est compacte et continue.

Alors Ty + T, admet un point fixe dans F, autrement dit, il existe x € F tel que Ty (x)+ T»(x) =
X.

Théoreme 1.5. (Ascoli-Arzela)[[118]] Soit A un sous ensemble de C(J, X), A est relative-
ment compacte dans C(J, X) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Lensemble A est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que:
I f(x)|l < K pour tout x € ] et tout f € A,

ii) Lensemble A est équicontinue. i.e pour toute > 0, il existe d > 0 tel que
[t — 6l <6 = f(t1) — f(t2)| <€ pourtoust), tr €] et tout f € A,

iii) Pour tout x € J lensemble{f(x), f € A} c E est relativement compacte

# Djamila Chergui ©2022 éﬁ%g%ﬂﬁ?fff
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1.2.5 Opérateurs linéaires bornés

» sous-section rappelle quelques notions de bases et les principaux resultats mathé-
matiques de I'analyse fontionnel qui seront utilisés tout le long de ce travail.
On désigne ici par: K =R ou C.

X, Y des espaces de Banach.
{.,.) le crochet de dualité.
H un espace de Hilbert sur K muni de la norme ||.|| et le produit scalaire (.,.).

De manieére générale, un opérateur linéaire est une application T: D(T) € X — Y li-
néaire, ou D(T) estle domaine de définition de I'application linéaire 7, qui est un sous-
espace vectoriel de X, que I'on suppose en général dense dans X. Lopérateur T: D(T) =
X — Y estdit borné sil'image de la boule d’unite (T (Bx(0,1))) de X estbornée dans Y.

Tout opérateur T est completement défini par son graphe G(7T) qui est un sous-espace
vectoriel de X x Y défini par G(T) = {(u, Tu), u € D(T)}.

Pour tout opérateur linéaire T: D(T) € X — Y, on note par:

R(T)={ueD(T), Tu=0} (noyaudeT),
N(T)={Tu:ueD(T)} (imagedeT).

On note .Z(X,Y) (resp. -Z (X)) 'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de X
dans Y (resp. des endomorphismes continus de X ) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme :

|Bully
Be Z(X,)Y), |IBlgx,y)y= sup ——.
uex\ioy llullx

Définition 1.8. On dit qu'une application linéaire continue B € £ (X,Y) est inversible
ssi il existe une application B' € £ (Y, X) telle que

B'oB=1Ix, BoB'=1Iy.

Lapplication B’ si elle existe est unique. On notera B' = B!,
Théoreme 1.6. Toute bijection linéaire continue B € £ (X, Y) est inversible.

Théoréme 1.7. Soit B: X — Y une application linéaire. Alors B est continu si et seule-
ment si le graphe de B est fermé dans X x Y, cest-a-dire : pour toute suite (x,), € N de X
vérifiant (x, — x,n — oo) dans X et (Bx, — y,n —oo) dansY,onay = Bx.

# Djamila Chergui OumEI-Bouaghi
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1.2.6 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.9. On dit qu'un opérateur T est fermé si son graphe G(T) est fermé dans
X xY, i.e., pour toute suite (u,) < D(T) telle que u, — u dans X et Tu, — v dans'Y,
alorsue D(T) etv = Tu.

Lopérateur fermé T peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de
définition D(T) muni de la norme du graphe (|ullg = llullx + | Tully) dans X.

Définition 1.10. On dit qu'un opérateur T est fermable dans X s’il admet un prolonge-
ment fermé. Autrement dit T est fermable si et seulement si pour toute suite (u,) < D(T)

telle que u,, — 0 et Tu, — v, alors v = 0. Lopérateur fermé T dont le graphe G(T) = G(T)
est appelé fermeture de T.

Théoréme 1.8. [Théoreme du graphe fermé]. Si lopérateur fermé T est définit sur tout
l'espace X, alors T est borné

(Tfermé et D(T) = X = T borné).

1.2.7 Relation entre l'orthogonalité et la densité dans les espaces de
Hilbert

Définition 1.11. Soit M un sous-espace vectoriel de lespace de Hilbert H, on définit M+
l'orthogonal de M, par

M*={feH, (f,gyu=0YgeM).

Proposition 1.1. Soit M un sous-espace vectoriel de l'espace de Hilbert H. Alors M est
dense dans H si et seulement si M- = {0}.

Démonstration. » d’abord que M est dense dans H. Soit f € M L < H, soit { fn}nen suite
d’éléments de M qui converge vers f.Ona (f, f,) y = 0 pour tout n € N. En passant a la

limite, on en conclut que || f||7 = 0. Donc f =0, qui donne M+ = {0
» Réciproquement, supposons que Mt ={0}. Alorsona (M) = {0}* = Hetcomme

— — N —
M c M il s’en suit que (M)* < M* et donc (M1)* c ((M)L) , mais M est un fermé, alors

N T _ _ _
((M)l) =M, alors on trouve (M)t ¢ M = Hc M.D'ott H= M. .
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1.2.8 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.12. [Podlubny, 1999] Soit Q =1[0,T] (0 < T < +o00) un intervalle fini de R et
l1=p=oo.

1) Pour1 < p < oo, lespace L? (Q) est l'espace des fonctions f réelles sur Q) telles

que f est mesurable et
T
f If(0)1Pdt < oo.
0
2) Pour p = oo, l'espace L™ (Q) est l'espace des fonctions mesurables f

bornées presque partout (p.p) sur Q.

Théoréme 1.9. [Podlubny, 1999] SoitQ =10, T] (0 < T < 4+oc0) un intervalle fini deR.

1) Pour1 < P < oo, l'espace LP (Q) est un espace de Banach muni de la norme:

T 1
Ifll,= f [f(D1Pdt]” < oo.
flp=(] 1r@rai)
2) Lespace L*°(Q) est un espace de Banach muni de la norme :

Il flloo :inf{MZ 0:1f(t)l<Mp.p surQ}.

1.2.9 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.13. [Kilbas et al., 2006] Soit Q = [0,T] (0 < T < +o00) un intervalle fini de
R et n € N. On désigne par C"(Q) l'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d'ordre
inférieur ou égale a n continues sur Q), muni de la norme :

n n
Ifleney = Y. 1 Pllc = Y. max|f® (), neN.
k=0 k=0 (€0

En particulier si n = 0,C°(Q) = C(Q) l'espace des fonctions f continues sur Q muni de la
norme :

I fllc = I}le%xlf(l‘)l-
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Définition 1.14. /Kilbas et al., 2006] Soit Q = [0, T] (0 < T < +o00) un intervalle fini de R.
On désigne par AC(Q) l'espace des fonctions primitives des fonctions intégrables, cest-a-
dire:

t
AC(Q) = {f\aqo eLNQ): f() = c+[ (p(s)ds},
0
et on appelle AC(Q) l'espace des fonctions absolument continues sur .
Définition 1.15. /Kilbas et al., 2006] Pour n € N* on désigne par C;} (Q) l'espace des fonc-

tions f qui ont des dérivées continues sur Q jusqu'a l'ordre (n— 1) et telles que f""™V e
AC(Q) cest-a-dire

AC™M(Q) = {f\f:Q — ¢, fPec),ke0,1,...,n—-1}, f7V eAC(Q)}.

En particulier AC'(Q) = AC(Q).
Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1. /Kilbas et al., 2006] Une fonction f € AC"(Q), n € N*, si et seulement si elle
est représentée sous la forme :

(k)
f(t )" () dr +Zf © tk.

fn= k!

(n-1)!

1.3 Fonction spécifique pour la dérivation fractionnaire

Dans cette partie, nous présentons les fonctions Gamma, Béta et'exponentielle de Mittag-
Leffler. Ces fonctions jouent un role trés important dans la théorie du calcul fraction-
naire et ses application.

1.3.1 Lafonction Gamma

Lafonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707 —1783)
dans son objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entieres. Plus tard, en
raison de sa grande importance, elle a été étudiée par d’autres éminents mathémati-
ciens comme Adrien-Marie Legendre (1752 —1833), Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855),
Christoph Gudermann (1798 —1852), Joseph Liouville (1809 —1882), Karl Weierstrass
(1815 —1897), Charles Hermite (1822 — 1901) et beaucoup d’autres. La fonction Gamma
appartient a la catégorie des fonctions transcendantes spéciales et nous verrons que
certaines constantes mathématiques célébres se produisent dans son étude. Elle appa-
rait également dans divers domaines, comme les séries asymptotiques, I'intégration dé-
finie, série hypergéométrique, fonction zéta de Riemann , théorie des nombres ... Pour
plus de détails sur cette fonction (voir Q[?S, 147]).
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Définition 1.16. [Podlubny, 1999] Pour z € C tel que Re(z) > 0. La fonction GammaT (z)
est définie par l'intégrale suivante :

+00
I'(z) :f e 't* 7 dr, (1.11)
0

ol z est un nombre complexe quelconque tel que Re(z) > 0.

avecT'(1) =1,T(04) = 400, I'(2) est une fonction strictement décroissante pour(0 < z < 1.

F1G. 1.1 : Courbe représentative de la fonction Gamma

1.3.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de récurrence sui-
vante :

['(z+1)=2zl(z), Re(z)>0, (1.12)

qu'on peut la démontrer par une intégration par parties

+o0
r(z+1):f r(“l)—le-fdt:f
0 0

# Djamila Chergui
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La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!, Vn € N, en effet

I'(1) =1, et en utilisant (I.I2Z) nous obetenons :

rey=11r1)=1,
re)=21r@=2.1=2,
1T@) =3TI33)=3.2!=3|, (1.13)

ITmn+1)=nIn)=n.(n-1!'=n!

1
Nous montrons maintenant que F(E) =/7.

De la définition (I.11I), nous avons

Si nous posons t = y?, alors dt = 2ydy, et nous obtenons maintenant
1 too 2
r(5) :f e dy. (1.14)
0
De facon analogue, on peut écrire :

r(%) :2f0+ooe‘x2dx. (1.15)

Si nous multiplions ensemble (1.14) et (I.15) nous obtenons :

[r(%)]2 - 4f0+oof0+°o e dxdy,. (1.16)

L'équation (I.16) est une intégrale double, qui peut étre évaluée en coordonnées po-

laires pour obtenir
[r(l)]z—zlf%fme—fzdrde—n (1.17)
2 0 Jo . '

Ainsi, F(%) =/T.

L'équation fonctionnelle (I.12) entraine pour les entiers relatifs positifs n (voir [3) [148]).
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F(n N %) _ 1.3.5...2(371 -1) VI
F(n N %) _ 1.4.7..;371 —-2) F(%),
F(n N }1) _ 1.5.9...4(31471 -3) FG)

et pour les valeurs négatives,
(_ l)nzn

F( T E) “Go.an '™

1 1
Aucune expression de base est connue pour F(g) ou F(Z), mais il a été prouvé que ces
chiffres sont transcendantales (respectivement par Le Lionnais en 1983 et Chudnovsky
en 1984).

Maximum de chiffres, les valeurs numériques de certaines de ces constantes sont :

1
F(E) = 1.772453850905516027298167483341145182797549456122383....
1
r(g) = 2.67893853470774763365569294097467764412868937795730. .
1
F(Z) = 3.62560990822190831193068515586767200299516768288006.. ..
1
F(g) = 4.590843711998803053200475827592915200343410999829340. ..
1.3.3 Représentation de la fonction Gamma sous forme d’une limite

Proposition 1.2. [Podlubny, 1999] La fonction Gamma peut étre représentée par la limite

n'n?
I'(z) = lim , (1.18)
n—+oo z(z+1)...(z+n)

ot nous supposons que Re(z) > 0.

Démonstration. Pour prouver (1.18), nous introduisons la fonction auxiliaire suivante :

fn2 =f0n(l—£)ntz_ldt. (1.19)
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. . t . ey e L ) )
Effectuant maintenant la substitution T = —, puis en répétant I'intégration par parties,
n
nous obtenons :

1
fa2) = nz[ 1-n"r*dr (1.20)
0
z 1
= n—nf 1-1)"7%dr
Z 0

= nzn! f1TZ+n—ldT
z(z+1)...(z+n-1) Jo

n*n!
z(z+1...(z+n-1(z+n)

En exploitant la limite connue,

t\n
lim (1——) —e ! (1.21)
n—oo n
nous arrivons a :
n t\n +00
lim fu(z) = lim (1——) tz_ldt:f e 'y, (1.22)

ce qui termine la preuve de la répresentation (I.18) de la fonction Gamma, si la relation
(I.22) est justifiée. Pour ce faire, nous estimons la différence

+00
A :f e 't dt - fu(2) (1.23)
0
n t +00
f[e_t—(l——)n]tz_ldt+f e '* ldr.
0 n 0

Prenons un ¢ > 0 arbitraire. En raison de la convergence de I'intégrale (I.11), il existe un
N tel que pour n = N, on a

+00 +0o €
f e'ttz_ldt‘ sf e 't ldr < 3 (x = Re(2)). (1.24)
n n

Fixons maintenant N et considérons n > N, nous prouvons écrire A comme une somme
de trois intégrales :

a= ([ [t -2y e [etean (1.25)
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. e s . € . .
Le dernier terme est inférieur a 3 Pour la seconde intégrale, nous avons :

[l tylead = [

+00 £
< f e 't ldr< =,
N 3

IA

el - (1— %)"] < ldr (1.26)

o, comme ci-dessus, (x = Re(z)).

Pour I'éstimation de la premiére intégrale dans nous avons besion de I'inégalité
auxiliaire suivante :

t t2

O<e —(1——) <—, (O<t<n), (1.27)
n 2n
qui découle, des relations
t\n ‘ T\ T
1—et(1——) :f eT(l——) Lt (1.28)
n 0 n’ n
et
‘ T\ T 2. t2
0<f eT(l——) —dr<f e'—dr=e'—. (1.29)
0 n’ n 0 n 2n

(La relation (I.28) peut étre verifiée en différenciant les deux cotés).

En utilisant 'inégalité auxiliaire (I.27), nous obtenons pour n assez grand et N fixé

M)N[e—t_(l_é)n]tz_ldt‘<$[)Ntx+1dt<§‘ 1.30)

En tenant compte des inégalités (1.24), (1.26) et (1.30) et que € est arbitraire, nous concluons
que (1.22) estjustifiée.

Ceci termine certainement la preuve de la formule (I.18) pour Re(Z) > 0.

A l'aide de (T.I2), la condition Re(z) > 0, peut étre affaiblie pour z # 0,—1,-2,... de la
maniere suivante.

Si —m < Re(z) < —m+ 1, o m est un nombre entier positif, alors
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I'(z+ m)
I'z) = (1.31)
z(z+1)...(z+m-1)
1 n*t"nnpl
z(z+1)...(z+m—-1)n—oco(z+m)...(z+ m+n)
B 1 i (n—m)**"(n-m)!
B z(z+1)...(z+m—=1)n—oo(z+ m)(z+ m+1)...(z+ n)
n*n!

lim .
n—ooz(z+1)...(z+ n)
Par conséquent, la représentation (1.18) est vraie pour tout z,z #0,-1,-2,... .

1.3.4 Lafonction Béta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un role
imporatant quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.17. [Podlubny, 1999] La fonction Béta est un type d’'intégrale d’Euler définie
pour des nombre complexes z et w par :

1
B(z,w):f 1A -0%tdt, Re(z)>0,R(w) > 0. (1.32)
0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

T (w)

Bz, w) = ——
T'(z+w)

, Re(z)>0,R(w) >0, (1.33)

il s'ensuit de (I1.33) que :

B(z,w) = B(w,z), Re(z)>0,R(w)>0.

1.3.5 Lafonction de Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Lefller joue un role tres important dans la théorie des équations dif-
férentielles d'ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des solu-
tions des équations différentielles d’'ordre fractionnaire, cette fonction a été introduite
par G .M. Mittag-Leffler [MittagLeffler, 1905]
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Définition 1.18. [Podlubny, 1999] Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E,(z) est dé-
finie comme suit :

00 k
Ead)=Y ——— a>0. (1.34)
& Tak+1)

En particulier :

E(2) = €*, E»(z) =cosh(vz).
Lafonction Mittag-Leffler a deux parametres, joue un role trés important dans la théorie
du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953 —
1954 et elle est définie par un développement en serie suivant :
00 Zk
Eyp(z)=) ——, (@>0,6>0). 1.35

a,p(2) kZ:OF(ak+ﬁ) ( f>0) (1.35)

A partir de la relation (1.35), on trouve les relations suivantes

00 k

z
E 1.36
o0 ]C [e.@] Z
Ei1(2) = S (1.37)
bl kzbl“(lﬁr 1) ,C; k!
x gk o Zk 12 gkl _et-1
Eoolz) = _Z , 1.38
12 = Y Ty TR e s kDl 139
fo's) Zk 00 k 1] X k+2 eZ_l_z
Eoalz) = _ - : 1.39
13(2) ,é,l“(k+3) ,;)(k+2)! z? Z k+2)! 22 (139
et en général
- 1 . p-z Zk
Elyp(Z) = F{e - kZ;b F . (1.40)

Les cosinus et les sinus hyperboliques sont aussi des cas particuliers de la fonction
Mittag-Leffler (I1.35) :

') Z2k o'} ZZ/C
Eyi(2) = - = cosh(z), 1.41
21(2) ,szor(zm ) kzzor(zk)! cosh(z) (1.41)
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00 ZZk o) Z2k+1 sinh(z)
Esm)=y — = - 1.42
22(2) ,;)r(zmz) kzzor(zm Dz (1.42)

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler joue
le méme role que la fonction exponentielle. Les deux figure ci-dessous montrent le com-
portement de la fonction de Mittag-Lefller a un seul prameétre pour différentes valeurs
de a et a deux parametres pour différentes valeurs de a et § :

F1G. 1.2 : La fonction de Mittag Leffler a un seul parametre

ISWEEY = 3 =1} trait e ill.llll‘f”l"' A

1.4] trait plein

II[I
[
|
]
1
S
[2>]
L)
i

| >

| b r'-\."'-'.. 3
.
a

F1cG. 1.3 : La fonction de Mittag Leffler a deux parametres
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1.3.6 Rappels de quelques inégalités utiles

Pour obtenir les estimations a priori, nous avons besoin des quelques inégalités auxi-
liaires.

Inégalité de Young

1 1
Soit p, g deux nombres réels strictement positifs vérifiant — + E =1, alors : V(a,b) € R%

alP |b|9
|ab|sl+L.

q
Inégalité de Young avec e

Soit € un nombre strictement positif, alors V(a, b) € R?, p > 1

b

_p_
_|p—1.
€

1 -1
lab| < —lealP + ——|
p p

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Y(f,g) € L*(Q) x L*(Q),on a
fIf(t)g(t)ldtS(f(f(t))zdt)z(f(g(t))zdt)z,
Q Q Q

ou
||fg||Ll(Q) = IIfIILz(Q)IIgIILz(Q)-

Inégalité de Cauchy

Y(a,b) € R?

1 1
lab| < —a® + = b®
2 2

Inégalité de Cauchy avec e

Soit € un nombre strictement positif, alors V(a, b) € R?

€ 1
lab| < —a® + —b?
2 2€
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Inégalité de Holder
Y(f,g) € LP(Q) x L1(Q). Alors f,g e L' et
1 1
f f(Dglde < (f (fo)Pdt)” ([ (g(1)dt)",
Q Q Q
N . .- 1 1
ol p, g sont strictement positifs telle que ; + E =1
Inégalité de Poincaré
Lemme 1.2. Pour meN on a lestimation :
[\2m
IS5 ull 20,1y < (5) 2l 120, 1)- (1.43)

oll

a2m ¥ rh $2m-1 dnd J ¥ (x—&)rm1 P
% u—fofo fo um, dndéam-1 ... fl—fo mu(f,l‘) ¢.

Lemme 1.3. [Alikhanov. A. A, 2010] Pour toute fonction u(s) absolument continue sur
Uintervalle [0, T], on a l'inégalité suivante

1
u(s)0%u(s) = Ea‘;‘uz(s), O<a<l. (1.44)

Lemme 1.4. [Ladyzhenskaya, O.A, 1985] Soit u(t) non négatif et absolument continu sur
[0, T, et pour tout t € [0, T1, satisfait l'inégalité

d
d—‘f < C(Hp(1) + B, (1.45)
ot les fonctions C(t) et B(t) sont sommables et non négatives sur [0, T]. Ensuite,
¢ t
p() < ehCmdr ((p(O) + f B(©)eh Cm‘“d&) (1.46)
0
<

¢ t
elo C(T)dT((p(0)+f B(r)dr).
0

Le lemmell.4 peut étre généralisé comme
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Lemme 1.5. [Alikhanov. A. A, 2010] Soit une fonction absolument continue non négative
Z(t) satisfaisant l'inégalité

0l Z() <1 Z()+c(t), O0<a<l, (1.47)

pour tout t € [0, T, oit ¢, est une constante positive et c;(t) est une fonction non négative
intégrable sur [0, T]. Ensuite,

Z(t) < Z(0)Ey(c1 t%) + I'a)Eq,q+ (1 ta)Dt_acz(t) (1.48)
[ee) n o0 xn
Ea (X) = ’;()m et ana* (X) = ,;Om (149)

sont les fonctions de Mittag-Leffler

1.4 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall et ses variantes jouent un grand role dans les estimations des
termes intégro-différentiels et dont I'utilisation est fréquente pour 'obtention des esti-
mations a priori dans les normes des espaces suscités et autres.

Lemme 1.6. (voir[3) [158]) Soit Z;(t) (i = 1,2,3) sont des fonctions non négatives sur[0, T1,
Z1(1), Z» (1) sont intégrables et la foncion Z3(t) soit non-décroissante. Alors :

t

t
fZl(T)dT+Zz(t)SZ3(t)+Cf Zr(1)dt
0 0

)

découle l'inégalité

t
f Z1(1)dT + Zo (1) < e Z3(1).
0

LarbiBenM'hidi

@ Djamila Chergui ©2022U 6y mEi-Bouaghi



Chapitre 2 @)

Dérivées et intégrales fractionnaires

Le concept du calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation et de 'inté-
gration ordinaires a un ordre arbitraire. Les dérivées d’ordres non entiers sont a présent
largement appliquées dans de nombreux domaines, par exemple, en probabilité, vis-
coélasticité, électronique, économie, mécanique et en biologie, etc. Un intérét particu-
lier pour la dérivation fractionnaire est lié a la modélisation mécanique des gommes
et des caoutchoucs. En bref, toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des
déformations antérieures notamment a caracteére viscoélastique. En effet, la dérivation
fractionnaire s’y introduit naturellement. Il existe plusieurs définitions mathématiques
de l'intégration et de la dérivation d’ordre fractionnaire. Ces définitions ne menent pas
toujours a des résultats identiques mais sont équivalentes pour une large gamme de
fonctions. Dans ce chapitre, on introduira l'opérateur d’intégration fractionnaire ainsi
que les deux définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires a savoir celle de
Riemann-Liouville et de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces
notions ainsi que la relation entre ces deux approches.

2.1 Dérivéesfractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section, nous citons quelques définitions et résultats du calcul fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville. Nous allons commencer par la définition de I'intégrale
de Riemann-Liouville.

2.1.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, D]

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b], on considere I'intégrale :
X
1Y f(x) :f f(ndt
a

pY t
I(z)f(x):f dtf fwdu
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En permutant I'ordre d’'intégration, on obtient :
X
19f(x) = f (x-0f)dt
a
Plus généralement le n'®™ itéré de 'opérateur I peut s’écrire sous la forme :
X X1 Xn-1
I fx) = f dx; f dxs... f f(xn)dxn 2.1
a a a

1

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par
la fonction Gamma : (n —1)! = I'(n), Riemann a rendu compte que le second membre
de (2.1I) pourrait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non-entiere, il était

naturel donc de définir I'intégration fractionnaire.

2.1.2 Intégrales d’ordre arbitraire

Soit f : [a,b) — R (ou a valeurs vectorielles) une fonction continue. b pouvant étre fini

ou infini.
Une primitive de f est donnée par I'expression

t
IAIOE f fndr.

Pour une primitive seconde on aura

2F)(D) th(fsf(t)dt)ds.

En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire

t
(I2f)(1) = f (t—1)f(r)dT,

en itérant, on arrive a :
t (t _ T) n-1

wzpw= [ I pmar.
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2.1.3 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soit f € L'(la, b)), avec (—oo < a <
b < +00). Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f dordre a € C
(Re(a) > 0) notée I est définie par :

o f()

r@ ). oo dr, VYtela,bl. (2.2)

Iz () =

ouT'(a) est la fonction Gamma donnée par (1.11)

Le tableau suivant montre pour quelles classes de fonctions cette définition a un sens
et plus précisément quelles sont les images de ces ensembles par cet opérateur :

f AT f conditions
1. | LP(la, b)) | L9(la,b]) 0<a<1,1<p<é,lsqs l—pap
L'(la,b]) | LP(la,b]) O<a<1,15psﬁ
Lz([a, b)) | L9(la,b)) 0<a<1,g=1

LP(la,b) | H? (la, b))
L®((a,b)) | H™(a,b))
LP([a, b)) LP([a, b)) p=1
C’(la, b)) | Ci(la, b))
AC([a,b]) AC([a,b])

PRI RN

Toutes les démonstrations se trouvent dans > [210].

Théoréme 2.1. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Si f € L'(la, b)), avec(-co< a< b <
+00). alors I? f existe pour presque tout t € [a, b] et de plus 1% f € L' ([a, b]).

Démonstration. Enintroduisant (2.2) puis en utilisant le théoréme de Fubini, on trouve::

fbu“ (1dt Lfbft(t— YU f o) drdt
a af I'a) Ja Ja ! fT ’

<
1 b b a1

< ﬁfa If(T)I(fT (t—1) dt)dr
1 b o

< —am)fa FOIb -1
e b

< mL |f(T)|dT

Puisque f € L'([a, b)), la derniére quantité est fini, ce qui établit le résultat. .
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2.1.4 Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Soit la fonction f(f) = (t— a)? o > —1.

1

Qo b= —
I,(t—a) @

t
f (t-1)% Y1 - a)ldr.
a

Pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variables 1 = a+ (f — a)s

_ n\B+a pl
“(t-a)f = wf 1-s5)%"sPds 2.3)
I'(a) 0
B (l._a)ﬁ+a’
= WB(“,IB'FD

(t—a)p+@ T@T(B+1)
[(a) Ff+1+a)
r(B+1)

rg+1+a)

(t—a)P*e.

Larelation (2.3) montre que l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre
a d’'une constante est donnée par:

Rprec=r12C= (t—a)”.

a+1)
Lo 1
Et en particulier, si a = >

1
5D;§x0 = Ex% =2 il
/2

3
2
rp 3 L@ 3 4 )%
a X = §x =3
I'3) m
1 INE] 16 [x®
§Dt2 2:(_7)x%:_ -
I'(%) 15V =«

Njw

Proposition 2.1. Soient a et § deux nombres complexes et f € C°([a, b)).

DICIE =12 F, (Re(a) >0, Re(f)>0) 2.4)
d
i) (18f) (= U H®, Re(@ >1 2.5)
dt
iii) lim (5 /)(1) = (1), Re(@)>0 (2.6)
a— +
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Démonstration. i) Pour la démonstration on utilise la fonction Béta d’Euler. En effet :

acrP _ Lff na-14P
[1g (I HI(T) @ a(t ) YIL fs)ds

- ; ! s _ a_l _ ﬁ—l

T T(@I(P fa fa” N s-P T fmdrds,

en utilisant le théoreme de Fubini, on pourra permuter l'ordre d’intégration et on ob-
tient :

a 1P _ 1 ! ! _aa-le. _p-1
[Ia(Iaf)](t)—r(a)r(ﬁ)faf(T)[fT (t—(s=1)Pds|dr.

Le changement de variables s = 7 + (¢ — 7) 4, nous donne

t 1
f(t—s)“‘l(s—r)ﬁ‘lds (t—r)‘”ﬁ‘lfo 1-w* 'y ldu

4T (@T(p)
_pyat+p-12 2 U
rI—1) Ta+p) .

(

D’ou
1
I(la+p)

t
THIEIOE f FOE-DFar=u*P o).
a

ii) Pour justifier la deuxieme identité on utilise les théoremes classiques de dérivation
d’'une intégrale dépendant d’'un parametre et la relation fondamentale de la fonction
gamma d’Euler : I'(a) = (¢ — DI'(a - 1).

iii) Pour la derniére identité, on consideére la fonction f € C°([a, b)), on a

1 t
U5 N0 = —f (t—-1)* f()dr.
af r@ ). f
De la relation (2.3), on peut écrire
(t-a)®

IS = —1 d a—0".

(I, 1)(1) Fa+l) quand «
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Donc,

(t—a)®
T(a+1)

1
T'(a)

1 ! a—1
— ﬁj;l (t—T) f(t)d'['

Iz ()~

t
f(t)) f (-1 f(n)dr 2.7)
a

IA

1 ! a—-1
mfa(t—r) lf(x)-f@)ldr

1 t-0 a1 d
_ ﬁf (- Y f (1) - f(B)ldr
1 t

r@ t_é(t )" (1) f(D)ldr.

D’une part, on a f est continue sur [a, b) qui nous permet d’écrire
Vt,T€la,b),Ve>0,36>0:|t—t|<d=>|f(1)-f(D)I <€,

ce qui entraine

t a

t
fS(t—r)“_llf(r)—f(t)ldrsgf (t—r)“_ldrz%. (2.8)

D’autre part,

IA

1 =0 a-1 1 =6 ol
ro | umnt @ - fwldr = s [ umntagmis i obdr 29

IA

1 t—0
—2 sup |f( )|f (t—-1)%'dr,Vtela,b)
I'(a) Ee[ar,)t] fe a

1 (t—a)®* &% . _
M g hor M= s 1ol

Une combinaison de (2.7), (2.8) et (2.9) nous donne :

T2 H)(L) - “_“)af(t) < [s5“+2M((t—a)“—5“)]
a I'la+1) ~ al(a)
= 6% +2M((t—a)*—-6%|,
T GO (G )]
en faisant tendre a vers 0", on obtient :
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(t—a)®
T(a+1)

lim ’(I“f)(t) f(t)‘ <e

autrement dit :

‘ lim (Igf)(t)—f(t)‘sa Ve >0,
a— +

c'est-a-dire que :

a%+(12f)(t) = f(D.

2.1.5 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition 2.2. [Podlubny, 1999],(Kilbas et al., 2006] Soit f € L' ([a, b]), une fonction in-

tégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
dordre a € C (Re(a) > 0) notéengf est définie par :

EDYf) (1)

() 1z e 2.10)

L dyn [ n—a-1
I(n-a) E) fa(t_ﬂ f(mdr, t>0.

ouun—1<[Re(a)l < n, et [Re(a)] est la partie entiere de Re(a).

En particulier, si @ =0, alors

R
(DY) = m) P f fmydr = f().
Sia=neN, alors
Ron dn+1 )
GDIH@) = o) dtn+1 ff(r)dr_ = M (p).

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée
classique pour a € N.

SideplusO<a<1,alorsn=1,dou

EDr ) =

Tio )dtf(t ) “f(r)dr, t>0.
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Remarque 2.1. « Contrairement a la dérivée usuelle d’'une fonction f(t) en un point qui
ne dépend que des valeurs de f(t) au voisinage de ce point, la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville d'ordre non-entier dépend de toutes les valeurs de f(t) dans
Uintervalle (a, t). On dit quelle est a caractere non-local.

e Pour a € N*, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la
dérivée ordinaire.

2.1.6 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Calculons la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f(f) = (t — a)”. Par la formule
(2.3) on peut écrire :

rpg+1)

ADf(t-af = (%)" TSl (2.11)
r(ﬁi(f:;)—a)(%)n(t“”ﬁm_a’
on sait que :
(%)n(t—a)’””‘“:(/3+n—a:)(/3+n—a—1)...(ﬁ—a+1)(r—a)/3—“. (2.12)

Par substitution de (2.12) dans (2.11), on obtient :

rg+nNp+n-a)f+n-a-1)...(—a+1)
rp+1+n-a)

rg+nNPB+n-a)+n—-a-1...(—a+1)

B+rn-a)f+n—-a-1)...0-a+DI'(-a+1)

TBE+D) . s,

T-arn D

Bpat—a)f (t—a)f™ (2.13)

Remarque 2.2. i) Pour a = 1, la formule de dérivation (2.13) se réduit a

rp+1)

d
EPAY i —a)P = )P
T(H) (t—a) p(t—a) dt(t a)’. (2.14)

Rpl
ADit-a)f =
ii) Si on prend 3 = 0 dans l'exemple précédent, on arrive au résultat suivant :

_-a?

R afl
==
ri-o

a
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cest-a-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante n'est pas
ni nulle ni constant! maison a :

QX
=

_ o
= —F(l—a)(t a) ~.

Il est aisé d’établir le résultat suivant :

Lemme 2.1. Soientn—-1<a<netn=|[al+1, et f une fonction vérifiant
"D f(n) =0,

alors
= T(j+1)

fo=73

N C jta-n
~ IT(j+1+a-1)
]:O J

, VCo,Cl,...,Cn_1€|R.

En particulier, si0 < a < 1, alors

f(H=ct*!, VceR.

Démonstration. Soit XD% f(¢) =0, d’apres @.I0) ona:
Rpef(ey=D"1"%f(1) =0.
Et par suite :

n—1 .
I7Cf) =) ¢t (2.15)
j=0

Maintenant, I'application de 'opérateur I3 a1’équation (2:15) donne :
n-1 .
If=)Y ¢jI*,
Jj=0

En utilisant la relation (2.13), on obtient :

n-1 T(+1)

fn=> ks
Jj=0

tj+a, (2.16)
(j+a+1)

L'application de 'opérateur D" aI’équation (2.16) donne :

sl TG+
f(t)_]goc’r(ﬂaﬂ)

n.j+a
)
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Enfin, la dérivation classique et I'utilisation de la formule :

a—n
)

Dy = I'a+1)
I'Na—n+1)

donne:
n-1 L(+1) I'(G+a+1)

fm:jg()cfr(j+a+1)r(j+a—n+1)

j+a—-n

Finalement on obtient :

= ij'+1) jta-n
f(t)_];oclr(j+a—n+1) '

Ceci complete la preuve du Lemme. .

La proposition suivante établie une condition suffisante d’existence de la dérivée frac-
tionnaire.

Proposition 2.2. [Kilbas et al., 2006] Soient @ =0 et n = [a] + 1. Si f € AC"([a, b)), alors

la dérivée fractionnaire R D? f existe presque partout sur [a, b) de plus, elle est representée
sous la forme :

Rpafn) = EM(,;_ )%+ ;ft(t—r)”—“‘lf(”)(r)dr (2.17)
at S Tk—a+1) T(n—-a)Ja ' '

2.1.7 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville

Lopérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possede les propriétés résu-
mées dans les propositions suivantes :

Proposition 2.3. [Podlubny, 1999],(Kilbas et al., 2006] Pourn—-1<a<n,m—-1<f<m,
ona:

1) Lopérateur de Riemann-Liouville est linéaire
Eprafr+gm=2Ep*Hin+ED%g (1), LeRr

2) En général
RpaEpP r) #8 DPEDY f(1)).
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Démonstration. 1) Soit f,g€ L'([a,b]), \eR,ona:

D"II"YAf+g) (1)
AD"II™(f+g) (1)

Rpeaf+g)(1)

Comme la dérivée n'®"*® et I'intégrale sont linéaires alors :

aDYAf+g)(t) = AD"I;T“f(0)+D"I;™"g(n)
= AE&D (1) + ED%(1).
2)Ona:

m—1 —a-k
Rpya (R _R nya+p _ B-k -
D @D f) =g DTEf0 = ¥ PP O

et

RpB (R pa R pa+p N pa-k s

aDP @D f(0) =3 D0 = 3, DO rr— g

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si @ =
Bet D**f(0)=0,pourtout k=1,2,...,net DP¥f(0) =0, pour tout k =1,2,..., m.

Ce qui complete la preuve .

Proposition 2.4. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soienta, f >0 telsquen—1< a <
n,m—-1<b<mtelquen,meN".

1) Pour f € L'([a, b)), I'égalité :
aDTUG (D)= f(0),
est vraie pour presque tout t € [a, b].
2) Sia> >0, alors pour f € L'(la, b)), la relation :
Rpfusray =13,
est vrai presque partout sur t € [a, b].

En particulier, lorsque f = ke N et a > k, alors :

EpFusrmy=1"%fm,
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3) Sif=a>0etladérivée fmctionnaireﬁDﬁ‘“ f existe, alorsona:
SDY UG f) =4 D7 f(o.

Rpk+a ¢ existent, alors :

4) Pour a >0, k € N*. Si les dérivées fractionnaires gD‘t"f et

RDFEDY f(1) =B DF (0.

Démonstration. 1) En utilisant (2.10) et la Proposition|2.1, on a pour n = [a] + 1

Bpe(12 f(1)) = D"1' 1% f (1) = f (1), p.psur [a,b].

2) D’apres (2.10) et la Proposition[2.1Jon obtient :
Poura>pf>0,alorsn=m,ona:

RpPusrwy = b Pucpm
DU ARRI0)
DI Py
1 Pro.

3) Pourf=za>0,0ona:

RpPusrwy = ™Il Puspm
aDP F),
existepouri—-1<f-a<ieti<m.
4) On apour a >0, ke N*
D*EDef() = DD f(1)
— Dk+nlg—a+k—kf(t)

— Dk+nI§+n—(k+a)f(t)
= 4D f (.

Ceci complete la preuve. .
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Définition 2.3. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche)

Vi>a, ED;Of(r)= @ )f (-1 f(r)dr.

Définition 2.4. (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche)

1

v RDYf)=———|—
D= o \a

m t
f (t—1)" % f(n)dr.
a

Les deux définitions précédentes utilisent le passé de f, c’est-a-dire les valeurs de
f (@) pour a < 7 < t. Nous pouvons définir des opérateurs similaires, qui utilisent le futur
de f, c’est-a-direles valeurs de f(7) pour ¢ < T < b. On définit ensuite les deux opérateurs
suivants:

Définition 2.5. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite)

- 1 (b
Vi<b, FDPf)= —f - 0P fmdr.
Définition 2.6. (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite)

Rp—B — 1 _“ f m—p-1
Vi<b, D, f(1) Tom ﬁ( ) (T-1) f@dr.

Notons bien que f est une fonction telle que D% f (1) et ng f(2) sont définies.

2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouer un réle impor-

tant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs dont Caputo(1967 — 1969)
ont rendu compte que cette définition doit étre révisé [Caputo, 1967], car les problemes
appliqués en viscoélasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des condi-

tions initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques comme par exemple
u(0), u'(0), etc..., ce quin’est pas le cas dans lamodélisation par 'approche de Riemann-
Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Malgré le fait que les problemes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales
peuvent étre résolus mathématiquement, la solution de ce probleme a été proposée
par M. Caputo dans sa définition qu’il a adapté avec E Mainardi dans la structure de la
théorie de viscoélasticité [Caputo et Mainardi, 1971].

Dans cette partie on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
ainsi que quelques propriétés essentielles.
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Soit [a, b] un intervalle fini de R, et soit I% et *D® les opérateurs d’intégration et de dé-
rivation fractionnaires donnés par (2.2) et (2.10) respectivement.

Définition 2.7. [Kilbas et al., 2006] La dérivée fractionnaire de Caputo ;D f (t) d'ordre
a € C (Re(a) = 0), sur l'intervalle [a, b] est définie par l'intermédiaire de la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville par :

n-1 ¢(k)
;D“f(t):ﬁD“(f(t)—kZ:Ofk!(“)(t—a)’“) 2.18)
ol
n=[Re@)]+1,si ae¢N, et n=a si aecN*. (2.19)

Sia=0,alors
DY f(0) = f(1).
En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1, la relation (2.18) prend la forme

ED* f(H) =R DUIf(1) - fFla))).

Dong, si a ¢ N et f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires de Caputo
(2.18), et celle de Riemann-Liouville (2.10) existent, alors elles sont liées a 'autre par la
relation

CDaf(t) =R D“f(t) — ng_l —f(k)(a) (t— a)k_“ (n=[Re(@)]+1) (2.20)
@l S Tk—a+1) CT ' '
En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1,0on a
cHa _R na _ f(a) _
D f()=,D" f(1) F(l—a)(t a) (2.21)

D’apreés la relation (2.20), si a ¢ N, alors la dérivée de Caputo (2.18) coincide avec la
dérivée de Riemann-Liouville (2.10) sila fonction f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a
l'ordre n—1 (n = [a] + 1) s'annulent au point 4, i.e.

‘DY) =RDYf(t) = fl@=f(a)=...= f" V(a)=0.

Si a = neN et la dérivée usuelle f ) (1) existe, alors oD f(1) coincide avec f M (p) ie

CDYf(r) = f(1). (2.22)
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Remarque 2.3. » principal de l'approche de Caputo est que les conditions initiales de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo des équations différentielles fractionnaires
prennent la méme forme que dans le cas des équations différentielles d'ordre entier.

» La dérivée fractionnaire de Caputo (2.18) est définie pour les fonctions f(¢) pour les
quelles la dérivée de Riemann-Liouville (2.10) existe, en particulier, elle est définie pour
les fonctions f(t) € AC"[a, b]. On ale théoréme suivant :

Théoreme 2.2. [Kilbas et al., 2006] Soit Re(a) > 0 et soit n donné par 2.19). Si f €
AC"[a, b, alors la dérivée fractionnaire de Caputo (D f (t) existe presque partout sur
(a, b].

1) Sia ¢ N, alors {, D” f(t) est donnée par

t
F(nl . f (t—9s)" LM (9ds, (2.23)
- a

= IUD"f(p).

oD f (1)

En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1 et f € ACla, b, alors

1 t
GDf(r) = F(l_a)fa(t—s)_“f’(s)ds, t>0 (2.24)

= L7(D).

2) Sia=neN, alorsSD" f(t) = f™(1).

Démonstration. D’apres la définition (2.7) et (2.2), on a

n—-1 (k)
°DUf(1) = ij“(f(t)— Y / k'(a)(t—a)k)
k=0 %
n—1 £(k)
= D”L’Z'“(f(t) -2 %(t—a)k).
k=0 %
Posons
n-1 r(k)
Foy=1(f- Y ! k,(“) (t- k).
k=0 %
D’apres (2.2), on a
_ t (t_s)n—a—l n-1 f(k)(a) K
F= | m(f(s)—kz:o o a) )ds.
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Intégrant par parties, on aura

~ (t S)nal nlf(k)()
F(t) = ar(n—(f”_kzo o (s—a)t)ds

(t_s)n—a n— lf(k)( )
_F(n—a+1)(f( )_Z k!

f—s)ta 1 r(k)
Lf (t—s)"‘“D(f(s)—Zf D s t)ds

(s-a))izt

Tn—a+1) =0 k!
. n— lf(k)()
= p(fo- Y (t-at).
=0 k!

En répétant ce procédé n fois, on trouve

n=1 r(k)
k=0
n-1 (k)
= 121;““D”(f(t) ka( (- ))
k=0 :

f(k)(a)

(t— a)* est un polynome de degré n — 1, par conséquent

OZ

F(t)y=1!1""*D" f(1).
Ainsi,

‘DYf(r) = D"F(1)
= D'I'"YD"f(1)
= I"D"f(1)

1 t
T Th-a fa (1= 9" f s

Ceci complete la preuve. .

Théoreéme 2.3. [Kilbas et al., 2006] Soient Re(a) > 0, n donné par 2.19) et f € C"([a, b]).
Alors la dérivée fractionnaire de Caputo ;,D® f est continue sur [a, D].

1) Si a ¢ N, alors {D* f est donnée par (2.23). En particulier, elle prend la forme
pour < a <1.

2) Sia=neN, alors ‘D f(t) = f"(¢).
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Exemple 2.1. La dérivéede f(t) = (t — a)", au sens de Caputo.

Soita unentieret0<n—-1<a<navecy>n-1, alors:

T(y+1) i
(n) — — )Y "
1@ = g e (2.25)
doil
t
CDA(t-a) = F(n_glt;;l_)ml)f (t-7)"" (7 — @)’ "dr.

En efféctuant le changement de variablet = a+ s(t—a), 0 < s < 1, nous arrivons a :

I'y+1) t —a-1 _
C a _ Y _ n—-a _ Y—n
D (t—a) Ty—n+D a(t T) (T-a) "dr
t
= M(t—aﬁ’_“[ (1-s) o lgrngs
I'y—-n+1) a
_ IF'y+DI'(n-a)l'(y—n+1) (t— a)’—@
'm-—-a)I'ly—n+1DI'(y—a+1)
— M(t_a)}/—a.
I'y-a+1)

En particulier, la dérivée fractionnaire de Caputo d’'une constante est nulle :

°D*C=0, VCeR. (2.26)
La dérivée fractionnaire de Caputo D3, comme celle de Riemann-Liouville, représente
lopération inverse a gauche de l'intégrale fractionnaire I7,.
Lemme 2.2. [[213,1214]] Soit a > 0, alors I'équation différentielles

¢ Dh(r) = 0.

admet les solutions h(t) = co+cyt+co .. Aep1t" Y cieRi=0,1,2,...,n—1,n=[a]+1.

Lemme 2.3. [[213,1214]] Soit a > 0, alors
I DYh(t) = h() +co+crt+ct? +...+cp i t"7),

pourc;€R,i1=0,1,...,n—-1, n=[a] +1.
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On défini la dérivée fractionnaire de Caputo d’'une fonction f sur un intervalle fini [a, b]
par (2:18), et on a vu dans le théoreme[2.2|qu’elle peut étre repésentée par (2.22) et (2.23)
a conduit que f € AC"[a, b]. En fait, la formule (2.23) peut étre utilisée pour définir la
dérivée fractionnaire de Caputo sur le demi axe R*. En effet, la dérivée fractionniare de
Caputo d’'une fonction f € AC"[0,00) sur le demi axe R* est donnée par

t
(SD‘”f)(t):ﬁfo (t—9)" LM (9ds, t>0.

En particulier, lorsque 0 <a <1let f € AC'[0,00), alors

1

cna+ _
G0 ) = F——

t /
f(t—s)_“f(s)ds, t>0.
0

2.2.1 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Ca-
puto

Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, ont les propriétés résumées dans les pro-
positions suivantes :

Proposition 2.5. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soit a € C tels quen—1 < Re(a) <
n, n € N* et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles que “D® f (t) et *D* g(t) existent. La
dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire :

‘D¥Af+g) (1) = MDY f)(1) + (CD%g) (), A€R.

Démonstration. On a d’aprés (2.23)

‘DYAf+g)(1) I"“D"((Af +g)(1)

AI" D" ((f + g)(1)).

Comme la dérivée n'®"¢ et 'intégrale sont linéaires alors :

‘DYAf+8)(1)

AI™OD" f(1)+ I""*D"g(1)
ACDEA)() + (“DYg) (1)

D’ou le résultat. .

Proposition 2.6. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] On suppose que n—1 < Re(a) < n,
m, n € N* et soit la fonction f (t) telle que °D® f(t) existe, alors :

CDCICDmf(t) ¢ Da+mf(t) #C DmCDaf(t).
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1
Exemple 2.2. Soient f(t) =1t~ > eta1=ay= 2 ona

t

=
o=

D = f(t s)” 23 2ds)
T( )

soit le changement de variable suivant :

T:f:drzﬁ,
t t
alors
11 d 1 1 1 1
D2t 2 = —[—— t—tr)"2(tt)"2td
dt(r(%)fo( i @n b rdr)
d 1 1 11
= —(— 1-7)"27"2d
dt(l‘(%)fo( T) 27 r)
~ 1(3(5,%))
-~ di\ rd)
d TGTG)y d
N E( ()F(l)) E\/ﬁ
= 0,
ainsi
11 11 1 1,1 1 1 —t2
Dzt 2=0, D2Dit 2=0, D2'2¢ =Dt 2= >

finalement

2.2.2 Relation entre 'approche de Riemann-Liouville et celle de Ca-
puto

Le théoreme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et
celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoreme 2.4. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] SoitRe(a) > 0 avecn—1 < Re(a) < n

(n € N*), et soit f une fonction telle que les dérivées fractionnaires D® f(t) et *D® f(¢)
existent alors :
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nil fk (0) tk—a.

cna _R na _
Drrm="Drro S Tk-a+1)

Démonstration. On considere le développement limité en série de Taylor de la fonction
fent=0

" (n—-1)
f ["® ., [P0

_ (n-1)
f = 5 (n—l)!t +R,_1
nlf(k)(o)
B ,CZ:OF(k+1)t  Bu-y

avec

t f(n)(T) el
Rn_l_fo (n—l)!(t_r) dr.

En utilisant les propriétés d’intégration d’'ordre n, on a:

n-1=

o )f @) t-0" tdr =1"f(n) ().

En utilisant la linéarité de 'opérateur de Riemann-Liouville et la relation (2.13) on a:

(k)
( T(k (1)) g R"‘l)

= Z /Y O park iR peg,
=0
-1

['(k+ 1)

_ FOOTE+D o amem
- /;)T(k—a+1)1“(k+1)t + DI (1)

n—1 (k)
f (0) k—a n—-a r(n)
= - - I
kgor(k—aﬂ)t O

n—-1 (k)
_ f (0) k-a ¢ na
= ,;)—F(k—a+1)t +°DY (1)

Donc

n-1 (k)
cNna a (0) -a
D*f(ny =" D (1)~ Zm{ arn’

D’ou le résultat. .
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Remarque 2.4. » Si f®(0)=0pourk=0,1,2,...,n—1, onaura:

‘DYf(t) = D*f(1).

» Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Lopérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo est un inverse a gauche de

l'opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville mais pas un inverse a droite
car:

® Si f est une fonction continue sur [0, 7] ona:

n-1 f(k)(o) ‘
DU =f1) et I"CDf0)=fin)- Y f—i. (2.27)
k=0 :

2.3 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo et celle de Riemann-Liouville

Dans une modélisation mathématique 'utilisation des dérivées fractionnaires au sens

de Riemann-Liouville méne a des conditions initiales contenant les valeurs limites des
dérivées fractionnaires a la borne inférieure de 'intervalle. Caputo a utilisé une ap-

proche pour éviter ce probleme.
n
fe L'[a, b]; 1a dérivée fraction-

Pour 0 = n—-1 < a < n, et une fonction f telle que —
X

naire au sens de Caputo d’ordre a € R} d'une fonction f est donnée par :
dn

DYf =1

f(t)—;ft(t— )”_“_ld—nf( )d
T Tn-a)l, f PTG

avec n—1< a < n, neN etlarelation entre les dérivés de Riemann-Liouville et Caputo

est donnée comme suit : supposons que f est fonction telle que RDg f(t) et DS f(1)
existent, alors
k=0 (t-_ a)k—oc

RDef=Dsf-3.

(k)
S T(k-a+1) Jra.

Les deux dérivées sont égales dans le cas ou f(k) (a)=0pour k=0,1,...,n—1.

Lavantage principal de 'approche Caputo et que les conditions initiales des équations

différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme

pour les équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne infé-

rieur x = a.

Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo et que la dé-

rivée d'une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est
c

Td—a x—a) “.
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Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo est également I'inverse quand on suit 'autre sens (Riemann-
Liouville), c’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire d'ordre @« o n—1 < a < n par
I'approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par I'intégration fractionnaire
d’ordre (n — ) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu a 'ordre entier
n, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d'ordre ot n—1 < a < n par 'approche
de Caputo on commence par la dérivée d’ordre entier n de la fonction f(x) et puis on
I'intégre d’ordre fractionnaire (n — ).

2.4 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous présentons quelques outils de base et des formules fondamen-
tales de la transformée de Lapalce pour les dérivées fractionnaires selon les approches
de Riemann-Liouville et Caputo.

2.4.1 Outils de base de la transformée de Laplace

Rappelons quelques résultats fondamentaux de la transformée de Lapalce (voir [1], [106]).
La fonction F(s) de la variable complexe s définie par :

F(s) = L{f(0); s} :fooe_”f(t)dt, seC, (2.28)
0

est appelée la transformée de Laplace de la fonction () ot r € R™.

La transformée inverse de Lapalce est donnée par :

c+ioco

f)= L_l{f(s); t} :f e F(s)ds, c¢=Re(s)> cy, (2.29)

c—100

¢p réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de I'intégrale de Lapalce
2.28).

La transformée de Lapalce de la convolution
t t
f6) =g =f0 f-71)gmdr :fo f@mglt-1)dr, (2.30)

de deux fonctions f(¢) et g(#) qui sont nulles pour ¢ < 0, est égale au produit de leurs
transformées de Lapalce

LAf(0) = g(1); s} = F(9).G(9),

sous 'hypothése que F(s) et G(s) existent.

La transformée de Lapalce de la dérivée d’ordre entier de la fonction f(t) est donnée
par:
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n-1 n-1
LifP ;s =s"F(s)= ) " O = s"F9) - 3 s F* ), (2.31)
k=0 k=0

ce qui peut étre obtenu a partir de la définition (2.28) par une intégration par parties
avec sous ’hypothése que les intégrales correspondantes existent.

2.4.2 Transforméede Lapalce deladérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville

On commence par la transformée de Lapalce de I'intégrale fractionnaire d’ordre a € C
(R(a) > 0) de Riemann-Liouville définie par (2.2), laquelle peut étre comme une convo-

lution des deux fonctions g(f) = et f(t) comme suit (voir [106]) :

o _L ! _aa-1 _L a—1
(Io+f)(t)—r(a)f0(t s) f(S)dS—r(a)t * f(1),

telle que la transformée de Laplace de la fonction t*~! est donnée par :
G(s) = L{r* st =T(a)s™ %

On obtient la formule de la transformée de Lapalce del'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville suivante:
LIy, )(1); 8} = sV F(s), (2.32)

ol F(s) dénote la transfomée de Laplace de f(t).

La formule de la transformée de Lapalce de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville d'ordre a = 0 est donnée par:

n—1
LUDL ) (083 =s“F(s) = Y. s DS (D=0, (n-1<a<n). (2.33)
k=0

2.4.3 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

Pour établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo ([106]), écrivons la dérivée au sens de Caputo sous la forme :

EDLHBO=UN 91, gBv=f"®), n-l<asn

Utilisons la formule (2.32) de la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville on obtient :
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L{UIS (@) st = s Y E(s), (2.34)
ou selon la formule suivante :
n-1 n-1
LU =s"Fs) = Y " OO = 5"Fis) - 3 sC 00, (2.35)
k=0 k=0

En substituant (2.35) dans (2.34), on obtient la formule de la transformée de Laplace de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo suivante :

n—-1
LADE, H(B);sh=s"F(s) = Y s F1f0©), n-1<asn). (2.36)
k=0

2.5 Transformée Inverse de Laplace

Méthode analytique

[In'existe pas de méthode analytique générale permettant de calculer u(x, t) si on connait
U (x, s). Cependant, on connait1’expression exacte u(x, t) pour certaines fonctions U(x, s).
Linversion de la transformée de Laplace s’effctue par le biais d'une intégrale dansle plan
complexe, la formule de Bromwich Mellin est donnée par :

1 Y+ioco
ulx,t)=LU(x,s) = e eS'U(x, s)ds,

Tl Jy—ioco

Avecy choisi de sorte quel'intégrale soit convergente. C'est-a-dire y doit étre supérieur a
la partie réelle de tout singularité de U(x, s) et qu'a I'infini ( y est réelle positive Re(s) =

Y), U(x,s) — 0 au moins rapidement que S En pratique la formule de Bromwich
s

Mellin est peu utilisée, et on calcule les inverses des transformes de Laplace a partir des

tables de transformes de Laplace.

Méthode numérique (I'algorithme de Stehfest)

Pour les cas de figure pour lesquels on ne peut pas trouver une solution analytique, on
peut employer la méthode numérique suivante : La méthode de Stehfest, aussi connu
sous le nom d’algorithme de Stehfest, est une méthode qui permet de calculer les valeurs
de u(x, t). Elle a été publiée par Harald Stehfest en 1970. La transformée inverse de la
fonction U(x, s) peut se calculer par :

In2 27 xIn2
ute,n===3 ByU(x,—=), (2.37)
n=1
avec
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min(n,m) km(Zk)!
Bn: _1 n+m 2.
S Y e SIS S ey STcY ] (2.38)
L)

ol m est un nombre entier positif impair et [q] désigne la partie entiere du nombre réel
q.
Pour m =10, les 10 premiers B, sont donnés par :

1 —385 —46871 505465 —473915
Bi=—,Bp=——,B3=1279,By = ,Bs = ,Bg = ,
12 12 3 6 2

1127735 —-1020215 328125 —65625
7= 3 ,Bg = 3 ,Bg = > ,Bio = 5

2.6 Formule de quadrature de Gauss

La formule de quadrature de Gauss est une approximation numérique d’'une intégrale
donnée comme suit :

b b_aizl
f fdy=——> wif(yi)+Rp,
a 2 n

2 b-a N b+a
w; = , P Xi ,
B ) CU A T

_ (b—a)2”+1(n!)4
C@2rn+1D@2n)hH3

e,

n

x; étant le ieme i®¢ zéro du polynome de Legendre p,(x).

2.7 Laméthode de perturbation d’homotopie (HPM)

De nombreux modeles mathématiques de systemes physiques conduisent a des équa-
tions fonctionnelles dans différents domaines des sciences physiques et de I'ingénie-
rie. Ces équations ne sont pas en général facile a résoudre analytiquement. Il existe ce-
pendant des méthodes pour obtenir des solutions approchées de ce type d’équations.
Lune d’entre elles est celle de perturbation d’homotopie établie par Ji-Huan He [98] en

1998, développée et amliorée par lui méme. Il I'a appliquée a des problemes aux limites
d’équations des ondes non linéaires, ainsi qu’a de nombreux autres sujets [95],[96], [97]
et [99]. La méthode de perturbation d’homotopie peut étre considérée comme une mé-
thode universelle capable de résoudre différents types d’équations fonctionnelles non

# Djamila Chergui OumEI-Bouaghi



Chapitre 2. Dérivées et intégrales fractionnaires 56

linéaires. Cette méthode a été appliquée entre autre a des équations de Schrodinger non
linéaires [62], a des systemes d’équations intégrales de Volterra de seconde espece et a
beaucoup d’autres équations (voir : [79], [95],[97], [99]).

La solution numérique selon la méthode HPM est de considérée une série de fonctions
qui converge rapidement vers la solution exacte (quand elle existe). Cette méthode per-
met de transformer la résolution d’'un probleme difficile en un probléme simple a ré-
soudre. La méthode de perturbation d’homotopie (HPM) est basée sur I’hypothese de
I'existence d’un petit parametre p € [0, 1], affublé a I'équation étudiée.

2.7.1 Description de la méthode

Pour illustrer le concept de base de cette méthode, nous considérons|’équations I’équa-
tion différentielle non-linéaire suivante :

Alw—-f(r)=0, reqQ, (2.39)
avec les conditions aux limites
ou
B(u,—)=0, rerl, (2.40)
on

ol A est un opérateur différentielle générale, B est un opérateur définissant les condi-
tions aux limites, f(r) est une fonction analytique comme, u est la fonction inconnue
et I' la frontiere du domaine Q.

D’une facon générale, l'opérateur A peut étre décomposé en deux opérateurs L et N, ou
L est un opérateur linéaire et N est un opérateur non-linéaire. Donc I’équation (2.39)
peut étre réecrite comme suit :

L(w)+ N(uw) - f(r)=0.
On construit une homotopie v(r, p) : Q x [0,1] — R, qui satisfait :

H(v,p) = (1= p)[L(v) — L(ug)] + p[A(v) — f(r)] =0, (2.41)

H(v, p) = L(v) — L(up) + pL(up) + pIN(v) — f(r)] =0, (2.42)

our e Q,p € [0,1] est le parametre d’homotopie et uy est une approximation initiale
de I'’équation (2.39) qui satisfait les conditions aux limites (2.40). D’aprés les équations

(2.41) et (2.42), nous avons :
H(v,0) = L(v) — L(up) =0, H(v,1)=AW)— f(r)=0.

Le changement de p de zéro a 'unité transforme u(r) en u(r). En topologie avec cette
derniere propriété, la fonction v(r, p) est appelée homotopie. Selon la méthode HPM,
nous pouvons utiliser le parameétre p comme un petit parametre et supposons que les
solutions des équations et peuvent étre écrites comme une série de puis-
sance de p :
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m .
v=1o+pui+pirat...= Y plu (2.43)
i=0

Pour p =1, la solution approximative de I'’équation (2.43) devient

u:limlv:vo+v1+v2+...:2v,-. (2.44)
p— 4

2.7.2 Analyse de convergence

Dans cette paragraphe, on étudie la convergence de la méthode HPM [[3[62]], [[3 [33]].
On peut réecrire la relation comme suit :

L(v) = L(uo) = plf (r) — L(ug) — N(v)]. (2.45)

En remplacons (2.43) dans (2.45), on obtient :

L(Y. p'vi) - L(uo) = pLf (r) — L(ug) - N(}_ p' vi)l. (2.46)
i=0 i=0
Ainsi
Y L) - L(ug) = plf (r) = L(ug) = N(}_ p'v)l. (2.47)
i=0 i=0

Selon le développment de Maclaurin de N (Z pi v;) par rapport a p, nous avons :
i=0

oo 00 1 0" oo .
NOQ_p'v)= ), (—' (Z piv; )) Op’. (2.48)
i=0 i=n=0 20

D’aprés [85], on a

al’l o0 ; an n ;
(ap”N(;)p l))pzo_(apn (;)P Ul))pzo
Alors
NS pio)= 3 (22N plon)
lep i _n:O n!op" l:()p Yi =0p
Posons :
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lan n

- n!dp”[N(;)p Ul)]pzo’ n=0,12,..., (2.49)

Hy(vo, v1,...,0p)

ol H, sont appelés polynomes de He [85]. Alors
o 00 .
N(Z pi ui) =Y Hp'. (2.50)
i=0 i=0
En remplacons (2.50) dans (2.47), on obtient :

Y L)~ L(ug) = p[ £(r) - Llug) - Y. H;p')- (2.51)
i=0 i=0

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p, on trouve :

p°: L(vo) - L(ug) =0,
p':L(vy) = f(r) = L(uo) — Ho,
p*: L(vy) = —Hy,
¥ p®: L(v3) = —Hy, (2.52)

P L(vyy1) = —Hy,

Donc, on conclut que
0

p : Do = Uy,
p'ivr = LN (1) — uo— L™ (Ho),
X p?:ivo=-L"Y(H)), (2.53)

p3ivg= LY (H),
p"t v = LN (Hy),

Théoreme 2.5. [33] La solution de I'équation (2.39) obtenue par la méthode de pertur-
bation d’hommotopie est équivalente a la détermination de S,, donnée par :

Sp=v1+v2+...+v, So=0, (2.54)

en utilisant le schéma itératif

Sn+1 ==L Nu(Sp+ vo) —ug+ L™ (f (1)), (2.55)
ol
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il

n
i=

n
vi)=Y Hy, n=0,12,... (2.56)
0 i=0

Démonstration. Pour n =0, d’aprés (2.55), on a:

Sy ==L No(So + vo) — ug + L1 f (1) = =L (Hy) — ug + L1 (f ().

Alors
vy = —L Y (Hy) — up + L (f ().
Pour
Sy = —L'Ni(S1+vo)—ug+ L7 (f(r)
= —L '(Hy+Hy)—ug+ L7 (f(r)
= —L Y H)+ .

Selon S, = v; + 15, on obtient :
v, =—L71(H)).

La démonstration de ce théoréme se fera par induction. Supposons que :
Uiyl = —L_l(Hk), pourk=1,2,...,n-1,
donc:
Snt1 = —L7'Nu(Sp+vo) —uo+ L7 (f(1)
- —L"l(i)Hi) —up+L7N(f(r)
iz
n

L™YH) —ug+ LN (1)
i=0

= V+UVs+...4v,— L (Hy).

Puis, a partir de (2.54), on peut trouver

V1= —L7 (Hy).
Ce résultat est identique a celui de (2.52) obtenu par la méthode de HPM. .
Théoreme 2.6. Soit B un espace de Banach.

(0,0
1) Z v; converge vers S € B, si
i=0
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A0=<A<1) telgue (VneN=|v,l|l<Alv,-1l). (2.57)

2) S= ) v; vérifie

i=1
S=—-L'N(S+vp)—uo+ L (). (2.58)
Démonstration. 1)ona:
1Sn+1 = Sull = lvps1ll < Alvall < W2 vp-rll < ... < A" vl

Pour n,m e N, n = m, nous avons :

1S = Smll 1(Sn = Sn-1) +(Sp-1=Sn-2) +... + (Sm+1 = S

< Sn=Su-DI+1(Sp-1=Sn-2) +... + [(Sm+1 = Sl
= A'Muol+ A" Mol +...+ A lwoll
< A"+ A" A Yl
< A4 A"+ )l
< /1’”“(1+7L+...+7L”+...)||v0||
/lm+1
< Tl

Ainsi
n,m—oo

(Sn) n=0 est suite de cauchy dans 'espace de Banach et elle est convergente, c’est-a-dire :

o0
iSe B,avec: lim S, = v, =S.
n—aoo n=1
2) D’aprés (2.55), ona:
lim S,.1 = —L7' lim Nu(Sp+vo) —ug+ L L(f(r)
n—ao0 n—aoo

n
= -1 nhinooN”(i;O Vi) —uUg+ L_l(f(r))
S= -L7' lim Y Hi—up+ L7 (f(r)

n—=ao0 *
i=0

= L' Hi—ug+ L' (f(r).
i=0
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Par (2.56) et (2.50), pour p =1, il vient
(e,0) o0
Y Hi=N(}_ v
i=0 i=0

1=

Ainsi

S = ~L'NQ v —up+ L7 (f(r)
i=0

—L7'N(S+ vo) — ug + LH(F(r).

Lemme 2.4. L'équation (2.58) est équivalent a :

L(u)+ N(u) - f(r)=0. (2.59)

Démonstration. On écritI'équation comme suit :
S+ug=-L'N(S+vp)+ L (f(r).
En appliquant l'opérateur L a I’équation précédente, on obtient :

L(S+ ug) =—-N(S+vy) + f(1),

comme ug = vy,
L(S+vg) = =N(S+vo) + f(r).

Soit u = S+ vy = Z v;, I'équation devient 'équation d’origine. La solution de
i=0

I’équation est la méme que celle de la solution de A(u) — f(r) = 0. .

Définition 2.8. Pour touti e N, on définit:

Ivi
/li:{ S il #00, vl =0.
il

o0
Dans le Théoréme Z v; converge vers la solution exacte, lorsque0 < 1; < 1.
i=0

Si v et v} sont obtenus par deux différentes homotopies et A; < A’; pour chaque i € N,

o0 o0
L. N I
le taux de convergence de )  v; est supérieurea ) . v;.
i=0 i=0
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Exemple 2.3. On consideére l'équation différentielle non-liéaire suivante :

(2.60)

uW+u?>=0, t=0, teQ,
u(0)=1.

Selon la méthode HPM, on peut construire 'homotopie suivante : u:Q x [0,1] — R
A-p)V' —up) +p'+vH) =0, pel0,1], teQ, (2.61)

avec up = 1.
Les solutions de l'équation (2.60), peuvent étre écrites sous forme de série :

v:v0+pv1+p2v2+... (2.62)

En remplagons (2.62) dans (2.61) et en identifiant les termes avec ceux de mémes puis-
sances de p, on obtient :

0.,/ _ 1
P V=1l
1.,/ _ 12 —
p ivi=—up—vy, v1(0)=0,

p* vy =—-2vv1, 12(0)=0,

Par conséquent, les premiers termes de la solution sont données par :
0

p yp=1
pl;ylz—t,
pzzvzztz,

Donc la solution de l'équation (2.60) est :

<
I

limlv:v0+v1+v2+...:1—t+t2—...
p—>

S 1
S on=
= 1+1

Exemple 2.4. On considere I'équation de Riccati suivante :

uW=2u-u*+1, t=0, reQ,
(2.63)

u(0) =1.

On cherche la solution avec la méthode HPM, nous pouvons construire 'homotopie
suivante:u:Q x[0,1] — R

A-p) V' —up) +pv' -2v+1*-1)=0, pel0,1], teQ. (2.64)
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Les solutions de l'équation (2.64), peuvent étre écrites sous forme de série :

V= vo+pv1+p2vg+...

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p, on obtient

0./ _ 1
P Vo = Uy,
plivi+uy+us—1=0,

p*: vy +2vpv; =0,

P> vh+v) + 2001 =0,

p* v+ v+ 20003+ 20110 =0,
Par conséquent, les premiers termes de la solution sont donnés par :
pO V=t
1
p1 V= 4_1(_1 +el —2t+21%),

1
PP, = Z(tz_ t?e’ +21%),

En prenant p =1, la solution approximative de l'équation est donnée par :
U=vy+v1+uve2+...
ce que veut dire que

1 1
u=r+ L—L(—1+e"‘—2t+2t2)+z(t2—tzet+2t3)+...

Daautre part, aprés l'utilisation du développement de Taylor de e' au voisinage de zéro,
la solution de l'équation (2.64) est donnée par

1, 1 7 7 53 71
U = t+tP+-—-t"——rr-—+ —t"+ —¢8
3 3 15 45 315 315

1+\/§tanh(\/ﬂ+%log(£;i)).

+...

2.7.3 Laméthode HPM combinée avec la transformation de Laplace

Dans les exemples suivant nous exposons la méthode de perturbation d’homotopie
(HPM) combinée avec la transformation de Lapalce (LT).
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Exemple 2.5. On considere I'équation de Riccati suivante :

d
dblf_zu WP2+l, teQ (Q=1[0,+o00]), (2.65)

u(0) =0, (2.66)

la solution exacte de -([2.66) est donnée par :

u(e) = 1+\/_tanh(\/_+—log(

)

dautre part, le développement de taylor de u au voisinage de 0 est

1 1 7 7 53 71
u)=t+2+-t2—-t*——r - — S+ — 4 — 8
3 3 15 45 315 315

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM). Appliquant l'opérateur
L a l'équation on obtient :

sU(s) — u(0) = L(zu(t) W20+ 1),

UGs) - Lu0) = lL(zu(t) — W2 + 1), (2.67)
S S

en appliquant lU'inverse de lopérateur L a l'équation (2.67) on obtient :

u(t):L_l{é(Zu(t)—uz(t)+1)}+u(0). (2.68)

Nous pouvons construire 'homotopie suivante :
U(t) p) :Q X [0) 1] - IR)

1
v(1) - u(0) :pL_l(—L(Zv(t)—vz(t)+1)), (2.69)
s
supposons que la solution de (2.69) soit écrite comme la série suivante

v(t) =Y plvi(D), (2.70)

i=0

en remplacant (2.70) dans ([2.69), on obtient :
oo 1 oo SN
Y pivi0-u0) = pL L2 ) plui - (L plui)* +1)).
i=0 S Y i=0 i=0

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p, on trouve
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p°: vo(t) = u(0) =0,
plivi(n) = L_l(s_lL(Zvo —v5+1)) =1,

p* () = L7 (sTHL (201 - 2v01n)) = £,

—

pPiug(t) = L7 (sT L (2v2 — 20002 — v])) = = £,

w

p4 t04(0) = L_l(S_IL(ZU:J, —-2v9U3—21; 1/2)) = —%t4,
i-1

plivi(t) = £_1(s_1£(21/i-1 _jgb Vj Vi‘j‘l))'

lorsque p — 1, 2.70) devient la solution approximative de I'équation (2.65), c-a-d,

u(t) = limlv:v0+v1+v2+v3+V4+v5+v6+v7+v8+...
p—»

1. 1, 7 7 53 71
U =t+2 43— L5 L6 20T T8
3" 73" 15 45 315 315

Exemple 2.6. Dans le réctangle Q = (0,1) x (0, T) on considere l'équation différentielle

partielle non linéaire suivante :
ou Ou_Tu hea (2.71)
ot ax ox2’ ’ ‘

avec la condition initiale
u(x,0) = x. (2.72)

La solution exacte de 2.71) -(2.72) est donnée par :

1) = —
u(x, t)=—,
1+t

le développement de Taylor par rapport a t de la fonction u au voisinage de 0 est

4

u(x,t):x(l—t+t2—t3+t —t5+t6—t7+t8+...).

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM), en appliquant l'opéra-
teur £ a I'équation (2.71) on obtient :

02 0
sU(x,s)—u(x,0) = L(—u - u—u),
X
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dout

1 1 (0°u Ou
Ulx,s) — ~u(x,0) = - (— —u ) (2.73)
S S

x> ox)
Appliquons lopérateur £~ a I'équation (Z.73) on obtient :
?u  ou

u(x,t) = L_I(EL(@ — ua) + u(x,0),

nous pouvons construire l’homotopie suivante :
v(xy t’ p) : Q X [0) 1] - R)

0’u Ou)

1
v(x, t)—u(x,0) = pL‘l(—L(@ — ua

N

(2.74)

supposons que la solution de (2.74) soit écrite comme la série suivante

v() =Y pui), (2.75)
i=0

en remplacant (2.75) dans (2.74), on obtient

(32 Vi

Y pio; - _ oo L[5, i N 10V
i:ZOP vi(x, 1) — u(x,0) = p& (SL(EOP 22 izzop vligop ax))' (2.76)

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p, on trouve :

po volx, 1) =u(x, 1) =x,

p1 n(x, )= L_l(s_lﬁ(% -V %)) =—tx,

pPiva(x, 1) = L_l(s_lﬁ(% - Vo% - Vl%)) 2

pPius(n )= L‘l(s‘lﬁ(% R

02 0 0 0 0
p*ivax, 1) = L‘»‘l(s_lﬁ(a—v;’ - vOﬂ - Vlﬂ - vzﬂ - mﬂ)) =tx,
X X

Pl i, ) = L—l(s—%(% ~ l‘zl 6vt—j—1)).
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lorsque p — 1, (2.75) devient la solution approximative de l'équation (2.71), c-a-d
u(t) = limlv: Vo+ V1 +Vs+ U3+ U4+ Us+...
p—
u(t) :x(l— t+ -+t -+ t6+...).
. . . LarbiBenM'hidi
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Chapitre 3 @)

Existence et Unicité des Solutions pour les Equations
Différentielles Fractionnaires Non Lineaires avec des
Conditions aux Limites Intégrales de type Non Séparé

3.1 Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergée comme un domaine
intéressant a explorer ces derniéres années. Notons que cette théorie a de nombreuses
applications dansla description de nombreux évenements dans le monde réel. Par exemple,
les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans I'ingénierie, la
physique, la chimie, la biologie, ...etc [87,100}(152].

Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équa-
tions différentielles ordinaires. Elles peuvent décrire de nombreux phénomenes dans
divers domaines de la science et de I'ingénierie, tels que le controle, les milieux poreux
et I'électrochimie. Il a été prouvé que dans de nombreux cas, ces modeles fournissent
des résultats plus appropriés que les modeles analogues avec des dérivées. En consé-
quence, I'étude des équations différentielles fractionnaires gagne beaucoup d’impor-
tance et d’attention. Pour plus de détails, on peut voir les références [49, 50, 129, [149),
194, [195].

Le principe du point fixe a beaucoup d’applications. Il intervient dans la résolution de
plusieurs équations différentielles non linéaires en particulier, dans I'étude de l'exis-
tence et de I'unicité voir par exemple [181], 237, 240].

Ahmad et Ntouyas [44] ont étudié l'existence de solutions a un probléme aux limites
fractionnaire avec des conditions aux limites séparées fractionnaires données par :
‘Dix(t)= f(t,x(r), t€l0,T], 1<qg<2,
a1x(0) + B1(°DP x(0)) = y1,
axx(1)+ B2(°DPx(1))=y2, O0<p<l.

Ou D7 désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre ¢, f est une fonction conti-
nue sur [0, T] xR et a;, B;,Yi, (i =1,2) sont des constantes réelles, avec a; # 0.
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De plus, Xiaoyou Liu et Zhenhai Liu [235] ont étudié I'existence et 'unicité des solutions
du probléme aux limites fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites frac-
tionnaires séparées données par :

‘DY (1) = f(t,x(),°DPx(1)), tel0,T], l<sa<2, 0<f<l

a1x(0) + b1 (“D"x(0)) = c1,

ax(T)+by(‘D'x(T)) =cy, 0<y<]l.
Ou “ D¥ désigne la dérivée fractionnaire d'ordre «, f est une fonction continue sur [0, T] x
RxReta;, b;, c;, (i =1,2) sont des constantes, avec a; Z0et T > 0.
Bashir Ahmad, Juan J, Nieto et Ahmed Alsaedi [43] ont étudié I'existence et I'unicité des
solutions a une nouvelle classe de problemes d’équations différentielles fractionnaires

non linéaires avec des conditions aux limites intégrales de type non séparé, nous consi-
dérons le probleme suivant :

‘Dix(t) = f(t,x(1), tel0, T, T>0, 1<g<2,
T
x(0) =1 x(T) = ulfo g(s,x(8))ds,

T
x'(0) = A, x'(T) = ,uzf h(s,x(s))ds.
0

Ou °DY désigne la dérivée fractionnaire de Caputo de d’ordre g, et f,g,h: [0, T] xR — R
sont des fonctions données et 11,1y, u1, o € Ravec 1y #1,A, # 1.

Lobjectif de ce chapitre est d’étudie de I'existence et de I'unicité des solutions pour
une nouvelle classe de problémes de valeurs limites d’équations différentielles fraction-

naires non linéaires dépendant de conditions aux limites intégrales de type non séparé,
citée dans Dj. Chergui, T-E. oussaeif, A. Merad [AIMS Mathematics, 4(1) : 112-133][69].

3.2 Position du probleme

Dans l'intervalle [0, T'], T < co, nous discutons l'existence et I'unicité des solutions pour
une nouvelle classe de problemes de valeurs limites d'équations différentielles fraction-
naires non linéaires dépendant de conditions aux limites intégrales de type non séparé,
nous considérons le probleme suivant :

‘Dix(t)= f(t,x(1),°D"x(t)), t€[0,T], T>0, 1<g<2, 0<r<l
T
x(0) = A1 x(T) :ulfo g(s,x(s))ds, (3.1)

T
x'(0) = A, x'(T) = ,uzf h(s, x(s))ds.
0
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Ou °D? désigne la dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre g, et f € C([0, TI xRxR,R), g, I :
[0, T] x R — R sont des fonctions continues données et 11,1y, u1, 2 e Ravec A; # 1,1, #
1.

3.3 Résultats d’existence et d’unicité

Soit I = [0, T] et C(I,R) I'espace de toutes les fonctions réelles continues définies sur 1.

Définissos I'espace X = {x(f) : x(f) e C(I,R) et °D'xeC(,R)}, (0<r<1)munide

la norme: | x| = ¢ malxlx(t)l + 0 rrtlalxchrx(t)l, C1,C € IRI, nous sachans que (X, [|.])
te €

est un espace de Banach.

Nous présentons maintenant la fonction de Green pour le probleme aux limites pour
une équation différentielle fractionnaire.

Lemme 3.1. Pour un y € C([0, T],R), la solution unique du probleme aux limites frac-
tionnaire non séparé :

‘Dix(t)=y(), te€l0,T], T>0, 1<qg<2,
T

x(O)—/hx(T)=u1f0 g(s,x(s))ds, (3.2)
T

x'(0) = Apx'(T) Zuzf h(s,x(s))ds,
0

est donné par :

(M T+ (1 =A1)1]
A2-1D(A1-1)

T T
x(t) = f G(t,$) f(s,x(5)," D" x(s))ds+ f h(s,x(s))ds
0 0

__H
A1

T
f g(s, x(s)ds,

0
ot G(t, s) est la fonction de Green donnée par

(=971 M@-97" N AMT+A-A)HE -9
I'(g) (A1 =DI'(q) (A2 -1D(A1-DI'(g-1)
G(t,s) = 1 3.3)
=997 . AT+ (1 - A1)t (e —s)7!
(A1 = DI'(g) (A2-1D(A1-DI'(g-1)

Démonstration. Nous omettons la preuve car elle utilise les arguments standard par
exemple, voir [41]. .

Dans cette section, nous avons donnée quelques résultats d’existence pour le probléme
(3.I). En vertu de Lemme|3.1, nous définissons un operateur F: X — X
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(t— )q ! C N
(Fx)(t) f T, — f(s,x(5)," D" x(s))ds (3.4)
T _a9-1
—rflfhf &f(s,x(S),”Drx(S))ds
0 I'(g)
T(r-s42 ¢
+& Ao (M (T = 1) + 1] ﬁf(s,x(sx D" x(s))ds

T
+&opua [A (T — 1) + t]f0 h(s,x(S))ds—u1€1f0 g(s,x(s)ds, tel0,T],

1 1

o1 T oo

¢1=

Il est clair que le probleme (3.1) a des solutions, si et seulement sil’équation de I'opéra-
teur Fx = x a des points fixes. Pour tout x € X, soit

(Nx) (1) = f(t,x()," D" x(1)), tel0,TI.

Puisque la fonction f est continue, alors

1-r
cnr — (797" —
"D "Fx)(t) =7 "Nx)(1) Te_n (3.5)
ou
= 2 f (T —95)7"2f(s,x(5),° D" x(s))ds + ac: fTh(s,x(s))ds.
(A2=DI(g-1) Jo (A2-1) Jo
Nous posons Fx = Fix + F»x, ou
tr_ d-1
(Fix)(t) = | %f(s,x(S),cDrx(S))ds,
T _ agq-1
(Fx)(t) = —&/hfo %f(s,x(S)fD’x(S))ds
+E A2 (A (T - 1) + t]fwa(s x(s),D"x(s))ds
2A2[A o Tw@-1) ,X(8),
T T
+Eo 2 [ (T — t)+t]f0 h(s,x(s))ds—ulﬁfo g(s,x(s))ds.
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Observez que le probléme (3.1) a une solution sil’'opérateur (3.4) a des points fixes, notre
premier résultat est basé sur le théoreme de point fixe de Banach (voir [192]).

Théoréme 3.1. Nous supposons :
(Ay) les fonctions g,h € C([0, T] xR,R), il existe L;,L, >0 et0< L< 1, tel que :

(A2) feC([0, T] xR x R,R) et il existe des constantes

T2 -r)[Ley — c1léapal|l + A1 T2 Ly — ¢1 |1 &1 T Ly

O0<e<
T277 | upéollAy — 11 Ly

)

L> |Eual 1+ A | T? Ly + | &1 TLy

et
61,92 >0,
avec
! /
61 = 7 92 = %/2’
Nl N2
tel que:

|f(t,x1,y1) = f(£, X2, y2)| < O11x1 — X2 + O21y1 — y2|, pour te€]0,T],x1,x2,y1,y2 ER.

~

ou .
My = T(g+DTR-nNT(g—r+D{TQ2~-r)(Ler —c1léapalll + | T?Ly
—ci &1 TLy] = T# " |paéall — 1 Laco},

N} = T@-r’T(@-r+DaT9+T2-r?T(q—r+1clEx | T
+TR-1)?T(g—r1+DciléAa| 1+ M| T9g+TR-1)?T(g+ DT "¢y
+F(2— I’)F(q— r+1) Tq_r|/1252||/11 — 1|Czq

et
My =Le,T(g+1)TR2-1nT(g—r+1),
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N, = TR-nNI(g-r+1)T9%+T2-nNT(g-r+DIEMITIq
+I'(2 - r)F(q— r+ 1)|62A2||1 +A1|Tq61q
+T(g+DTR-NTT T +T(g—r+ 1T | A2E20|A — 1lcag.

Alors le probléme aux limites (3.1) admet une solution unique.

Démonstration. Soientsup|f(t,0,0)| =M, sup|g(t,0)|=M;, suplh(z,0)]= Mo,
tel tel tel

Br={xeX, |x|<R ouRzﬁ avec :

MT9¢; [ MITIMce;  1EA2011+ 4| T9Mcy

i + 1+ M| T*M.
Y Tg+1)  T@q+n ) (Eap2[1+ M1 T? My
TI9-" M Ta-7 (4 - 1IM
+ &1 TMycp + €2 . |A28211A1 —1I1Mc,
Flg=r+1) T2-nTg)
T2 |16 — 1 Macy
T2-r) :

Maintenant, nous montrons que F(Bg) € Bg, ol F : X — X est défini par (3.4) pour
X € By, nous avons :

T96, T96, T96,
Fx)(1)| < +1& M| +162A2111+ A4
|(Fx)(1)] (F(q+1) $1 UG+ S2A2 )
HEapall + A T2 Lo + 111 TLa 1]
T6 T6 T96
< ([ H a2 + & Aol + A ] 1D
I'(g+1) I'lg+1) I'(g)
T9M TiM TiM
+ +1¢1l + 16242111+ A
I'(g+1) I'(g+1) I'(g)

a1+ Ay T? My + |ur &1 | T M.

De méme, nous avons :

# Djamila Chergui OumEI-Bouaghi



Chapitre 3. Existence et Unicité des Solutions pour les Equations Différentielles
Fractionnaires Non Linéaires avec des Conditions aux Limites Intégrales de type
Non Séparé 74

D" f) (] < r(ql_r)fot(t—s)"_r_l(ellxl+92|0Drx|+M)ds
N T'-r Azl
r2-r)|A2—1T(g-1)
Tl—r |'u2| T
IF'2-r)A2-11Jo
S( T9776, N T 282011 — 116, N T2 | upésll Ay — 1|L2)|x|
T(g—r+1) re-nrq) re-r)
+( TI-76, +Tq—ergzml—1|02)|0Drx|
I(g-r+1) r'2-nrr(q)
L T™ +T‘7—fmzfz|ml—1|M+TZ—’mzézlml—lle_
[(g-r+1) r2-nrl(q) r2-r)

T
f(T—s)q-2(91|x|+92|0Dfx|+M)ds
0

(L2|x| + Mz)dS

A partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :
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T”’H
F < — 1
1 = a(f M g 6l LS T
+|fzuz||1+A1|T Lz+|u1€1ITL1)Ix|
T96, T96, T96,
_— 1 ‘D’
Hiaey gy el Al q))| x
T4

M
+—t + Aolll+ A
Fq+D) +1$14 1| [ EaAall 1| ')

+ o2l 11+ AT M2+|,U151|TM1)
T8 T80, — 116, T%77 A —-1|L
N 2(( 1, [A282lIA1 — 1] 1 |2é2llA — 1] 2)|x|

I'g-r+1) re-nlig I'2-r)
T4 T4 ~1
+( 0> N 42821144 lez)chrxl
I'ig-r+1) re-nlig
. T9 ™M N T977|A28201A1 — 1M N T2 " upéallAy — 1|M2)
I'ig-—r+1) re-nlig F(Z— r)
a1 T70, Cl|§1/11|Tq91 T96, 2
< As||1+ A 1+A|T°L
<(F(q+1)+ Tq+D) +c11é22(11 + 1|1"( : +c1l8op2l11+ A1 | T Ly
T9770;c T97 | A2&5|| A1 — 1|01 ¢
rerlmETL + 162 262141 162
T(g-r+1) re-nrg
+Tz_rluzszM—lleCz)lxl
I'2-r)
+( T90;¢ N 1E1A11T902¢4 N [E2A2111+ A11T902¢4 N T9770,c;
I'ig+1) I'lg+1) I'(g) I'g-—r+1)

N T Axé5|| A — 1|92€2)|CDrx| N MT9¢ N |E1 A1 T9Mcy
re-nlig I'lg+1) I'lg+1)
[E2A2111+ A1 | T9Mcy
I'(q)

N T97"Mc, N T977|A2821IA1 — 1|1 Mcy N T? " paéall A1 — 1Moy
I'ig-—r+1) re-nl'ig I'2-r)

L(cilxl+ c2|*D"x]) +y

LR+y

R.

+1Ea a1+ A T* Mycy + &1y | TMy ¢y

IANIN A

Maintenant, pour tout x, y € X et pour chaque ¢ € [0, T], nous obtenons :

T cnNyr c r
(FO@=FENO] = oy (611x = y1+6,1°D"x =< D" y),
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Tq_re Tq_r/l A{ _10
[(Fox)(1) — (F2) (D] < ( 1, T ekl - 116,

I'g-r-1) I'e-rTIig)
T2 A —1|L
N |22l — 1] z)lx—yl
I'-r)
q-r q-r _
+( T9776, +T 142821144 llez)chrx—CDryI.
I'(g-r-1 re-nliq
On obtient :
TqH T96,
Fx)(t)— (Fy)(t)] < + Ao||1+ A
ED0=ENO = (5 +HaMIE E2A2ll1+ Al

+|<fzﬂz||1 +A1|T2L2 + |u1£1|TL1)|x—y|
T96;  161T96,
+( +
T(g+1) T(g+1)

T90,
1 ‘D'x-°D"yl.
# Iz a1+ Al 2D 5= D'y

De méme, nous avons :

|(D"Fx)(t) - “D"Fy)(0] = |IT"Nx)(1)
tl—r

F(Z -r) (/12 - l)F(q 1)
tl—r

TR-r1) (/12— 1)
tl r
F(Z—r) (/12—1)F(q 1)
tl—r
+F(2_r) (/12_1)[0 h(s,y(s))dsl|
( T 70, N T | A2é201A1 — 116,

f (T—-9)92N(x)(s)ds

f h(s,x(s))ds—(IT""Ny)(1)

f (T-95)72N(y)(s)ds

I(g—r+1) re-nrg
T2 A —-1|L
N [p2éallA — 1] 2)|x—y|
I'2-r)
T 76 T T|A A1 —116
+( 2, 12821141 — 1] z)chrx_cDry|_
Ig-r+1) re-nrg
De ces inégalités, on obtient :
. . . ULarszenM’hldl
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T96,¢1  1&:M1T90,¢ T96,¢
(Fx)(t)—(Fy) ()l < + +1E AT+ A
|| DO = (F g el il
T"‘relcz
1 T’L TL -
+&op2l11 + A1 T Lacy + |16l 101+F(q—r+1)
T T A26lIA —1101c2 T? " aéaliA — 1 Laco
+ )Ix—yl
re-nlrig Ir'ec-r)
T90-c¢ A11T905c T90,c¢
( 21+|€1 1 200 el 4+ Al 2C1
I'ig+1) I'ig+1) I'(g)
Ta-T -1
+—6262 +Tq_r|1252|_|/11 |6262)|CDrX—CDrJ’|
T(g—r+1) re-nrg
< L(alx—yl+cl°D"x-°D"xl)
< Llx-yl.

Ce quiimplique que F est contraction. Au moyen du principe de contraction de Banach,

F admet un point fixe unique, solution unique du probléme aux limites (3.1). .

Exemple 3.1. Considérons le probleme aux limites suivant :

s . D1 x(1)|
D2x(t) = 2tan (x)+ 3 , tel0,1]
(t+4) (t+3)2(1+|°Dix(1)))
1 11! 3|x
<x(0)+—x(1):—f LI (3.6)
2 3Jo 4+|x]
x'(0)+1x'(1)—3f1 21
3 “2Jo 3+1x]
fet, 3 3 1 1 1 3 1 1 2
:_yr:_;/l :__;/1 :__) = =—C==0== ___’
q=yr=ph=mk=pm=gk=sa=56=30=7
1 1 1
52:5,T=1 and |f(t,x1;J/1)—f(tyx2»y2)|5E|x1_x2|+§|YI_J/2|;
86,0 = g(6,1) 1= 12— Y1, | A6, 0 = h(£,) = =12 = 1,61 = —, 65 = ~
)x_ ) = —[X— ) )x_ ) = —[X— ) =T =
g gy l=lx—y NI=glx=ylbr=1502=7
L _3 L _2
1_4’ 2_3-
deplus :
0; <0.14971, 6, <0.54173, 1> L>0,6666.
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Ainsi, selon le théoreme[3.1}, le probleme aux limites (3.6) a une solution unique sur[0,1].

Maintenant, nous énoncons un résultat connu dit a Schauder qui est nécessaire pour
prouver l'existence au moins d'une solution de (3.1).

Théoréme 3.2. Soit f: [0, TIxRxR—R, et g, h:[0,T] xR — R des fonctions continues.
Suppose que :

| £(t, %, ) 1< my(0) +dy|xIP* + d} |y,

| g(t,x) 1< ma(t) + do|x|P?, | h(t,x) |< ms(t) + ds|x|P?,

pourchaquet € [0,T] etx,y € R avec my € L™([0, T1,R"), mp, ms € Ll([O, T,R") etd;, dy =
0,0 < p;, p’1 <1,i=1,2,3. Alors le probléeme (3.1) admet au moins une solution sur [0, T].

Démonstration. Le théoreme du point fixe de Schauder est utilisé pour prouver que F
défini par Eq. (3.4) admet au moins un point fixe. La preuve sera donnée en plusieurs
étapes.

Etape 1: F(BR) c Bp

Onnote |m|| = sup |my(t)],soitBg ={xe X, | x| <R}etR>0estunnombre positif.
t€[0,T)

Il est clair que By est un sous-ensemble fermé, borné et convexe de I'espace de Banach

X. Pour tout x € Bg, nous avons :

lmyl| 9 (dyr? +d,rP) T

L i T P TR
A ’ A A I A
E@] = (18l + Al Al I+ EmallL+ A Thm]

ot |y 4
+ 1+ A= r*t +d;r"
T(g+1 T AL/ '

HE | TdorP? + |Eo ol 11+ Ay | T?dsrPs.

+Hermllmal+ (16

Nous avons donc:

(FO0)] < (F T9 +|51/11|Tq+527Lz||1+/11|T")” I
(g+1) T(g+1) I'(g)
S lllmall + 122011 + A TlImg||
( T9 +|51/11|T‘7+|52/12||1+/11|Tq
I'lg+1) T(g+1) I'(qg)
+|¢'1,u1|Td2rp2+|£2u2||1+A1|T2d3rp3.

)(dlr"1 +dyr'f)
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Puis de (3.4), nous avons :

T Im T4-" , T1-7
74 (dyrP +dr'PY) + |kl

|CD"Fx)(1)| = :
T(g-r+1) T(Gg-r+1) re-r

ou

|A2&al| Ay — 1| T4
K o< A2t rl(q) Iy |l + |2&2ll A2 — 1[I ms]|
1ExAol| A = 1] T97!

I'(g)

(dyrP' + dirPh) + |Eapipl| A — 1 Tds| 15,

Nous avons, donc:

T N | A28l A = 1T
I'(g—-r+1) re-nlg
gl - 1T
re-r)

|CD"Fx) ()] = (

Jllm |

lms]|
I N [A282lIA =1 T9T

drP + d! P
+(F(q—r+1) T(@T2-1) Jrr® +dyr™)
T2—r
. Ay —1]dsrPs.
+r(2_r)|ﬁt2€2|| 1—1ldsr

A travers les inégalités ci-dessus, on obtient :

aT? |G MlaT? &A1+ Ale TY
+ + il
I'lg+1) I'ig+1) I'(g)
+e1l§iprlllmall + crléapol 11 + A1 T ms3l|
( aT? +|51/11|01Tq+|52/12||1+/11|01Tq
I'lg+1) I'(g+1) I'(qg)
+e1lé1 | TdorP? + 1 |Eopia| 11+ Ay | T2 dgrP?

[CRIGTIEN

)(dlrp1 +dyr'f)

T [A282lI1A1 = 1, T977
( ' Jiml
I'g—r+1) re-nlig
A =1 T
+|,u262|| 1— e sl
rec-r)
T AallAy = 1]cp T9" ,
+( 2 L el — e )(dlrpl_i_dirpl)
I'lg—r+1) rigre-r)
csz_r
+ A —1ldsr?s.
1"(2—r)|u252” 1— 1ldsr
# Djamila Chergui ©2022Ué$%g§f%%22dhii



Chapitre 3. Existence et Unicité des Solutions pour les Equations Différentielles
Fractionnaires Non Linéaires avec des Conditions aux Limites Intégrales de type
Non Séparé 80

Notons:

o T9 IEileiTT &A1+ Ale T

( + + il
I'lg+1) I'(g+1) I'(g)

+c1léapal |1+ A | Tlimsll + c1l&q palllmall

TI77 [A2é2lIA1 =1, TI7T
( + Jiml
I'lg-—r+1) re-nl'ig
A —1le T
+|,U252|| 1—1le Il
I'2-r)

T T4 1 T4 Ta-T
M, ( 1 +|'517L1|C1 +|52/12|| +MAle LG

I'(g+1) I'ig+1) I'(g) I'g—r+1)
+|/12€2||/11—1|02Tq_r)

rg)r2-r)

M =c11$ 1l T,
et
2—r

M = 1+ A T? + A =1—.
3= c1léap2ll 1l Calp2é2lIAg lF(Z—r)

Soit maintenant R un nombre positif tel que :

1 4 1 1
R >max|5L, (5M;dy) =1, (5M1d)) "1, (5Mad,) 02, (5M3d3) 03 | .

Ensuite, il est évident que pour tout x € Bg,

/ R R R R
IIFXIISL+M1(d1rp1+d{rp1)+M2d2rp2+M3d3rP35§+§+_+§

o

Cela implique que F : Bg — Bg.

Etape 2 : F est continue.

Supposons : {x,};., sous-ensemble X et x,(f) converge vers x(#) uniformément sur
[0, T] quand n — oo; cest-a-dire, lim ||x, — x|l = 0.
n—oo

Nous avons donc:

lim %, - Xl =0 and lim D" x, ~° D xleo =0,

ce qui implique que :
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lim x,(t)=x(t) et lim ‘D x,(t)=°D"x(t), tel0,T],
n—o00 n—o0

par conséquent :
Jim £z, x,(£),° D" x(0) = £ (£, x(1),° D" x(2))

t
’ lim g(t,x,(10) = g(6,x(1)),  lim h(t,x,(1)) = h(t,x(1)), t€[0,T],
qui donne :
t(t_s)q_l c T c T
[(Fxp) () — (Fx)(B)] = A Tlf(s,xm D xp) = f(s,x,"D " x)|ds
11—
HE| f M D) = s, D lds
1E2A2111 MTfT( _S)HI (8, X, D" x) = f(5,x,° D" x)|d
+ + ., < Yy A1y n) — y Ay
242 e F(q—l)fsx Xn)—f(s,x x)|ds
T
+I<fzuzlll+/12|Tf0 (s, %) — (s, )l ds
T
+|,u1€1|f0 lg(s,xn) —g(s,x)lds
et
D" Fx)(H) - CD"Fx)()] < ftw(’f(sx Dy )—f(stD’x)Dds
n —_ 0 F(q—r) YNV n y\Vy
1-r T -2
(T-9)1
+ As| |4 —lf T
rZ-n [§2A2] 1A — 1] o, T@G-D
x(| f(8, %, D" xp) — f(s,x,°D" x))ds
1-r T
o |€2uz|ml—1|f0 (5, x) — h(s, X)1ds.

Finalement, nous avons :

I(Fx) (2) = (Fx) ()| = c1 Il (Fxp) () = (FX) () lloo + C2ll (D" Fxp) (£) = (“D" F) () lloo .0

ce qui signifie que F est continue.

Etape 3 : F(Bg) est équicontinu avec By est définit dans Etape 2.

Puisque f est continue, on peut supposer que : |f(t,x(t),cD’x(t))| < Njet|h(t,x(t)| <
N, pourtout xe Bpette [0, T].
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Maintenant pour, 0 < £; < £, < T. Alors nous avons :

2 (1 —5)97!

@ ————f(s,x(5),°D"x(s))ds

[(F1x) (%) — (F1x)(t)| = |f

t _q)4q-1
_fo ' %f(s,x(s),cDrX(S))dsl

f“ (5 — )91 = (5 — 5)771
0 I'(g)

t _ 41
+ft12%If(s,x(S),cDrx(S))lds
ltz"—(tz—tl)‘?—tl"lNl+(tz—tl)" 1

T(g+1) T'(g+1)
2N (12— 1) NIt -]
T(g+1) T(g+1)

IA

| f(s,x(5), D" x(s)| ds

IA

IA

)

qg-1

A

T
(B () - (Bx)m)] < (1&Aal1- A4l

T Ny + |52H2||1—/12|TN2)|I2— fl.

Nous avons donc :

2Ni(t— 1) Nilt) -1 797!
Fx)(t) — (Fx)(n)l < + A2|l1=A
|(Fx) (1) - (Fx) (1) ) T ek - Mg N
HEapalll = A2l TN, 112 = 1],
nous obtenons que :
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‘D'F ‘D'F 1 & g-r-1
D"Fx)(t) - CD'Fo(n)| = ‘F(q—r)fo ((a—)
—(t1 - S)q_’_l)f(s x(5),¢ D" x(s))ds
1
T ), (9T (9. D s
Ao
T —5)972 ‘D"
((/12—1)F(6] 1)f ( T (s, x(5),D"x(s))ds
(2 _ 1 r)
(/12_1)[ h(s, x(S))ds)—r(z_r)
< Nlltg r_tf r|+2N1(t2—f1)q_r
- T(g-r+D T(g-r+1)
T9-1
+||A A -1 N
(1n262110 T
i &llA 1|TN)|I 4l
H16211A1 p) Te—r

Nous avons donc (carg>1,g—r>0et1—-r=0):

I(Fx)(t2) - (Fx) ()| — 0 quand t,— 1

et la limite est indépendante de x € Br. En conséquence de I'étape 1, 2 et 3 et d’aprés le
théoreme d’Ascoli-Arzela, cela signifie que F(Bpg) est relativement compact dans X. Du
théoréme[1.2]le probleme (3:I) admet au moins une solution et la preuve est terminée.

Exemple 3.2. Considérons le probléme aux limites suivant :
1

D1 x(1)|
1+ cos? x(1)

1 1
‘D3x() = @2 —9r)e * D 4 Z|x(t)|% += (

3 te[0,1]
2 ) )

< (0)+1 (= lfl[( 1) —x2(5)+1| ()lé]d (3.7)
x XM =g | [s-De S Ix(s s,

! 1/ _1 ! 3 —xz(s) 1 %
x(0)+5x(1)_3f0 [(s°=29)e +9|x(s)| lds
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Dans ce cas, nous avons :

1
e 111 |yl 3
t,x,9) = (4> —90e x3+—x2+—(—)
I =t ) 4|| 2\1+cos?x
5 3 -1 -1 1 1
etg=—-, r=—, T=1, A=—, Ap=—, =, =
q 3 1 1= 2 5 M1 5 M2 3
2 1 1 3 2 1o
g(t,x)=(t-1De +§|x(8)|2, h(t,x)=(t"-2t)e +§|x|2,
puisque,
1 1
If(t,x,y)lSl4t2—9t|+zlx|%+§Iylé,
1 1 3 1 1
Ig(t,x)ISIt—1I+§|xI2, lh(t, x)| <t —2t|+§|x|2.
Soient :
1 1 1 1 1 1 1
d__) d:_r ) —_’d:_) d:_; = .
1 1 2 5 P1 ) P2 3 3 3 4 9 03 = P4 5
et

m(t) = 4 =9t € L®(0,1), my(t) =|t—11€ L'(0,1), mo(t) =2 =2t € L'(0,1)

Maintenant, il est facile de vérifier que toutes les conditions du théoreme(3.2sont remplies.
Par conséquent, le probleme aux limites fractionnaire (3.7) a au moins une solution sur
[0,1].

Maintenant, nous prouvons 'existence de la solution de (3.1) en appliquant I'alternative
du théoréme a points fixes de Leray-Schauder.

Théoréme 3.3. Soit f : [0, T] x R — R est une fonction continue et que :
(Hy) Ilexiste des fonctions positives a;(t),b;(t),d;(t) € C([0, T],R) tel que:

|f(t,x,p)| < a1(0) + ax ()| x| + as (D) |1,

|g(t, )| < b1 () + ba(D)Ix],  |h(t,x)| <di () +da(D)|x], Viel0,TI.

(Hy) Supposons que A et p des constantes positives telles que,0 < A<ooet0<p < 1.

Alors le probleme (3.1) admet au moins une solution.
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Démonstration. C’est trivialement que F: X — X.
Nous avons montré dans le théoreme[3.2|que F est continue.

Premiérement, Soit B un sous-ensemble uniformément borné de X et soit R > 0 tel que
x|l < R pour tout x € B. Nous prouvons que F: B — B. Pour tout x € B, nous avons :

T (T_S)q—l
ds+ & f —d
s+1¢1 Al g s

ds}|f(s,x(9)," D" x(9)|

IA

r—s)71
Eaol = || ! F(S))
T(T_S)q -2

A1+ M| T
+1E2 2111 + A4 fo Tg-1

T T
+|€z/uz||1+7L1ITf0 |h(s, x()ds+|uéil A |g(s,x(s)| ds

{ T9 N &1 AT N &A1+ AT
I'g+1) TI(g+1) I'(g)

bMy +1Eapiz] 11+ A I T My + (1161 Ms,

Nous avons donc:

t
|CD"Fx)(1)| < { f(t—s)"_r_lds

T(g-r)

1-r T _ 92
+F(T2_ )Ifz/lzllh—llf % S}If(s,x(S),“Drx(S))I
HEapallAr — 1] fo (s, x(s))| ds

q-r _ q-r _ 1-r
{ T +|527Lz||/11 1T }M1+|N2'52||7L1 1T 5
T(g-r+1) T'(q) T2-r)

Finalement, nous avons :

cT9 il AT cpléq A1 + A TY CTa T
(Fo0] < { 1 N 11¢1 11 . 11¢1 A1 1l L _C
I'(g+1) I'ig+1) I'(g) I'lg—r+1)
c21é2 A2l = 1| T97T Colpaéall Ay — 1| T
My +13c 1+ AT+ M.
I } 1 {1|52,U2|| 1 rZ—n } 2
+c1lpi¢11 M3
< KiM;+K,M,+ K3M;s.
Oou:
T
M=  max |f(s,21,2)|,M,= max flh(s,zl)l,
(s,21,22)€[0, T] x R2 (5,21)€[0, T1xR Jo
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T
M3 =  max |g(S,Z1)|
(s,21)€[0, T1xR Jo

_ aT? N clé& AT N al& 1+ AT N cT97T N c2léa Aol A — 1| T
I'l(g+1) I'ig+1) I'(g) I'g-—r+1) I'lg)

1

colpaéall Ay — 1| T
I'2-r)

Par conséquent, Fu est uniformément borné.

K> = c1lSopal|1 + AT + ,  Kz=clpiél.

Deuxiemement, nous prouvons la compacité de I'opérateur F, nous définissons
If(t,x(£)," D" x(1))| < Ny, |h(t, x(1))| < N». Pour tout f;, t € [0, T] sont tels que :
t; < tp, nOUS avons :

20— )7 +18) — 1|

|(Fx)(£2) — (Fx)(n)] = T+ Ny

é A, /1 : é H A t
+ _| _N + _| lN — Gl
(| 2 2” 1 IF( ) 1 I 2 2” 1 | 2)' 2 1|

Nous avons donc :

20—l + () -

° D'Fx)(t,) — (D" Fx)(t < N;
|(“D"Fx)(t) - “D"Fx)(t1)| =< TG r+ D) 1
791
+|1E2A211A1 — 1] N
(52 21141 R} 1
|l-1—r_t-1—r|
A1 —=1|TN: L —
+Eap2l|A1 =1 2) 21

Par conséquent :

2¢1(t — fl)q+61|t2q— l‘f|

F _(F < N
I(Fx)(t2) — (Fx)(t))]l = Tq+1) 1
+(|E)L||/1 1|Tq_1 Ny + |EopolIA = 1| T N)It f
21211 T(q) 14V1 2M211A 11V2 [l — 11
20|ty — |9+ () =17 791
2L N+ (622l — o Ny
T(g-r+1) T'(q)
67" -7
Heapalld = TN | =t — 1, 0
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et la limite est indépendante de x € B. Lopérateur F est donc équicontinu. D’apres le
théoreme d’Ascoli-Arzela, I'opérateur F est completement contine.

Troisiemement, le résultat découlera de I'alternative non lineaire de Leray-Schauder
une fois que nous aurons prouvé la délimitation de I'ensemble des solutions des équa-
tions x = AFx pour 1 € (0,1).

. . A
SoitU={xeX:||x||l<R}ouR= I—.Alors
-p
L(r—s)7! T(r-g491

[(Fx)(D)] = OTCI)al(S)dS-Hfl/hlfo Tq)al(s)ds

T T — q-2
+|€212[/11(T—l‘)+T]|f ﬁal(s)d‘?
0 I'(g)

T T
+|€zu2Mz(T—t)+T]|fo dl(S)dS+|u1«$1|f0 by (s)ds
L(t—s)d1 T(T-g)47!
{ A T(])aZ(S)dS+|€1/h|f() Tq)dz(s)ds
T(T—-s)172

+$2A2 (A1 (T = 1) + T]lf ——ax(9)ds
0 I'(g)

T T
+[&op2[A2(T — t)+T]|f0 dz(S)IxIdS+I/u1€1|f0 bz(S)dS}le

{ t (t_s)q—l
o I'(q)

+S2A2[ M (T = 1) + T]lf
0
A+ Axlx|+ A3|CDrX|.

T _a9-1
ag(S)ICD’xIdS+I€M1|f &as(wds
0 I'(g)

T _ 92
&ag(s)ds}chrxl

I'(q)

IA

ol

t(t—s)91 T (T = )41
A = A Tq)al(smwlél/mfo Tq)al(s)ds
T T— q-2
+[¢2A2[A1 (T — t)+T]|f ﬁal(s)ds
0 I'(q)

T T
+|fzﬂ2[7tz(T—t)+T]|f0 dl(S)dS+|,u161|f0 by(s)ds
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B t(t—s)q_l T(T_S)q—l
Ay = fo Tq)az(s)d5+|fl7tl|fo Tq)az(S)dS
T T— q-2
+|€zﬂz[ﬂl(T—t)+T]|f ﬁaz(@ds
0 I'(g)

T T
+|'fzﬂ2[/12(T—l‘)+T]|f0 d2(8)|x|d5+|,u1€1|f0 by (s)ds

t(r—s)a! T(T-s)4971
Az = A %q)ag(s)chrxldsH{l/lllfo Tq)ag(s)ds
T _ 92
+|52/12[/11(T—l‘)+T]|f &ag(s)ds
0 I'(g)

Selon la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec0<r <1,

t
D" (Fx)(1)] < L f(t—s)q_r_lal(s)ds
I'(g—r)Jo

T r q-2
+r(2—r)r(q—1)mz—1|fo (T=9" " (s)ds

Tl—r T
[ f di(s)ds
0

T2-nlAs—1]|

+{ ! ft(t—s)q_r_la(s)ds

T(g-rJo 2
T Ay

T
T—5)972
+r(2—r)r(q—1)mz—1|fo( 97 " ax(9ds

Tl_r|M2| fT
do(s)d
re-nit-1Jy @9 sfial

+{ L ft(t—s)"_r_la (s)ds
T(qg-1Jo :
N YAV Py
re-nlr@-"unit, -
Al + Al x|+ A51°D" x|.

T
f(T—s)q_zag(s)ds}chrxl
11 Jo

IA
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Ou

1 t
I _agq-r-1
Al = a7 fo (t—s) ay(s)ds

T | As| r _
T—35)472
+r(2—r)r(q—1)mz—1|fo (T=9" " (s)ds

Tl_rlﬂZl fT
+ dy(s)ds
Te-na—11Jo ™'

1 t
A’ — f _ag-r-1
5 TR (t—9) ax(s)ds

T Ay r _
T-35)772
+T(2—T)F(67—1)|/12—1|f0 (T=97 " ax(s)ds

Tl_r|,”2| T
+ d>(s)d
r(z—r)mz—ufo 2ls)as

et

1 t

Ay = f t—s)7"! d

3 Ta-1 0( 5) ag(s)ds
T' 77| Ay

+
IF2-nI(g-DiA2-1]

T
f (T—-9)72as(s)ds
0

Par conséquent, nous pouvons obtenir que :

IEx(Ol

IA

c1(A1 + Az|x(8)| + A3|°D" x(D)]) + c2 (A} + Ayl x(8)| + A5|°D" x(1)])
= (a1 A1+ A} +(c1 A2 + 02 AY)IX(D)] + (1 Az + 2 A) D" x(1)]
S
=A
A+ p(cymax|x(t)| + c; max|“D" x(1)|)
tel tel

IA

IA

A+plix].

Supposons qu’il existe un x € U et un A € [0, 1] tels que : x = AFx, alors pour ce x et A,
nous avons :

R=|x|=AlFx|l<A+plxll =R,

ce qui est une contradiction. Selon le théoréme il existe un point fixe x € U de F. Ce
point fixe est une solution de (I.1),cqfd.
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Chapitre 4 @)

Existence et Unicité pour les Equations
Intégro-Différentielles Fractionnaires Séquentielles
Multi-Termes avec Conditions aux Limites Non Locales

4.1 Introduction

Le sujet du calcul fractionnaire a recu une grande attention au cours des deux dernieres
décennies. Les équations différentielles d’ordre fractionnaire apparaissent dans plu-
sieurs domaines de recherche de la science et de'ingénierie, tels que la physique, la chi-
mie, I'aérodynamique, la rhéologie des polymeres, 'économie, la théorie du controle,
le traitement du signal et de I'image, la biophysique [1},56,/57, 58} 59} 192,204} 205]. De
plus, des applications plus différentes dans les informations quantiques me donnent de
nouvelles fonctionnalités en utilisant le calcul fractionnaire [34}35}36,37]. REcemment,
de nombreux chercheurs se sont intéressés a I'existence de solutions aux problemes de
valeurs initiales et aux limites pour les équations différentielles fractionnaires. Certains
articles ont étudié l'existence de solutions aux problemes de valeur limite avec deux
points, trois points, conditions aux limites multi-points ou intégrales (voir les exemples
156,57,58,59]).

Une application importante du quantum de temps fractionnaire I'information est la
non-unitarité de I’évolution quantique et plus de perspicacités et d'observations cond-
uisent a détruire I’équivalence entre I'équation de Schrédinger et 'images de Heisen-
berg [101]. Un examen des fondamentaux et applications physiques de la mécanique
quantique fractionnaire a été présenté [185]. Récemment, lomin [108] a discuté.

le probleme del’évolution fractionnaire en mécanique quantique et les résultats peuvent
étre appliqués dans différents modeles [161}162}163}164,186,187,1223,[187].

Xinwei et Landong [215], ont étudié l'existence de solutions pour I’équation différen-
tielle fractionnaire non linéaire :

‘Du(t) = f(t,u(r),* DPu(r)),  (O<t<1),
avec des conditions aux limites : #(0) = ©/(0) = 0 ou ©/(0) = u(1) =0 ou u(0) = u(1) =0,

N

ou

# Djamila Chergui OumEI-Bouaghi



Chapitre 4. Existence et Unicité pour les Equations Intégro-Différentielles
Fractionnaires Séquentielles Multi-Termes avec Conditions aux Limites Non
Locales 91

l<a<2, 0<pf<letfestcontinuesur[0,1]xRxR.

Su et Zhang [216], ont étudié I'existence et 'unicité de solutions pour le probleme aux
limites fractionnaire a deux points non linéaire suivant :

‘D*u(r) = f(t, u(t),* DPu(r), O<t<1),

avec des conditions auxlimites : a; u(0)—a,u'(0) = Aet byu(1)+bou’'(1) = B,ou a, B, a;, b; (i =
1,2) satisfaire a certaines conditions.

Ahmad et Sivasundaram [60], ont étudié 'existence de solutions pour I’équation frac-
tionnaire intégro-différentielle non linéaire :

‘Dlu(t) = f(t,u(t), (Ppu) (@), yw) (1), O<t<l, 1<q=<2),

avec des conditions aux limites : u'(0)+au(n1) =0, bu'(1)+u(n,) =0et0<n; <1y < 1,0l

¢ DY estla dérivée fractionnaire de Caputo, a,b € [0,1], f:[0,1] x X x X x X — X est conti-
t

nue etles applicationsy, A : [0,1]x[0,1] — [0,00) avecles propriétés: sup | | A(t,s)ds| <

tef0,1] JO
t

t
ooet sup | | y(¢ s)ds| <oo,lesapplications ¢ ety sont définies par: (¢pu) (1) :f Y, Hu(s)ds
te(0,1] JO 0

t
et(yu)(t) = f A(t, s)u(s)ds.Ici, X estun espace de Banach (voir [3]).
0
Lobjectif de ce chapitreest I'’étude de l'existence et de I'unicité des solutions pour une

nouvelle classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires séquentielles multi-
termes avec conditions aux limites non locales.

4.2 Position du Probleme

Nous discutons I'existence et 'unicité de solutions pourl’équation intégro-différentielle
fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites intégrales fractionnaires multi-
termes a m points.

D7+ kDI Mu(r) = f(t,u(t), (Ppu) (1), (wu) (1), DPru(t),....  DPru(t), telo,1]

n (17_ s)q_l

T u(s)ds,

m—1

u©0) =0, Y aju)=p A
i=1
l (4.1)

ou DY est la dérivée fractionnaire standard de I'ordre de Caputo ¢, avec 1 < g <2,0 <
Bi<1,k>0,0<n<é <ér<...<&pm-1<1,B,a;,i=1,...,msont des constantes réelles,

£:10,1] x R™*3 — R est continue et pour les applications y, 1 : [0,1] x [0, 1] — [0,00[ avec
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t
les propriétés sup | /l(t s)ds|<ocoet sup | | y(t,s)ds| <oo,lesapplications: ¢ ety
t€[0,1] t€[0,1]

t
sont définies par : (¢pu)(t) = f yY(t, s)u(s)ds et (wu)(t) = f AL, s)u(s)ds.
0 0
Lemme 4.1. Soit y(t) € C([0,1]) une fonction, u € C?([0,1],R) est une solution de léqua-
tion différentielle fractionnaire séquentielle linéaire :

DT+ kDT Yu(t) = y(1),

_ -1
avec des conditions aux limites u(0) =0 et Z a;u(é&;) = ﬁf U T )) u(s)ds admet une
solution unique donnée par :
~ (e—kt -1 i (T] _ S)C]—l s Ck(sex)
u = < (ﬁfo T (fo e 4.2)
X (x _ T)L]—Z
X(j(; my(T)dT)dX)dS

m-1 & N (S—X)q_z
_ ; —k(§;—9) d )d
,-:Zlafo e (fo @D y(x)dx s)

t S(c_ g2
+f e_k(t_s)( %y(x)dx) ds,
0 0

I'l(g—-1)
ol
m=1 _ Tn-997" §)9~ pn
= kgr’ ks
A ;:1 ﬁf T ds+ PESY £0. 4.3)

Démonstration. Pour q € [1,2], nous considérons I’équation différentielle fractionnaire
linéaire suivante :

€D+ kDI Yu(r) = y(1), (4.4)

ou D7 désigne la dérivée fractionnaire de 'ordre de Caputo ¢, nous pouvons écrire sa
solution comme suit :

u(t) + kD u(r) = T )f (=99 y(s)ds+co+cit, (4.5)

ol ¢y, c; sont des constantes arbitraires. a présent (4.5) peut étre exprimé comme

u(t):—kf u(s)ds+—f (t—-9)9 1 y(s)ds+co+cit. (4.6)

En différenciant (4.6), on obtient :
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u'() = —ku(t) + f (t—9)92y(s)ds +cy, 4.7)
F(q 1 y 1
qui peut aussi s’écrire :
t
(u(erh’ = e’“( f (t—9)92y(s)ds+c1 |. (4.8)
T(g-1Jo Y !
En intégrant de 0 a ¢, nous aurons :
t s _ q-2
u(t) = Ae ¥t +f e k=9 &y(x)dxds +B, 4.9)
0 o I'(q—-1)

en utilisant les données u(0) = 0 dans (4.9), on trouve que : A = —B. Ainsi prend la
forme :

—k(t—s) (S_ )E/ -2
u(t) = A(e % -1) +f e f Ta-1) ————y(x)dxds. (4.10)
m-—1 n (T]— S)q—l
En utilisant la condition : Z a;ul;) =p Tq)u(s)ds dans (4.10), nous obte-
i=1 0
nons :

a - %(ﬁfon %(Lse_k(s_m( Ox%y(r)dr)dx)ds)

m-1 & S(S_x)q—Z
—k(i—s)
— a; e —vy(x)dx|ds,
b2 fo Uy rg-n 7 )

ol A est donné par (4.3). En remplacant la valeur de A dans (4.10), nous obtenons la
solution (4.2). L'inverse s’ensuit par calcul direct. Ceci complete la preuve. .

Dans le lemme suivant, nous présentons quelques estimations dont nous avons besoin
dans la suite.

Lemme 4.2. Pour y € C([0,1],R) avec ||yll = sup |y(¢)|, nous obtenons :

te[0,1]
77(17—5)01 1 fs —k(s—x) * (X—T)q_z
U e : e ( o Tg-1) y(w)dr)dx)ds‘
2q-2
n -k
<——(kn+e "1-1) .
(kT(q))2 n Iyl
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m—1 & . s (S_x)q—Z
i1 . —k(§;—9)
(i) ‘ z:zi a,fo e (  Tw-1 y(x)dx)ds‘

<mz_:1|a.|€q—l(1_ e ke Y1 Iyl
< ilS;
i=1 kL(q)

(iii) (fote—k”‘”( Oswy(x)dx)ds‘

T(g-1)
1 —k
kf—()( —-e Iyl.
Démonstration. (i) évidement,
fx (x—1)972 dr e — (x—1)97 1 |x B x971
o T(g-1) ~ T(@ lo T(g
et
fse—k(s—x) xq—l dx < Sq_l fse—k(s—x)dx < Sq_l (1- e—ks).
0 I'(g) I'(g) Jo kI'(q)
Aussi

|[F ([ et [T A ar)as)as

m(n-— S)ql g1 ks
|| ||f o kr(q))“ ) ds

2q 2 k
I e ))Zf (1-e

an 2
(kT (q))?

IA

(kn+e *1-1).

Iyl
Les preuves de (ii) et (iii) sont similaires. La preuve est terminée. .
4.3 Résultats d’existence et d’'unicité

Soit I = [0,1] et C(I, X) I'espace de toutes les fonctions réelles continues définies sur I.
Définir 'espace X ={u:ue C(I,R) et cphiy e C(I,R), (0<pBi<l,
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n n
pouri=1,...,nmunidelanorme: || ul x = ||u||+z 1SDPiy| = maIXIu(L‘)|+

£ te £

i=1 i=
Nous savons que: (X, ||.||) estun espace de Banach.

Dans cette section, nous avons donnée quelques résultats d’existence pour le probléeme

max |°DPiu(r).
1 tel

D’aprés le lemme/4.1}, nous définissons un opérateur F: X — X

~ (e—kt -1 n (n _ S)q—l s Cks-%) X (x— T)L]—Z
Fu(t) = X (ﬂfo 7] (fo e ( T 4.11)
% (1, u(7), (o) (@), (W) (1), D! u(r),...,CDﬁnu(r))dr)dx]ds

m—1 'fi N S—X q-2
- Y a e—k(fi—s)( =07~
=1 Jo o I'(g—1

x f(x, u(x), (pu) (x), wu) (x),° D! u(x),...,CDﬁ"u(x))dx)ds)

+fte_k(t—s)( S(s—x)17
0 o I'(g—1)

x (x, u(x), (pw) (w), (wu) (w),’ D! u(x),...,CDﬁnu(x))dx)ds.

Observez que le probléme (4.1) a des solutions si l'opérateur défini par a un point
fixe. Pour faciliter le calcul, nous définissons :

le k-1 ek -1

P= su , (4.12)
con) 1A Al
~ lke %] ke K
P = sup = .
refo,1] Al [A
1— ek N o_ ok
Ap=pPA+3=C ) A o pa+ 2C ) (4.13)
kT (q) I'(g)
w:((1+/10+)/0). (4.14)
t t
Yo=supl| | y(ts)dsl, Ao=supl|| A(t,s)ds|. (4.15)
tel JO tel JO
n?a2 k
A= |8l ———=(kn+e " -1) (4.16)
1= P Ger gz
e q-1 ke L
+) lajlé! Q-e ") ——.
izzl ilE; @

Dans cette section, nos premiers résultats sont basés sur le théoreme du point fixe de
Banach (voir [119]).
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Théoréme 4.1. Supposons que: f : [0,1] x R"*3 — R soit une fonction continue satisfai-
sant Uhypothese :

/ / !/
(Hl) |f(t)x)y) w, ul)uZJ---run)_f(t)x)y)w)Ul)v27---) Vn)l
/ / !/
sLix—=x|+Laly—y|+ Lslw—w'|+dy|luy —vi|+ dolug — V2| +... + dpluy — vyl,

pourtoutt€[0,1] et x,y,w, x', ¥, w', uy, us, ..., up, v1, vo,..., vy €R.

oulL;,dj>0,Yi=1,2,3,Vj=1,2,...,n sont des constantes de Lipschitz.

n
Alors le probleme ([4.1)) admet une solution unique si (A1 + AZZ <1, ol

— W
—I'2-pB)
i=1
A1, Ay, etw soientdonnés par ([4.13), (@.14)), {1 = sup{Ly,di, do, ..., du}, > = sup{ly, L3},{ =
sup{(1,(>}.

Démonstration. Notons

n

AAM+A MY ——

! 2 ,-zzlr(Z—ﬁ,-)

r= m ,
1-AMo—Mo) ———
,-zzlr(z—ﬁi)

oll A1, Ay, w sont donnés par (4.13), (4.14) respectivement et M = sup |f(t,0,...,0)].

te[0,1]
Dans un premier temps, nous montrons que FB, c B, ou B, ={ue X: |ulx<r}.
Pour u € B, en utilisant (H;) nous avons :
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|Fu(t)] < sup ————— le - |l[5|‘[17 (n—97" fse—k(s—x) Y(x-1)17°
< te[0,1] I'(g) 0 o T'(g-1)

x (] f(r,u(T),(qbu)(T),(wu)(r), DPru(r),...,  DPru(r))

§ e G0 M
T(g-1)

x (| F(x, u(x), () (x), wuw) (x),° DPru(x), ...,  DPru(x)) - f(x,0,...,0) |

+M)dxds)

m-—1
~f(@,0,...,0)|+ Mydr)dx)ds+ Y |ail
i=1 0

t s _ g2
+ fo e—k“—”( i %x(|f(x,u(x),(q)u)(w),(wu)(w),

cpPry(x),....c DPru(x) - f(x,0,...,0) | +M)dx)ds
2q—2
(lﬁl(kf( )?
x(sup{Ly,d,...,dn}(ul +|°DP ul + ...+ |°DPru))
+sup{Ly, L3} (yo + Ao)lul + M) + a_—e_k)(Lllu(x)I
kT'(q)
+Loyolu(x)| + Ladolu(x)| + di|1°DP u(x)| + ... + dp|* DPru(x)| + M)
1- —k
kT (q)

(1-e k) 1-ek
() (A +yo+Ag)r+ (PAL + T

< MANowr+ A M.

m—1
(kn+e™ -1+ Y |aled ™ a-e )

i=1

kF(CI))

Slzﬁlmjr-F(szoﬁ-Ao)T4—A4)+

((1r+(2(Y0+/10)T+M)

< (PA1 + )M

Aussi, nous avons :
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) I—ke‘kt| fn (- 97" fs ks [T -DT?
Fu)'(0)] <
(Fw'®] < sup — 0— (16 () ( 0 " ( o T(g-1

x| f(r,u(r),(cpu)(r),(wu)(r), DPru(),...,c DPru(r))
—f(,0,...,0)| +M)|dr)dx)ds

m—1 & B - S(s_x)q—z
[ ek [FO00
.: 0

o I'(q-1)
x (| f (26, u(x), (Pw) (x), (wu) (x),° DP u(x),...,° DPru(x))
t(t_s)q_z
—f(x,o,...,O)|+M)dx)dS)+ o T(g-1
X(lf(s,u(s)’((pu)(s),(uju)(s),CDﬁlU,(S),...,CDﬁn u(s))
t o S(S_x)q_z
—f(s,o,...,0)|+M)|ds+ka ek ”( o T(g-1)

x (| f (x, u(x), (Pu) (), (W) (x),° DP u(x), ...,  DPru(x))
~f(x,0,...,0) | +M)|dx)ds

< PAL((17 +Ca(yo + Ao)r + M)

2-eh
) (17 +Ca2(yo+Ao)r + M)

< MAowr+ Ay M.

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec 0 < 8; < 1, nous obtenons :

Lt—s)Pi

R !
‘ , T(— By (Fu) (s)ds

(1P (Fwn) 1)

E(t—s)hi
f(; m(Azwr + Ao M)ds

TP (Aswr + Ao M).

Par conséquent :
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IF (W)l

n

IEF@l+ Y 1°DPiFu|
i=1

AMor+ A M

n

>

ZT2-6)

r.

IA

(Aowr + Ay M)

IA

Donc FB; c B;. maintenant pour tout #, v € X, et pour chacun ¢ € [0, 1], nous obtenons :

U(n_s)q 1

-1
((Fu)(2) - (Fv)()| = sup l Iﬁlf T

tel0,1]

_ q-2
(fo e—’“s—”( i %xIf(w,u(w),(d)u)(w),(t//u)(w),

‘D uw), ...,  DPru(w))
—f(w, v(w), (Ppv)(w), (wv)(w),cD'61 V(w),---,cDﬁ"V(w))|dw)d7)d5

m-1 fl' N _ q—z
Y dail | eI | B0 e, ), )0, (),
i=1

I'lg—-1)
“DPru(x),...,c DPru(x) - f(x, v(x), (o) (x), (W) (x),
t S(e_ 1192
c b1 ¢ nBn —k(t—ys) (S x)
DP'v(x),...,D v(x))ldx))+kf0 e (0 —F(q—l)

x| f(x, u(x), (pu) (x), wu) (x),° DP u(x),...,° DPru(x))
—f(x, v(x), (V) (x), W) (x),° DP v(x), ..., DP v(x))|dx)ds

< (PA; + (l—e_k))(Lllu—v|+L2|(,bu—qbv|+L3|1//u—1//v|

kI'(q)
+d1|I°DP u—DP y| +...+ d,|°DPru—° DPry))

< (PA; + 1 -e ) (supili, di,...,du}lu—vl

kI'(q)
+sup{Ly, L3} (yo + Ao)llu—vll)

< (PA + (1 —e 5 supll1, {2} (1 + 70+ Ao) lu— v

kI (q)

< (PA; + A-e N +yo+A)llu—vl

kT'(q)
< Awlu-v|.
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Aussi, nous avons :
|(Fw) () = (Fv)' ()| < Asollu— ],

ce qui implique que :

t(f— o) Bi
1°DPi(Fu)(t) -° DPi (Fv) ()] < i %I(Pu)’(S)—(FU)’(s)IdS
r(z—_m)Agwllu—vll.

A partir des inégalités ci-dessus, nous avons :

n
IFw -FW)l = IIFw-FI+ )Y I°DPiF(w) - DPFw)|
i=1
n
< MANowllu-v|+) ———MNowlu-v|.
! ,-zzlr(Z—ﬁi) 2
n
< |A1+Ay)Y) ————|wllu—-7v|.
;F(Z—ﬁi)
n 1 . .. . ,
Comme: | A; +As Z 1"(2—,6) w < 1, F estune contraction. Ainsi, la conclusion du théo-
i=1 —Pi

reme suit le principe de la contraction. Ceci complete la preuve. .

Maintenant, nous prouvons 'existence de solutions de (4.1) en appliquant le théoréme
du point fixe de Krasnoselskii [1].

Théoreme 4.2. Soit f :[0,1] xR"*> — R une fonction continue satisfaisant les hypothéses
(Hy) et
(H2)|f(t! X, yr w,uy,..., un)l = l-l(t)) V(t) X, y; w,uy,..., un) € [Oy 1] XR”+3; Ouﬂ € C([O; 1]; R+)
Alors le probleme de la valeur limite ((4.1)) admet au moins une solution sur [0, 1].
n
~ 1
Si |P+PY ————|Ajw< 1.
( ; r2-p) ) !

Démonstration. Soit ||ull = sup |u(?)], et considérons Bg = {u € X : |ul| < R}, nous fixons
t€[0,1]

n

R=|A+ AZZF(Z—,B')) | ll. Nous définissons les opérateurs F; et F, sur Bg comme
i=11 &= Pi

suit :
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—x)972
(Fru)(1) = f | f (;( 11) £ u0), @w (0, @, DP u(), ..,  DPrux)dx)ds,

B (e—kl'_l) n(n_s)q—l s k(s X(x_T)q—Z
Eww = (s - ([Fere([ S

><f(T»M(T%(</Ju)(r),(ufu)(r),cDﬁlu(r),...,"Dﬁ"z,t(r))dr)dx)ds
m—1 éi S (S— x)q_z
— . —k(&;-s) w=A)"

;a’fo ¢ (0 T(g-1) x f 6 u(x), (pu) (%), (yu) (x),
CDﬁl”(x)’---’cDﬁ”u(x))dx)dS).

Pour u, v € Bg, en utilisant la notation ((4.13)), nous obtenons :

|(Fyu)(0) + (Fov) (1) A—e )ul

IA

(PA1 +
Aqllpll.

1
k()

IA

Aussi :

|(Fiw) (1) + (Fv)' (1) < (PA1+—(2 e N llull

I'(q)
< Aollpll,
ce qui implique que :
. Li—s)Pi
‘DR (Fu+F < f—F' Fvld
| (Fru+ Fpv)| A 1“(1—,5-)' \u+Fvlds
= Ao —— |l
= Te-p"

A partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :
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|Fru+ Fv|

n
IFyu+ Foull+ Y 1°DPiFiu+¢ DPi By
i=1
n

< Mllpll+A2 ) ———Ilull
;F(Z—ﬁi)
L 1
< | M+A2) ———|lull=R
;T(Z—ﬁi))

Donc Fyu + F, v € Bg, maintenant nous prouvons que F, est contraction.

Soient u, v € Bg, nous obtenons :

1| f” n-9971 f —k(s—x) fx (X_T)q__z
Fou(t)—-Fuv(t <
|Fau(t) — Fou (1) [zl(l)Pl] |:3| T(q) 0 ( o T(g-1

fouuuuom¢quLcwuxrx(Lﬂ%uxrxn.m?Dﬁ"uxr)
—fUuvuom¢vxrxmpmanPDﬁunux.nAPDﬁ"wowerths
m-1 i . S (s—x)97?
_ . _k(fl_s)
g%on ¢ (0 T(g-1)
x (| f (x, u(x), (pu) (x), (wu) (x),° DP u(x),...,° DPru(x))
—f(mvLﬂA¢vﬂxhﬁprwflﬁlMxLHwCDﬁ”denhﬂdﬂ

< PA1{(A+yo+A)llu—vll
<PAw|u-ruv|.

Aussi :

|Fyu(t) - Fyu(t)l < PAY{(1+yo+Ao)llu—vl
< PAollu-vl,
ce qui implique que :
. . t(t—g)Pi _
I°DPiEyu(t) - DPiFu(r)| < — > PMNow|u-v|ds
2 2 o T-6)
1 -
<—PAw|u-"|.
re-gy

A partir des inégalités ci-dessus, nous avons :
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|Fou—Fovl

|Fou—Fou

n
+ Y I°DPiFu—° DPiFyu||
i=1
PAjwllu—v|
i 1 -~
+ —PAjwllu—v|
Zir2-p4i

-2 1
(P+Py ———

i=1 r(z_ﬁi)

IA

IA

)Awllu—vl.

n
Comme :(P+ﬁz

—)Ala) < 1, F, est contraction.
o r2-p6)

Nous prouvons la continuité de F;. Soit {u,}5-, < M et u € M tel que u,, — u comme
n — oo, donc la continuité de f implique que

lim £, un(0), (Gun) (@), un)(0),° DP (1), ...,  DPrun (1) =
F(tu), u) (0, wu) (1), DPru(r),...,c DPru(r)).

Puis

Flun(r)—Flu(r)\ -

t S(e_ g2
—k(t-ys) (s—x)
fo (), Tig_p 5 unt) @ua)t), un) @),

cDﬁlun(t),---,cDﬁ”un(t))) — f(t,u(t), (Pu)(t), wu)(e),
cDﬁlu(t),...,cDﬁnu(t))dx)ds)
t S(c_ g2
k-5 [T =X
sfo I | ey < M 0, @m0, ) 0
¢phr un(t),---,cD’B”un(t)) — f(t,u(t), (Pu)(t), (wu) (1),
CDﬁlu(t),...,‘fDﬁnu(t))|dx)ds

< (1-e %) x

kI'(q)
¢phr un(t),---,cDﬁ"un(t)) — f(t,u(n), (Pu)(1), (wu) (1),
CDﬁlu(t),...,CDﬁ"u(t))‘.

Aussi nous avons :
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Flu() - Flu(o)| =

t(t—s)92
fo Tg-1 Y Uun() @un)s), Y un)(s),

cph un(S),---,CDﬁ” Un(8)) = f(s,uls), (@u)(s), wu)(s),
cDPYu(s), ... S DPru(s))ds|

t S(c_ 192
—kfo e‘k”‘”( i %X(ﬂs, Un(8), (Puy)(s), Wuy)(s),

cph Un(s),... ,CDﬁ” Un(8)—f(s,uls), (@u)(s), wu)(s),
cDP u(s), ... Db u(s)))dx)ds(
2-ef
<
I'(q)
—f(s,u(s), u)(s), wu)(s), DPru(s),..., DPru(s))|.

)f(s, Un (), (Pun)(s), Win)(5),C DPruy(s),...,c DPr iy, (s))

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec 0 < 8; < 1, nous obtenons :

cDﬁ”Flun(t)—CDﬁiFlu(t)‘ <

Par conséquent :

Lt—s)Pi@—e

o I'A-6) T(q)

“DP1 U, (s),....,c DPruy(s) — f(s, uls), (pu)(s), wu)(s),
°pPru(s),. ..,CDﬁ"u(s))‘ds

k
) \ £, Un(8), (@Un) (S), Witn)(s),

2-ek
< —F X
LT 2-p4y)
CDPru,(s),...,c DPruy,(s) - fs,u(s), (puw)(s), (wu)(s),
LION ..,CDﬁ"u(s))(.

\f(s, 1n (), (DUn) (5), Witn) (5),
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n
IFyun(d) = Fru@®| = ||F1un(t)—F1u(r)||+Z||CD’3iF1un(t)—CDﬁfFlu(r)n
i=1

VL8 un(9), (Gun)(s), W@un)(s),

krm)
°DPru,(s),....c DPruy,(s)
—f (s, u(s), (Pw)(s), Wu) (), DPru(s), ...,  DPru(s)) |
. Z 2-eh
S T(@T2- )
x| £ (5, Un(8), (1) (), Wun) (), DP1uy (5),...,¢ DPruy ()
—f (s, u(s), (@u)(s), wuw) (s),° DPru(s),...,c DPru(s)| — 0,

il s'ensuit que || Fyu,(t) — Fiu(t)| — 0 quand n — oo, ce qui implique la continuité de
F;. De plus, F; est uniformément borné sur Bg comme

—k

1Rl < 2=
1 = kr() Ml
L (2—eh
I}l < ==l
‘ (2—e
°pDPiF u| < ,
1DP Ryl < ol
et
(1—ehy ~ky &
F < .
e kr() ¢ N+ F(q) Z o ﬁ)llull

Nous prouvons maintenant la compacité de l'opérateur F;, nous définissons

Co = sup | £ (2, u, (Pu) (D), (wu) (1), DPLu(r),...,c DPru(r)).
(t,u,wu,¢pu,cDP1 ... cDPn)€[0,1]x B,

Pour0< f; < i, < 1, nous avons :
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t; S(e_ 192
Uoze‘k“z‘s)( A %><f(x,u(x),(d)u)(x),(u/u)(x),

(Fy)(t2) - (Fr ) (1) @D

I3 s _ q-2

CDﬁlu(x),...,CDﬁ”u(x)dx)ds—f1e_k([1_s)( (s=x)7 7

0 o I'(g—1)

x f(x, u(x), (pu) (x), (@ u) (x),¢ DP! U(X),...,cDﬁ”U(X)dx)ds‘
—k(tz=s) _ p=k(11=9) (s—x)72

f le If Ta-1 x| f (2, u(x), (pu) (x),
(pu)(x),° DPru(x),...,* DPru(x)|dxds

1) S _ q-2
' ft ekt fo % < 1f G 1), (1) (0, (W) (),

cph u(x), SDPru(x)|dxds

(lt"—tq|+|t‘7 —kty _ tqe—kt1|)

IA

kF( )

et

3| —_ B _ — B
Cl)ﬁi ¢ nBi (tZ 3) ([1 S) /
| Fu(t)-"DPFu(t)| < fo T(l-B)) [(Fiu)'(s)lds

7] (tz_s)—ﬁi )

+ft1 F(l——m)l(Flu) (s)lds

L (2—e-’€){ff1 (11 =97 — (12— 9P|

TTA-B) Tl Yo (n-9Pi(rp-s)bi
1)

+ (tg—S)_ﬁidS}.

5]

Clairement | Fy u(t:)—Fiu(t))| — Oet ICDﬁiFl U(tg)—cDﬁiFl u(t;)| — 0indépendantde u
quand f, — t;. Donc F] est relativement compact sur Bg. Par conséquent, par le théo-
reme d’Arzela-Ascoli, F; est compact sur Bg. Ainsi toutes les hypotheses du théoréme
sont satisfaites et la conclusion du théoréme implique que le probleme des va-

eurs aux limites ((4.1)) admet au moins une solution sur [0, 1]. Ceci complete la preuve.

Nos prochains résultats d’existence sont basés sur le théoreme du point fixe suivant [1].

Théoréme 4.3. Soit E un espace de Banach. Supposons que F : E — E est un opérateur
completement continu et que lensembleQQ={u € E: u=uFu, 0<pu<1}estborné.Alors
F admet au moins un point fixe dans E.
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Théoréme 4.4. Supposons qu'il existe C > 0 tel que
| £t u(t), (@u) (1), wu) (1), DP u(n),....c DPru(r)| < C,

Vte (0,1, (u, pu,wu, DPru,....c DPru) e R™3.

Alors le probleme admet au moins une solution sur [0, 1].

Démonstration. Nous montrons que l'opérateur F est complétement continu. Soit B un
ensemble borné dans X. Alors il existe C > 0 tel que::

|f (1, u(t), (@u)(£), wu) (1), DP u(n),....c DPru(r))| < C,vt €[0,1], u € B, nous avons :

|(Fu)(2)| 1A-e*)C

IA

(PA; +

1
kT'(q)

I\

A C.
Aussi

|(Fw)' ()] < (ﬁA1+i(2—e"C))c
I'(q)

IA

A2C,
ce qui implique que :
Lt—s)Pi

’ o I'A-p)

1
—A»C.
re-g) -

cphi (Fu)(t)) - (Fw)'(s)ds

A partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :

n
1
Fullx < AiC+ — A C <00,
= l-zzlr(z—ﬁi)z

ce qui implique que : || Fu| < oo. Par conséquent F(B) est uniformément borné.

Il est facile de vérifier que I'opérateur F est continu puisque f est continu. Ensuite, nous
montrons que F est équicontinu sur des sous-ensembles bornés de X.

Maintenant #;, t € [0,1], t; < £»; u € B, nous avons :
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le Ktz — —’“l| nm-s)"" ke[ [ XD
|Fu(t,) — Fu(t)| < A |'6|f INO) (fo ¢ (0 I'(g-1)

x|f(zr,u(r), (Ppuw) (1), (wu)(r),
CDﬁlu(r),...,CDﬁ"u(T)IdT)dx)ds

m-] G S (s—x)9°2

. —k(fz—s)

Fylail] e (0 T(g-1)
<1 £ e, u(x), (@) (), () (0, DP ux), .., DPrux)|dx)ds
+ftl |e—k(t2—s)_e—k(t1—s)|( $ (s—x)q_2

0 o I'(g—-1)
X1 £ 06, u(x), () (x), @) (), DP u(x), .., DP () dix)ds)

-2
+ft2 e_k(tz—s)( s X9
n o I'(g-1

x| f(x, u(x), (pu) (x), (wu) (x),° DP? u(x),...,CDﬁ"u(xndx)ds

|e—kt2 _ —ktll 2q-2

n -k
= kn+e -1
Al {ml(kl“( ))2( n+e )
m-1 g-1 k{
+ ) lailé! " Q1-e ) ——IC
i:zl i kr(q)
= e~ et
|e—k1f2 _ e—ktll q q
S|\t t, -t |+
( A gl 4
ek~ gl emFnp)C.
Aussi nous avons :
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1°DPi(Fu)(tp) —° DPi (Fu) ()| = I]tz 22 ﬁl(Fu)’(s)ds
2 Vb= r(1-p)

h (tl_ ) ,31 ,

_ fo T gy P/ ©ds
0 |(ty—8) P — (1 — 5) 7P| ,

< fopy Wl
%] (tg—S)_ﬁi ,

+fn T gy (W' @Ids

_ Ch {ffw(tl—s)ﬁf—(tz—s)ﬁw
TT(1-p6) (t — 9)Pi(tp — 5)Pi

123
+f [(ts — s)_ﬁilds}.
n

A partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :

—kt, _ e—ktl |

le 1 qa_ .4 q -kt _ 4kt
Fu|| = A+ t—t'|+|t e 2 —te "] |C
IFul < | X g 18 - 11 Teku)

o ra - Bi) Yo (t — s)ﬁi(tz —5)Bi

1)
+f I(tz—s)_ﬁilds}) —0 as t—1.
n

Ainsi 'opérateur F est équicontinu. D’'ol1 le théoréeme d’Arzela-Ascoli, F : X — X est
completement continu.

Considérons maintenant 'ensemble Q = {u e X: u=puFu, 0<p<1}.Afin de montrer
que Q est borné, soit u € Q, alors u = uFu,0<pu<1,pourte(0,1],ona:

171¢3] |u(Fu) (1)l
B(Fu)(8)]

n

(A1+A2i;m;_m))0<oo.

IN I

IA

I s’ensuit que 'ensemble Q est borné indépendamment de p. D’aprés le théoréme 4.4
l'opérateur F admet au moins un point fixe, ce qui implique que le probleme ((4.1))

admet au moins une solution sur [0, 1].
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Exemple 4.1. Considérez le probleme aux limites en quatre points suivant :

D7 + iCDi)u(t) = £(t, u(t), () (1), ww)(1),° D3u(®d),* D3 u(t)), tel0,1]

) u(0) =0, 4.17)
1 1.1 2 1 3 % (55— 8)1
—u(—)+—u(—)+—u(—)=f ——7—us)ds.
6 10 3 100 5 100 Jo 1
7 1 1 2 1 1 1 i 1
O :_)k:_) = = = = = ':_)':1)2y3) :1) =
g=7 4ﬁ1 3,32 M= a2=3,0 551 Tk B=1n 20
t ,—2(s—1) t ,—3(s—1) 2_1 63—1
(cpu)(t):f u(s)dset(wu)(t):f u(s)ds avecyg = ety = 5
0 0
avec la valeur donnée de [ a au moins une solution sur [0, 1], on choisit
f (6, u(®), w0, ) (8, D3 u(n),* D3 () et e_%tsm(%n(( ) (0
, Ull), (Qu (YU , ulit), u u
¢ v 36(1+|u(t)]) 64(1+ 13) ¢

|CD%u(t)| )+ cost+e!
1+|0D%u(t)| 81(1 + t2)
°D5 u(r)|
LT
1+ D3 u(t)|

(ww®

nous avons :

|F (2, u(t), () (8), (wu) (1), D3 u(D),* D3 u()— £ (t, v(t), (pv) (1), (wv)(8),¢ D3 v(8),° D3 v(1)|

1 1 1
< %Iu(t) -v(D)|+ 6—4|¢>u(t) - v+ alwu(t) 240

e pb i - DR o)+ L 1eDdu - D3 v(n)|
64 81 ’

avec les valeurs données, on constate que :

1 1 1
(= £,(2 = @’( = %,A ~—3.4808 x 1072 #0, A; =2.5495x 1072, A; =~ 1.1247,

A2 = 1.4714,0w = 0.16051,
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enfin nous avons que : | A + A2
du théoreme[4.1}, nous concluons qu ‘il exzste une solution unique pour le probléeme (4.17)
sur(0,1].

)a) = 0.70663 < 1. Ainsi toutes les conditions

Exemple 4.2. On consideére le probleme suivant :

D5 + %CDé)u(r) = £(t, u(t), () (1), ww)(1),° DT u(),* Diu(t), tel(0,1]
) u(0) =0, \ (4.18)
gu(4)+3u( )+5u(5) fo F(5) u(s)ds,
o9, 1 1 o+ 1. 1. 1. 1 1 1 3
ou q - 5rk — 11 ,ap = 6)“2 - 3,@3 - 5)61 - 4!52 - 3’63 - 2,77 ﬁl ,32 - 4)
t ,—2(s—1) t ,—3(s—1) 2_
B=1,(pu)(r) :f u(s)ds et (wu)(t) :f u(s)ds avecygy = et Ay =
0 0
ed-1
6

Nous illustrons maintenant les résultats obtenus en choisissant différentes valeurs de
1 3
ft, u(t), (@u) (1), wu) (1), D2 u(t),” D* u(t)). Considérons dabord :

e (1 +sin?(r ) |u(t)|
6(t+6)3(1+|u(r))

e"”sin(nt)(( e +
T+ 2 P

£t u(®, dw (D, wuw) (D, D2 u(t),* Diu(p)
D2 u(1)| )
1+(€Dz u(p)|
D1 u(0)| )
1+(¢Diu(p)|

1+sin?(xt)

8(1+12) (W@ +

Alors
|F (2, u(t), (pu) (1), (wu) (1), DZu(p),* D3 u(®)— £ (t, v(t), (pv) (1), wv) (1), D2 v(8),° D v(8)|

1 1 1 1
< S lult) = vl + Z|pu) ~ (D] + Sy un) ~yv(D)] + ;PD%um —¢D2y(p)|

= o

+§|CD% u(t) = Div(p).
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A=~-2.2581x10"%,A; ~6.0286x 1072, P ~ 3.8483, P ~ 3.6761,w ~

1
Enfin nous avons { = 5

0.96303.
" 2
Donc|(P+P) ——
( izzlr(z—ﬁ,-)

)Alw = 0.69970 < 1. Par conséquent, daprés le théoréme le
probleme ((4.18)) a au moins une solution sur [0, 1].

Ensuite, nous montrons lapplicabilité du théoreme[4.4 avec la fonction non linéaire f
donnée par :

e"”(2+|u(t)|)egt

t+2+2|u(t)]
—f c 1

L€ s1n(7tt)( [CDI0] . |D2L1t(t)l )est
L+t2 \1+[@uw]  14|cD2un)|
1+sin2t( 201G °D1u(0)| )e“
L+22 \1+ (D] 141D u(p)| '

£t ul®, WD, ww (O, D u(), Diu) = (4.19)

Clest facile de voir| f (¢, u(t), (pu) (1), (wu)(t),CD% u(),cDiu(t) <763 = u(t). Ensuite, par
la condition (Hy) avec u(t) = 7¢>. En conséquence, la conclusion du théoreme(4.3 im-
plique que le probleme ((4.18)) admet au moins une solution sur [0,1].

Exemple 4.3. Considérons le probleme aux limite fractionnaire a quatre points suivant :

D5 + %CDé)u(r) = £(t, u(t), () (1), ) (1),° D2 u(®),* Diu(t), te(0,1]

) u0) =0, (4.20)
1,1 4

1 1.1 1 1 1. (#(z-9°

gu(z)+§u(§)+gu(g)—fo T%)U(S)d&

R 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
0u6/=g,kzH,dl=6,612:5,613:5,5122,5225,5325,172%,,3125,,5222,,3:1,
avec Il sensuit que :

| 3 e~cos’uld)  omigingry)  |(u) (D)l
t,u(t), 1), 0,°Dzu(t)," Diu(r) =
£, u(0), (w0, ) (1), D2 u(1),° DT u(r) 3+cosu(t)+2+cos(7rt)(1+|(¢)u)(t)|
°D2 u(1)| )
1+ (D2 u(1)|
L] ( (w®l___1°Diu) )
2+sin(@) \1+1ww @) 14 1cpium|”
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9
nous avons | f (¢, u(t), (¢pu)(r), (wu)(t),cD% u(t),CD% u(n)| < > Donc, dapres le théoreme
le probleme (([4.20)) admet au moins une solution sur [0, 1].
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Chapitre D @)

Existence et Unicité des Solutions pour les équations aux
Dérivées Partielles Fractionnaires d’ordre Supérieur avec

des Conditions Purement Intégrales

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie un probleme avec condition purement intégrales pour les
équations aux dérivées partielles fractionnaires d’ordre supeérieur.

On démontre I'existence et 'unicité de la solution, La démonstration est basée sur une
estimation a priori et sur la densité de 'image de l'opérateur engendré par le probleme

considéré.

5.2 Position du probleme

Dans le domaine rectangulaire
Q=(0,1)x(0,T), 0=T<oo,

nous considérons I’équation aux dérivées partielles différentielles fractionnaires :

2m+1 2m

+(—1)mza(r)‘3 u = f(x,1),x€(0,1),t€(0,T) (5.1
0x2mat axem Y Y ' ’

Lu=0%""u+(-1)"a(r)

Al'équation (5.I) on associe les conditions initiales,
Ou=ux,0) =¢x), Clu=u(x,00=yw(x), x€(0,1), (5.2)

et les conditions intégrales,
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1.
fx’u(x,t)dx:O, i=0,2m-1, t€(0,7). (5.3)
0

ol ¢, v et f sont des fonctions connues.

ou les fonctions a(t), b(t) et ses dérivées sont bornées sur l'intervalle [0, T] : satisfait aux
conditions

o<al)<sc, ca<sb®)<c,cs<b(t)<cs, cg<a(t)<c; cip<a'(t)<cy, (5.4)

ouc, (i =1,...,10) sont des constantes positives.

Du probleme (5.1I) — (5.3) on associe l'opérateur = = (L, ¢, ¢>), défini de E dans [, ou E
est un espace de Banach constitué des fonctions u € L,(Q), vérifiant les conditions (5.2)
et (5.3), et muni de la norme

1

t

2 -1 2 2 2

lulg = sup (D* ||%;"u1||L2(0,1)+f ||uT”L2(O,1)dT+f u-dx) (5.5)
0<t=<T 0 0

et F est I'espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles w = (f, ¢, ), et muni de
la norme

2 2 2 2
”w”[F = ”(,DHLz(O,l) + ”w”LZ(O,l) + ”f”Lz(Q)’ (5'6)

ce qui est fini.

Le domaine D(Z) de 'opérateur = est 'ensemble de toutes les fonctions u telles que
c ) 62m+1u aZmu )
0y, ———, —} € L~(Q) et satisfait (5.3). On montre l'existence et I'unicité de

{ ! 0x2mat’ dx2m Q 2.3

la solution forte du probléeme (5.2) — (5.3), la démonstration est basée sur une estima-
tion a priori et sur la densité de I'ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par le
probléme considéré.

Pour 0 < a < 1, la dérivée de Caputo est définie comme suit

Dérivée au sens de Caputo a gauche

1 " Urr (x,7)
'l-a)Jo (-1)¢

0% u(x, 1) = dr, t>0

ouTI'() estlafonction de Gamma.
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5.3 Estimation a priori

Théoréme 5.1. Pour toute fonction u € D(E), on a l'estimation a priori

lulle = xlIZullF, (5.7

ou K est une constante indépendante de u, i.e. x =x(n,6, p)

Démonstration. Multiplions I'équation (5.1) par Mu = (-1)"3$%™u,, on obtient

2m+1

(D™COF 1, S U p oy + (@057, Sy

mu[)Lz(Oyl) (58)

2m

0°"u
+(b(D 77, S

2
ut)LZ(o,l) = (—l)m(f, %xmut)LZ(o,l),

Lintégration par parties de chaque terme du c6té gauche de’équation (5.8) etles condi-
tions (5.3), donne

D™, 5 u) 20y = (CD™(C0% U, S U 20,1 (5.9)
= (Ca(fi‘smut,\sx ut)LZ(Oyl)

0 2ma ox 2ma

1 Zm
— f (t) S C‘Z’r’utdx

2m+1u 1 02m+1u
(a(t) MUz = fa(t) 32"y, dx (5.10)

= a(t)”ut”LZ(o 1)

Zmu 162mu
(b= S ud ey = b fo S S edx (5.11)

1
= b(t)f uudx.
0

Substitutions (5.9), (5.10) et (5.11) dans (5.8), donne
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1 1
f (ca?%Tut)(%Tut)dx+a(t)llutlliz(o . +b(t)f uu;dx (5.12)
0 ’ 0

1
= (—1)’"[ flx, OS2 udx.
0

En utilisant les lemmes|1.2)et[1.3]et I'inégalité de Cauchy avec e I'identité (5.12) se réduit
a

1 1 t
5] (Ca‘f%Tut)zdx+a(t)llutlliz(o 1)+b(t)f uusdx (5.13)
0 ! 0

1, € lom 2
S% | f dx+2m+1 A (S U dx.

En remplacant ¢ par 7, intégrant par rapport a 7 de z€ro a ¢, on obtient

1 rtrl ¢ .
E](; fO (CO?STur)dedT+f0 a(T)”uTHEZ(O,l) +j(; j(; b(t)uu;dxdrt (5.14)
1 t pl ) ¢ 1 rt i ,
C\.
sEf() fo ! dXdT+2m+1fO fo (Sy ur)"dxdr.

Le troisieme terme de c6té gauche peut étre évalué comme :

1 pt 1 1 1 1 1 rl rt
f f bTt)uu,dxdt = —f b(T)uzdx——b(O)f (pz(x)dx——f f b'u*dxdr. (5.15)
0 Jo 2Jo 2 0 2Jo Jo

D’apres, I'inégalité (5.14) devient

1[frt t 11
Eﬁ j(; (Ca?%?ur)dedT+ﬁ a(T)” uT”iZ(O,l)dT-i_Eﬁ b(.[)uzdx (516)
]. 1 2 ]_ t 1 /2 1 t 1 5 € t 1 - )

=b(0 dx+ = bu“dxdr +— dxd S dxdr.
> ()fo(p x+2f0]; u xr+2€f0f0f xr+2m+1f0f0(\sxur) xdT

De méme,ona:

IA

1-a

t rl
_ t
j(; [) (CﬁggTuT)zdxd‘[ = D% 1”%?111 ”%2(0,1) - m”%T@U”%Z(OyD. (5.17)
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En substitution I'identité (5.17) et les conditions (5.4) dans I'in’egalité (5.16), on obtient

t 1
-1 2 2 2
D% ||<527uTIIL2(0 1)+f luell2 l)dr+f usdx (5.18)
’ 0 ' 0

1 1 ot t 1 t 1
< n(| ¢*dx+ u?dxdt + frdxdr+|wl,, , + (8™ u,)?dxdr),
0 0 Jo 0 Jo Fobn = Jo Jo

ou
_max(z w30 5 wharis)
= min(%,cz,04)
(5.19)

D’pés le lemme(I.4} on pose

1 ot 1
(,o(t):f0 fo u?dxdr, (p'(t):j; uzdx:HuIIiz(O,D, ¢(0) =0, (5.20)

alors ¢ca donne :

1 pt 1 1 pt 1 pt
f f uzdxdTSe”TTn(f <p2(x)dx+f f fzdxdr+||1//||i2(0 1)+f f Q™) dxdr).
0 Jo 0 o Jo ’ 0o Jo

(5.21)
Par conséquent, I'inégalité se transforme a :
1 2 ! 2 Yy
Do ||%;”u,||L2(0,1)+f0 ||uT”L2(0,1)dT+f0 u“dx (5.22)
L, Lt , 1 pt )
< 5(f ) dx+f / f dxdT+||1//||L2(Oy1)+f f (ST ur)*dxdr),
0 0o Jo 0o Jo
ou
8 = max (n,n*Te"). (5.23)

Maintenant, soit

t
AOE fo(%;" uy)*dxd = fo I8 el 20,47, 0% Z(0) = DSt g -

D’apres le lemme[1.5} on obtient
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f (" u,)?dxdr (5.24)
QT

IA

T T
a 2 2
ST (@) Eq,q (51 )(m 190200+ oz ¥ 200

—a-1 2
+ D @ ”f”LZ(O,l))

IA

8T (@) Eq,o (61" max{1, D12,

@l

2 2
+ Melfz0q Hl¥lizg ]
12(0,1) 12(0,1)

En substitution I'inégalité (5.24) dans (5.22), on obtient

t 1
- 2 2
DA 1||<52“u1||i2(0 0 +f lurll2 l)dr+/ u dx (5.25)
’ 0 ’ 0

1 1 pt
< p(fo prdx+ ”1//”%2(0,1) +f0 j(; dexdT+D;a—1||f||%2(0’1)),

ou
p = 5 max (6,52r(a),Ea,a(5t“) max{l, %m)}) (5.26)
D’autre part
—a-1y £2 t* a2
DMy = o) 11T 527

Ta T )
mfo ||f|| dar.

Ensuite, I'inegalité (5.25), devient

t 1
- 2 2
DY 1||<\\5§C"urlliz(o 1)+f luell2 1)dr+f0 u“dx (5.28)
: 0 :

1 1 ot
sx(fo (pzdx+||1//||i2(0,1)+fofofzdxdr).

Comme le co6té droit de (5.28) est indépendant de 7, on passe au supremum du coté
gauche par rapport a 7 sur l'intervalle [0, T], on obtient I'inégalité désirée, ou

Ta
K = 0(1 + —)
'l+a
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Ceci complete la preuve. .
Proposition 5.1. Lopérateur = deE dansT est fermable.

Soit = la fermeture de =, et D(Z) le domaine de définition de =

Définition 5.1. La solution de l'équation

[11]

u=F
est dite solution forte du probleme (5.1)-(5.3)
Le théoréme|5.1|est valide pour une solution forte, c’est a dire on a I'inégalité
lulle < I1Zullr (5.29)

Par conséquent, cette inégalité entraine les corollaires suivants :

Corollaire 5.1. Lensemble des valeurs R(Z) de lopérateur = est égale a la fermeture R(Z)
de R(Z).

Corollaire 5.2. Si le probleme (5.1)-(5.3) a une solution, alors cette solution est unique
et dépend continument de (f,@,y) € F.

5.4 Résolvabilité du probleme

Pour montrer I'existence de solutions, on doit prouver que R(Z) soit dense dans [ pour
tout u € E et pour tout arbitraire F = (f,¢,y) € F :

Théoréme 5.2. Si les conditions du théoremel[5.1 sont satisfaites. Alors, pour chaque w =
N . . ——1 —
(f, @, w) €F, leprobleme (5.1) -(5.3) admettra une solution forte uniqueu== " =="1w.

Démonstration. Tout d’abord, nous montrons la densité de I’ensemble R(Z) dans l'es-
pace [ pour le cas particulier ou D(Z) = E est réduite a Dy(Z), ou

Dy(E) ={u,ue D(E),41u = fup = 0}. Dans ce but, on démontre la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soit les conditions du théoréme remplies. Si, pour @ € L*(Q) et pour
toutue€ Dy(2), ona

(Lu, (D)LZ(Q) = 0, (530)

alors @ sannule presque partout dans Q.
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Démonstration. Identité (5.30) est équivalent a

2m+1 2m

u
prerrrad e Ol i)

(0¥ u+(-1™a(r) 2 =0 (5.31)

Puisque (5.31) est valable pour toutes les fonctions u € Dy(Z), il peut étre exprimé sous
la forme :

ulx,t) = \stz ffz(x z)dzds.

ou z(x, t) Vérifie les conditions aux limites et des conditions initiales dans (5.I) et de
telle sorte que z, zy, 3:2,3,3%"z,3%z et 09" z € [?(Q), donc I'équation (5.31) devient,

2m+1c\2 2mcx2

T °Z
fo (‘0¢*'3%z+ (D™ a(t)W +=D"b(O——= =, @) 1200y = 0- (5.32)
Maintenant, nous exprimons @ en termes de z comme suit
O(x, 1) =Sz + (-1)"S2"G, 2. (5.33)

Enremplacant ® dansl’équation eten appliquant!’intégration par parties, chaque
terme peut étre estimé comme

1
(Caa+1 ZZ \StZ)LZ(() 1 —f 6 \S[Z\S[de> Ecaa”\st'Z”Lz(O 1)’ (534)
1
(091822, (-1)"S¥"3,12) 12y = f €I (3,2) 3™ (S2)dx (5.35)
0
= Caa ”C"m(\\st'Z”LZ(O 1)’
2m+1 2
(S%2) 1 om 2
(D"l =52t 812201 = fo a2 8] dx, (5.36)
2m+l((\\szz) 1
(D" a5t (1)} \SIZ)Lz(Ol)—fO a(t)(S,2)%dx, (5.37)
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0°"M(3%z) 1d om 2
((—l)mb(t)T;:l,\stz)Lz(Ol) Zdtf b(t)(ax—m(%%z)) dx (5.38)

1L, 0m e
_Efo b(t)(ax—m(%tz)) dx,

Zm(S"ZZ)

1 1
(-1)™b(1) (=D)™SS,2) 1201 = E%fo b(1)(372)*dx (5.39)

ax2m

1 1
——f b (1)(3%2)%dx.
2 Jo

En substitution (5.34)-(5.39) dans (5.32), on remplace ¢ par 7, intégrant par rapporta v
de zéro a t et en utilisant les conditions (5.4).

DS 2072 + DF ST S 2172 1) + ff —d,z dxdr (5.40)

t 1 2 1 om
+f f Sz dxdr+f (—(%iz) dx+f (3%22)%dx
0
6’”( Z) )
f f “aam dx dr+f f( 72) dxdr)

Cs5
. S 5.41
M= hin(, 26y, ca) (541

ol

D’apres le lemme(1.3} on obtient

/ Lrom 2 3\
P1(1) = ff dxdr, (pl(t):f( m(s,z)) dx, ¢10)=0, (5.42)
0 \0x

donc

@1(8) = ff —( °2) dxdr<n1TeT’71ff( 22)?dxdr, (5.43)

d’ou1 (5.40), nous avons
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DS 2l g + DE IS S 20725, f f S 312 dxdr (5.44)
t pl 2 om 1 pt

+f f (E‘s,z) dxdr+f (—(i‘siz) dx+f (i‘s?z)zdxsngf f ($%2)*dxdr,
0 Jo 0 ‘0x™ 0 0 Jo

12 = max(n; Te!™,ny). (5.45)

D’aprés le lemme|1.3} on obtient
1 pt 1
Pa(1) = f f (S22)%dxdt, @hH(1) = f (322)%dx, 2(0) =0, (5.46)
0 JO 0

donc

1 pt
@2(1) = f f (S22)*dxdt <0. (5.47)
0 JO

Par conséquent (5.44) se transforme a

Da 1||\SZ’Z||L2(0 1 +Da 1”(\m%IZ”L2(O 1) f f ax_m\s'[ dXdT (5-48)

o R zd d 1 0" 32 d 322)2d
<
+f0 fo (\STZ) X T+f0 (axm(\srz) x+f0 (872)°dx =0,

Nous mettons z = 0 dans qui donne @ = 0 dans L?(Q). Cela fait la preuve de la
proposition

Maintenant, passant a la démonstration du théoréme A cette fin, il suffit de prouver
que R(Z) est dense dans [F. On suppose que, pour certain (Fj, @1, ) € R(Z)*, on obtient

T
‘/(; (Lu, Fl)LZ(O,l)dS + ([1 u, (pl)Lz(O,l) + ([2 u, (pZ)LZ(O,l) = O, (549)

Puis, on doit prouver que F; = 0,¢; = 0,2 = 0. On suppose u € Dy(Z) dans (5.49), on
obtient

T
f (Lu, Fl)Lz(O,])ds = 0, Yuce DO(E) (550)
0

De la proposition[2.1} on déduit que F; =0 a.e in Q. Ainsi, (5.49) prend la forme
(ylu, (pl)Lz(O,l) + (fgu,(pg)Lz(O,l) = 0, Vu€D(E) (551)

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs ¢; et ¢, sont indépendants et les
ensembles des valeurs ¢, et ¢, sont partout denses dans L?(0,1), alors on trouve que
¢1=0,¢92=0.Donc F; =0,¢; =0, et ¢, =0 ce qui implique que R(Z) =F. Ce qui acheve
la démonstration du théoréme .
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5.5 Méthode de perturbation de ’homotopie avec trans-
formation de Laplace (LT-HPM)

En appliquant la transformation de Laplace aux deux cotés de I'’équation (5.I), pour
1 < a <2, sous la forme suivant :

2m+1 2m

-D™"b(t
axzmg, T DT S

Liu(x, 0} = -5 L{-1"a) — 0+ 5T + sy ).

(5.52)

En prenant la transformation de Laplace inverse L~ de I’équation (5.52), on trouve

2m+1u 2m

u
-D™"b(t
gxzmg, T VTP

utx, ) = -1 L{(-1"a(0) - fx 0} + ol + ().

(5.53)

D’apreés la téchnique HPM, pour déterminer la solution approchée de I’équation (5.53)

nous construisons une homotopie proposée par Madani et al [166], sous la forme sui-
vant :

1 a1 m 2m+1 m aZmu
u(x, 1) — p(x) — ty(x) = —P[L {s L{(—l) alt) 5+ (1" b0 =0~ f(x, t)}}].
(5.54)
La solution de 1équation (5.54) s’écrit sous la forme d'une série comme suit :
u(x,0) =Y Plu(x,1), (5.55)

i=0

ollui(x,1);i=0,1,2,...sontdes fonctions qui devraient étre déterminées. En substituant

(5.55) dans (5.54), on obtient

2m+1 o0 i
j;Pfuj(x,t)—(P(x)—ﬂ//(x) = —p[L—l{S—a—lL{(_l)ma(t)dm (a;?ﬂgjtu](x,(?.)&s)
2m [o)e) i .
+ (—1)’%(0a ( f;‘;f;”f(x’t))_f(x,t)}}].

En identiffiant les termes avec ceux de mémes puissance de P dans (5.56), on trouve :

P2 up(x, ) = (x) + ty(x),

1 1 —ge1 m 2m+1 0 . 2muO
P :uy(x,0)=-L {s L{(—l) a(t) FYTIET: +(=1)"b(1) Sx2m - flx, l‘)}},
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2m+1 2m
2, _ a1 [ qym a0 U 07
Pttt =L 0 T + 0 T
n+l1 -1} .—a-1 m 2m+1u m un
Pty (1) = ~L s T LD a0 S+ (D) b2 |} nzl
lorsque P — 1, (5.55) devient la solution approximative de I'équation (5.1), c-a-d
n
u(xr t) = Hn(x; t) = Z uj(x) t)) (557)
Exemple 5.1.
3 3
f(x,t):(zt%—l—\?t‘*)ex, 0<x<l1l, 0<t<T, a=z, m=0,

px)=0, wvx)=0, O0<x<l,
a(t)=—-t, b(t) =1,

. /4 .
la solution exacte est :u(x, t) = \l/—; t*e*, on obtient :

up(x, ) =0,
7 64 13
N
64 11vm
Uy (x,1) = ( 17— i tg)ex,
15015 161280
11vnm 8192
uz(x, 1) :( VT — t%)ex,
161280 3194284275
us(x, t) = ( 8192 7 — vz t14)ex,
3194284275 41932800
T 131072
u5(x,t):( vz - ts?S)ex,
41932800 234308649526875
131072 31vm
ug(x, 1) = ( t7 — vz tlg)ex,
234308649526875 9001746432000
31 31
u;(x,t) = ( V7 19— t%)ex,
9001746432000 93768192000

pourn="717
\/_ 4 31 5
0= Ho(x, t t e ———————qz¢".
u(x, 1) = Hy(x, 1) = Zu,(x )= 93768192000

) Uexa— Uhpm
Pour t €10.2,2], nous conclons u,.y, Unpm et Erreur relative= ——.
Uexa
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t Uexa Unpm Erreur relative
0.2 | 0.0001772453 ¢ | (0.0001v/7 —5.9140 x 107 12)* 3.3366x107°8
0.4 0.0016\/me* | (0.00016v/7 —3.3455 x 107 1) e* 1.179664x1078
0.6 0.0081\/me* 0.0081v/71—9.219x 101! 0.6413529x1078
0.8 0.0256v/me* | (0.0256\/7—1.8925 x 10~ 10)¢* 04170829x1078
1] 0.1107783657 ¢* 0.1107783654 ¢* 0.270811x1078

1.2 | 0.2297100191 &* (0.1296y/7 —5.2151 x 10" 8)e* | 0.227029714x1078
1.4 0.42556616 ¢* (024017 —7.667 x 10719 e* | 0.180160001x1078

1.6 | 0.7259970973 &* (0.4096+/7 —1.705 x 10~ %) e* 0.14745x1078
1.8 | 1.1629069716 &* (0.6561/7 —1.4371 x 107 %) e* 0.1235782x1078
2| 1.7724538504 &* 0.19x1078e* | 0.10719602 x1078
Exemple 5.2.
3V 3Vt 3
f(x,t):(T\/_—%_—t%)ex, 0<x<l, 0<t<T, a:E, m=1,

px)=0, vwx)=0, 0<x<l,
a(®)=1, b)) =1,

3
la solution exacte est : u(x, t) = tz2e*, on obtient

uO(xy t) = 0)
3vm 3 8 1
ul(x,t):iex(——+ tg——t‘l),
4 6 15V7 24
3VT -128 32 1
Up(x, 1) = \/_ex( (% + tg——t4+—t5),
4 1351357 9457 24 120
3VT 256 64 1 1 1 1
uz(x, t) = \/_ex( r7 - £7 +—— 15+ t— 18— tg),
4 2027025\/7 103957 7200 5040 40320 362880
pourn=3
3 3
3VT t 8 1 -128
u(x, )= Hy(x, )= Y uj(x, 1) = iex(——+ o ——— %
= 4 6 15y7m 24 1351357
32 9 1 4 1 5 256 15
+ 2 ——t— P+ ———— 2
9457 24 120 20270257

———— 17+ —{ t - %~ t
103957 720 5040 40320 362880
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Pour t € [0.2,2], nous conclons uexq, Uppm et Erreur relative =

Uexa— Uhpm

Uexa
t Uexa Uppm | Erreur relative
0.2 | 0.0894427 ¢° | 0.0052269664 " 0.9415607
0.4 0.25298 €* 0.02396229 &* 0.9052818
0.6 0.464758 ¢* 0.052531985 ¢* 0.8869691
0.8 | 0.71554175 €* 0.08211954 €* 0.885234454
1 e | 0.100979351 &* 0.89902064
1.2 | 1.31453413 ¢* 0.095421 " 0.9274108
1.4 | 1.6565023¢* 0.050709 &* 0.9693879
1.6 | 2.0238577¢* -0.048235 ¢* 1.0238331
1.8 | 24149534 ¢" -0.21628 ¢* 1. 0896
2| 2.8284271¢" -0.46752 ¢* 1. 1653
# Djamila Chergui ©2022 éﬁ%’gf’;ﬂﬁﬁff



Conclusion Générale

Alafin de cette thése, les résultats présentés contribueront au développement de1'étude
des équations différentielles fractionnaires, nous avons appliqué quelques théoremes
du point fixe pour établir I'éxistence et I'unicité des solutions dans un autre c6té on
montre 'existence et I'unicité par une estimation a priori et sur la densité de 'image de
l'opérateur engendré par le probleme considéré.
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Théoremes du point fixe

A.1 Théoréme du point fixe

Le but de cette partie est I'étude de quelques théoremes du point fixe. On commencera
parle plus simple et le plus connu d’entre eux : le théoréme du point fixe de Banach pour
les applications contractantes. On verra ensuite le théoreme du point fixe de Schauder.
Enfin nous abordons le théoréme du point fixe de Krasnoselskii. .

A.2 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoreme est dit aussi le théoréeme de I'application contractante, c’est la base de la
théorie du point fixe. Ce théoreme garantit 'existence d'un point fixe unique pour toute
application contractante d’'un espace métrique complet dans lui méme.

Définition A.1. Soient (X, d) un espace métrique completet T une application de X dans
X.OnditqueT estune application Lipschitizienne s'il existe une constante positive k telle
quelon ait:

Vx,ye X,d(T(x), T(y) < kd(x,y).
e Sik <1, estappelée contraction.

Théoréme A.1. Soit T une application continue sur un espace de Banach X. Alors les
assertions suivantes sont vraies :

1) Sil existe x, y € X tels que
. n _
M T =,

alors, y est un point fixede T, i.e. T(y) = y.
2) Si T(X) est un ensemble compact dans X et pour tout € > 0 il existe un x. € X tel que
| T (xe) — xell <€,

alors T adment un point fixe.
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Démonstration. 1) Soit y, = T"(x), n=1,2,... si T est une application continue, alors
T(y)=T( lim y,) = lim T(y,) = lim yp.1 =y,

ce qui preuve la premiére assertion.

z)ISupposons que les hypothéses de 2) sont remplies. Alors pour n=1,2,...ona x, € X
tel que :

1
1T (xp) = Xxpll < —. (A.1)
n

+00

T (X) estun ensemble compact implique qu’il existe une sous suite convergente (T (x,,)) ;23

de (T(xp)) ;2 delimite x. Alors en exploitant (A1) et le fait que T est continue, on déduit
que x est un point fixe de T.
Théoréme A.2. (Théoreme du point fixe de Banach)[133] Soient X un espace de Banach
etT: X — X uneapplication contractante. Alors T admet un point fixe unique, autrement
dit :

dxeX:Tx=x.
Démonstration. Existence

Considérons la suite (x,) ,en définie par
xpn=T(x,), n=1
xeX.

On démontre que (x,) est une suite de Cauchy dans X.
Pour m<n,ona:

10 = Xmll < 1Xma1 — Xmll + 1 Xma2 — Xppsr |l + oo+ 1 — X1l

Puisque T est une contraction, alors:

Ixps1=xpl =1Txp = Txp1ll legkllxp—xpal, pourp=1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

I —xmll < (K™ +E™ 4.+ Y)x - xoll
< K"A+k+...+ 7" H)xg = xoll
m
< —IxX71—Xpll.
1_k||1 oll

On déduit que la suite (x,), est de Cauchy dans X qui est complet, donc (x,), converge
vars X dans X.

Puisque T est continue, alors :

x= lim x,= lim T(x,_1)=T( lim x,_1)=Tx.
X—+00 X—+00 X—+00
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Donc, x est un point fixe de T.
Supposons que Tx=xet Ty = y. Alors :
lx=yl=1Tx—Tyll < kllx=yl,

puisque k < 1, on déduit que || x— y|| = 0 c’est-a-dire x = y, d’ou 'unicité du point fixe de
T.

Le théoréme du point fixe de Banach se généralise de la maniére suivante : .

Théoreme A.3. Soit T une application sur un espace de Banach X telle que T soit une
contraction sur X pour un entier positif N. Alors T admet un point fixe unique.

Démonstration. Le théoréme du point fixe de Banach implique qu'il existe un point fixe
pour TV. Appelons x, ce point fixe. Maintenant, il suffit de noter que :

1T (x0) — xoll = | TN (T (x0)) — TN (x0) Il = k| T'(x0) — %o,
ceci implique que T'(xg) = xpcar0< k < 1.

L'unicité est claire puisque un point fixe de T est également un point fixe pour 7%, .

A.3 Théoréme du point fixe de Brouwer

Soient N = 1,R > 0 et f € C(Bg,Br) avec By = {x € RY, x| < R}. (on muni RN d’une

norme notée ||.|.) Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire il existe x € Bg tel que : f(x) =
X.

Définition A.2. On dit qu'un espace toplogique X a la propriété du point fixe si toute
application continue T : X — X possede un point fixe.

Théoréme A.4. (Théoréme du point fixe de Brouwer)[76] Soit B,,, la boule unité fermée
deRY. La boule B,, a la propriété du point fixe pour tout n € N*.

A.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour la démonstartion de
I’éxistence d'un point fixe d'une application continue sur un convexe compact dans un
espace de Banach. Le théoréme du point fixe de Schauder affirme qu’'une application
continue sur un convexe comapct admet un point fixe, qui n'est pas nécessairement
unique.

Théoréme A.5. (Théoreme du point fixe de Schauder)[76] Soient k un sous ensemble
non vide, compact et convexe d'un espace de Banach X et T : K — K une application
continue. Alors T admet un point fixe.
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Démonstration. Soit T : K — K une application continue. Comme K est compact, alors

T est uniformément continue. Donc pour ¢ fixé, il existe 6 > 0 tel que, pour tout x, y € K,
ona:

[x=yl<6=>ITxX)-TW <¢,

de plus, il existe un ensemble fini de points {x1, X, ..., X} © K tel que les boules ouvertes
de rayon 6 centrées aux points x; recouvrent K; c'est-a-dire, K < Ui <j<pB(x},6).

Sionpose L =vect(T(xj))1<j<p, alors L est de dimension finie et K* = KnL est compact
convexe de dimension finie.
Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue y; : X — R par:

0 silx—xjll =96,
llx—x;ll )
- sinon.

0

Il est clair que y; est strictement positive sur B(x;,6) et nulle en dehors. On a donc,

p
pour tout x € K, Z Y j(x) > 0, et par la suite on peut définir sur K les fonctions continues
j=1
positives ¢ ; par
v(x)
QiX)=—H—,
TS v

14
pour les quelles on a Z @;j(x) =1, pour tout x € K.
j=1
Posons maintenant, pour x € K,

p
g =) ¢;(X)T(x)).
j=1

La fonction g est continue (somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans
K™ (car g est un barycentre des T(x i)

Si on prend la restriction g/K* : k* — K*, (d’apres le théoreme de Brouwer) g posséde
un point fixe y € K*.

De plus:
Ty-y = Ty-80»)
P P
= PiNTWY) =) p;(NT(x))
j=1 j=1
P
= X <pj(y)(T(y) - T(xj)).
j=1
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Orsig;(y) #0alors |y — x;ll <6, et par suite | T(y) — T(x;)|l < €. Donc, on a pour tout j

IT() =yl

IA

PiMITH) - T(x)l

IA

>
j=1
p
Y epi(y) =¢.

j=1

Donc, pour tout entier m on peut trouver un point y,, € K telque || T (y,) — ymll <27 ™. Et

puisque K est compact, alors de la suite (y,,) mez On peut extraire une sous suite (¥, )
qui converge vers un point y* € K. Alors T étant continue, la suite (T(y,,x)) converge

vers T(y*) et on conclut que T(y*) = y*, c'est-a-dire y* est un point fixe de T sur K.
Pour les applications, la généralisation suivante s’avere utile.

Théoréme A.6. (Théoreme du point fixe de Schauder généralisé)[76] Soit F un en-
semble fermé convexe sur un espace de Banach X et soit T : F — F une application conti-
nue telle que T(F) est un sous-ensemble relativement compact de F. Alors T admet un
point fixe.

Théoréme A.7. Supposons que T est une application continue entre deux espaces de Ba-
nach X et Y. Si K est un ensemble compact dans X alors, T(K) est un ensemble compact
dansY.

Démonstration. Soit T : X — Y une application continue et soit K un ensemble com-
pact dans X. Supposons une suite arbitraire (y,) < T (k). Alors il existe une suite (x,) c K
telle que T'(x,) = y, pour tout n. Puisque K est compact, alors il existe une sous-suite
(x, k) convergente de (x;) dans K, i.e. il existe un élément x € K tel que x,  — +oo. De
plus, puisque T est continue, nous avons

Xpk — X=> Ynk = T(xpr) — T(x) € T(K).

Ceci termine la preuve. .

Soit T : X — Y une application entre deux espaces de Banach. Les différentes notions
de continuitées dans ce chapitre sont : T est dite

» Continue : si pour tout x € X et tout € > 0, il existe § = d(x, ) tel que quelque soit
yeX:

ly—xlx<6=> 1T -T®Ily <e.

» Uniformément continue sur A: (A € X), si pour tout € > 0, il existe § = §(¢) tel que
quels que soient x, y € A nous avons :

ly—xlx<6=>1T(y)-Tx)ly <e.

SiT,:X —Y, (1€A),un ensemble d’applications entre deux espaces de Banach. T} est
dite
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» Equicontinue sur A: (A € X), si pour tout ¢, il existe § = §(¢)tel que quels que soient
X,y € A et quelque soit A € A nous avons :

ly—xllx <6=1Ty(y) - a0y <e.

Théoreme A.8. (Théoreme d’Ascoli-Arzela)[198] Soit A C(K,R™, (K =[a,b] cR). A
est relativement compact (i.e, A st compact) si et seulement si :

1) A est uniformément borné.
2) A est équicontinu.

¢ Onrappelle qu'une fonction f estuniformémentbornée dans A sil existe un constante
M > 0telle que:

Ifll=suplf(x)I =M, VfeA.
xeK

A.5 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

On a vu précédemment deux théorémes principaux de la théorie du point fixe a savoir
le theme de Schauder et le théoréme de I'application contractante de Banach. Krasno-
selskii a combinié cesdeux théoremes.

Théoréme A.9. (Théoreme du point fixe de Krasnoselskii) [198] Soit F un ensemble non
vide, fermé et convexe d’'un espace de Banach X. T, et T, sont deux applications de F dans
X telles que:

1-T1(xX)+T(yeF Vx,yeF
2— T est une contraction,
3— T, est compacte et continue.

Alors Ty + T, admet un point fixe dans F, autrement dit, il existe x € F tel que Ty (x)+ T»(x) =
X.

Démonstration. Supposons que les applications T et T» satisfons les hypotheses du
théoréme. En particulier, il existe k € (0,1) tel que :

1Ty (x)-TiMI<kllx-yll, xyeF

Ceci donne:
IU-THX)-T-T)WMIzlx=yI-1Thx)-T1(WI=A-Ilx-yl
et

II-TNX)-U-TO)WMI<lx=yl-I1Th(x)-T1(MI=<=A+LlIx-yl.

Par conséquent, I — T} : F — (I — T1)(F) est un homéomorphisme et (I - Ty) 7! existe,
puisque (I — T7)(F) est continue. De plus on remarque que pour tout y € F, 'équation

x=Ti(x)+ Tz (y)
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aune solution unique x € F selon le théoréme du point fixe de Banach. De cette derniere

équation nous concluons que T»(y) € (I - T1)(F) pour tout y € F et que (I — ) Ty F—
F est bien définie comme étant une application continue. Puisque T, est une applica-
tion compacte, il s'ensuit que (I — T;) ' T» : F — F est aussi une application compacte.
Finalement, le théoreme du point fixe de Schauder généralisé nous garantit la conclu-

sion du théoreme. .

@ Pour plus de détails, nous recommnadons toute personne intéressée par les
théoremes du point fixe de parcourir le livre [70] par Smart ot des résultats supplémen-
taires et beaucoup plus de références peuvent étre trouvées.
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Fiches B

Dans ce qui suit, nous avons essayé de donner un compte rendu historique de certaines
des personnalités mentionnées dans notre mémoire, ce qui a eu un impact important
sur le travail et les recherches qu’ils ont présentés au monde.

F1G. B.1 : Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann, Né le 17 septembre 1826 a Breselenz, Etat de Ha-
novre, mort le 20 juillet 1866 a Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est
un mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté une contribu-
tion importante a 'analyse et a la géométrie différentielle.

En 1840, Bernhard s’établit a Hanovre pour vivre chez sa grand-mere et aller au college.
Aprés le déces de sa grand-mere en 1842, il va a Lunebourg pour continuer ses études
secondaires. Au lycée, Riemann étudie la Bible intensivement, mais il est distrait par les
mathématiques; il essaye méme de prouver, mathématiquement, 'exactitude de la Ge-
nese. Ses professeurs sont surpris par ses capacités a résoudre des problemes complexes
en mathématique.

En 1846, agé de 19 ans, grace a 'argent de sa famille, il commence a étudier la philoso-
phie et la théologie pour devenir pasteur afin de financer sa famille.

En 1847, son pére l'autorise a étudier les mathématiques. Il étudie d’abord a I'université
de Gottingen ot il rencontre Carl Friedrich Gauss, puis a 'université de Berlin, ot il a
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entre autres comme professeurs Jacobi, Steiner et Dirichlet. Il effectue sa thése a Got-
tingen sous la direction de Gauss.

Dans sa these, présentée en 1851, Riemann met au point la théorie des fonctions d'une
va riable complexe, introduisant notamment le concept des surfaces qui portent son
nom.

On lui doit également d'importants travaux sur les intégrales, poursuivant ceux de Cau-
chy, qui ont donné entre autres ce qu'on appelle aujourd’hui les intégrales de Riemann.
Intéressé par la dynamique des gaz, il jette les bases de 'analyse des équations aux dé-
rivées partielles de type hyperbolique et résout un cas particulier de ce qu'on appelle
maintenant le probleme de Riemann.

F1G. B.2 : Joseph Liouville

Joseph Liouville, Né le 24 mars 1809, Joseph est le fils d'un militaire qui survit aux cam-
pagnes napoléoniennes et qui, en 1814, établit sa famille a Toul.

Joseph Liouville est diplomé de 1'école polytechnique en 1827. Deux ans plus tard, il
integre ’école des ponts et chaussées, dont il n'obtient pas le diplome en raison de pro-
blemes de santé et, surtout, de sa volonté de suivre une carriere académique plutot
qu'une carriere d’ingénieur.

Il obtient le doctorat és sciences mathématiques en 1836 devant la faculté sous la direc-
tion de Simeon Denis Poisson et Louis Jacques Thenard. Aprés quelques années dans
diverses institutions comme assistant et comme professeur a I’école centrale (1833, ou
il était répétiteur depuis 1831), il est nommé professeur al’école polytechnique en 1838.
I obtient une chaire en mathématique au College de France en 1850 et une chaire en
mécanique a la Faculté des sciences de Paris en 1857. Il est élu membre de '’Académie
des sciences le 3 juin 1839 (il en sera président pendant 'année 1870).
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A coté de sesréussites académiques, il était un remarquable organisateur. Liouville fonda
en 1836 le Journal de mathématiques pures et appliquées appelé parfois journal de
Liouville, qui garde sa haute réputation de nos jours (il est édité depuis 1997 par I'édi-
teur anglo-néerlandais Elsevier Science). Il a beaucoup publié dans ce journal, en son
nom ou en utilisant le pseudo nyme Besge.

11 fut le premier a lire les travaux inédits d’Evariste Galois, en reconnut I'importance et
les publia dans son journal en 1846. Le mathématicien Olry Terquem fut 'un des cé-
lebres auteurs de son journal. Liouville s'impliqua aussi en politique et fut membre de
I'assemblée constituante en 1848. Cependant, aprés sa défaite aux élections a la dépu-
tation en 1849, il quitta la politique. D’un point de vue familial, on sait que Liouville a
eu deux filles, Céline et Marie.

F1G. B.3 : Michele Caputo

Michele Caputo
Anniversaire : le 5 mai 1927.
Lieu de naissance : Ferrara, Italie.
Degrés :
» 1950 Mathématiques (laurea) Université de Ferrare.
« 1955 Physique (laurea) Université de Bologne.

» 1959 Géodésie (libera docenza) Ministere de la éducation d’Italie.
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