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Equations Différentielles Non Linèaires à Coefficients Fractionnaires
Existence et Unicité Des Solutions

Résumé

Cette thèse est centrée autour de l’étude de l’existence et l’unicité des équa-
tions différentielles non linéaire fractionnaires. Les équations différentielles fraction-

naires (EDFs) apparaissentnaturellementdansdifférentsdomaines scientifiques comme
la physique, l’ingénierie, la médicine, l’électrochimie, la théorie du contrôle, etc. De-
puis quelques années, une attention particulière a été focalisée à l’étude de l’existence
et l’unicité de solutions des équations différentielles fractionnaires. L’objectif de cette
thèse est de contribuer au développement de la théorie d’existence et d’unicité de solu-
tions des équations différentielles fractionnaires

Lapremièrepartie est consacréeà l’étudede l’existenceetde l’unicitédes solutionspour
unenouvelle classe de problèmes de valeurs limites d’équations différentielles fraction-
naires non linéaires dépendant de conditions aux limites intégrales de type non séparé.
Et la deuxième partie traiter l’existence et l’unicité pour un nouveau type de problèmes
intégro-différentielles fractionnaires séquentiellesmulti-termes avec conditions aux li-
mites non locales. Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur les techniques du
point fixe. Nous concluons les résultats obtenus par des exemples illustratifs.

La troisième partie de cette thèse traite une classe de problèmes aux limits de type
intégrale pour une équation différentielle fractionnaire d’ordre superieur avec condi-
tions purement non-locales de type intégrale. La démonstration est basée sur l’inégalité
d’énergie et sur la densité de l’imagede l’opérateur engendrépar le problèmeconsidéré.
Nous avons également utilisé uneméthode semi-analytiquepour estimer cette solution
est la méthode de perturbation de l’homotopie. De plus, quelques exemples sont don-
nés pour comparer les solutions numériques et exactes.

1. 2010Mathematics Subject Classification : 44A10, 34A08, 35B45, 34B05, 34B15.

Mots clés : Théorème du point fixe, Intégro-différentielle, Inégalité d’énergie, Condition
intégrale, Existence et unicité, Estimation a priori, problème fractionnaire, Méthode de perturbation de
l’homotopie, Transformation de Laplace.
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Nonlinear Differential Equations with Fractional Coefficients
Existence and Uniqueness of Solutions

Abstract

This thesis focuses on the study of the existence and uniqueness of fractional
nonlinear differential equations.

The fractional differential equations (FDEs) appear as a natural description of observed
evolution phenomena in various scientific areas such as physics, engineering, medi-
cine, electrochemistry, control theory, etc. In recent years, a great attention has been
focused on the study of the existence and uniqueness of solutions for the fractional dif-
ferential equations. The aim of this thesis is to contribute to the development of the
study of existence and uniqueness of solutions to fractional differential equations.

The first part is devoted to the study of existence and uniqueness of solutions for a new
class of boundary value problems of nonlinear fractional differential equations depen-
ding with non-separated type integral boundary conditions. And the second part deals
with the existence and uniqueness for a new type of multi-term sequential fractional
integro-diiferential equations with non-local boundary conditions. The results obtai-
ned in this work are based on fixed point techniques. We conclude the results obtained
by illustrative examples.

The third part of this thesis deals with a class of problems with integral type limits for a
higher order fractional differential equation with purely non-local integral type condi-
tions. The demonstration is based on an a priori estimate "energy inequality" and the
density of the range of the operator generated by the considered problem.We also used
semi-analytical method to estimate this solution, is homotopy perturbation. In addi-
tion, some examples are given to compare numerical and exact solutions.

1. 2010Mathematics Subject Classification : 44A10, 34A08, 35B45, 34B05, 34B15.

Keywords : :Fixed point theorem, Integro-differential, Energy inequality, Integral condi-
tion, A priori estimate, Existence anduniqueness, Integral condition, Fractional problem,Homotopyper-
turbationmethod, Laplace Transform.



 

  و وحدان�ة الحلول وجود  ذات المعامل ال��ي  �ةخطالغ��  المعادلات التفاضل�ة

 

 

 ملخص

ھذه  تظھر.  غیر الخطیةاللمعادلات التفاضلیة الجزئیة الحل ل و وحدانیةتتمحور ھذه الأطروحة حول دراسة وجود   

  الفیزیاء ، والھندسة ، والطب ، والكیمیاء الكھربائیة ، ونظریة التحكم ، إلخ المعادلات بشكل طبیعي في مختلف المجالات العلمیة مثل

 الھدف من ھذه  حلول المعادلات التفاضلیة الكسریة انیةدوحفي السنوات الأخیرة ، تم التركیز بشكل خاص على دراسة وجود و

تفاضلیة الكسریةحلول المعادلات ال وحدانیةھو المساھمة في تطویر نظریة الوجود و الأطروحة   

القیمة المحددة للمعادلات التفاضلیة الكسریة غیر سالة حلول لفئة جدیدة من موحدانیة ال والجزء الأول مخصص لدراسة وجود 

لنوع غیر منفصل  من نوع تكامل الخطیة اعتمادًا على شروط حدیة   

تستند  محلیةشروط حدیة غیرمتسلسلة متعددة المدى مع یة تكامل یةتفاضلالة جدید من مسنوع  وحدانیة ویتناول الجزء الثاني وجود و

.نستنتج النتائج التي تم الحصول علیھا بأمثلة توضیحیة ثم النتائج التي تم الحصول علیھا في ھذا العمل على تقنیات النقطة الثابتة  

شروط غیر  تفاضلیة كسریة ذات رتبة أعلى معتكامل لمعادلة من النوع  سالة ذه الأطروحة یتعامل مع فئة من مالجزء الثالث من ھ

نبرھن و جود و وحدانیة الحل وھذا بفضل طریقة التقدیرات القبلیة وكثافة صورة المؤثر المولد  .تكاملمحلیة بحتة من النوع 

ضافة إلى ذلك ، یتم بالإ .استخدمنا أیضًا طریقة شبھ تحلیلیة لتقدیر ھذا الحل ، طریقة اضطراب التماثل. بالمسالة المراد دراستھا 

   .التقریبیةإعطاء بعض الأمثلة لمقارنة الحلول العددیة و

 

  34B15 , 34B05, 35B45, 34A08, 44A10 (2010 MSC) التصنیف الریاضي   

 ،شرط حدي من نوع تكامل  ، التقدیرات القبلیة طریقة ،التكامل التفاضلي  ، نظریة النقطة الثابتة:   كلمات المفتاحیة    

.تحویل لابلاس ،اضطراب التماثل طریقة  ، مسالة كسریة ، الوجود و الوحدانیة  
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Notations
Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées
tout au long de ce travail.

N : ensemble des nombres entiers naturels
N∗ :=N\ {0}.

R : ensemble des nombres réels.
C : ensemble des nombres complexes.
Ω : Domaine borné dans R.

Γ : La frontière deΩ.

Lp (Ω) : espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [0,+∞[ intégrables surΩ.

L∞(Ω) : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées surΩ.

C (Ω) : espace des fonctions continues surΩ.

C n(Ω) : espace des fonctions f :Ω−→R dérivables n fois et f (n) continues.
AC (Ω) : espace des fonctions absolument continues surΩ.

AC n(Ω) : espace des fonctions f dérivables à l’ordre n −1 et elle que f (n−1) ∈ AC (Ω).

T : opérateur linéeaire.
D(T ) : domaine de définition de l’opéerateur T.

G(T ) : graphe de l’opérateur T.

R(T ) : image de l’opérateur T.

N (T ) : noyau de l’opérateur T.

M : fermeture de l’ensemble M .

M⊥ : orthogonal de l’ensemble M .

X ;Y : des espaces de Banach de normes respectives ‖.‖X ;‖.‖Y .

L (X ;Y ) : espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y ,

cet espace est muni de la norme ‖B‖L (X ;Y ) = sup
u 6=0

‖Bu‖Y

‖u‖X
.

H : espace de Hilbert où la norme et le produit scalaire sont notées respectivement par
|.|, (.; .).
L (H) : espace des opérateurs linéaires continus dans H .

Γ(.) : La fonction Gamma.
B(., .) : La fonction Bêta.
Re(.) : Partie réelle d’un nombre complexe.
[.] : Partie entière d’un nombre réel.
Iαa : intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre α> 0.

fDjamila Chergui ©2022ULar bi BenM ′hi di
OumEl−Bouag hi



TABLE DESMATIÈRES xvi

R
a Dα : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Riemann-Liouville dordre α> 0.
c
aDα : dérivée fractionnaire à gauche au sens de Caputo dordre α> 0.

ℑxu =
∫ x

0
u(t ,ξ)dξ.

ℑ2
xu =

∫ x

0

∫ η

0
u(t ,ξ)dξdη.
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Introduction générale

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l’analyse, qui étudie la
généralisation de la dérivation et d’intégration d’ordre entier n (ordinaire) à l’ordre non
entier (fractionnaire). La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet prèsque aussi
ancien que le calcul classique telque nous connaissons aujourd’hui. ces origines re-
montent à la fin du 17i ème siècle, l’époque où IsaacNewton et GottfriedWihelm Leibniz
ontdéveloppé les fondementsducalcul différentiel et intégral. Lapremièrequestionqui

a conduit au calcul fractionnaire était : Est ce que la dérivée d’ordre entier
d n f

d xn
peut être

étendue à avoir un sens lorsque n est une fraction? Plus tard, la question est devenue : n
peut être n’importe quel nombre : Fractionnel irrationnel ou complexe? Parceque cette
dernière question a été répondu par l’affirmative, le calcul fractionnaire est devenu un
termemal approprié et pourrait mieux être appelé intégration et différentiation d’ordre
fractionnaire.

Leibniz a introduit le symbole
d n f

d xn
pour désigner la dérivée ni ème d’une fonction f

quand il a annoncé dans une lettre àGuillaume l’Hopital datée du 30 septembre en 1695

avec l’hypothèse implicite que n ∈N, L’Hôpital a répondu : Que signifie
d n f

d xn
si n = 1

2
?.

Leibniz lui a répondu :"Cela conduit à un paradoxe à partir duquel un jour, on pourra
tirerdes conséquences utiles" [Oldhamet Spanier, 1974]. Aujourd’huit, cette lettre est ad-
mise comme le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire,
et le fait que L’Hôpital a demandé spécifiquement pour n = 1

2
c’est-à-dire une fraction

(nombre rationnel), a en fait donnée lieu au nom de domaine des mathématiques.

Toutefois, seulement depuis les années soixante-dix, le calcul fractionnaire a fait l’objet
de conférences. Pour la première conférence de là, lemérite est due à B. Ross qui peu de
temps après son doctorat sur le calcul fractionnaire, a organisé la première conférence
sur le calcul fractionnaire et ses applications à l’université de NEWHAVEN en Juin 1974 et
édité ses travaux. Pour la premièremonographie, le mérite est attribué à K.B Oldham et

fDjamila Chergui ©2022ULar bi BenM ′hi di
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J. Spanier qui aprés une collaboration commencée en 1968, ont publié un livre consacré
au calcul fractionnaire en 1974 [114].

En 1987, le livre de S. Samko, A. Kilbas et O. Marichev, considéré maintenant comme
" encyclopédie" du calcul fractionnaire, apparu d’abord en russe, et plus tard avec une
édition anglaise en 1993 [210]. Aujourd’hui, la série de livres, de revues et de textes
consacrés au calcul fractionnaire et ses applications comprennent plusieurs dizaines
de titres et cette liste devrait grandir encore plus dans les années prochaines.

Le calcul fractionnaire en permettant à des intégrales et des dérivées de tout ordre, il
représente un outil puissant en mathématiques appliquées pour étudier une myriad
de problèmes de différents domaines de la science et de l’ingénierie avec de nombreux
résultats trouvés en physique mathématique, finance, hydrologie, biophysique, ther-
modynamique, théorie du contrôle, statistique, astrophysique, cosmologie et en bio-
ingénierie (voir [[193, 106, 229]])

Maintenant, nous citonsquelquesmathématiciens qui ont fourni des contributions im-
portantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20i ème sciècle : EULER (1730), P.S.
LAPLACE (1812). Ensuite en 1819, [211] la première mention d’une dérivée d’ordre ar-
bitraire apparaît dans un texte où lemathématicien francais S.F. LACROIX a publié un texte
sur le calcul différentiel dans lequel il a consacré quelques pages au calcul fractionnaire,
et J.B.J. FOURIER (1822). Entre 1832 et 1837, une grande étude du calcul fractionnaire a été
faite par J. LIOUVILLE. ENSUITE, B. RIEMANN (1847) propose une approche pour la dérivation
fractionnaire. Plus tard d’autres approches ont fait leurs apparitions comme celles D’A.K.
GRUNWALD (1867−1872),D’A.V. LETNIKOV (1868−1872),deH. LAURENT (1884),deWEYL (1917).
et celle deM.CAPUTO [145] en 1967. (Pour plus de détails, voir [212]).

Aucoursdesdernières années, les équationsauxdérivéespartiellesnon-linèairesd’ordre
fractionnaire ont attiré l’attention beaucoup de chercheurs en raison d’un large éven-
tail d’applications dans de nombreux domaines de la physique, de la mécanique des
fluides, de l’électrochimie, de la viscoélasticité, de la théorie du contrôle non-linèaire,
des systèmes biologiques non-linéaires, de l’hydrodynamique et d’autres domaines des
sciences et de l’ingénierie [El-Nabulsi, [3]], [Jafari et al., [90]], [Jafari et al., [89]],
[Kadem et Baleanu, [4], [Kadem et Baleanu, [5]], [Kadem et Baleanu, [6]], [Katsi-
kadelis, [111]], [Khalouta et Kadem, [7]], [Odibat et Momani, [239]], [Oldham,
[120]], [Singh et al., [112]], [Wang et Zhou, [113]], [Zheng, [45]].

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine in-
téressant à explorer ces dernières années.Notons que cette théorie a denombreuses ap-
plicationsdans ladescriptiondenombreuxévènementsdans lemonde réel. Par exemple,
les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans l’ingénierie, la
physique, la chimie, la biologie, . . .etc [[128],[230]] [193].

Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équa-
tions différentielles ordinaires. Les équations différentielles fractionnaires peuvent dé-
crire de nombreux phénomènes dans divers domaines des sciences appliquées et de
l’ingénierie tels que l’acoustique, le contrôle,milieuxporeux, électrochimie, visco-élasti-
cité, rhéologie, fractales, dynamique chaotique, physique des polymères, électroma-
gnétique, médecine, économie, astrophysique, génie chimique, physique statistique,
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thermodynamique, bioingénierie, etc. Il a été prouvé que dans de nombreux cas, ces
modèles fournissent des résultats plus appropriés que les modèles analogues avec des
dérivées entières. Les dérivés fractionnaires fournissent un excellent instrument pour
la descriptionde lamémoire et des propriétés héréditaires dediversmatériaux et procé-
dés ( [221]). Enconséquence, l’étudedeséquationsdifférentielles fractionnaires gagne
beaucoup d’importance et d’attention. Pour plus de détails, on peut voir les références
[49, 50, 129, 149] [194, 195].

Au cours de ces dernières années, de nombreux phénomènes en physique ont été mo-
délisés par des problèmes aux limites avec conditions non locales. Ces problèmes ont
beaucoup d’applications dans divers contextes tels que la dynamique des populations,
le processus de conduction de la chaleur, la théorie du contrôle...etc. L’importance des
conditions non locales apparaissent lors de la modélisation mathématiques des phé-
nomènes de la physique, la chimie, l’économie, la biologie, thermo-élasticité, élasticité,
physique de plasma et en métallurgie [48, 180]. Parmi les travaux récents dans cette
direction, nous citons ceux de A. Bouziani [9, 10, 11, 12] qui a étudié des problèmes
mixtes pour une classe d’équations paraboliques et hyperboliques avec conditions in-
tégrales., qui exigent la présence de terme intégrale sur le domaine spatial. Le terme
intégral peut apparaître dans des conditions aux limites, dans ce cas, ces conditions
sont appelées non locales. Physiquement, les conditions intégrales représentent une
moyenne, énergie totale, masse totale, moments,...etc.
Ces problème peuvent être rencontrés dans la théorie de transmission de la chaleur,
voir : J.R.Cannon [116],W.A.Doy [231], L.I :Kamynin [140], enélasticité et thermoé-
lasticité, voir : A.Samarskii [22], dans la théorie de population, voir : A.Hillon [91],
P.A.Raviart [191] : L’étude des problèmes unidimensionnelles avec conditions inté-
grales pour les équations de type : parabolique, hyperbolique, parabolique intégro- dif-
férentielle, hyperbolique intégro-différentielle, pseudoparabolique, pseudohyperboli-
quepar laméthodedes inégalités energétiques (estimations àpriori) voir : les travauxde
A. Merad [13, 14, 15, 16, 17, 21] : Les équations multidimensionnelles avec des condi-
tions intégrales sont traitées dans les travaux de L.S.Pulkina [141].

Dans tous ces domaines scientifiques, il est important de trouver des solutions exactes
ou approximatives à ces problèmes. Il existe donc un intérêt marqué pour le dévelop-
pement de méthodes de résolution de problèmes liés aux équations aux dérivées par-
tielles non-linéaires d’ordre fractionnaire. Les solutions exactes de ces problèmes sont
parfois trop compliquées à atteindre par les techniques classiques en raison de la com-
plexité des parties non-linéaires les impliquant. La méthode de perturbation de l’ho-
motopieHPM à été proposée par Ji-HuanHe 1998[98]. Cetteméthode à été appliqué
par plusieurs auteurs à différents problèmes linéaires et non linéaires. Momani et Odi-
bat [219] ont appliqué la méthode de perturbation d’homotopie aux équations dif-
férentielles fractionnaires et ils ont révélé que la méthode HPM à été aussi combinée
avec des transformations comme celle de Laplace, Sumudu [232] ou encore d’El-
zaki [78] pour résoudre des équations différentielles ordinaires et aussi aux dérivées
partielles fractionnaires.

Cette thèse est scindée en cinque chapitres comme suit :
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Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, un rap-
pel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme, la fonction
gamma d’Euler, la fonction bêta et la fonction de Mitagg-Leffler avec des exemples et
quelques propriétés intéressantes qui joue un rôle important dans la théorie des équa-
tions différentielles fractionnaires. Un rappelle quelques résultats d’analyse fonction-
nelle (éléments de la théorie des opérateurs) ainsi que les outils mathématiques néces-
saires pour l’étude des problèmes.

Dans le second chapitre de cette thèse est dédié les approches (Riemann-Liouville et
Caputo) et les liens entre ces dérivées avec quelques exemples et quelques propriétés
complémentaires, transformation de Laplace est sa transformation inverse, nous don-
nons la description de la méthode de perturbation d’homotopie et nous faisons l’ana-
lyse de sa convergence, nous traitons quelques applications numériques de laméthode
HPM pour résoudre des équations différentielles non-linéaire et nous exposons la mé-
thode de pertubation d’homotopie HPM combinée avec la transformation de Laplace
LT.

Dans le troisième chapitre, on abordera la question d’existence et de l’unicité des so-
lutions pour une nouvelle classe de problèmes de valeurs limites d’équations différen-
tielles fractionnaires non linèaires dépendant de conditions aux limites intégrales de
type non séparé suivant :

c Dq x(t ) = f (t , x(t ),c Dr x(t )), t ∈ [0,T ], T > 0, 1 < q ≤ 2, 0 < r ≤ 1

x(0)−λ1x(T ) =µ1

∫ T

0
g (s, x(s))d s,

x ′(0)−λ2x ′(T ) =µ2

∫ T

0
h(s, x(s))d s.

(1)

Où c Dq désigne ladérivé fractionnairedeCaputode l’ordre q,et f ∈C ([0,T ]×R×R,R), g ,h :
[0,T ]×R→ R reçoivent des fonctions continues et λ1,λ2,µ1,µ2 ∈ R avec λ1 6= 1,λ2 6= 1.
La démonstration des résultats est basée sur le théorème du point fixe de Banach, théo-
rème du point fixe de Schauder et l’Alternative non-linéaire de Leray-Schauder. On ter-
mine ce chapitre avec deux exemples illustratifs.

Dans le quatrième chapire, nous discutons l’existence et l’unicité de solutions pour
l’équation intégro-différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions aux li-
mites intégrales fractionnaires multi-termes à m points.

(c Dq +kc Dq−1)u(t ) = f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t )), t ∈ [0,1]

u(0) = 0,
m−1∑
i=1

ai u(ξi ) =β
∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)
u(s)d s,

(2)
où c Dq est le dérivé fractionnaire standard de l’ordre de Caputo q, avec 1 < q ≤ 2,0 <
βi < 1,k > 0,0 < η< ξ1 < ξ2 < . . . < ξm−1 < 1,β, ai , i = 1, . . . ,m sont des constantes réelles,
f : [0,1]×Rn+3 → R est continue et pour les applications γ,λ : [0,1]× [0,1] → [0,∞) avec
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les propriétés sup
t∈[0,1]

|
∫ t

0
λ(t , s)d s| <∞ et sup

t∈[0,1]
|
∫ t

0
γ(t , s)d s| <∞, l’pplication φ etψ sont

définis par (φu)(t ) =
∫ t

0
γ(t , s)u(s)d s et (ψu)(t ) =

∫ t

0
λ(t , s)u(s)d s. La démonstration des

résultats est basée sur le théorème du point fixe de Banach, théorème du point fixe de
Schauder et l’Alternative non-linéaire de Leray-Schauder. On termine ce chapitre avec
des exemples illustratifs.
Le cinqièmechapitre, nousprésentonsuneanalyse complètedenotreméthodepourun
problème aux limites avec des conditions non-locales. L’analyse est basée sur ce qu’on
appelle la méthode des inégalités énergétiques (dite aussi, méthode des estimations a
priori). Ce problème avec des condition purement non locales de type intégrale pour
une équation fractionnaire d’ordre 2(m +1)th et 2mth au sens de Caputo. Nous avons
également utilisé une méthode semi-analytique pour estimer cette solution est la mé-
thode de perturbation de l’homotopie avec la transformée de Laplace (LT-HPM) pour
obtenir la solutionnumérique, quelques exemples sont donnés pour justifier l’efficacité
de cetteméthode.
SoitΩ= (0,1)× (0,T ) un domaine borné de R2. On considère l’équation suivante :

L u =c ∂α+1
t u + (−1)m a(t )

∂2m+1u

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mu

∂x2m
= f (x, t ), (x, y) ∈Ω (E)

avec les conditions initiales et intégrales non locales :
`1u = u(x,0) =ϕ(x), `2u = ut (x,0) =ψ(x), x ∈ (0,1)

∫ 1

0
xi u(x, t )d x = 0, i = 0,2m −1, t ∈ (0,T ),

(CNL)

Pournotreproblèmeonétablit théorèmed’existence, d’unicitéde la solution forte géné-
ralisée, sa dépendance continue par rapport aux données ( f ,ϕ,ψ), ainsi que sa conti-
nuité par rapport aux paramètres. Ces résultats sont obtenus grâce à la méthode des
estimations a priori qui est une méthode efficace pour l’étude de beaucoup de pro-
blèmes de la physiquemathématique basée sur la technique des multiplicateurs. Cette
méthode résulte des idées introduites par J.Leray [114], L. Garding [138], L.G. Pe-
trovsky [139] dans leurs travaux, et de celles développées dans l’ouvrage de A.A. De-
zin [8], et dans les travauxdeN.I. Yurchuk [173, 174, 175, 176] et V.I. Korzyuk [228].
Elle est caractérisée de lamanière suivante :
•D’abord écrire le problème posé sous forme opérationnelle :

Lu = F, u ∈ D(L), (3)

où l’opérateur L = (L ,`1,`2) est engendré par l’équation (E) et les conditions intégrale
non local et est considéré de l’espace de Banach E dans l’espace de Hilbert F convena-
blement choisis.
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•Établir ensuite les estimations a priori pour l’opérateur L. Ondémontre ensuite la den-
sité de l’ensemble des valeurs de cet opérateur dans l’espace F.

Plus précisément nous suivrons dans ce travail l’un des deux schémas suivant :

Schéma 1

Pour l’opérateur L engendré par le problème considéré, nous démontrons l’inégalité de
l’énergie du type

‖u‖E ≤ c‖Lu‖F, ∀u ∈ D(L). (4)

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multi-
pliant l’équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées
et une certaine fonction poids, et en intégrant sur le domaine.
Le choix de l’opérateur Mu est fondamental, il est dicté par l’équation et les conditions
aux limites. On montre ensuite que l’opérateur L dans E admet une fermeture L. La so-
lution de l’équation opérationnelle

Lu = F, (5)

est appelée solution forte généralisée du problème considéré.
Par passage à la limite, l’estimations (4) est prolongée aux solutions fortes généralisées,
i.e., on a

‖u‖E ≤ c‖Lu‖F. (6)

A partir de là, on déduit l’unicité de la solution de l’équation (5), l’égalité des ensembles
R(L) et R(L), et l’inversibilité de L. L’inverse (L)−1 étant défini sur l’ensemble des valeurs
de l’opérateur L.

La dernière étape, consiste à établir la densité de l’ensemble R(L) dans F et donc l’exis-
tence d’une solution forte généralisée du problème (3).

Schéma 2

On établit deux estimation a priori bilatérales

‖Lu‖F ≤ c‖u‖E,

‖u‖E ≤ c ′‖Lu‖F,

Il résulte de la première estimation que l’opérateur L de E dans F est continu et de la
deuxième estimation, qu’il admet un inverse continu et que l’ensemble des valeurs de
l’opérateurs L est fermé. En d’autre termes, l’opérateur L réalise un homéomorphisme
linéaire de l’espace E sur l’ensemble fermé R(L).
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Ainsi, pour démontrer l’existence de la solution il suffit de démontrer queR(L) est dense
dans F.

CommentaireLaméthodedesestimationsapriori est uneméthodeefficacepour l’étude
debeaucoupdeproblèmesde laphysiquemathématique, elle est fondée surun support
théorique solide et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l’applica-
tion de cette méthode on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons :

� Le choix de l’espace des solutions.
� Le choix du multiplicateur.
� Le choix de l’opérateur de régularisation.

Finalement, nous concluons par Conclusion Générale Cette partie est dédiée aux rap-
pels de différentes contributions apportées dans cette thèse ainsi que les perspectives
considérées.

À la fin de cette thèse, pour la commodité des lecteurs intéressés par une autre investi-
gation sur ces et d’autres sujets étroitement liés, on inclut une grande Bibliographie.



Chapitre 1 �

Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au
l’analyse fonctionnelle telles que : les espaces Lp , les fonctions absolûments continues,
espace de Banach et d’autre notions dont on aura besoin dans la suite de notre travail.
Nous commençeronspardonnerunaperçuhistorique sur le développementde la théo-
rie de dérivation fractionnaire.

1.1 Aperçu historique

Notre but dans cette partie n’est pas de dresser un état de l’art complet sur le calcul
fractionnaire et ce pour deux raisons :
1. Les domaines de recherche sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir
un aperçu complet, même si plusieurs ouvrages tels que [196],[117] offrent une vision
très large sur ce domaine.
2. Des historiques très détaillés sont donnés dans les ouvrages de références tels que
[120],[210]. Nous présentons ici les principales étapes historiques de l’élaboration du
calcul fractionnaire, jusqu’à son essor dans le développement d’applications dans les
années 1970. Nous nous appuyons sur les ouvrages [120, 210, 125, 197] pour couvrir
la période de 1695 à 1974.

1695
L’origine du calcul fractionnaire semble remonter à Leibniz. Dans une lettre au Mar-
quis de L’Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée ni ème d’un pro-
duit de deux fonctions à n > 0 et introduit la notation d

1
2 h. Il écrit notamment que

"d
1
2 x = x

p
d x : x".Dans une autre lettre à Bernoulli, il mentionne des dérivées "d’ordres

généraux".

1730
Euler est le second grand mathématicien à aborder la question. Dans son article [142]
où il introduit sa célèbre fonction Gamma Γ qui généralise la factorielle (Γ(n+1) = n!), il
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conclut en proposant une définition pour la dérivée d’ordre α> 0 de xβ, avec β> 0. Son
cheminement est le suivant : pour m,n ∈N avec m ≥ n, on a tout d’abord

d n

d xn
xm = m!

(m −n)!
xm−n .

Grâce à sa fonction Gamma cette formule s’étend directement à une puissance m > 0 :

d n

d xn
xm = Γ(m +1)

Γ(m −n +1)
xm−n . (1.1)

Le terme de droite de (1.1) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m+1), on
peut donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel α > 0 de la
puissance réelle β> 0 :

dα

d xα
xβ = Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
xβ−α. (1.2)

Notons ici qu’Euler ne considère en fait que des nombres rationnels (appelés aussi frac-
tionnaires) et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée "fraction-
naire" pour exprimer en fait une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine
historique dans ce travail.

1822
Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grâce à sa célèbre transformée, obtient
une autre définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la transformée de Fourier
(réelle) d’une fonction f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve l’identité :

f (x) = 1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f (α)cos(p(x −α))dαd p. (1.3)

Il remarque ensuite que la dérivée ni ème (n ∈N) du terme en cos peut s’écrire comme :

d n

d xn
cos(p(x −α)) = pn cos[(p(x −α)+ nπ

2
]. (1.4)

Lemembrededroite gardeun sens si on remplacen paru > 0, cequi permetdedéfinir la
dérivée d’ordreu de cos(p(x−α)).Enutilisant cette définitiondans (1.3), Fourier obtient
ainsi la dérivée d’ordre u > 0 de f :

d u

d xu
f (x) = 1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f (α)pu cos[p(x −α)+ uπ

2
]dαd p. (1.5)

1823
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Abel utilise le calcul fractionnairepour résoudre leproblèmedu tautochronegénéralisé.

1832-37

Liouville est le premier à étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent l’at-
tester les huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation

d n

d xn
eax = aneax , (1.6)

pour n ∈N, il propose de l’étendre pour α > 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre α de
eax . Par conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme :

f (x) =
∞∑

k=0
ck eak x , (1.7)

admet une dérivée d’ordre α> 0 donnée par

dα

d xα
f (x) =

∞∑
k=0

ck aαk eak x . (1.8)

Afin d’étendre cette définition à d’autre types de fonctions que (1.7), Liouville remarque
que :

∀β> 0,∀x > 0, x−β = 1

Γ(β)

∫ ∞

0
uβ−1e−xudu.

À l’aide de (1.6), il trouve :

dα

d xα
x−β = (−1)α

Γ(β)

∫ ∞

0
uα+β−1e−xudu,

soit

dα

d xα
x−β = (−1)αΓ(α+β)

Γ(β)
x−α−β. (1.9)

Même si (1.2) et (1.9) concernant des exposant β différents, la limite β = 0 est problé-
matique.

Par exemple, pour α= 1

2
, avec la définition d’Euler

d
1
2

d x
1
2

x0 = 1p
πx

,
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alors qu’avec celle de Liouville
d

1
2

d x
1
2

x0 = 0.

Ceparadoxeest en fait résolu si onutilise lesdéfinitionsmodernesdesdérivées fraction-
naires. On peut vérifier que la définition d’Euler correspond à la dérivée de Riemann-
Liouville et celle de Liouville à sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 <α< 1
et β> 0, ( dα

d xα

)
Euler

xβ = 1

Γ(1−α)

d

d x

∫ x

0
(x − y)−αyβd y,

( dα

d xα

)
Li ouvi l l e

x−β = 1

Γ(1−α)

d

d x

∫ x

−∞
(x − y)−αy−βd y.

Comme il est signalé dans [197] ces définitions diffèrent en fait par les bornes de leurs
intégrales.

Remarque 1.1. L’expression

d

d x

∫ x

−∞
(x − y)−αy−βd y,

est défini ici comme

lim
s→−∞

d

d x

∫ x

s
(x − y)−αy−βd y.

1847

À partir d’une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition
d’intégrale fractionnaire :

d−α

d x−α f (x) = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x − y)α−1 f (y)d y +ψ(x),

où ψ(x) est une "fonction complémentaire" qui le gênera en fait dans ses travaux ulté-
rieurs. Elle sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de l’inté-
grale fractionnaire.

1867-68
Grunwald puis Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite
de différences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence
finie (opposée à infinitésimale) entre f (x+h) et f (x) divisée par h.
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1869

L’expression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Rie-
mann apparait pour la première fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction com-
plexe, en dérivant n fois la formule de Cauchy (n ∈N), on obtient :

f (n)(z) = n!

2πi

∫
C

f (y)

(y − z)n+1
d z.

Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule àn <
0. Il obtient finalement une définition de l’intégrale d’ordre α> 0, que l’on notera par la
suite a Iαx :

a Iαx = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x − y)α−1 f (y)d y.

1892

Heaviside fournit cette année-là la première application concrète du calcul fraction-
naire (le tautochrone d’Abel relevant davantage du cas d’école) pour la résolution de
l’équation de la chaleur unidimensionnelle :

∂

∂t
T (x, t ) = a2 ∂2

∂x2
T (x, t ). (1.10)

La démarche d’Heaviside est loin d’être rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919),
mais fournit toutefois la bonne solution, il trouve que

T (x, t ) = T0 exp(−axp
1
2 ).

Il suppose ensuite que p
1
2 T0 = T0p

πt
. . . ce qui correspond en fait à la dérivée d’ordre

1

2
de

T0! En développant la solution en série entière, il obtient finalement la solution exacte
de (1.10).

1917

Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions périodiques.

1927

Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

Dα
+ f (x) = c

∫ ∞

0

4l
t f (x)

t 1+α d t ,
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où α > 0, l ∈N avec l > α et c est une constante de renormalisation. L’opérateur4l
t est

une différence finie d’ordre l (par exemple,4l
t f (x) = f (x)− f (x − t )). L’avantage d’une

telle définition par rapport aux autres est qu’elle est moins restrictive quant à la régula-
rité de f .

1928

Hardy et Littlewood étudient comment agit l’intégrale fractionnaire a Iαx sur certaines
classes de fonctions. En particulier, leur théorème majeur stipule que pour 0 <α< 1 et

1 < p < 1

α
, a Iαx est un opérateur borné de Lp , dans Lq où

1

q
= 1

p
−α.

1937

Riesz cherche à donner un sens à l’intégrale fractionnaire pour des fonctions à plusieurs
variables. Il donne la définition suivante :

Iα f (x) =
∫
Rn

f (y)

‖x − y‖n−αd y.

Cet opérateur vérifier notamment Iα ◦ Iβ = Iα+β et 4Iα+2 = −Iα, où 4 est l’opérateur
Laplacien.

1970

Dans [126] Oldham et Spanier traitent le problème du flux de chaleur à la surface d’un
conducteur thermique. Ils montrent que lors d’un phénomène de diffusion, le flux de
diffusionest proportionnel à la dérivée

1

2
duparamètrephysique (température, concen-

tration d’espèces chimique, potentiel électrique, etc). D’après l’historique de Ross re-
produit dans [120], ce problème semble être à l’origine de l’extension du calcul frac-
tionnaire hors du champ des mathématiques.

1974

Cette année-là se tient à l’Université de New Haven (Connecticut) la première confé-
rence sur le calcul fractionnaire organisée par Ross.

1.2 Notions Générales

Dans cette partie, nous présentons des notions et des résultats fondamentaux de la
théorie de l’analyse fonctionnelle qui représentent un outil indispensable dans la théo-
rie du calcul fractionnaire.
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1.2.1 Espace normés
Définition 1.1. (voir [[92], page 21]).(Norme) Soit E un espace vectoriel sur le corps K
(K = R ou C). Une norme sur E , est une application ‖.‖ : E → R+, vérifiant les conditions
suivantes :

1.‖x‖ ≥ 0 et ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

2.‖λx‖ = |λ|‖x‖, pour tout x ∈ E et pour tout λ ∈K.

3.‖x + y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ pour tout x, y ∈ E .

Remarque 1.2. L’espace vectoriel E muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par
(E ,‖.‖).

1.2.2 Espace de Banach
Définition 1.2. (Suite de Cauchy) Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (xn)n∈N de
E est de cauchy si et seulement si,

∀ε> 0, ∃N ∈N, ∀n > m > N =⇒‖xn −xm‖ < ε.

Définition 1.3. (Espace Complet) Soit E un espace vectoriel normé. Ondit que E est com-
plet si tout suite de Cauchy dans E est convergente dans E .

Définition 1.4. (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace normé complet.

1.2.3 Espace de Hilbert
Définition 1.5. (produit scalaire ) Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un produit
scalaire sur E est une application 〈., .〉 : E ×E −→ K telle que pour tout x, y, x1, x2 ∈ E et
pour tout α ∈K on a :

1.〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.
2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
3. 〈x1 +x2, y〉 = 〈x1, y〉+〈x2, y〉.
4. 〈αx, y〉 =α〈x, y〉.

Définition 1.6. (voir [[106], page 6]). (Espace préhilbertien) Un espace préhilbertien est
un espace vectoriel muni d’un produit scalaire .

Définition 1.7. (Espace de Hilbert ) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur
K complet pour la norme induite par le produit scalaire .
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1.2.4 Quelques résultats de la théorie du point fixe
Dans cette partie, on étudie quelques théorèmes du point fixe de Banach, Schauder,
Alternative de Leray Schauder et krasnoselskii. Etant donnés un ensemble X et une ap-
plication T : X −→ X on s’intéresse à donner des conditions suffisantes sur T et X pour
que T ait un point fixe.

Théorème1.1. (ThéorèmedupointfixedeBanach)[[24]] Soient X un espace deBanach
etT : X → X uneapplication contractante. AlorsT admetunpointfixeunique, autrement
dit :

∃!x ∈ X : T x = x.

Théorème 1.2. (Théorème du point fixe de Schauder)[[76]] Soit (X ,d) un espace me-
trique complet, soit K une partie convexe et fermé de X , et soit T : X −→ X une applica-
tion telle que l’ensemble {T x : x ∈ X } est relativement compacte. Alors T admet au moins
un point fixe.

Théorème1.3. (Alternativenon-linéairedeLeray-Schauder)[[127]]. SoitU unensemble
ouvert borné d’un espace de Banach E tel que 0 ∈U et T : U 7−→ E un opérateur complè-
tement continu. Alors

1) T a un point fixe surU ou bien

2) il existe λ ∈ (0,1) et u ∈ ∂U tel que : x =λT (x).

Théorème 1.4. (Théorème du point fixe de Krasnoselskii)[[198]] Soit F un ensemble
non vide, fermé et convexe d’un espace de Banach X . T1 et T2 sont deux applications de F
dans X telles que :

1) T1(x)+T2(y) ∈ F, ∀x, y ∈ F,

2) T1 est une contraction,
3) T2 est compacte et continue.

AlorsT1+T2 admetunpointfixedansF,autrementdit, il existe x ∈ F tel queT1(x)+T2(x) =
x.

Théorème 1.5. (Ascoli-Arzelà)[[118]] Soit A un sous ensemble deC (J , X ), A est relative-
ment compacte dans C (J , X ) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :
‖ f (x)‖ ≤ K pour tout x ∈ J et tout f ∈ A,

ii) L’ensemble A est équicontinue. i.e pour tout ε> 0, il existe δ> 0 tel que
|t1 − t2| < δ=⇒‖ f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε pour tous t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A,

iii) Pour tout x ∈ J l’ensemble { f (x), f ∈ A} ⊂ E est relativement compacte
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1.2.5 Opérateurs linéaires bornés
Ï sous-section rappelle quelques notions de bases et les principaux resultats mathé-
matiques de l’analyse fontionnel qui seront utilisés tout le long de ce travail.
On désigne ici par :K=R ou C.

X ,Y des espaces de Banach.
〈., .〉 le crochet de dualité.
H un espace de Hilbert surKmuni de la norme ‖.‖ et le produit scalaire 〈., .〉.

De manière générale, un opérateur linéaire est une application T : D(T ) ⊆ X −→ Y li-
néaire, où D(T ) est le domaine de définition de l’application linéaire T, qui est un sous-
espace vectoriel de X , que l’on suppose en général dense dans X . L’opérateur T : D(T ) =
X −→ Y est dit borné si l’image de la boule d’unite (T (BX (0,1))) de X est bornée dans Y .

Tout opérateur T est complètement défini par son grapheG(T ) qui est un sous-espace
vectoriel de X ×Y défini parG(T ) = {(u,Tu),u ∈ D(T )}.

Pour tout opérateur linéaire T : D(T ) ⊆ X −→ Y , on note par :

R(T ) = {u ∈ D(T ),Tu = 0} (noyau de T),

N (T ) = {Tu : u ∈ D(T )} (image de T).

On noteL (X ,Y ) (resp.L (X )) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de X
dans Y (resp. des endomorphismes continus de X ) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme :

B ∈L (X ,Y ), ‖B‖L (X ,Y ) = sup
u∈X \{0}

‖Bu‖Y

‖u‖X
.

Définition 1.8. On dit qu’une application linéaire continue B ∈ L (X ,Y ) est inversible
ssi il existe une application B ′ ∈ L (Y , X ) telle que

B ′ ◦B = IX , B ◦B ′ = IY .

L’application B ′ si elle existe est unique. On notera B ′ = B−1.

Théorème 1.6. Toute bijection linéaire continue B ∈L (X ,Y ) est inversible.

Théorème 1.7. Soit B : X −→ Y une application linéaire. Alors B est continu si et seule-
ment si le graphe de B est fermé dans X ×Y , c’est-à-dire : pour toute suite (xn)n ∈N de X
vérifiant (xn −→ x,n −→∞) dans X et (B xn −→ y,n −→∞) dans Y , on a y = B x.
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1.2.6 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.9. On dit qu’un opérateur T est fermé si son graphe G(T ) est fermé dans
X ×Y , i.e., pour toute suite (un) ⊂ D(T ) telle que un −→ u dans X et Tun −→ v dans Y ,
alors u ∈ D(T ) et v = Tu.

L’opérateur fermé T peut être considéré commeun opérateur borné de son domaine de
définitionD(T )muni de la norme du graphe (‖u‖G = ‖u‖X +‖Tu‖Y ) dans X .

Définition 1.10. On dit qu’un opérateur T est fermable dans X s’il admet un prolonge-
ment fermé. Autrement dit T est fermable si et seulement si pour toute suite (un) ⊂ D(T )
telle queun −→ 0 etTun −→ v, alors v = 0. L’opérateur ferméT dont le grapheG(T ) =G(T )
est appelé fermeture de T.

Théorème 1.8. [Théorème du graphe fermé]. Si l’opérateur fermé T est définit sur tout
l’espace X , alors T est borné

(T fermé et D(T)= X =⇒ T borné).

1.2.7 Relation entre l’orthogonalité et la densité dans les espaces de
Hilbert

Définition 1.11. Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert H , on définit M⊥
l’orthogonal de M , par

M⊥ = { f ∈ H , ( f , g )H = 0,∀g ∈ M }.

Proposition 1.1. Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert H . Alors M est
dense dans H si et seulement si M⊥ = {0}.

Démonstration. Ï d’abord que M est dense dans H . Soit f ∈ M⊥ ⊂ H , soit { fn}n∈N suite
d’éléments de M qui converge vers f . On a 〈 f , fn〉H = 0 pour tout n ∈ N . En passant à la
limite, on en conclut que ‖ f ‖H = 0. Donc f = 0, qui donne M⊥ = {0}.

Ï Réciproquement, supposonsqueM⊥ = {0}.Alors on a (M⊥)⊥ = {0}⊥ = H et comme
M ⊂ M il s’en suit que (M)⊥ ⊂ M⊥ et donc (M⊥)⊥ ⊂

(
(M)⊥

)⊥
, mais M est un fermé, alors(

(M)⊥
)⊥ = M , alors on trouve (M⊥)⊥ ⊂ M =⇒ H ⊂ M . D’où H = M .
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1.2.8 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.12. [Podlubny, 1999] Soit Ω= [0,T ] (0 < T <+∞) un intervalle fini de R et
1 ≤ p ≤∞.

1) Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp (Ω) est l’espace des fonctions f réelles surΩ telles
que f est mesurable et∫ T

0
| f (t )|P d t <∞.

2) Pour p =∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f

bornées presque partout (p.p) surΩ.

Théorème 1.9. [Podlubny, 1999] SoitΩ= [0,T ] (0 < T <+∞) un intervalle fini de R.

1)Pour1 ≤ P <∞, l’espaceLp (Ω) est un espacedeBanachmunide lanorme :

‖ f ‖p =
(∫ T

0
| f (t )|p d t

) 1
p <∞.

2) L’espace L∞(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖ f ‖∞ = inf
{

M ≥ 0 : | f (t )| ≤ M p.p surΩ
}

.

1.2.9 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.13. [Kilbas et al., 2006] Soit Ω = [0,T ] (0 < T < +∞) un intervalle fini de
R et n ∈ N. On désigne par C n(Ω) l’espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre
inférieur ou égale à n continues sur Ω, muni de la norme :

‖ f ‖C n (Ω) =
n∑

k=0
‖ f (k)‖C (Ω) =

n∑
k=0

max
t∈Ω

| f (k)(t )|, n ∈N.

En particulier si n = 0,C 0(Ω) =C (Ω) l’espace des fonctions f continues sur Ωmuni de la
norme :

‖ f ‖C (Ω) = max
t∈Ω

| f (t )|.
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Définition 1.14. [Kilbas et al., 2006] SoitΩ= [0,T ] (0 < T <+∞) un intervalle fini de R.
On désigne par AC (Ω) l’espace des fonctions primitives des fonctions intégrables, c’est-à-
dire :

AC (Ω) =
{

f \∃ϕ ∈ L1(Ω) : f (t ) = c +
∫ t

0
ϕ(s)d s

}
,

et on appelle AC (Ω) l’espace des fonctions absolument continues surΩ.

Définition 1.15. [Kilbas et al., 2006] Pour n ∈N∗ on désigne parC n
µ (Ω) l’espace des fonc-

tions f qui ont des dérivées continues sur Ω jusqu’à l’ordre (n − 1) et telles que f (n−1) ∈
AC (Ω) c’est-à-dire

AC n(Ω) =
{

f \ f :Ω−→C, f (k) ∈C (Ω),k ∈ {0,1, . . . ,n −1}, f (n−1) ∈ AC (Ω)
}

.

En particulier AC 1(Ω) = AC (Ω).

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1. [Kilbas et al., 2006] Une fonction f ∈ AC n(Ω), n ∈N∗, si et seulement si elle
est représentée sous la forme :

f (t ) = 1

(n −1)!

∫ t

a
(t −τ)n−1 f (n)(τ)dτ+

n−1∑
k=0

f (k)(0)

k !
t k .

1.3 Fonction spécifique pour la dérivation fractionnaire

Danscettepartie, nousprésentons les fonctionsGamma,Bêtaet l’exponentielledeMittag-
Leffler. Ces fonctions jouent un rôle trés important dans la théorie du calcul fraction-
naire et ses application.

1.3.1 La fonction Gamma
La fonctionGammaaété introduitepar lemathématicien suisseLeonhardEuler (1707−1783)
dans son objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entières. Plus tard, en
raison de sa grande importance, elle a été étudiée par d’autres éminents mathémati-
ciens comme Adrien-Marie Legendre (1752−1833), Carl Friedrich Gauss (1777−1855),
Christoph Gudermann (1798−1852), Joseph Liouville (1809−1882), Karl Weierstrass
(1815−1897),Charles Hermite (1822−1901) et beaucoup d’autres. La fonction Gamma
appartient à la catégorie des fonctions transcendantes spéciales et nous verrons que
certaines constantes mathématiques célèbres se produisent dans son étude. Elle appa-
raît également dans divers domaines, comme les séries asymptotiques, l’intégrationdé-
finie, série hypergéométrique, fonction zêta de Riemann , théorie des nombres . . .Pour
plus de détails sur cette fonction (voir [75, 147]).
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Définition 1.16. [Podlubny, 1999] Pour z ∈C tel queRe(z) > 0. La fonction Gamma Γ(z)
est définie par l’intégrale suivante :

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−t t z−1d t , (1.11)

où z est un nombre complexe quelconque tel queRe(z) > 0.

avec Γ(1) = 1, Γ(0+) =+∞, Γ(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z ≤ 1.

FIG. 1.1 : Courbe représentative de la fonction Gamma

1.3.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma
Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(z) est la relation de récurrence sui-
vante :

Γ(z +1) = zΓ(z), Re(z) > 0, (1.12)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

Γ(z +1) =
∫ +∞

0
t (z+1)−1e−t d t =

∫ +∞

0
t ze−t d t = [−t ze−t ]t=+∞

t=0 + z
∫ +∞

0
t z−1e−t d t = zΓ(z).
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La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car Γ(n +1) = n!, ∀n ∈N, en effet
Γ(1) = 1, et en utilisant (1.12) nous obetenons :

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!,

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 2!,

Γ(4) = 3.Γ(3) = 3.2! = 3!,

. . . . . . . . . . . .

Γ(n +1) = n.Γ(n) = n.(n −1)! = n!

(1.13)

Nous montrons maintenant que Γ(
1

2
) =p

π.

De la définition (1.11), nous avons

Γ
(1

2

)
=

∫ +∞

0
t−

1
2 e−t d t .

Si nous posons t = y2, alors d t = 2yd y, et nous obtenons maintenant

Γ
(1

2

)
=

∫ +∞

0
e−y2

d y. (1.14)

De façon analogue, on peut écrire :

Γ
(1

2

)
= 2

∫ +∞

0
e−x2

d x. (1.15)

Si nous multiplions ensemble (1.14) et (1.15) nous obtenons :[
Γ
(1

2

)]2 = 4
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(x2+y2)d xd y. (1.16)

L’équation (1.16) est une intégrale double, qui peut être évaluée en coordonnées po-
laires pour obtenir

[
Γ
(1

2

)]2 = 4
∫ π

2

0

∫ +∞

0
e−r 2

dr dθ =π. (1.17)

Ainsi, Γ
(1

2

)
=p

π.

L’équation fonctionnelle (1.12) entraine pour les entiers relatifs positifs n (voir [148]).
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Γ
(
n + 1

2

)
= 1.3.5...(2n −1)

2n

p
π,

Γ
(
n + 1

3

)
= 1.4.7...(3n −2)

3n
Γ
(1

3

)
,

Γ
(
n + 1

4

)
= 1.5.9...(34n −3)

4n
Γ
(1

4

)
et pour les valeurs négatives,

Γ
(
−n + 1

2

)
= (−1)n2n

1.3.5...(2n −1)

p
π.

Aucune expression de base est connue pour Γ
(1

3

)
ou Γ

(1

4

)
, mais il a été prouvé que ces

chiffres sont transcendantales (respectivement par Le Lionnais en 1983 et Chudnovsky
en 1984).

Maximum de chiffres, les valeurs numériques de certaines de ces constantes sont :

Γ
(1

2

)
= 1.772453850905516027298167483341145182797549456122383. . .

Γ
(1

3

)
= 2.67893853470774763365569294097467764412868937795730. . .

Γ
(1

4

)
= 3.62560990822190831193068515586767200299516768288006. . .

Γ
(1

5

)
= 4.590843711998803053200475827592915200343410999829340. . .

1.3.3 Représentationde la fonctionGammasous formed’une limite
Proposition1.2. [Podlubny, 1999] La fonctionGammapeut être représentéepar la limite

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

z(z +1) . . . (z +n)
, (1.18)

où nous supposons queRe(z) > 0.

Démonstration. Pour prouver (1.18), nous introduisons la fonction auxiliaire suivante :

fn(z) =
∫ n

0

(
1− t

n

)n
t z−1d t . (1.19)
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Effectuant maintenant la substitution τ= t

n
, puis en répétant l’intégration par parties,

nous obtenons :

fn(z) = nz
∫ 1

0
(1−τ)nτz−1dτ (1.20)

= nz

z
n

∫ 1

0
(1−τ)n−1τzdτ

= nzn!

z(z +1) . . . (z +n −1)

∫ 1

0
τz+n−1dτ

= nzn!

z(z +1) . . . (z +n −1)(z +n)
.

En exploitant la limite connue,

lim
n→∞

(
1− t

n

)n = e−t (1.21)

nous arrivons à :

lim
n→∞ fn(z) = lim

n→∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
t z−1d t =

∫ +∞

0
e−t t z−1d t , (1.22)

ce qui termine la preuve de la répresentation (1.18) de la fonction Gamma, si la relation
(1.22) est justifiée. Pour ce faire, nous estimons la différence

∆ =
∫ +∞

0
e−t t z−1d t − fn(z) (1.23)

=
∫ n

0
[e−t −

(
1− t

n

)n
]t z−1d t +

∫ +∞

0
e−t t z−1d t .

Prenons un ε> 0 arbitraire. En raison de la convergence de l’intégrale (1.11), il existe un
N tel que pour n ≥ N , on a∣∣∣∫ +∞

n
e−t t z−1d t

∣∣∣≤ ∫ +∞

n
e−t t x−1d t < ε

3
, (x =Re(z)). (1.24)

FixonsmaintenantN et considéronsn > N ,nous prouvons écrire∆ commeune somme
de trois intégrales :

∆=
(∫ N

0
+

∫ n

N

)[
e−t −

(
1− t

n

)n]
t z−1d t +

∫ +∞

n
e−t t z−1d t . (1.25)
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Le dernier terme est inférieur à
ε

3
. Pour la seconde intégrale, nous avons :

∣∣∣∫ n

N

[
e−t −

(
1− t

n

)n]
t z−1d t

∣∣∣ ≤
∫ n

N

[
e−t −

(
1− t

n

)n]
t x−1d t (1.26)

<
∫ +∞

N
e−t t x−1d t < ε

3
,

où, comme ci-dessus, (x =Re(z)).

Pour l’éstimation de la première intégrale dans (1.25) nous avons besion de l’inégalité
auxiliaire suivante :

0 < e−t −
(
1− t

n

)n < t 2

2n
, (0 < t < n), (1.27)

qui découle, des relations

1−e t
(
1− t

n

)n =
∫ t

0
eτ

(
1− τ

n

)n τ

n
dτ (1.28)

et

0 <
∫ t

0
eτ

(
1− τ

n

)n τ

n
dτ<

∫ t

0
eτ
τ

n
dτ= e t t 2

2n
. (1.29)

(La relation (1.28) peut être verifiée en différenciant les deux cotés).

En utilisant l’inégalité auxiliaire (1.27), nous obtenons pour n assez grand et N fixé

∣∣∣∫ N

0

[
e−t −

(
1− t

n

)n]
t z−1d t

∣∣∣< 1

2n

∫ N

0
t x+1d t < ε

3
. (1.30)

En tenant comptedes inégalités (1.24), (1.26) et (1.30) et queεest arbitraire, nous concluons
que (1.22) est justifiée.

Ceci termine certainement la preuve de la formule (1.18) pourRe(Z ) > 0.

À l’aide de (1.12), la condition Re(z) > 0, peut être affaiblie pour z 6= 0,−1,−2, . . . de la
manière suivante.

Si −m <Re(z) <−m +1, où m est un nombre entier positif, alors
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Γ(z) = Γ(z +m)

z(z +1) . . . (z +m −1)
(1.31)

= 1

z(z +1) . . . (z +m −1)
lim

n→∞
nz+mn!

(z +m) . . . (z +m +n)

= 1

z(z +1) . . . (z +m −1)
lim

n→∞
(n −m)z+m(n −m)!

(z +m)(z +m +1) . . . (z +n)

= lim
n→∞

nzn!

z(z +1) . . . (z +n)
.

Par conséquent, la représentation (1.18) est vraie pour tout z, z 6= 0,−1,−2, . . .

1.3.4 La fonction Bêta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un rôle
imporatant quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.17. [Podlubny, 1999] La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie
pour des nombre complexes z et w par :

B(z, w) =
∫ 1

0
t z−1(1− t )w−1d t , Re(z) > 0,R(w) > 0. (1.32)

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)

Γ(z +w)
, Re(z) > 0,R(w) > 0, (1.33)

il s’ensuit de (1.33) que :

B(z,ω) = B(ω, z), Re(z) > 0,R(w) > 0.

1.3.5 La fonction de Mittag-Leffler

La fonctionMittag-Leffler joue un rôle très important dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des solu-
tions des équations différentielles d’ordre fractionnaire, cette fonction à été introduite
par G .M. Mittag-Leffler [MittagLeffler, 1905]
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Définition 1.18. [Podlubny, 1999] Pour z ∈C, la fonction de Mittag-Leffler Eα(z) est dé-
finie comme suit :

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +1)
,α> 0. (1.34)

En particulier :

E1(z) = ez , E2(z) = cosh(
p

z).

La fonctionMittag-Leffler àdeuxparamètres, joueun rôle très important dans la théorie
du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953−
1954 et elle est définie par un développement en serie suivant :

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +β)
, (α> 0,β> 0). (1.35)

A partir de la relation (1.35), on trouve les relations suivantes

Eα,1(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +1)
= Eα(z). (1.36)

E1,1(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k +1)
=

∞∑
k=0

zk

k !
= ez . (1.37)

E1,2(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k +2)
=

∞∑
k=0

zk

(k +1)!
= 1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k +1)!
= ez −1

z
, (1.38)

E1,3(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k +3)
=

∞∑
k=0

zk

(k +2)!
= 1

z2

∞∑
k=0

zk+2

(k +2)!
= ez −1− z

z2
, (1.39)

et en général

E1,p (z) = 1

zp−1

{
ez −

p−z∑
k=0

zk

k !

}
. (1.40)

Les cosinus et les sinus hyperboliques sont aussi des cas particuliers de la fonction
Mittag-Leffler (1.35) :

E2,1(z) =
∞∑

k=0

z2k

Γ(2k +1)
=

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k)!
= cosh(z), (1.41)
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E2,2(z) =
∞∑

k=0

z2k

Γ(2k +2)
=

∞∑
k=0

z2k+1

Γ(2k +1)!
= sinh(z)

z
. (1.42)

Pour les équationsdifférentiellesd’ordre fractionnaire, la fonctiondeMittag-Leffler joue
lemême rôle que la fonction exponentielle. Les deuxfigure ci-dessousmontrent le com-
portement de la fonction de Mittag-Leffler à un seul pramètre pour différentes valeurs
de α et à deux paramètres pour différentes valeurs de α et β :

FIG. 1.2 : La fonction de Mittag Leffler à un seul paramètre

FIG. 1.3 : La fonction de Mittag Leffler à deux paramètres
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1.3.6 Rappels de quelques inégalités utiles
Pour obtenir les estimations à priori, nous avons besoin des quelques inégalités auxi-
liaires.

Inégalité de Young

Soit p, q deux nombres réels strictement positifs vérifiant
1

p
+ 1

q
= 1, alors : ∀(a,b) ∈R2

+

|ab| ≤ |a|p
p

+ |b|q
q

.

Inégalité de Young avec ε

Soit ε un nombre strictement positif, alors ∀(a,b) ∈R2, p > 1

|ab| ≤ 1

p
|εa|p + p −1

p
|b
ε
|

p
p−1 .

Inégalité de Cauchy-Schwarz

∀( f , g ) ∈ L2(Ω)×L2(Ω), on a∫
Ω
| f (t )g (t )|d t ≤

(∫
Ω

( f (t ))2d t
) 1

2
(∫
Ω

(g (t ))2d t
) 1

2
,

où
‖ f g‖L1(Ω) ≤ ‖ f ‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω).

Inégalité de Cauchy

∀(a,b) ∈R2

|ab| ≤ 1

2
a2 + 1

2
b2

Inégalité de Cauchy avec ε

Soit ε un nombre strictement positif, alors ∀(a,b) ∈R2

|ab| ≤ ε

2
a2 + 1

2ε
b2
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Inégalité de Hölder

∀( f , g ) ∈ Lp (Ω)×Lq (Ω). Alors f , g ∈ L1 et∫
Ω
| f (t )g (t )|d t ≤

(∫
Ω

( f (t ))p d t
) 1

p
(∫
Ω

(g (t ))q d t
) 1

q
,

où p, q sont strictement positifs telle que
1

p
+ 1

q
= 1.

Inégalité de Poincaré

Lemme 1.2. Pour m ∈N on a l’estimation :

‖ℑ2m
x u‖L2(0,l ) ≤

( l

2

)2m‖u‖L2(0,l ). (1.43)

où

ℑ2m
x u =

∫ x

0

∫ ξ1

0
. . .

∫ ξ2m−1

0
u(η, t )dηdξ2m−1 . . .dξ1 =

∫ x

0

(x −ξ)2m−1

(2m −1)!
u(ξ, t )dξ.

Lemme 1.3. [Alikhanov. A. A, 2010] Pour toute fonction u(s) absolument continue sur
l’intervalle [0,T ], on a l’inégalité suivante

u(s)∂αs u(s) ≥ 1

2
∂αs u2(s), 0 <α< 1. (1.44)

Lemme1.4. [Ladyzhenskaya, O.A, 1985] Soit u(t )non négatif et absolument continu sur
[0,T ], et pour tout t ∈ [0,T ], satisfait l’inégalité

dϕ

d t
≤C (t )ϕ(t )+B(t ), (1.45)

où les fonctions C (t ) et B(t ) sont sommables et non négatives sur [0,T ]. Ensuite,

ϕ(t ) ≤ e
∫ t

0 C (τ)dτ
(
ϕ(0)+

∫ t

0
B(ξ)e

∫ ξ
0 C (τ)dτdξ

)
(1.46)

≤ e
∫ t

0 C (τ)dτ
(
ϕ(0)+

∫ t

0
B(τ)dτ

)
.

Le lemme 1.4 peut être généralisé comme
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Lemme1.5. [Alikhanov. A. A, 2010] Soit une fonction absolument continue non négative
Z (t ) satisfaisant l’inégalité

∂αt Z (t ) ≤ c1Z (t )+ c2(t ), 0 <α< 1, (1.47)

pour tout t ∈ [0,T ], où c1 est une constante positive et c2(t ) est une fonction non négative
intégrable sur [0,T ]. Ensuite,

Z (t ) ≤ Z (0)Eα(c1tα)+Γ(α)Eα,α∗(c1tα)D−α
t c2(t ) (1.48)

Eα(x) =
∞∑

n=0

xn

Γ(αn +1)
et Eα,α∗(x) =

∞∑
n=0

xn

Γ(αn +α∗)
. (1.49)

sont les fonctions de Mittag-Leffler

1.4 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall et ses variantes jouent un grand rôle dans les estimations des
termes intégro-différentiels et dont l’utilisation est fréquente pour l’obtention des esti-
mations a priori dans les normes des espaces suscités et autres.

Lemme1.6. (voir [158]) Soit Zi (τ) (i = 1,2,3) sontdes fonctionsnonnégatives sur [0,T ],
Z1(τ), Z2(τ) sont intégrables et la foncion Z3(τ) soit non-décroissante. Alors :∫ t

0
Z1(τ)dτ+Z2(t ) ≤ Z3(t )+ c

∫ t

0
Z2(τ)dτ

,
découle l’inégalité ∫ t

0
Z1(τ)dτ+Z2(t ) ≤ ect Z3(t ).
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Dérivées et intégrales fractionnaires

Le concept du calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation et de l’inté-
gration ordinaires à un ordre arbitraire. Les dérivées d’ordres non entiers sont à présent
largement appliquées dans de nombreux domaines, par exemple, en probabilité, vis-
coélasticité, électronique, économie, mécanique et en biologie, etc. Un intérêt particu-
lier pour la dérivation fractionnaire est lié à la modélisation mécanique des gommes
et des caoutchoucs. En bref, toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des
déformations antérieures notamment à caractère viscoélastique. En effet, la dérivation
fractionnaire s’y introduit naturellement. Il existe plusieurs définitionsmathématiques
de l’intégration et de la dérivation d’ordre fractionnaire. Ces définitions ne mènent pas
toujours à des résultats identiques mais sont équivalentes pour une large gamme de
fonctions. Dans ce chapitre, on introduira l’opérateur d’intégration fractionnaire ainsi
que les deux définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires à savoir celle de
Riemann-Liouville et de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces
notions ainsi que la relation entre ces deux approches.

2.1 Dérivées fractionnairesausensdeRiemann-Liouville

Dans cette section, nous citons quelques définitions et résultats du calcul fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville. Nous allons commencer par la définition de l’intégrale
de Riemann-Liouville.

2.1.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a,b], on considère l’intégrale :

I (1) f (x) =
∫ x

a
f (t )d t

I (2) f (x) =
∫ x

a
d t

∫ t

a
f (u)du
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En permutant l’ordre d’intégration, on obtient :

I (2) f (x) =
∫ x

a
(x − t ) f (t )d t

Plus généralement le ni ème itéré de l’opérateur I peut s’écrire sous la forme :

I (n) f (x) =
∫ x

a
d x1

∫ x1

a
d x2 . . .

∫ xn−1

a
f (xn)d xn (2.1)

= 1

(n −1)!

∫ x

a
(x − t )n−1 f (t ),

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule deCauchy et depuis la généralisation du factoriel par
la fonction Gamma : (n − 1)! = Γ(n), Riemann a rendu compte que le second membre
de (2.1) pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non-entière, il était
naturel donc de définir l’intégration fractionnaire.

2.1.2 Intégrales d’ordre arbitraire
Soit f : [a,b) → R (ou à valeurs vectorielles) une fonction continue. b pouvant être fini
ou infini.
Une primitive de f est donnée par l’expression

(I 1
a f )(t ) =

∫ t

a
f (τ)dτ.

Pour une primitive seconde on aura

(I 2
a f )(t ) =

∫ t

a

(∫ s

a
f (t )d t

)
d s.

En utilisant le théorème de Fubini, on peut écrire

(I 2
a f )(t ) =

∫ t

a
(t −τ) f (τ)dτ,

en itérant, on arrive à :

(I n
a f )(t ) =

∫ t

a

(t −τ)n−1

(n −1)!
f (τ)dτ.
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2.1.3 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soit f ∈ L1([a,b]), avec (−∞< a <
b < +∞). L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α ∈ C
(Re(α) > 0) notée Iαa est définie par :

(Iαa f )(t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a

f (τ)

(t −τ)1−αdτ, ∀t ∈ [a,b]. (2.2)

où Γ(α) est la fonction Gamma donnée par (1.11)

Le tableau suivant montre pour quelles classes de fonctions cette définition a un sens
et plus précisément quelles sont les images de ces ensembles par cet opérateur :

f a Iαt f conditions

1. Lp ([a,b]) Lq ([a,b]) 0<α< 1,1 < p < 1

α
,1 ≤ q ≤ p

1−αp

2. L1([a,b]) Lp ([a,b]) 0<α< 1,1 ≤ p ≤ 1

1−α
3. L

1
α ([a,b]) Lq ([a,b]) 0<α< 1, q ≥ 1

4. Lp ([a,b]) H
α−1

p ([a,b])

5. L∞([a,b]) H∞([a,b])

6. Lp ([a,b]) Lp ([a,b]) p≥ 1

7. C0([a,b]) C0
+([a,b])

8. AC([a,b]) AC([a,b])

Toutes les démonstrations se trouvent dans [210].

Théorème 2.1. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Si f ∈ L1([a,b]), avec (−∞< a < b <
+∞). alors Iαa f existe pour presque tout t ∈ [a,b] et de plus Iαa f ∈ L1([a,b]).

Démonstration. En introduisant (2.2)puis enutilisant le théorèmedeFubini, on trouve :

∫ b

a
|Iαa f (t )|d t ≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ t

a
(t −τ)α−1| f (τ)|dτd t

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a
| f (τ)|

(∫ b

τ
(t −τ)α−1d t

)
dτ

≤ 1

αΓ(α)

∫ b

a
| f (τ)|(b −τ)αdτ

≤ bα

Γ(α+1)

∫ b

a
| f (τ)|dτ

Puisque f ∈ L1([a,b]), la dernière quantité est fini, ce qui établit le résultat.
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2.1.4 Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Soit la fonction f (t ) = (t −a)β où β>−1.

Iαa (t −a)β = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1(τ−a)βdτ.

Pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variables τ= a + (t −a)s

Iαa (t −a)β = (t −a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1sβd s (2.3)

= (t −a)β+α

Γ(α)
B(α,β+1)

= (t −a)β+α

Γ(α)
× Γ(α)Γ(β+1)

Γ(β+1+α)

= Γ(β+1)

Γ(β+1+α)
(t −a)β+α.

La relation (2.3)montreque l’intégrale fractionnaire au sensdeRiemann-Liouvilled’ordre
αd’uneconstante est donnéepar :

R
a D−α

t C = Iαa C = C

Γ(α+1)
(t −a)α.

Et en particulier, si α= 1

2
,

R
a D

− 1
2

t x0 = Γ(1)

Γ( 3
2 )

x
1
2 = 2

√
x

π

R
a D

− 1
2

t x1 = Γ(2)

Γ( 5
2 )

x
3
2 = 4

3

√
x3

π

R
a D

− 1
2

t x2 = Γ(3)

Γ( 7
2 )

x
5
2 = 16

15

√
x5

π

Proposition 2.1. Soient α et β deux nombres complexes et f ∈C 0([a,b)).

i )Iαa (Iβa f ) = Iα+βa f , (Re(α) > 0, Re(β) > 0) (2.4)

i i )
d

d t

(
Iαa f

)
(t ) = (Iα−1

a f )(t ), Re(α) > 1 (2.5)

i i i ) lim
α→0+

(Iαa f )(t ) = f (t ), Re(α) > 0 (2.6)
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Démonstration. i) Pour la démonstration on utilise la fonction Bêta d’Euler. En effet :

[Iαa (Iβa f )](t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1(Iβa f )(s)d s

= 1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ s

a
(t − s)α−1(s −τ)β−1 f (τ)dτd s,

en utilisant le théorème de Fubini, on pourra permuter l’ordre d’intégration et on ob-
tient :

[Iαa (Iβa f )](t ) = 1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f (τ)

[∫ t

τ
(t − s)α−1(s −τ)β−1d s

]
dτ.

Le changement de variables s = τ+ (t −τ)µ, nous donne

∫ t

τ
(t − s)α−1(s −τ)β−1d s = (t −τ)α+β−1

∫ 1

0
(1−µ)α−1µβ−1dµ

= (t −τ)α+β−1Γ(α)Γ(β)

Γ(α+β)
.

D’où

[Iαa (Iβa f )](t ) = 1

Γ(α+β)

∫ t

a
f (τ)(t −τ)α+β−1dτ= (Iα+βa f )(t ).

ii) Pour justifier la deuxième identité on utilise les théorèmes classiques de dérivation
d’une intégrale dépendant d’un paramètre et la relation fondamentale de la fonction
gamma d’Euler : Γ(α) = (α−1)Γ(α−1).

iii) Pour la dernière identité, on considère la fonction f ∈C 0([a,b)), on a

(Iαa f )(t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ.

De la relation (2.3), on peut écrire

(Iαa 1)(t ) = (t −a)α

Γ(α+1)
−→ 1 quand α−→ 0+.
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Donc, ∣∣∣(Iαa f )(t )− (t −a)α

Γ(α+1)
f (t )

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ (2.7)

− 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (t )dτ

∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ

= 1

Γ(α)

∫ t−δ

a
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ

+ 1

Γ(α)

∫ t

t−δ
(t −τ)α−1(τ)− f (t )|dτ.

D’une part, on a f est continue sur [a,b) qui nous permet d’écrire

∀t ,τ ∈ [a,b),∀ε> 0,∃δ> 0 : |τ− t | < δ⇒| f (τ)− f (t )| < ε,

ce qui entraine ∫ t

t−δ
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ≤ ε

∫ t

t−δ
(t −τ)α−1dτ= εδα

α
. (2.8)

D’autre part,

1

Γ(α)

∫ t−δ

a
(t −τ)α−1| f (τ)− f (t )|dτ ≤ 1

Γ(α)

∫ t−δ

a
(t −τ)α−1(| f (τ)|+ | f (t )|)dτ (2.9)

≤ 1

Γ(α)
2 sup
ξ∈[a,t ]

| f (ξ)|
∫ t−δ

a
(t −τ)α−1dτ,∀t ∈ [a,b)

= 1

Γ(α)
2M

( (t −a)α

α
− δα

α

)
,où M = sup

ξ∈[a,t ]
| f (ξ)|.

Une combinaison de (2.7), (2.8) et (2.9) nous donne :

∣∣∣(Iαa f )(t )− (t −a)α

Γ(α+1)
f (t )

∣∣∣ ≤ 1

αΓ(α)

[
εδα+2M((t −a)α−δα)

]
= 1

Γ(α+1)

[
εδα+2M((t −a)α−δα)

]
,

en faisant tendre α vers 0+, on obtient :
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lim
α−→0+

∣∣∣(Iαa f )(t )− (t −a)α

Γ(α+1)
f (t )

∣∣∣≤ ε
autrement dit : ∣∣∣ lim

α−→0+
(Iαa f )(t )− f (t )

∣∣∣≤ ε, ∀ε> 0,

c’est-à-dire que :
lim

α−→0+
(Iαa f )(t ) = f (t ).

2.1.5 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soit f ∈ L1([a,b]), une fonction in-
tégrable sur [a,b], la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
d’ordre α ∈C (Re(α) > 0) notée R

a Dα
t f est définie par :

(R
a Dα

t f )(t ) =
( d

d t

)n
[(I n−α

a f )(t )] (2.10)

= 1

Γ(n −α)

( d

d t

)n
∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (τ)dτ, t > 0.

où n −1 < [Re(α)] < n, et [Re(α)] est la partie entière deRe(α).

En particulier, si α= 0, alors

(R
a D0

t f )(t ) = 1

Γ(1)

( d

d t

)∫ t

a
f (τ)dτ= f (t ).

Si α= n ∈N, alors

(R
a Dn

t f )(t ) = 1

Γ(1)

( d n+1

d t n+1

)∫ t

a
f (τ)dτ= d n

d t n
f (t ) = f (n)(t ).

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la dérivée
classique pour α ∈N.

Si de plus 0 <α< 1, alors n = 1, d’où

(R
a Dn

t f )(t ) = 1

Γ(1−α)

d

d t

∫ t

a
(t −τ)−α f (τ)dτ, t > 0.
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Remarque 2.1. • Contrairement à la dérivée usuelle d’une fonction f (t ) en un point qui
ne dépend que des valeurs de f (t ) au voisinage de ce point, la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville d’ordre non-entier dépend de toutes les valeurs de f (t ) dans
l’intervalle (a, t ). On dit qu’elle est à caractère non-local.

• Pour α ∈ N∗, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la
dérivée ordinaire.

2.1.6 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Calculons la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f (t ) = (t −a)β. Par la formule
(2.3) on peut écrire :

R
a Dα

t (t −a)β =
( d

d t

)n[ Γ(β+1)

Γ(β+1+n −α)
(t −a)β+n−α

]
(2.11)

= Γ(β+1)

Γ(β+1+n −α)

( d

d t

)n
(t −a)β+n−α,

on sait que :

( d

d t

)n
(t −a)β+n−α = (β+n −α)(β+n −α−1) . . . (β−α+1)(t −a)β−α. (2.12)

Par substitution de (2.12) dans (2.11), on obtient :

R
a Dα

t (t −a)β = Γ(β+1)(β+n −α)(β+n −α−1) . . . (β−α+1)

Γ(β+1+n −α)
(t −a)β−α (2.13)

= Γ(β+1)(β+n −α)(β+n −α−1) . . . (β−α+1)

(β+n −α)(β+n −α−1) . . . (β−α+1)Γ(β−α+1)

= Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
(t −a)β−α.

Remarque 2.2. i) Pour α= 1, la formule de dérivation (2.13) se réduit à

R
a D1

t (t −a)β = Γ(β+1)

Γ(β)
(t −a)β−1 =β(t −a)β−1 = d

d t
(t −a)β. (2.14)

ii) Si on prend β= 0 dans l’exemple précédent, on arrive au résultat suivant :

R
a Dα

t 1 = (t −a)−α

Γ(1−α)
,
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c’est-à-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas
ni nulle ni constant ! mais on a :

R
a Dα

t C = C

Γ(1−α)
(t −a)−α.

Il est aisé d’établir le résultat suivant :

Lemme 2.1. Soient n −1 <α< n et n = [α]+1, et f une fonction vérifiant

R
a Dα f (t ) = 0,

alors

f (t ) =
n−1∑
j=0

c j
Γ( j +1)

Γ( j +1+α−1)
t j+α−n , ∀c0,c1, . . . ,cn−1 ∈R.

En particulier, si 0 <α< 1, alors

f (t ) = ctα−1, ∀c ∈R.

Démonstration. Soit R
a Dα

t f (t ) = 0, d’après (2.10) on a :

R
a Dα

t f (t ) = Dn I n−α
a f (t ) = 0.

Et par suite :

I n−α
a f (t ) =

n−1∑
j=0

c j t j , (2.15)

Maintenant, l’application de l’opérateur Iαa à l’équation (2.15) donne :

I n
a f (t ) =

n−1∑
j=0

c j Iαt j ,

En utilisant la relation (2.13), on obtient :

I n
a f (t ) =

n−1∑
j=0

c j
Γ( j +1)

Γ( j +α+1)
t j+α, (2.16)

L’application de l’opérateur Dn à l’équation (2.16) donne :

f (t ) =
n−1∑
j=0

c j
Γ( j +1)

Γ( j +α+1)
Dn t j+α,
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Enfin, la dérivation classique et l’utilisation de la formule :

Dn tα = Γ(α+1)

Γ(α−n +1)
tα−n ,

donne :

f (t ) =
n−1∑
j=0

c j
Γ( j +1)

Γ( j +α+1)

Γ( j +α+1)

Γ( j +α−n +1)
t j+α−n .

Finalement on obtient :

f (t ) =
n−1∑
j=0

c j
Γ( j +1)

Γ( j +α−n +1)
t j+α−n .

Ceci complète la preuve du Lemme.

La proposition suivante établie une condition suffisante d’existence de la dérivée frac-
tionnaire.

Proposition 2.2. [Kilbas et al., 2006] Soient α≥ 0 et n = [α]+1. Si f ∈ AC n([a,b]), alors
la dérivée fractionnaire R

a Dα
t f existe presque partout sur [a,b] de plus, elle est representée

sous la forme :

R
a Dα

t f (t ) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k −α+1)
(t −a)k−α+ 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ. (2.17)

2.1.7 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possède les propriétés résu-
mées dans les propositions suivantes :

Proposition 2.3. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Pour n−1 <α≤ n, m−1 <β≤ m,

on a :

1) L’opérateur de Riemann-Liouville est linéaire

R
a Dα(λ f + g )(t ) =λ(R

a Dα f )(t )+ (R
a Dαg )(t ), λ ∈R.

2) En général
R
a Dα(R

a Dβ f (t )) 6=R
a Dβ(R

a Dα f (t )).
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Démonstration. 1) Soit f , g ∈ L1([a,b]), λ ∈R, on a :

R
a Dα(λ f + g )(t ) = Dn I n−α

a (λ f + g )(t )

= λDn I n−α
a ( f + g )(t )

Comme la dérivée ni ème et l’intégrale sont linéaires alors :

R
a Dα(λ f + g )(t ) = λDn I n−α

a f (t )+Dn I n−α
a g (t )

= λ(R
a Dα f )(t )+ (R

a Dαg )(t ).

2) On a :
R
a Dα(R

a Dβ f (t )) =R
a Dα+β f (t )−

m−1∑
k=0

Dβ−k f (0)
t−α−k

Γ(1−α−k)
,

et
R
a Dβ(R

a Dα f (t )) =R
a Dα+β f (t )−

n−1∑
k=0

Dα−k f (0)
t−β−k

Γ(1−β−k)
.

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que siα=
β et Dα−k f (0) = 0, pour tout k = 1,2, . . . ,n et Dβ−k f (0) = 0, pour tout k = 1,2, . . . ,m.

Ce qui complète la preuve

Proposition 2.4. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soientα,β> 0 tels que n−1 <α≤
n, m−1 < b ≤ m tel que n,m ∈N∗.

1) Pour f ∈ L1([a,b]), l’égalité :
R
a Dα

t (Iαa f (t )) = f (t ),

est vraie pour presque tout t ∈ [a,b].

2) Si α>β> 0, alors pour f ∈ L1([a,b]), la relation :

R
a Dβ

t (Iαa f (t )) = Iα−βa f (t ),

est vrai presque partout sur t ∈ [a,b].

En particulier, lorsque β= k ∈N et α> k, alors :

R
a Dk

t (Iαa f (t )) = Iα−k f (t ),
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3) Si β≥α> 0 et la dérivée fractionnaire R
a Dβ−α f existe, alors on a :

R
a Dβ

t (Iαa f (t )) =R
a Dβ−α

t f (t ).

4) Pour α> 0, k ∈N∗. Si les dérivées fractionnaires R
a Dα

t f et R
a Dk+α

t f existent, alors :

R
a Dk

t (R
a Dα

t f (t )) =R
a Dk+α

t f (t ).

Démonstration. 1) En utilisant (2.10) et la Proposition 2.1, on a pour n = [α]+1

R
a Dα(Iαa f (t )) = Dn I n−α

a Iαa f (t ) = f (t ), p.psur [a,b].

2) D’après (2.10) et la Proposition 2.1 on obtient :
Pour α>β> 0, alors n ≥ m, on a :

R
a Dβ

t (Iαa f (t )) = Dn I n−β
a (Iαa f )(t )

= Dn(I n+α−β
a f )(t )

= Dn I n
a (Iα−βa f )(t )

= Iα−βa f (t ).

3) Pour β≥α> 0, on a :

R
a Dβ

t (Iαa f (t )) = Dm I m−β
a (Iαa f )(t )

= Dm I m−(β−α)
a f (t )

= R
a Dβ−α

t f (t ),

existe pour i −1 ≤β−α< i et i ≤ m.

4) On a pour α> 0, k ∈N∗

Dk (R
a Dα

t f (t )) = Dk Dn I n−α
a f (t )

= Dk+n I n−α+k−k
a f (t )

= Dk+n I k+n−(k+α)
a f (t )

= R
a Dk+α

t f (t ).

Ceci complète la preuve.
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Définition 2.3. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche)

∀t > a, R
a D−α

t f (t ) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t −τ)α−1 f (τ)dτ.

Définition 2.4. (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche)

∀t > a, R
a Dα

t f (t ) = 1

Γ(m −α)

( d

d t

)m
∫ t

a
(t −τ)m−α−1 f (τ)dτ.

Les deux définitions précédentes utilisent le passé de f , c’est-à-dire les valeurs de
f (τ)pour a < τ< t .Nous pouvons définir des opérateurs similaires, qui utilisent le futur
de f , c’est-à-dire les valeurs de f (τ)pour t < τ< b.Ondéfinit ensuite les deuxopérateurs
suivants :

Définition 2.5. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite)

∀t < b, R
t D−β

b f (t ) = 1

Γ(β)

∫ b

t
(τ− t )β−1 f (τ)dτ.

Définition 2.6. (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite)

∀t < b, R
t D−β

b f (t ) = 1

Γ(m −β)
(− d

d t
)m

∫ b

t
(τ− t )m−β−1 f (τ)dτ.

Notons bien que f est une fonction telle que R
a Dα

t f (t ) et R
t Dβ

b f (t ) sont définies.

2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Bienque ladérivation fractionnaire au sensdeRiemann-Liouville a jouer un rôle impor-
tantdans ledéveloppementducalcul fractionnaire, plusieurs auteursdontCaputo(1967−1969)
ont rendu compte que cette définition doit être révisé [Caputo, 1967], car les problèmes
appliqués en viscoélasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des condi-
tions initialesphysiquement interprétablespardesdérivées classiques commepar exemple
u(0),u′(0),etc . . . , cequin’est pas le casdans lamodélisationpar l’approchedeRiemann-
Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.
Malgré le fait que les problèmes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales
peuvent être résolus mathématiquement, la solution de ce problème a été proposée
par M. Caputo dans sa définition qu’il a adapté avec F. Mainardi dans la structure de la
théorie de viscoélasticité [Caputo et Mainardi, 1971].
Dans cette partie on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
ainsi que quelques propriétés essentielles.
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Soit [a,b] un intervalle fini de R, et soit Iαa et R
a Dα les opérateurs d’intégration et de dé-

rivation fractionnaires donnés par (2.2) et (2.10) respectivement.

Définition 2.7. [Kilbas et al., 2006] La dérivée fractionnaire de Caputo c
aDα f (t ) d’ordre

α ∈ C (Re(α) ≥ 0), sur l’intervalle [a,b] est définie par l’intermédiaire de la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville par :

c
aDα f (t ) =R

a Dα
(

f (t )−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k

)
(2.18)

où
n = [Re(α)]+1, si α ∉N, et n =α si α ∈N∗. (2.19)

Si α= 0, alors
c
aD0 f (t ) = f (t ).

En particulier, lorsque 0 <Re(α) < 1, la relation (2.18) prend la forme

(c
aDα) f (t ) =R

a Dα([ f (t )− f (a)]).

Donc, si α ∉N et f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires de Caputo
(2.18), et celle de Riemann-Liouville (2.10) existent, alors elles sont liées à l’autre par la
relation

c Dα
a f (t ) =R

a Dα f (t )−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k −α+1)
(t −a)k−α, (n = [Re(α)]+1). (2.20)

En particulier, lorsque 0 <Re(α) < 1, on a

c
aDα f (t ) =R

a Dα f (t )− f (a)

Γ(1−α)
(t −a)−α (2.21)

D’après la relation (2.20), si α ∉ N, alors la dérivée de Caputo (2.18) coïncide avec la
dérivée de Riemann-Liouville (2.10) si la fonction f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a
l’ordre n−1 (n = [α]+1) s’annulent au point a, i.e.

c
aDα f (t ) =R

a Dα f (t ) ⇐⇒ f (a) = f ′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0.

Si α= n ∈N et la dérivée usuelle f (n)(t ) existe, alors c
aDα f (t ) coïncide avec f (n)(t ) i.e

c
aDα f (t ) = f (n)(t ). (2.22)
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Remarque 2.3. Ï principal de l’approche de Caputo est que les conditions initiales de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo des équations différentielles fractionnaires
prennent la même forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier.

Ï La dérivée fractionnaire de Caputo (2.18) est définie pour les fonctions f (t ) pour les
quelles la dérivée de Riemann-Liouville (2.10) existe, en particulier, elle est définie pour
les fonctions f (t ) ∈ AC n[a,b]. On a le théorème suivant :

Théorème 2.2. [Kilbas et al., 2006] Soit Re(α) > 0 et soit n donné par (2.19). Si f ∈
AC n[a,b], alors la dérivée fractionnaire de Caputo c

aDα f (t ) existe presque partout sur
[a,b].

1) Si α ∉N, alors c
aDα f (t ) est donnée par

c
aDα f (t ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1 f (n)(s)d s, (2.23)

= I n−α
a Dn f (t ).

En particulier, lorsque 0 <Re(α) < 1 et f ∈ AC [a,b], alors

c
aDα f (t ) = 1

Γ(1−α)

∫ t

a
(t − s)−α f ′(s)d s, t > 0 (2.24)

= I 1−α
a f ′(t ).

2) Si α= n ∈N, alors c
aDn f (t ) = f (n)(t ).

Démonstration. D’après la définition (2.7) et (2.2), on a

c
aDα f (t ) = R

a Dα
(

f (t )−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k

)
= Dn I n−α

a

(
f (t )−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k

)
.

Posons

F (t ) = I n−α
a

(
f (t )−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k

)
.

D’après (2.2), on a

F (t ) =
∫ t

a

(t − s)n−α−1

Γ(n −α)

(
f (s)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(s −a)k

)
d s.
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Intégrant par parties, on aura

F (t ) =
∫ t

a

(t − s)n−α−1

Γ(n −α)

(
f (s)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(s −a)k

)
d s

= − (t − s)n−α

Γ(n −α+1)

(
f (s)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(s −a)k

)
|s=t
s=a

+ (t − s)n−α

Γ(n −α+1)

∫ t

a
(t − s)n−αD

(
f (s)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(s −a)k

)
d s

= I n−α+1
a D

(
f (t )−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k

)
.

En répétant ce procédé n fois, on trouve

F (t ) = I n−α+n
a Dn

(
f (t )−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k

)
= I n

a I n−α
a Dn

(
f (t )−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k

)
.

Or,
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k !
(t −a)k est un polynôme de degré n −1, par conséquent

F (t ) = I n
a I n−α

a Dn f (t ).

Ainsi,

c
aDα f (t ) = DnF (t )

= Dn I n
a I n−α

a Dn f (t )

= I n−α
a Dn f (t )

= 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1 f (n)(s)d s

Ceci complète la preuve.

Théorème 2.3. [Kilbas et al., 2006] SoientRe(α) > 0, n donné par (2.19) et f ∈C n([a,b]).
Alors la dérivée fractionnaire de Caputo c

aDα f est continue sur [a,b].

1) Si α ∉ N, alors c
aDα f est donnée par (2.23). En particulier, elle prend la forme (2.24)

pour 0 < α < 1.

2) Si α= n ∈N, alors c Dn
a f (t ) = f (n)(t ).
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Exemple 2.1. La dérivée de f (t ) = (t −a)γ, au sens de Caputo.
Soit α un entier et 0 ≤ n −1 <α< n avec γ> n −1, alors :

f (n)(τ) = Γ(γ+1)

Γ(γ−n +1)
(τ−a)γ−n . (2.25)

d’où

c
aDα(t −a)γ = Γ(γ+1)

Γ(n −α)Γ(γ−n +1)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1(τ−a)γ−ndτ.

En efféctuant le changement de variable τ= a + s(t −a), 0 ≤ s ≤ 1, nous arrivons à :

c
aDα(t −a)γ = Γ(γ+1)

Γ(γ−n +1)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1(τ−a)γ−ndτ

= Γ(γ+1)

Γ(γ−n +1)
(t −a)γ−α

∫ t

a
(1− s)n−α−1sγ−nd s

= Γ(γ+1)Γ(n −α)Γ(γ−n +1)

Γ(n −α)Γ(γ−n +1)Γ(γ−α+1)
(t −a)γ−α

= Γ(γ+1)

Γ(γ−α+1)
(t −a)γ−α.

En particulier, la dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle :

c
aDαC = 0, ∀C ∈R. (2.26)

La dérivée fractionnaire de Caputo c Dα
a , comme celle de Riemann-Liouville, représente

l’opération inverse à gauche de l’intégrale fractionnaire Iαa .

Lemme 2.2. [[213, 214]] Soit α> 0, alors l’équation différentielles

c
aDαh(t ) = 0.

admet les solutionsh(t ) = c0+c1t+c2t 2+. . .+cn−1t n−1, ci ∈R, i = 0,1,2, . . . ,n−1, n = [α]+1.

Lemme 2.3. [[213, 214]] Soit α> 0, alors

Iαc
aDαh(t ) = h(t )+ c0 + c1t + c2t 2 + . . .+ cn−1t n−1,

pour ci ∈R, i = 0,1, . . . ,n −1, n = [α]+1.

fDjamila Chergui ©2022ULar bi BenM ′hi di
OumEl−Bouag hi



Chapitre 2. Dérivées et intégrales fractionnaires 48

Ondéfini la dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction f sur un intervalle fini [a,b]
par (2.18), et on a vu dans le théorème 2.2 qu’elle peut être repésentée par (2.22) et (2.23)
à conduit que f ∈ AC n[a,b]. En fait, la formule (2.23) peut être utilisée pour définir la
dérivée fractionnaire de Caputo sur le demi axe R+. En effet, la dérivée fractionniare de
Caputo d’une fonction f ∈ AC n[0,∞) sur le demi axe R+ est donnée par

(c
0Dα+ f )(t ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

0
(t − s)n−α−1 f (n)(s)d s, t > 0.

En particulier, lorsque 0 <α< 1 et f ∈ AC 1[0,∞), alors

(c
0Dα+ f )(t ) = 1

Γ(1−α)

∫ t

0
(t − s)−α f

′
(s)d s, t > 0.

2.2.1 Quelquespropriétésdedérivation fractionnaireausensdeCa-
puto

Les dérivées fractionnaires au sens deCaputo, ont les propriétés résumées dans les pro-
positions suivantes :

Proposition 2.5. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] Soitα ∈C tels que n−1 <Re(α) <
n, n ∈N∗ et soient les deux fonctions f (t ) et g (t ) telles que c Dα f (t ) et c Dαg (t ) existent. La
dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire :

c Dα(λ f + g )(t ) =λ(c Dα f )(t )+ (c Dαg )(t ), λ ∈R.

Démonstration. On a d’après (2.23)

c Dα(λ f + g )(t ) = I n−αDn((λ f + g )(t ))

= λI n−αDn(( f + g )(t )).

Comme la dérivée ni ème et l’intégrale sont linéaires alors :

c Dα(λ f + g )(t ) = λI n−αDn f (t )+ I n−αDn g (t )

= λ(c Dα f )(t )+ (c Dαg )(t )

D’où le résultat.

Proposition 2.6. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] On suppose quen−1 <Re(α) < n,
m,n ∈N∗ et soit la fonction f (t ) telle que c Dα f (t ) existe, alors :

c DαDm f (t ) =c Dα+m f (t ) 6=c Dm c Dα f (t ).
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Exemple 2.2. Soient f (t ) = t−
1
2 et α1 =α2 = 1

2
, on a

D
1
2 t−

1
2 = d

d t

( 1

Γ( 1
2 )

∫ t

a
(t − s)−

1
2 s−

1
2 d s

)
,

soit le changement de variable suivant :

τ= s

t
⇒ dτ= d s

t
,

alors

D
1
2 t−

1
2 = d

d t

( 1

Γ( 1
2 )

∫ 1

0
(t − tτ)−

1
2 (τt )−

1
2 tdτ

)
= d

d t

( 1

Γ( 1
2 )

∫ 1

0
(1−τ)−

1
2τ−

1
2 dτ

)
= d

d t

(B( 1
2 , 1

2 )

Γ( 1
2 )

)
= d

d t

(Γ( 1
2 )Γ( 1

2 )

Γ( 1
2 )Γ(1)

)
= d

d t

p
π

= 0,

ainsi

D
1
2 t−

1
2 = 0, D

1
2 D

1
2 t−

1
2 = 0, D

1
2+ 1

2 t−
1
2 = D1t−

1
2 = −t−

3
2

2
,

finalement

D
1
2 D

1
2 6= D

1
2+ 1

2 .

2.2.2 Relation entre l’approche deRiemann-Liouville et celle de Ca-
puto

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et
celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème2.4. [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006] SoitRe(α) > 0avecn−1 <Re(α) < n
(n ∈ N∗), et soit f une fonction telle que les dérivées fractionnaires c Dα f (t ) et R Dα f (t )
existent alors :
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c Dα f (t ) =R Dα f (t )−
n−1∑
k=0

f k (0)

Γ(k −α+1)
t k−α.

Démonstration. On considère le développement limité en série de Taylor de la fonction
f en t = 0

f (t ) = f (0)+ f ′(0)

1!
t + f ′′(0)

2!
t 2 + . . .+ f (n−1)(0)

(n −1)!
t (n−1) +Rn−1

=
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k +1)
t k +Rn−1,

avec

Rn−1 =
∫ t

0

f (n)(τ)

(n −1)!
(t −τ)n−1dτ.

En utilisant les propriétés d’intégration d’ordre n, on a :

Rn−1 = 1

Γ(n)

∫ t

0
f (n)(τ)(t −τ)n−1dτ= I n f (n)(t ).

En utilisant la linéarité de l’opérateur de Riemann-Liouville et la relation (2.13) on a :

R Dα f (t ) = R Dα
(n−1∑

k=0

f (k)(0)

Γ(k +1)
t k +Rn−1

)
=

n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k +1)
Dα

a t k +R DαRn−1

=
n−1∑
k=0

f (k)(0)Γ(k +1)

Γ(k −α+1)Γ(k +1)
t k−α+DαI n f (n)(t )

=
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k −α+1)
t k−α+ I n−α f (n)(t )

=
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k −α+1)
t k−α+c Dα f (t )

Donc

c Dα f (t ) =R Dα f (t )−
n−1∑
k=0

f (k)(0)

Γ(k −α+1)
t k−α.

D’où le résultat.
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Remarque 2.4. Ï Si f (k)(0) = 0 pour k = 0,1,2, . . . ,n −1, on aura :

c Dα f (t ) = Dα f (t ).

Ï Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire
L’opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo est un inverse à gauche de

l’opérateurd’intégration fractionnairedeRiemann-Liouvillemaispasun inverseàdroite
car :

- Si f est une fonction continue sur [0,T ] on a :

c Dα(Iα f (t )) = f (t ) et Iα(c Dα f (t )) = f (t )−
n−1∑
k=0

f (k)(0)

k !
t k . (2.27)

2.3 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo et celle de Riemann-Liouville

Dans une modélisation mathématique l’utilisation des dérivées fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville mène à des conditions initiales contenant les valeurs limites des
dérivées fractionnaires à la borne inférieure de l’intervalle. Caputo a utilisé une ap-
proche pour éviter ce problème.

Pour 0 ≤ n −1 ≤ α < n, et une fonction f telle que
d n

d xn
f ∈ L1[a,b]; la dérivée fraction-

naire au sens de Caputo d’ordre α ∈ R∗
+ d’une fonction f est donnée par :

c Dα
a f (t ) = I n−α

a
d n

d t n
f (t ) = 1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 d n

d t n
f (τ)dτ,

avec n −1 ≤α≤ n, n ∈N et la relation entre les dérivés de Riemann-Liouville et Caputo
est donnée comme suit : supposons que f est fonction telle que R Dα

a f (t ) et c Dα
a f (t )

existent, alors
R Dα

a f (t ) =c Dα
a f (t )−

k=0∑
n−1

(t −a)k−α

Γ(k −α+1)
f (k)(a).

Les deux dérivées sont égales dans le cas où f (k)(a) = 0 pour k = 0,1, . . . ,n −1.

L’avantage principal de l’approche Caputo et que les conditions initiales des équations
différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent lamême forme comme
pour les équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne infé-
rieur x = a.
Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo et que la dé-
rivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est

c

Γ(1−α)
(x − a)−α.
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Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver à la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo est également l’inverse quand on suit l’autre sens (Riemann-
Liouville), c’est à dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordreα où n−1 ≤α≤ n par
l’approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par l’intégration fractionnaire
d’ordre (n −α) pour la fonction f (x) et puis on dérive le résultat obtenu à l’ordre entier
n, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre où n − 1 ≤ α ≤ n par l’approche
de Caputo on commence par la dérivée d’ordre entier n de la fonction f (x) et puis on
l’intègre d’ordre fractionnaire (n −α).

2.4 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous présentons quelques outils de base et des formules fondamen-
tales de la transformée de Lapalce pour les dérivées fractionnaires selon les approches
de Riemann-Liouville et Caputo.

2.4.1 Outils de base de la transformée de Laplace

Rappelonsquelques résultats fondamentauxde la transforméedeLapalce (voir [1], [106]).
La fonction F (s) de la variable complexe s définie par :

F (s) =L{ f (t ); s} =
∫ ∞

0
e−st f (t )d t , s ∈C, (2.28)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f (t ) où t ∈R+.

La transformée inverse de Lapalce est donnée par :

f (t ) =L−1{ f (s); t } =
∫ c+i∞

c−i∞
e st F (s)d s, c =Re(s) > c0, (2.29)

c0 réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l’intégrale de Lapalce
(2.28).
La transformée de Lapalce de la convolution

f (t )∗ g (t ) =
∫ t

0
f (t −τ)g (τ)dτ=

∫ t

0
f (τ)g (t −τ)dτ, (2.30)

de deux fonctions f (t ) et g (t ) qui sont nulles pour t < 0, est égale au produit de leurs
transformées de Lapalce

L{ f (t )∗ g (t ); s} = F (s).G(s),

sous l’hypothèse que F (s) etG(s) existent.
La transformée de Lapalce de la dérivée d’ordre entier de la fonction f (t ) est donnée
par :
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L{ f (n)(t ); s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1 f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

sk f (n−k−1)(0), (2.31)

ce qui peut être obtenu à partir de la définition (2.28) par une intégration par parties
avec sous l’hypothèse que les intégrales correspondantes existent.

2.4.2 TransforméedeLapalcede ladérivée fractionnairedeRiemann-
Liouville

On commence par la transformée de Lapalce de l’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ C
(R(α) > 0) de Riemann-Liouville définie par (2.2), laquelle peut être comme une convo-
lution des deux fonctions g (t ) = tα−1 et f (t ) comme suit (voir [106]) :

(Iα0+ f )(t ) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s)d s = 1

Γ(α)
tα−1 ∗ f (t ),

telle que la transformée de Laplace de la fonction tα−1 est donnée par :

G(s) =L{tα−1; s} = Γ(α)s−α.

Onobtient la formulede la transforméedeLapalcede l’intégrale fractionnairedeRiemann-
Liouville suivante :

L{(Iα0+ f )(t ); s} = s−αF (s), (2.32)

où F (s) dénote la transfomée de Laplace de f (t ).

La formulede la transforméedeLapalcede ladérivée fractionnaire au sensdeRiemann-
Liouville d’ordreα≥ 0 est donnée par :

L{(Dα
0+ f )(t ); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk [(Dα−k−1
0+ f )(t )]t=0, (n −1 ≤α< n). (2.33)

2.4.3 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

Pour établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo ([106]), écrivons la dérivée au sens de Caputo sous la forme :

(c Dα
0+ f )(t ) = (I n−α

0+ g )(t ), g (t ) = f (n)(t ), n −1 <α≤ n.

Utilisons la formule (2.32) de la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville on obtient :
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L{(Iα0+ f )(t ); s} = s−(n−α)F (s), (2.34)

où selon la formule suivante :

L{ f (n)(t ); s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1 f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

sk f (n−k−1)(0). (2.35)

En substituant (2.35) dans (2.34), on obtient la formule de la transformée de Laplace de
la dérivée fractionnaire au sens de Caputo suivante :

L{(c Dα
0+ f )(t ); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1 f (k)(0), (n −1 <α≤ n). (2.36)

2.5 Transformée Inverse de Laplace

Méthode analytique
Il n’existepasdeméthodeanalytiquegénéralepermettantdecalculeru(x, t ) si onconnait
U (x, s).Cependant, onconnait l’expressionexacteu(x, t )pour certaines fonctionsU (x, s).
L’inversionde la transforméedeLaplace s’effctuepar lebiais d’une intégraledans leplan
complexe, la formule de BromwichMellin est donnée par :

u(x, t ) =L(U (x, s)) = 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
e stU (x, s)d s,

Avecγ choisi de sorteque l’intégrale soit convergente.C’est-à-direγdoit être supérieur à
la partie réelle de tout singularité deU (x, s) et qu’à l’infini ( γ est réelle positiveRe(s) =
γ), U (x, s) −→ 0 au moins rapidement que

1

|s|2 . En pratique la formule de Bromwich

Mellin est peu utilisée, et on calcule les inverses des transformes de Laplace à partir des
tables de transformes de Laplace.

Méthode numérique (l’algorithme de Stehfest)
Pour les cas de figure pour lesquels on ne peut pas trouver une solution analytique, on
peut employer la méthode numérique suivante : La méthode de Stehfest, aussi connu
sous lenomd’algorithmedeStehfest, est uneméthodequipermetdecalculer les valeurs
de u(x, t ). Elle a été publiée par Harald Stehfest en 1970. La transformée inverse de la
fonctionU (x, s) peut se calculer par :

u(x, t ) ' ln2

t

2m∑
n=1

BnU
(
x,

x ln2

t

)
, (2.37)

avec
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Bn = (−1)n+m
min(n,m)∑
k=[ n+1

2 ]

km(2k)!

(m −k)!k !(k −1)!(n −k)!(2k −n)!
(2.38)

oùm est un nombre entier positif impair et [q] désigne la partie entière du nombre réel
q.

Pour m = 10 , les 10 premiers Bn sont donnés par :

B1 = 1

12
,B2 = −385

12
,B3 = 1279,B4 = −46871

3
,B5 = 505465

6
,B6 = −473915

2
,

B7 = 1127735

3
,B8 = −1020215

3
,B9 = 328125

2
,B10 = −65625

2
.

2.6 Formule de quadrature de Gauss

La formule de quadrature de Gauss est une approximation numérique d’une intégrale
donnée comme suit : ∫ b

a
f (y)d y = b −a

2

i=1∑
n
ωi f (yi )+Rn ,

où

ωi = 2

(1−x2
i )(p ′

n(xi ))2
, yi = b −a

2
xi + b +a

2
,

Rn = (b −a)2n+1(n!)4

(2n +1)((2n)!)3
f (2n)(ξ),

xi étant le ieme i ème zéro du polynôme de Legendre pn(x).

2.7 Laméthode de perturbation d’homotopie (HPM)

De nombreux modèles mathématiques de systèmes physiques conduisent à des équa-
tions fonctionnelles dans différents domaines des sciences physiques et de l’ingénie-
rie. Ces équations ne sont pas en général facile à résoudre analytiquement. Il existe ce-
pendant des méthodes pour obtenir des solutions approchées de ce type d’équations.
L’une d’entre elles est celle de perturbation d’homotopie établie par Ji-Huan He [98] en
1998, développée et amĺiorée par lui même. Il l’a appliquée à des problèmes aux limites
d’équations des ondes non linéaires, ainsi qu’à de nombreux autres sujets [95],[96], [97]
et [99]. Laméthode de perturbation d’homotopie peut être considérée comme unemé-
thode universelle capable de résoudre différents types d’équations fonctionnelles non
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linéaires. Cetteméthode a été appliquée entre autre à des équations de Schrodinger non
linéaires [62], à des systèmes d’équations intégrales de Volterra de seconde espèce et à
beaucoup d’autres équations (voir : [79], [95],[97], [99]).
La solution numérique selon laméthodeHPM est de considérée une série de fonctions
qui converge rapidement vers la solution exacte (quand elle existe). Cetteméthode per-
met de transformer la résolution d’un problème difficile en un problème simple à ré-
soudre. La méthode de perturbation d’homotopie (HPM) est basée sur l’hypothèse de
l’existence d’un petit paramètre p ∈ [0,1], affublé à l’équation étudiée.

2.7.1 Description de la méthode
Pour illustrer le concept debasede cetteméthode, nous considérons l’équations l’équa-
tion différentielle non-linéaire suivante :

A(u)− f (r ) = 0, r ∈Ω, (2.39)

avec les conditions aux limites

B(u,
∂u

∂η
) = 0, r ∈ Γ, (2.40)

où A est un opérateur différentielle générale, B est un opérateur définissant les condi-
tions aux limites, f (r ) est une fonction analytique comme, u est la fonction inconnue
et Γ la frontière du domaine Ω.
D’une façon générale, l’opérateur A peut être décomposé en deux opérateurs L et N , où
L est un opérateur linéaire et N est un opérateur non-linéaire. Donc l’équation (2.39)
peut être réecrite comme suit :

L(u)+N (u)− f (r ) = 0.

On construit une homotopie v(r, p) :Ω× [0,1] −→R, qui satisfait :

H(v, p) = (1−p)[L(v)−L(u0)]+p[A(v)− f (r )] = 0, (2.41)

où
H(v, p) = L(v)−L(u0)+pL(u0)+p[N (v)− f (r )] = 0, (2.42)

où r ∈ Ω, p ∈ [0,1] est le paramètre d’homotopie et u0 est une approximation initiale
de l’équation (2.39) qui satisfait les conditions aux limites (2.40). D’aprés les équations
(2.41) et (2.42), nous avons :

H(v,0) = L(v)−L(u0) = 0, H(v,1) = A(v)− f (r ) = 0.

Le changement de p de zéro à l’unité transforme u0(r ) en u(r ). En topologie avec cette
dernière propriété, la fonction v(r, p) est appelée homotopie. Selon la méthode HPM,
nous pouvons utiliser le paramètre p comme un petit paramètre et supposons que les
solutions des équations (2.41) et (2.42) peuvent être écrites comme une série de puis-
sance de p :
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v = v0 +pv1 +p2v2 + . . . =
∞∑

i=0
p i vi . (2.43)

Pour p = 1, la solution approximative de l’équation (2.43) devient

u = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + . . . =
∞∑

i=0
vi . (2.44)

2.7.2 Analyse de convergence
Dans cette paragraphe, on étudie la convergence de la méthode HPM [ [62]], [ [33]].
On peut réecrire la relation (2.40) comme suit :

L(v)−L(u0) = p[ f (r )−L(u0)−N (v)]. (2.45)

En remplaçons (2.43) dans (2.45), on obtient :

L
( ∞∑

i=0
p i vi

)−L(u0) = p[ f (r )−L(u0)−N (
∞∑

i=0
p i vi )]. (2.46)

Ainsi
∞∑

i=0
L(vi )−L(u0) = p[ f (r )−L(u0)−N (

∞∑
i=0

p i vi )]. (2.47)

Selon le développment de Maclaurin de N (
∞∑

i=0
p i vi ) par rapport à p, nous avons :

N (
∞∑

i=0
p i vi ) =

∞∑
i=n=0

( 1

n!

∂n

∂pn
N

( ∞∑
i=0

p i vi )
)

p=0
p i . (2.48)

D’aprés [85], on a

( ∂n

∂pn
N

( ∞∑
i=0

p i vi
))

p=0
=

( ∂n

∂pn
N

( n∑
i=0

p i vi
))

p=0
.

Alors

N
( ∞∑

i=0
p i vi

)= ∞∑
n=0

( 1

n!

∂n

∂pn
N

( n∑
i=0

p i vi )
)

p=0
p i

Posons :
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Hn(v0, v1, . . . , vn) = 1

n!

∂n

∂pn

[
N

( n∑
i=0

p i vi )
]

p=0
, n = 0,1,2, . . . , (2.49)

où Hn sont appelés polynômes de He [85]. Alors

N
( ∞∑

i=0
p i vi

)
=

∞∑
i=0

Hi p i . (2.50)

En remplaçons (2.50) dans (2.47), on obtient :

∞∑
i=0

L(vi )−L(u0) = p
[

f (r )−L(u0)−
∞∑

i=0
Hi p i

]
. (2.51)

En identifiant les termes avec ceux de mêmes puissance de p, on trouve :

p0 : L(v0)−L(u0) = 0,

p1 : L(v1) = f (r )−L(u0)−H0,

p2 : L(v2) =−H1,

p3 : L(v3) =−H2,
...

pn+1 : L(vn+1) =−Hn ,

(2.52)

Donc, on conclut que

p0 : v0 = u0,

p1 : v1 = L−1( f (r ))−u0 −L−1(H0),

p2 : v2 =−L−1(H1),

p3 : v3 = L−1(H2),

pn+1 : vn+1 =−L−1(Hn),

(2.53)

Théorème 2.5. [33] La solution de l’équation (2.39) obtenue par la méthode de pertur-
bation d’hommotopie est équivalente à la détermination de Sn donnée par :

Sn = v1 + v2 + . . .+ vn , S0 = 0, (2.54)

en utilisant le schéma itératif

Sn+1 =−L−1Nn(Sn + v0)−u0 +L−1( f (r )), (2.55)

où
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Nn

( n∑
i=0

vi

)
=

n∑
i=0

Hi , n = 0,1,2, . . . (2.56)

Démonstration. Pour n = 0, d’aprés (2.55), on a :

S1 =−L−1N0(S0 + v0)−u0 +L−1( f (r )) =−L−1(H0)−u0 +L−1( f (r )).

Alors
v1 =−L−1(H0)−u0 +L−1( f (r )).

Pour

S2 = −L−1N1(S1 + v0)−u0 +L−1( f (r ))

= −L−1(H1 +H0)−u0 +L−1( f (r ))

= −L−1(H1)+ v1.

Selon S2 = v1 + v2, on obtient :
v2 =−L−1(H1).

La démonstration de ce théorème se fera par induction. Supposons que :

vk+1 =−L−1(Hk ), pour k = 1,2, . . . ,n −1,

donc :

Sn+1 = −L−1Nn(Sn + v0)−u0 +L−1( f (r ))

= −L−1
( n∑

i=0
Hi

)
−u0 +L−1( f (r ))

= −
n∑

i=0
L−1(Hi )−u0 +L−1( f (r ))

= v1 + v2 + . . .+ vn −L−1(Hn).

Puis, à partir de (2.54), on peut trouver

vn+1 =−L−1(Hn).

Ce résultat est identique à celui de (2.52) obtenu par la méthode deHPM.

Théorème 2.6. Soit B un espace de Banach.

1)
∞∑

i=0
vi converge vers S ∈ B , si
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∃(0 ≤λ< 1) tel que (∀n ∈N=⇒‖vn‖ ≤λ‖vn−1‖). (2.57)

2) S =
∞∑

i=1
vi vérifie

S =−L−1N (S + v0)−u0 +L−1( f (r )). (2.58)

Démonstration. 1) on a :

‖Sn+1 −Sn‖ = ‖vn+1‖ ≤λ‖vn‖ ≤ (λ)2‖vn−1‖ ≤ . . . ≤λn+1‖v0‖.

Pour n,m ∈N,n ≥ m, nous avons :

‖Sn −Sm‖ = ‖(Sn −Sn−1)+ (Sn−1 −Sn−2)+ . . .+ (Sm+1 −Sm)‖
≤ ‖(Sn −Sn−1)‖+‖(Sn−1 −Sn−2)‖+ . . .+‖(Sm+1 −Sm)‖
≤ λn‖v0‖+λn−1‖v0‖+ . . .+λm+1‖v0‖
≤ (λn +λn−1 + . . .+λm+1)‖v0‖
≤ (λm+1 + . . .+λn + . . .)‖v0‖
≤ λm+1

(
1+λ+ . . .+λn + . . .

)
‖v0‖

≤ λm+1

1−λ ‖v0‖.

Ainsi
lim

n,m−→∞‖Sn −Sm‖ = 0.

(Sn)n≥0 est suite de cauchy dans l’espace de Banach et elle est convergente, c’est-à-dire :

∃S ∈ B , avec : lim
n−→∞Sn =

∞∑
n=1

vn = S.

2) D’aprés (2.55), on a :

lim
n−→∞Sn+1 = −L−1 lim

n−→∞Nn(Sn + v0)−u0 +L−1( f (r ))

= −L−1 lim
n−→∞Nn(

n∑
i=0

vi )−u0 +L−1( f (r ))

S = −L−1 lim
n−→∞

n∑
i=0

Hi −u0 +L−1( f (r ))

= −L−1
∞∑

i=0
Hi −u0 +L−1( f (r )).
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Par (2.56) et (2.50), pour p = 1, il vient

∞∑
i=0

Hi = N (
∞∑

i=0
vi )

Ainsi

S = −L−1N (
∞∑

i=0
vi )−u0 +L−1( f (r ))

= −L−1N (S + v0)−u0 +L−1( f (r )).

Lemme 2.4. L’équation (2.58) est équivalent à :

L(u)+N (u)− f (r ) = 0. (2.59)

Démonstration. On écrit l’équation (2.58) comme suit :

S +u0 =−L−1N (S + v0)+L−1( f (r )).

En appliquant l’opérateur L à l’équation précédente, on obtient :

L(S +u0) =−N (S + v0)+ f (r ),

comme u0 = v0,

L(S + v0) =−N (S + v0)+ f (r ).

Soit u = S + v0 =
∞∑

i=0
vi , l’équation (2.59) devient l’équation d’origine. La solution de

l’équation (2.58) est la même que celle de la solution de A(u)− f (r ) = 0.

Définition 2.8. Pour tout i ∈N, on définit :

λi =
{‖vi+1‖

‖vi‖
, ‖vi‖ 6= 00, ‖vi‖ = 0.

Dans le Théorème 2.6
∞∑

i=0
vi converge vers la solution exacte, lorsque 0 ≤λi < 1.

Si vi et v ′
i sont obtenus par deux différentes homotopies et λi < λ′

i pour chaque i ∈N,

le taux de convergence de
∞∑

i=0
vi est supérieure à

∞∑
i=0

v ′
i .
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Exemple 2.3. On considère l’équation différentielle non-liéaire suivante :{
u′+u2 = 0, t ≥ 0, t ∈Ω,

u(0) = 1.
(2.60)

Selon la méthode HPM, on peut construire l’homotopie suivante : u :Ω× [0,1] ←→R

(1−p)(v ′−u′
0)+p(v ′+ v2) = 0, p ∈ [0,1], t ∈Ω, (2.61)

avec u0 = 1.

Les solutions de l’équation (2.60), peuvent être écrites sous forme de série :

v = v0 +pv1 +p2v2 + . . . (2.62)

En remplaçons (2.62) dans (2.61) et en identifiant les termes avec ceux demêmes puis-
sances de p, on obtient : 

p0 : v ′
0 = u′

0

p1 : v ′
1 =−u0 − v ′2

0 , v1(0) = 0,

p2 : v ′
2 =−2v0v1, v2(0) = 0,

Par conséquent, les premiers termes de la solution sont données par :
p0 : v0 = 1

p1 : v1 =−t ,

p2 : v2 = t 2,

Donc la solution de l’équation (2.60) est :

u = lim
p−→1

v = v0 + v1 + v2 + . . . = 1− t + t 2 − . . .

=
∞∑

n=0
(−t )n = 1

1+ t
.

Exemple 2.4. On considère l’équation de Riccati suivante :{
u′ = 2u −u2 +1, t ≥ 0, t ∈Ω,

u(0) = 1.
(2.63)

On cherche la solution avec la méthode HPM, nous pouvons construire l’homotopie
suivante :u :Ω× [0,1] ←→ R

(1−p)(v ′−u′
0)+p(v ′−2v + v2 −1) = 0, p ∈ [0,1], t ∈Ω. (2.64)
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Les solutions de l’équation (2.64), peuvent être écrites sous forme de série :

v = v0 +pv1 +p2v2 + . . .

En identifiant les termes avec ceux de mêmes puissances de p, on obtient

p0 : v ′
0 = u′

0,

p1 : v ′
1 +u′

0 +u2
0 −1 = 0,

p2 : v ′
2 +2v0v1 = 0,

p3 : v ′
3 + v ′

1 +2v0v1 = 0,

p4 : v ′
4 + v ′

1 +2v0v3 +2v1v2 = 0,

Par conséquent, les premiers termes de la solution sont donnés par :

p0 : v0 = t

p1 : v1 = 1

4
(−1+e t −2t +2t 2),

p2 : v2 = 1

4
(t 2 − t 2e t +2t 3),

En prenant p = 1, la solution approximative de l’équation (2.64) est donnée par :

u = v0 + v1 + v2 + . . .

ce que veut dire que

u = t + 1

4
(−1+e t −2t +2t 2)+ 1

4
(t 2 − t 2e t +2t 3)+ . . .

D’autre part, aprés l’utilisationdudéveloppement deTaylor de e t auvoisinage de zéro,
la solution de l’équation (2.64) est donnée par

u = t + t 2 + 1

3
t 3 − 1

3
t 4 − 7

15
t 5 − 7

45
t 6 + 53

315
t 7 + 71

315
t 8 + . . .

= 1+p
2tanh

(p
2t + 1

2
log

(p2−1p
2+1

))
.

2.7.3 LaméthodeHPMcombinée avec la transformationdeLaplace
Dans les exemples suivant nous exposons la méthode de perturbation d’homotopie
(HPM) combinée avec la transformation de Lapalce (LT).

fDjamila Chergui ©2022ULar bi BenM ′hi di
OumEl−Bouag hi



Chapitre 2. Dérivées et intégrales fractionnaires 64

Exemple 2.5. On considère l’équation de Riccati suivante :
du

d t
= 2u −u2 +1, t ∈Ω (Ω= [0,+∞[), (2.65)

u(0) = 0, (2.66)

la solution exacte de (2.65)-(2.66) est donnée par :

u(t ) = 1+p
2tanh

(p
2t + 1

2
log

(p2−1p
2+1

))
,

d’autre part, le développement de taylor de u au voisinage de 0 est

u(t ) = t + t 2 + 1

3
t 3 − 1

3
t 4 − 7

15
t 5 − 7

45
t 6 + 53

315
t 7 + 71

315
t 8 + . . .

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM). Appliquant l’opérateur
L à l’équation (2.65) on obtient :

sU (s)−u(0) =L
(
2u(t )−u2(t )+1

)
,

d’où

U (s)− 1

s
u(0) = 1

s
L

(
2u(t )−u2(t )+1

)
, (2.67)

en appliquant l’inverse de l’opérateurL à l’équation (2.67) on obtient :

u(t ) =L−1
{1

s

(
2u(t )−u2(t )+1

)}+u(0). (2.68)

Nous pouvons construire l’homotopie suivante :
v(t , p) :Ω× [0,1] −→R,

v(t )−u(0) = pL−1
(1

s
L(2v(t )− v2(t )+1)

)
, (2.69)

supposons que la solution de (2.69) soit écrite comme la série suivante

v(t ) =
∞∑

i=0
p i vi (t ), (2.70)

en remplaçant (2.70) dans (2.69), on obtient :
∞∑

i=0
p i vi (t )−u(0) = pL−1

(1

s
L

(
2

∞∑
i=0

p i vi (t )− ( ∞∑
i=0

p i vi (t )
)2 +1

))
.

En identifiant les termes avec ceux de mêmes puissance de p, on trouve
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p0 : v0(t ) = u(0) = 0,

p1 : v1(t ) =L−1
(
s−1L

(
2v0 − v2

0 +1
))= t ,

p2 : v2(t ) =L−1(s−1L
(
2v1 −2v0v1

))= t 2,

p3 : v3(t ) =L−1(s−1L
(
2v2 −2v0v2 − v2

1

))= 1

3
t 3,

p4 : v4(t ) =L−1(s−1L
(
2v3 −2v0v3 −2v1v2

))=−1

3
t 4,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p i : vi (t ) =L−1
(
s−1L

(
2vi−1 −

i−1∑
j=0

v j vi− j−1

))
.

lorsque p −→ 1, (2.70) devient la solution approximative de l’équation (2.65), c-à-d,

u(t ) = lim
p−→1

v = v0 + v1 + v2 + v3 + v4 + v5 + v6 + v7 + v8 + . . .

u(t ) = t + t 2 + 1

3
t 3 − 1

3
t 4 − 7

15
t 5 − 7

45
t 6 + 53

315
t 7 + 71

315
t 8 + . . .

Exemple 2.6. Dans le réctangle Ω = (0, l )× (0,T ) on considère l’équation différentielle
partielle non linéaire suivante :

∂u

∂t
+u

∂u

∂x
= ∂2u

∂x2
, (x, t ) ∈Ω, (2.71)

avec la condition initiale
u(x,0) = x. (2.72)

La solution exacte de (2.71)-(2.72) est donnée par :

u(x, t ) = x

1+ t
,

le développement de Taylor par rapport à t de la fonction u au voisinage de 0 est

u(x, t ) = x
(
1− t + t 2 − t 3 + t 4 − t 5 + t 6 − t 7 + t 8 + . . .

)
.

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM), en appliquant l’opéra-
teur L à l’équation (2.71) on obtient :

sU (x, s)−u(x,0) =L
(∂2u

∂x2
−u

∂u

∂x

)
,
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d’où

U (x, s)− 1

s
u(x,0) = 1

s
L

(∂2u

∂x2
−u

∂u

∂x

)
. (2.73)

Appliquons l’opérateurL−1 à l’équation (2.73) on obtient :

u(x, t ) =L−1
(1

s
L

(∂2u

∂x2
−u

∂u

∂x

)
+u(x,0),

nous pouvons construire l’homotopie suivante :

v(x, t , p) :Ω× [0,1] −→R,

v(x, t )−u(x,0) = pL−1
(1

s
L

(∂2u

∂x2
−u

∂u

∂x

)
, (2.74)

supposons que la solution de (2.74) soit écrite comme la série suivante

v(t ) =
∞∑

i=0
p i vi (t ), (2.75)

en remplaçant (2.75) dans (2.74), on obtient

∞∑
i=0

p i vi (x, t )−u(x,0) = pL−1
(1

s
L

( ∞∑
i=0

p i ∂
2vi

∂x2
−

∞∑
i=0

p i vi

∞∑
i=0

p i ∂vi

∂x

))
. (2.76)

En identifiant les termes avec ceux de mêmes puissance de p, on trouve :

p0 : v0(x, t ) = u(x, t ) = x,

p1 : v1(x, t ) =L−1
(
s−1L

(∂2v0

∂x2
− v0

∂v0

∂x

))
=−t x,

p2 : v2(x, t ) =L−1
(
s−1L

(∂2v1

∂x2
− v0

∂v1

∂x
− v1

∂v0

∂x

))
= t 2x,

p3 : v3(x, t ) =L−1
(
s−1L

(∂2v2

∂x2
− v1

∂v1

∂x
− v0

∂v2

∂x
− v2

∂v0

∂x

))
=−t 3x,

p4 : v4(x, t ) =L−1
(
s−1L

(∂2v3

∂x2
− v0

∂v3

∂x
− v1

∂v2

∂x
− v2

∂v1

∂x
− v3

∂v0

∂x

))
= t 4x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p i : vi (x, t ) =L−1
(
s−1L

(∂2vi−1

∂x2
−

i−1∑
j=0

∂vi− j−1

∂x

))
.
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lorsque p −→ 1, (2.75) devient la solution approximative de l’équation (2.71), c-à-d

u(t ) = lim
p−→1

v = v0 + v1 + v2 + v3 + v4 + v5 + . . .

u(t ) = x
(
1− t + t 2 − t 3 + t 4 − t 5 + t 6 + . . .

)
.
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Chapitre 3 �

Existence et Unicité des Solutions pour les Equations
Différentielles Fractionnaires Non Linèaires avec des
Conditions aux Limites Intégrales de type Non Séparé

3.1 Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergée comme un domaine
intéressant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie a de nombreuses
applicationsdans ladescriptiondenombreuxévènementsdans lemonde réel. Par exemple,
les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans l’ingénierie, la
physique, la chimie, la biologie, ...etc [87, 100, 152].
Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équa-
tions différentielles ordinaires. Elles peuvent décrire de nombreux phénomènes dans
divers domaines de la science et de l’ingénierie, tels que le contrôle, les milieux poreux
et l’électrochimie. Il a été prouvé que dans de nombreux cas, ces modèles fournissent
des résultats plus appropriés que les modèles analogues avec des dérivées. En consé-
quence, l’étude des équations différentielles fractionnaires gagne beaucoup d’impor-
tance et d’attention. Pour plus de détails, on peut voir les références [49, 50, 129, 149,
194, 195].
Le principe du point fixe a beaucoup d’applications. Il intervient dans la résolution de
plusieurs équations différentielles non linéaires en particulier, dans l’étude de l’exis-
tence et de l’unicité voir par exemple [181, 237, 240].
Ahmad et Ntouyas [44] ont étudié l’existence de solutions à un problème aux limites
fractionnaire avec des conditions aux limites séparées fractionnaires données par :

c Dq x(t ) = f (t , x(t )), t ∈ [0,T ], 1 ≤ q ≤ 2,

α1x(0)+β1(c Dp x(0)) = γ1,

α2x(1)+β2(c Dp x(1)) = γ2, 0 < p < 1.

Où c Dq désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre q, f est une fonction conti-
nue sur [0,T ]×R et αi ,βi ,γi , (i = 1,2) sont des constantes réelles, avec αi 6= 0.
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Deplus, Xiaoyou Liu et Zhenhai Liu [235] ont étudié l’existence et l’unicité des solutions
du problème aux limites fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites frac-
tionnaires séparées données par :

c Dαx(t ) = f (t , x(t ),c Dβx(t )), t ∈ [0,T ], 1 ≤α≤ 2, 0 <β≤ 1

a1x(0)+b1(c Dγx(0)) = c1,

a2x(T )+b2(c Dγx(T )) = c2, 0 < γ< 1.

Où c Dα désigne ladérivée fractionnaired’ordreα, f estune fonctioncontinue sur [0,T ]×
R×R et ai ,bi ,ci , (i = 1,2) sont des constantes, avec a1 6= 0 et T > 0.

Bashir Ahmad, Juan J, Nieto et Ahmed Alsaedi [43] ont étudié l’existence et l’unicité des
solutions à une nouvelle classe de problèmes d’équations différentielles fractionnaires
non linéaires avec des conditions aux limites intégrales de type non séparé, nous consi-
dérons le problème suivant :

c Dq x(t ) = f (t , x(t )), t ∈ [0,T ], T > 0, 1 < q ≤ 2,

x(0)−λ1x(T ) =µ1

∫ T

0
g (s, x(s))d s,

x ′(0)−λ2x ′(T ) =µ2

∫ T

0
h(s, x(s))d s.

Où c Dq désigne la dérivée fractionnaire de Caputo de d’ordre q, et f , g ,h : [0,T ]×R→R
sont des fonctions données et λ1,λ2,µ1,µ2 ∈R avec λ1 6= 1,λ2 6= 1.

L’objectif de ce chapitre est d’étudie de l’existence et de l’unicité des solutions pour
unenouvelle classe de problèmes de valeurs limites d’équations différentielles fraction-
naires non linèaires dépendant de conditions aux limites intégrales de type non séparé,
citée dans Dj. Chergui, T-E. oussaeif, A. Merad [AIMSMathematics, 4(1) : 112-133][69].

3.2 Position du problème

Dans l’intervalle [0,T ], T <∞, nous discutons l’existence et l’unicité des solutions pour
unenouvelle classe de problèmes de valeurs limites d’équations différentielles fraction-
naires non linèaires dépendant de conditions aux limites intégrales de type non séparé,
nous considérons le problème suivant :

c Dq x(t ) = f (t , x(t ),c Dr x(t )), t ∈ [0,T ], T > 0, 1 < q ≤ 2, 0 < r ≤ 1

x(0)−λ1x(T ) =µ1

∫ T

0
g (s, x(s))d s,

x ′(0)−λ2x ′(T ) =µ2

∫ T

0
h(s, x(s))d s.

(3.1)
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Où c Dq désigne la dérivé fractionnaire deCaputod’ordre q, et f ∈C ([0,T ]×R×R,R), g ,h :
[0,T ]×R→R sont des fonctions continues données et λ1,λ2,µ1,µ2 ∈R avec λ1 6= 1,λ2 6=
1.

3.3 Résultats d’existence et d’unicité

Soit I = [0,T ] et C (I ,R) l’espace de toutes les fonctions réelles continues définies sur I .
Définissos l’espace X = {x(t ) : x(t ) ∈ C (I ,R) et c Dr x ∈ C (I ,R)}, (0 < r ≤ 1) muni de
la norme : ‖x‖ = c1 max

t∈I
|x(t )| + c2 max

t∈I
|c Dr x(t )|, c1,c2 ∈ R+

∗ , nous sachans que (X ,‖.‖)

est un espace de Banach.
Nous présentons maintenant la fonction de Green pour le problème aux limites pour
une équation différentielle fractionnaire.

Lemme 3.1. Pour un y ∈ C ([0,T ],R), la solution unique du problème aux limites frac-
tionnaire non séparé :

c Dq x(t ) = y(t ), t ∈ [0,T ], T > 0, 1 < q ≤ 2,

x(0)−λ1x(T ) =µ1

∫ T

0
g (s, x(s))d s,

x ′(0)−λ2x ′(T ) =µ2

∫ T

0
h(s, x(s))d s,

(3.2)

est donné par :

x(t ) =
∫ T

0
G(t , s) f (s, x(s),c Dr x(s))d s + µ2[λ1T + (1−λ1)t ]

(λ2 −1)(λ1 −1)

∫ T

0
h(s, x(s))d s

− µ1

λ1 −1

∫ T

0
g (s, x(s))d s,

où G(t , s) est la fonction de Green donnée par

G(t , s) =



(t − s)q−1

Γ(q)
− λ1(t − s)q−1

(λ1 −1)Γ(q)
+ λ2[λ1T + (1−λ1)t ](t − s)q−1

(λ2 −1)(λ1 −1)Γ(q −1)
s ≤ t ,

−λ1(t − s)q−1

(λ1 −1)Γ(q)
+ λ2[λ1T + (1−λ1)t ](t − s)q−1

(λ2 −1)(λ1 −1)Γ(q −1)
t ≤ s,

(3.3)

Démonstration. Nous omettons la preuve car elle utilise les arguments standard par
exemple, voir [41].

Dans cette section, nous avons donnée quelques résultats d’existence pour le problème
(3.1). En vertu de Lemme 3.1, nous définissons un opèrateur F : X −→ X
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(F x)(t ) =
∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s (3.4)

−ξ1λ1

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s

+ξ2λ2[λ1(T − t )+ t ]
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q −1)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s

+ξ2µ2[λ1(T − t )+ t ]
∫ T

0
h(s, x(s))d s −µ1ξ1

∫ T

0
g (s, x(s))d s, t ∈ [0,T ],

ξ1 = 1

λ1 −1
, ξ2 = 1

(λ2 −1)(λ1 −1)
.

Il est clair que le problème (3.1) a des solutions, si et seulement si l’équation de l’opéra-
teur F x = x a des points fixes. Pour tout x ∈ X , soit

(N x)(t ) = f (t , x(t ),c Dr x(t )), t ∈ [0,T ].

Puisque la fonction f est continue, alors

(c Dr F x)(t ) = (I q−r N x)(t )− kt 1−r

Γ(2− r )
. (3.5)

Où

k = λ2

(λ2 −1)Γ(q −1)

∫ T

0
(T − s)q−2 f (s, x(s),c Dr x(s))d s + µ2

(λ2 −1)

∫ T

0
h(s, x(s))d s.

Nous posons F x = F1x +F2x, où

(F1x)(t ) =
∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s,

(F2x)(t ) = −ξ1λ1

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s

+ξ2λ2[λ1(T − t )+ t ]
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q −1)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s

+ξ2µ2[λ1(T − t )+ t ]
∫ T

0
h(s, x(s))d s −µ1ξ1

∫ T

0
g (s, x(s))d s.
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Observezque le problème (3.1) a une solution si l’opérateur (3.4) a despoints fixes, notre
premier résultat est basé sur le théorème de point fixe de Banach (voir [192]).

Théorème 3.1. Nous supposons :

(A1) les fonctions g ,h ∈C ([0,T ]×R,R), il existe L1,L2 > 0 et 0 < L < 1, tel que :

|g (t , x)− g (t , y)| ≤ L1|x − y |, |h(t , x)−h(t , y)| ≤ L2|x − y |, ∀t∈ [0,T ], x, y ∈R,

(A2) f ∈C ([0,T ]×R×R,R) et il existe des constantes

0 < c2 < Γ(2− r )[Lc1 − c1|ξ2µ2||1+λ1|T 2L2 − c1|µ1ξ1|T L1]

T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2
,

L > |ξ2µ2||1+λ1|T 2L2 +|µ1ξ1|T L1

et
θ1,θ2 ≥ 0,

avec

θ1 ≤
M ′

1

N ′
1

, θ2 ≤
M ′

2

N ′
2

,

tel que :

| f (t , x1, y1)− f (t , x2, y2)| ≤ θ1|x1 −x2|+θ2|y1 − y2|, pour t ∈ [0,T ], x1, x2, y1, y2 ∈R.

où :

M ′
1 = Γ(q +1)Γ(2− r )Γ(q − r +1)

{
Γ(2− r )[Lc1 − c1|ξ2µ2||1+λ1|T 2L2

−c1|µ1ξ1|T L1]−T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2c2
}
,

N ′
1 = Γ(2− r )2Γ(q − r +1)c1T q +Γ(2− r )2Γ(q − r +1)c1|ξ1λ1|T q

+Γ(2− r )2Γ(q − r +1)c1|ξ2λ2||1+λ1|T q q +Γ(2− r )2Γ(q +1)T q−r c2

+Γ(2− r )Γ(q − r +1)T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|c2q

et
M ′

2 = Lc2Γ(q +1)Γ(2− r )Γ(q − r +1),
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N ′
2 = Γ(2− r )Γ(q − r +1)T q c1 +Γ(2− r )Γ(q − r +1)|ξ1λ1|T q c1

+Γ(2− r )Γ(q − r +1)|ξ2λ2||1+λ1|T q c1q

+Γ(q +1)Γ(2− r )T q−r c2 +Γ(q − r +1)T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|c2q.

Alors le problème aux limites (3.1) admet une solution unique.

Démonstration. Soient sup
t∈I

| f (t ,0,0)| = M , sup
t∈I

|g (t ,0)| = M1, sup
t∈I

|h(t ,0)| = M2,

BR = {x ∈ X , ‖x‖ ≤ R}, où R ≥ γ

1−L
avec :

γ = MT q c1

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T q Mc1

Γ(q +1)
+ |ξ2λ2||1+λ1|T q Mc1

Γ(q)
+|ξ2µ2||1+λ1|T 2M2c1

+|µ1ξ1|T M1c1 + T q−r Mc2

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|Mc2

Γ(2− r )Γ(q)

+T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|M2c2

Γ(2− r )
.

Maintenant, nous montrons que F (BR ) ⊂ BR , où F : X −→ X est défini par (3.4) pour
x ∈ BR , nous avons :

|(F x)(t )| ≤
( T qθ1

Γ(q +1)
+|ξ1λ1| T qθ1

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ1

Γ(q)

+|ξ2µ2||1+λ1|T 2L2 +|µ1ξ1|T L1

)
|x|

≤
( T qθ2

Γ(q +1)
+|ξ1λ1| T qθ2

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ2

Γ(q)

)
|c Dr x|

+ T q M

Γ(q +1)
+|ξ1λ1| T q M

Γ(q +1)
+ | ξ2λ2||1+λ1|T

q M

Γ(q)

+|ξ2µ2||1+λ1|T 2M2 +|µ1ξ1|T M1.

Demême, nous avons :
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|(c Dr f x)(t )| ≤ 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1(θ1|x|+θ2|c Dr x|+M

)
d s

+ T 1−r

Γ(2− r )

|λ2|
|λ2 −1|Γ(q −1)

∫ T

0
(T − s)q−2(θ1|x|+θ2|c Dr x|+M

)
d s

+ T 1−r

Γ(2− r )

|µ2|
|λ2 −1|

∫ T

0

(
L2|x|+M2

)
d s

≤
( T q−rθ1

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ1

Γ(2− r )Γ(q)
+ T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2

Γ(2− r )

)
|x|

+
( T q−rθ2

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ2

Γ(2− r )Γ(q)

)
|c Dr x|

+ T q−r M

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|M

Γ(2− r )Γ(q)
+ T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|M2

Γ(2− r )
.

À partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :
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‖F x‖ ≤ c1

(( T qθ1

Γ(q +1)
+|ξ1λ1| T qθ1

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ1

Γ(q)

+|ξ2µ2||1+λ1|T 2L2 +|µ1ξ1|T L1

)
|x|

+
( T qθ2

Γ(q +1)
+|ξ1λ1| T qθ2

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ2

Γ(q)

)
|c Dr x|

+ T q M

Γ(q +1)
+|ξ1λ1| T q M

Γ(q +1)
+ | ξ2λ2||1+λ1|T

q M

Γ(q)

+|ξ2µ2||1+λ1|T 2M2 +|µ1ξ1|T M1

)
+c2

(( T q−rθ1

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ1

Γ(2− r )Γ(q)
+ T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2

Γ(2− r )

)
|x|

+
( T q−rθ2

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ2

Γ(2− r )Γ(q)

)
|c Dr x|

+ T q−r M

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|M

Γ(2− r )Γ(q)
+ T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|M2

Γ(2− r )

)
≤

( c1T qθ1

Γ(q +1)
+ c1|ξ1λ1|T qθ1

Γ(q +1)
+ c1|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ1

Γ(q)
+ c1|ξ2µ2||1+λ1|T 2L2

+c1|µ1ξ1|T L1 + T q−rθ1c2

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ1c2

Γ(2− r )Γ(q)

+T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2c2

Γ(2− r )

)
|x|

+
( T qθ2c1

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T qθ2c1

Γ(q +1)
+ |ξ2λ2||1+λ1|T qθ2c1

Γ(q)
+ T q−rθ2c2

Γ(q − r +1)

+T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ2c2

Γ(2− r )Γ(q)

)
|c Dr x|+ MT q c1

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T q Mc1

Γ(q +1)

+|ξ2λ2||1+λ1|T q Mc1

Γ(q)
+|ξ2µ2||1+λ1|T 2M2c1 +|ξ1µ1|T M1c1

+ T q−r Mc2

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|Mc2

Γ(2− r )Γ(q)
+ T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|M2c2

Γ(2− r )

≤ L(c1|x|+ c2|c Dr x|)+γ
≤ LR +γ
≤ R.

Maintenant, pour tout x, y ∈ X et pour chaque t ∈ [0,T ], nous obtenons :

∣∣(F1x)(t )− (F1 y)(t )
∣∣ ≤ T q

Γ(q +1)

(
θ1|x − y |+θ2|c Dr x −c Dr y |

)
,
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|(F2x)(t )− (F2 y)(t )| ≤
( T q−rθ1

Γ(q − r −1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ1

Γ(2− r )Γ(q)

+T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2

Γ(2− r )

)
|x − y |

+
( T q−rθ2

Γ(q − r −1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ2

Γ(2− r )Γ(q)

)
|c Dr x −c Dr y |.

On obtient :

|(F x)(t )− (F y)(t )| ≤
( T qθ1

Γ(q +1)
+|ξ1λ1| T qθ1

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ1

Γ(q)

+|ξ2µ2||1+λ1|T 2L2 +|µ1ξ1|T L1

)
|x − y |

+
( T qθ2

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T qθ2

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ2

Γ(q)

)
|c Dr x −c Dr y |.

Demême, nous avons :

|(c Dr F x)(t )− (c Dr F y)(t )| = |(I q−r N x)(t )

− t 1−r

Γ(2− r )

λ2

(λ2 −1)Γ(q −1)

∫ T

0
(T − s)q−2N (x)(s)d s

− t 1−r

Γ(2− r )

µ2

(λ2 −1)

∫ T

0
h(s, x(s))d s − (I q−r N y)(t )

+ t 1−r

Γ(2− r )

λ2

(λ2 −1)Γ(q −1)

∫ T

0
(T − s)q−2N (y)(s)d s

+ t 1−r

Γ(2− r )

µ2

(λ2 −1)

∫ T

0
h(s, y(s))d s|

≤
( T q−rθ1

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ1

Γ(2− r )Γ(q)

+T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2

Γ(2− r )

)
|x − y |

+
( T q−rθ2

Γ(q − r +1)
+ T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ2

Γ(2− r )Γ(q)

)
|c Dr x −c Dr y |.

De ces inégalités, on obtient :

fDjamila Chergui ©2022ULar bi BenM ′hi di
OumEl−Bouag hi



Chapitre 3. Existence et Unicité des Solutions pour les Equations Différentielles
Fractionnaires Non Linèaires avec des Conditions aux Limites Intégrales de type
Non Séparé 77

‖(F x)(t )− (F y)(t )‖ ≤
( T qθ1c1

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T qθ1c1

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ1c1

Γ(q)

+|ξ2µ2||1+λ1|T 2L2c1 +|µ1ξ1|T L1c1 + T q−rθ1c2

Γ(q − r +1)

+T q−r |λ2ξ2||λ1 −1|θ1c2

Γ(2− r )Γ(q)
+ T 2−r |µ2ξ2||λ1 −1|L2c2

Γ(2− r )

)
|x − y |

+
( T qθ2c1

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T qθ2c1

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1|T

qθ2c1

Γ(q)

+ T q−rθ2c2

Γ(q − r +1)
+T q−r |λ2ξ2| |λ1 −1|θ2c2

Γ(2− r )Γ(q)

)
|c Dr x −c Dr y |

≤ L
(
c1|x − y |+ c2|c Dr x −c Dr x|)

≤ L‖x − y‖.

Cequi implique que F est contraction. Aumoyenduprincipe de contractiondeBanach,
F admet un point fixe unique, solution unique du problème aux limites (3.1).

Exemple 3.1. Considérons le problème aux limites suivant :

c D
3
2 x(t ) = 1

(t +4)2
tan−1(x)+ |c D

3
4 x(t )|

(t +3)2(1+|c D
3
4 x(t )|)

, t ∈ [0,1]

x(0)+ 1

2
x(1) = 1

3

∫ 1

0

3|x|
4+|x|d x,

x ′(0)+ 1

3
x ′(1) = 3

2

∫ 1

0

2|x|
3+|x|d x.

(3.6)

Ici,
q = 3

2
,r = 3

4
,λ1 = −1

2
,λ2 = −1

3
,µ1 = 1

3
,µ2 = 3

2
,c1 = 1

2
,c2 = 1

3
,ξ1 = −2

3
,

ξ2 = 1

2
,T = 1 and | f (t , x1, y1)− f (t , x2, y2)| ≤ 1

16
|x1 −x2|+ 1

9
|y1 − y2|,

| g (t , x)− g (t , y) |≤ 3

4
|x − y |, | h(t , x)−h(t , y) |≤ 2

3
|x − y |,θ1 = 1

16
,θ2 = 1

9
,

L1 = 3

4
,L2 = 2

3
.

de plus :
θ1 ≤ 0.14971, θ2 ≤ 0.54173, 1 > L > 0,6666.
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Ainsi, selon le théorème 3.1, le problème aux limites (3.6) a une solution unique sur [0,1].

Maintenant, nous énonçons un résultat connu dû à Schauder qui est nécessaire pour
prouver l’existence au moins d’une solution de (3.1).

Théorème 3.2. Soit f : [0,T ]×R×R→ R, et g ,h : [0,T ]×R→ R des fonctions continues.
Suppose que :

| f (t , x, y) |≤ m1(t )+d1|x|ρ1 +d ′
1|y |ρ

′
1 ,

| g (t , x) |≤ m2(t )+d2|x|ρ2 , | h(t , x) |≤ m3(t )+d3|x|ρ3 ,

pour chaque t ∈ [0,T ] et x, y ∈R avecm1 ∈ L∞(
[0,T ],R+)

,m2,m3 ∈ L1([0,T ],R+)
et di ,d ′

1 ≥
0,0 ≤ ρi ,ρ′

1 < 1, i = 1,2,3. Alors le problème (3.1) admet aumoins une solution sur [0,T ].

Démonstration. Le théorème du point fixe de Schauder est utilisé pour prouver que F
défini par Eq. (3.4) admet au moins un point fixe. La preuve sera donnée en plusieurs
étapes.

Etape 1 : F (BR ) ⊂ BR

Onnote ‖m1‖ = sup
t∈[0,T ]

| m1(t ) |, soitBR = {x ∈ X , ‖x‖ ≤ R} etR > 0 est unnombrepositif.

Il est clair que BR est un sous-ensemble fermé, borné et convexe de l’espace de Banach
X . Pour tout x ∈ BR , nous avons :

|(F1x)(t )| ≤ ‖m1‖T q

Γ(q +1)
+ (d1r ρ1 +d ′

1r ρ
′
1 )T q

Γ(q +1)
,

|(F2x)(t )| ≤
(
|ξ1λ1| T q

Γ(q +1)
+|ξ2λ2||1+λ1| T q

Γ(q)

)
‖m1‖+|ξ2µ2||1+λ1|T ‖m3‖

+|ξ1µ1|‖m2‖+
(
|ξ1λ1| T q

Γ(q +1)
+|ξ2µ2||1+λ1| T q

Γ(q)

)
(d1r ρ1 +d ′

1r ρ
′
1 )

+|ξ1µ1|T d2r ρ2 +|ξ2µ2||1+λ1|T 2d3r ρ3 .

Nous avons donc :

|(F x)(t )| ≤
( T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T q

Γ(q +1)
+ ξ2λ2||1+λ1|T q

Γ(q)

)
‖m1‖

+|ξ1µ1|‖m2‖+|ξ2µ2||1+λ1|T ‖m3‖
+

( T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T q

Γ(q +1)
+ |ξ2λ2||1+λ1|T q

Γ(q)

)
(d1r ρ1 +d ′

1r ′ρ1 )

+|ξ1µ1|T d2r ρ2 + ∣∣ξ2µ2
∣∣ |1+λ1|T 2d3r ρ3 .
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Puis de (3.4), nous avons :

∣∣(c Dr F x)(t )
∣∣ ≤ T q−r ‖m1‖

Γ(q − r +1)
+ T q−r

Γ(q − r +1)
(d1r ρ1 +d ′

1r ′ρ′1 )+|k| T 1−r

Γ(2− r )
,

où

|k| ≤ |λ2ξ2||λ1 −1|T q−1

Γ(q)
‖m1‖+|µ2ξ2||λ2 −1|‖m3‖

+|ξ2λ2||λ1 −1|T q−1

Γ(q)
(d1r ρ1 +d ′

1r ρ
′
1 )+|ξ2µ2||λ2 −1|T d3|r |ρ3 .

Nous avons, donc :

∣∣(c Dr F x)(t )
∣∣ ≤ ( T q−r

Γ(q − r +1)
+ |λ2ξ2||λ1 −1|T q−r

Γ(2− r )Γ(q)

)‖m1‖

+|µ2ξ2||λ1 −1|T 1−r

Γ(2− r )
‖m3‖

+( T q−r

Γ(q − r +1)
+ |λ2ξ2||λ1 −1|T q−r

Γ(q)Γ(2− r )

)
(d1r ρ1 +d ′

1r ρ
′
1 )

+ T 2−r

Γ(2− r )
|µ2ξ2||λ1 −1|d3r ρ3 .

A travers les inégalités ci-dessus, on obtient :

‖(F x)(t )‖ ≤
( c1T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|c1T q

Γ(q +1)
+ ξ2λ2||1+λ1|c1T q

Γ(q)

)
‖m1‖

+c1|ξ1µ1|‖m2‖+c1|ξ2µ2||1+λ1|T ‖m3‖
+

( c1T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|c1T q

Γ(q +1)
+ |ξ2λ2||1+λ1|c1T q

Γ(q)

)
(d1r ρ1 +d ′

1r ′ρ1 )

+c1|ξ1µ1|T d2r ρ2 + c1
∣∣ξ2µ2

∣∣ |1+λ1|T 2d3r ρ3

+
( c2T q−r

Γ(q − r +1)
+ |λ2ξ2||λ1 −1|c2T q−r

Γ(2− r )Γ(q)

)
‖m1‖

+|µ2ξ2||λ1 −1|c2T 1−r

Γ(2− r )
‖m3‖

+
( c2T q−r

Γ(q − r +1)
+ |λ2ξ2||λ1 −1|c2T q−r

Γ(q)Γ(2− r )

)
(d1r ρ1 +d ′

1r ρ
′
1 )

+ c2T 2−r

Γ(2− r )
|µ2ξ2||λ1 −1|d3r ρ3 .
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Notons :

L =
( c1T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|c1T q

Γ(q +1)
+ ξ2λ2||1+λ1|c1T q

Γ(q)

)
‖m1‖

+c1|ξ2µ2||1+λ1|T ‖m3‖+c1|ξ1µ1|‖m2‖
+

( c2T q−r

Γ(q − r +1)
+ |λ2ξ2||λ1 −1|c2T q−r

Γ(2− r )Γ(q)

)
‖m1‖

+|µ2ξ2||λ1 −1|c2T 1−r

Γ(2− r )
‖m3‖,

M1 =
( c1T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|c1T q

Γ(q +1)
+ |ξ2λ2||1+λ1|c1T q

Γ(q)
+ c2T q−r

Γ(q − r +1)

+|λ2ξ2||λ1 −1|c2T q−r

Γ(q)Γ(2− r )

)
M2 = c1|ξ1µ1|T,

et
M3 = c1|ξ2µ2||1+λ1|T 2 + c2|µ2ξ2||λ1 −1| T 2−r

Γ(2− r )
.

Soit maintenant R un nombre positif tel que :

R ≥ max

(
5L, (5M1d1)

1
1−ρ1 , (5M1d ′

1)
1

1−ρ′1 , (5M2d2)
1

1−ρ2 , (5M3d3)
1

1−ρ3

)
.

Ensuite, il est évident que pour tout x ∈ BR ,

‖F x‖ ≤ L+M1(d1r ρ1 +d ′
1r ρ

′
1 )+M2d2r ρ2 +M3d3r ρ3 ≤ R

5
+ R

5
+ R

5
+ R

5
+ R

5
= R.

Cela implique que F : BR → BR .

Etape 2 : F est continue.
Supposons : {xn}∞n=1 sous-ensemble X et xn(t ) converge vers x(t ) uniformément sur
[0,T ] quand n → ∞; c’est-à-dire, lim

n→∞‖xn − x‖ = 0.

Nous avons donc :

lim
n→∞‖xn −x‖∞ = 0 and lim

n→∞‖c Dr xn −c Dr x‖∞ = 0,

ce qui implique que :
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lim
n→∞xn(t ) = x(t ) et lim

n→∞
c Dr xn(t ) =c Dr x(t ), t ∈ [0,T ],

par conséquent :
lim

n→∞ f (t , xn(t ),c Dr xn(t )) = f (t , x(t ),c Dr x(t ))

et
lim

n→∞g (t , xn(t )) = g (t , x(t )), lim
n→∞h(t , xn(t )) = h(t , x(t )), t ∈ [0,T ],

qui donne :

|(F xn)(t )− (F x)(t )| ≤
∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
| f (s, xn ,c Dr xn)− f (s, x,c Dr x)|d s

+|ξ1λ1|
∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
| f (s, xn ,c Dr xn)− f (s, x,c Dr x)|d s

+|ξ2λ2||1+λ1|T
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q −1)
| f (s, xn ,c Dr xn)− f (s, x,c Dr x)|d s

+|ξ2µ2||1+λ2|T
∫ T

0
|h(s, xn)−h(s, x)|d s

+|µ1ξ1|
∫ T

0
|g (s, xn)− g (s, x)|d s

et

|(c Dr F xn)(t )− (c Dr F x)(t )| ≤
∫ t

0

(t − s)q−r−1

Γ(q − r )

(∣∣∣ f (s, xn ,c Dr xn)− f (s, x,c Dr x)
∣∣∣)d s

+ T 1−r

Γ(2− r )
|ξ2λ2| |λ1 −1|

∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q −1)

×(| f (s, xn ,c Dr xn)− f (s, x,c Dr x)|)d s

+ T 1−r

Γ(2− r )

∣∣ξ2µ2
∣∣ |λ1 −1|

∫ T

0
|h(s, xn)−h(s, x)|d s.

Finalement, nous avons :

‖(F xn)(t )− (F x)(t )‖ = c1‖(F xn)(t )− (F x)(t )‖∞+ c2‖(c Dr F xn)(t )− (c Dr F x)(t )‖∞ −→
n→∞ 0,

ce qui signifie que F est continue.

Etape 3 : F (BR ) est équicontinu avec BR est définit dans Etape 2.
Puisque f est continue, on peut supposer que :

∣∣ f (t , x(t ),c Dr x(t ))
∣∣ ≤ N1 et |h(t , x(t ))| ≤

N2 pour tout x ∈ BR et t ∈ [0,T ].
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Maintenant pour, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T. Alors nous avons :

|(F1x)(t2)− (F1x)(t1)| = |
∫ t2

0

(t2 − s)q−1

Γ(q)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s

−
∫ t1

0

(t1 − s)q−1

Γ(q)
f (s, x(s),c Dr x(s))d s|

≤
∫ t1

0

|(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1|
Γ(q)

∣∣ f (s, x(s),c Dr x(s))
∣∣d s

+
∫ t2

t1

(t2 − s)q−1

Γ(q)
| f (s, x(s),c Dr x(s))|d s

≤ |t q
2 − (t2 − t1)q − t q

1 |
Γ(q +1)

N1 + (t2 − t1)q

Γ(q +1)
N1

≤ 2N1(t2 − t1)q

Γ(q +1)
+ N1|t q

2 − t q
1 |

Γ(q +1)
,

|(F2x)(t2)− (F2x)(t1)| ≤
(
|ξ2λ2||1−λ1|T

q−1

Γ(q)
N1 +|ξ2µ2||1−λ2|T N2

)
|t2 − t1|.

Nous avons donc :

|(F x)(t2)− (F x)(t1)| ≤ 2N1(t2 − t1)q

Γ(q +1)
+ N1|t q

2 − t q
1 |

Γ(q +1)
+

(
|ξ2λ2||1−λ1|T

q−1

Γ(q)
N1

+|ξ2µ2||1−λ2|T N2

)
|t2 − t1|,

nous obtenons que :
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∣∣∣(c Dr F x)(t2)− (c Dr F x)(t1)
∣∣∣ =

∣∣∣ 1

Γ(q − r )

∫ t1

0

(
(t2 − s)q−r−1

−(t1 − s)q−r−1) f (s, x(s),c Dr x(s))d s

+ 1

Γ(q − r )

∫ t2

t1

(t2 − s)q−r−1 f (s, x(s),c Dr x(s))d s

−
( λ2

(λ2 −1)Γ(q −1)

∫ T

0
(T − s)q−2 f (s, x(s),c Dr x(s))d s

+ µ2

(λ2 −1)

∫ T

0
h(s, x(s))d s

) (t 1−r
2 − t 1−r

1 )

Γ(2− r )

∣∣∣
≤ N1|t q−r

2 − t q−r
1 |

Γ(q − r +1)
+ 2N1(t2 − t1)q−r

Γ(q − r +1)

+
(
|λ2ξ2||λ1 −1|T

q−1

Γ(q)
N1

+|µ1ξ2||λ1 −1|T N2

) |t 1−r
2 − t 1−r

1 |
Γ(2− r )

.

Nous avons donc (car q > 1, q − r > 0 et 1− r ≥ 0) :

‖(F x)(t2)− (F x)(t1)‖ −→ 0 quand t2 −→ t1

et la limite est indépendante de x ∈ BR . En conséquence de l’étape 1, 2 et 3 et d’aprés le
théorème d’Ascoli-Arzelà, cela signifie que F (BR ) est relativement compact dans X . Du
théorème 1.2 le problème (3.1) admet au moins une solution et la preuve est terminée.

Exemple 3.2. Considérons le problème aux limites suivant :

c D
5
3 x(t ) = (4t 2 −9t )e−x3(t ) + 1

4
|x(t )| 1

2 + 1

2

(
|c D

3
4 x(t )|

1+cos2 x(t )

)1

3
, t ∈ [0,1]

x(0)+ 1

2
x(1) = 1

5

∫ 1

0
[(s −1)e−x2(s) + 1

3
|x(s)| 1

2 ]d s,

x ′(0)+ 1

5
x ′(1) = 1

3

∫ 1

0
[(s3 −2s)e−x2(s) + 1

9
|x(s)| 1

2 ]d s.

(3.7)
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Dans ce cas, nous avons :

f (t , x, y) = (4t 2 −9t )e−x3 + 1

4
|x| 1

2 + 1

2

( |y |
1+cos2 x

)1

3

et q = 5

3
, r = 3

4
, T = 1, λ1 = −1

2
, λ2 = −1

5
, µ1 = 1

5
, µ2 = 1

3

g (t , x) = (t −1)e−x2 + 1

3
|x(s)| 1

2 , h(t , x) = (t 3 −2t )e−x2 + 1

9
|x| 1

2 ,

puisque,

| f (t , x, y)| ≤ |4t 2 −9t |+ 1

4
|x| 1

2 + 1

2
|y | 1

3 ,

|g (t , x)| ≤ |t −1|+ 1

3
|x| 1

2 , |h(t , x)| ≤ |t 3 −2t |+ 1

9
|x| 1

2 .

Soient :

d1 = 1

4
, d2 = 1

2
, ρ1 = 1

2
, ρ2 = 1

3
,d3 = 1

3
, d4 = 1

9
, ρ3 = ρ4 = 1

2

et

m(t ) = |4t 2 −9t | ∈ L∞(0,1), m1(t ) = |t −1| ∈ L1(0,1), m2(t ) = |t 3 −2t | ∈ L1(0,1)

Maintenant, il est facile de vérifier que toutes les conditionsdu théorème3.2 sont remplies.
Par conséquent, le problème aux limites fractionnaire (3.7) a au moins une solution sur
[0,1].

Maintenant, nousprouvons l’existencede la solutionde (3.1) en appliquant l’alternative
du théorème à points fixes de Leray-Schauder.

Théorème 3.3. Soit f : [0,T ]×R2 −→R est une fonction continue et que :
(H1) Il existe des fonctions positives ai (t ),bi (t ),di (t ) ∈C ([0,T ],R) tel que :∣∣ f (t , x, y)

∣∣≤ a1(t )+a2(t )|x|+a3(t )|y |,∣∣g (t , x)
∣∣≤ b1(t )+b2(t )|x|, |h(t , x)| ≤ d1(t )+d2(t )|x|, ∀t ∈ [0,T ].

(H2) Supposons que A et ρ des constantes positives telles que, 0 < A <∞ et 0 < ρ < 1.

Alors le problème (3.1) admet au moins une solution.
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Démonstration. C’est trivialement que F : X −→ X .

Nous avons montré dans le théorème 3.2 que F est continue.

Premièrement, Soit B un sous-ensemble uniformément borné de X et soit R > 0 tel que
‖x‖ ≤ R pour tout x ∈ B . Nous prouvons que F : B → B . Pour tout x ∈ B , nous avons :

|(F x)(t )| ≤
{∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
d s +|ξ1λ1|

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
d s

+|ξ2λ2||1+λ1|T
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q −1)
d s

}∣∣ f (s, x(s),c Dr x(s))
∣∣

+|ξ2µ2||1+λ1|T
∫ T

0
|h(s, x(s))|d s +|µ1ξ1|

∫ T

0

∣∣g (s, x(s))
∣∣d s

≤
{ T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1|T q

Γ(q +1)
+ |ξ1λ1||1+λ1|T q

Γ(q)

}
M1 +|ξ2µ2||1+λ1|T M2 +|µ1ξ1|M3.

Nous avons donc :

∣∣(c Dr F x)(t )
∣∣ ≤

{ 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1d s

+ T 1−r

Γ(2− r )
|ξ2λ2||λ1 −1|

∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q −1)
d s

}∣∣ f (s, x(s),c Dr x(s))
∣∣

+|ξ2µ2||λ1 −1|
∫ T

0
|h(s, x(s))|d s

≤
{ T q−r

Γ(q − r +1)
+ |ξ2λ2||λ1 −1|T q−r

Γ(q)

}
M1 + |µ2ξ2||λ1 −1|T 1−r

Γ(2− r )
M2.

Finalement, nous avons :

|(F x)(t )| ≤
{ c1T q

Γ(q +1)
+ c1|ξ1λ1|T q

Γ(q +1)
+ c1|ξ1λ1||1+λ1|T q

Γ(q)
+ c2T q−r

Γ(q − r +1)

+c2|ξ2λ2||λ1 −1|T q−r

Γ(q)

}
M1 +

{
c1|ξ2µ2||1+λ1|T + c2|µ2ξ2||λ1 −1|T 1−r

Γ(2− r )

}
M2

+c1|µ1ξ1|M3

≤ K1M1 +K2M2 +K3M3.

Où :
M1 = max

(s,z1,z2)∈[0,T ]×R2

∣∣ f (s, z1, z2)
∣∣ , M2 = max

(s,z1)∈[0,T ]×R

∫ T

0
|h(s, z1)| ,
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M3 = max
(s,z1)∈[0,T ]×R

∫ T

0

∣∣g (s, z1)
∣∣

.

K1 = c1T q

Γ(q +1)
+ c1|ξ1λ1|T q

Γ(q +1)
+ c1|ξ1λ1||1+λ1|T q

Γ(q)
+ c2T q−r

Γ(q − r +1)
+ c2|ξ2λ2||λ1 −1|T q−r

Γ(q)

K2 = c1|ξ2µ2||1+λ1|T + c2|µ2ξ2||λ1 −1|T 1−r

Γ(2− r )
, K3 = c1|µ1ξ1|.

Par conséquent, Fu est uniformément borné.

Deuxièmement, nous prouvons la compacité de l’opérateur F, nous définissons
| f (t , x(t ),c Dr x(t ))| ≤ N1, |h(t , x(t ))| ≤ N2. Pour tout t1, t2 ∈ [0,T ] sont tels que :
t1 ≤ t2, nous avons :

|(F x)(t2)− (F x)(t1)| ≤ 2(t2 − t1)q +|t q
2 − t q

1 |
Γ(q +1)

N1

+
(
|ξ2λ2||λ1 −1|T

q−1

Γ(q)
N1 +|ξ2µ2||λ1 −1|T N2

)
|t2 − t1|.

Nous avons donc :

∣∣(c Dr F x)(t2)− (c Dr F x)(t1)
∣∣ ≤ 2|t2 − t1|q−r + (t q−r

2 − t q−r
1 )

Γ(q − r +1)
N1

+
(
|ξ2λ2||λ1 −1|T

q−1

Γ(q)
N1

+|ξ2µ2||λ1 −1|T N2

)∣∣t 1−r
2 − t 1−r

1

∣∣
Γ(2− r )

.

Par conséquent :

‖(F x)(t2)− (F x)(t1)‖ ≤ 2c1(t2 − t1)q + c1|t q
2 − t q

1 |
Γ(q +1)

N1

+
(
|ξ2λ2||λ1 −1|T

q−1

Γ(q)
c1N1 +|ξ2µ2||λ1 −1|T c1N2

)
|t2 − t1|

+2c2|t2 − t1|q−r + c2(t q−r
2 − t q−r

1 )

Γ(q − r +1)
N1 +

(
|ξ2λ2||λ1 −1|T

q−1

Γ(q)
c2N1

+|ξ2µ2||λ1 −1|T c2N2

)∣∣t 1−r
2 − t 1−r

1

∣∣
Γ(2− r )

−→t2→t1 0
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et la limite est indépendante de x ∈ B . L’opérateur F est donc équicontinu. D’après le
théorème d’Ascoli-Arzelà, l’opérateur F est complètement contine.

Troisièmement, le résultat découlera de l’alternative non linèaire de Leray-Schauder
une fois que nous aurons prouvé la délimitation de l’ensemble des solutions des équa-
tions x =λF x pour λ ∈ (0,1).

SoitU = {x ∈ X : ‖x‖ < R} où R = A

1−ρ . Alors

|(F x)(t )| ≤
∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
a1(s)d s +|ξ1λ1|

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
a1(s)d s

+|ξ2λ2[λ1(T − t )+T ]|
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q)
a1(s)d s

+|ξ2µ2[λ2(T − t )+T ]|
∫ T

0
d1(s)d s +|µ1ξ1|

∫ T

0
b1(s)d s

+
{∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
a2(s)d s +|ξ1λ1|

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
a2(s)d s

+|ξ2λ2[λ1(T − t )+T ]|
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q)
a2(s)d s

+|ξ2µ2[λ2(T − t )+T ]|
∫ T

0
d2(s)|x|d s +|µ1ξ1|

∫ T

0
b2(s)d s

}
|x|

+
{∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
a3(s)|c Dr x|d s +|ξ1λ1|

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
a3(s)d s

+|ξ2λ2[λ1(T − t )+T ]|
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q)
a3(s)d s

}
|c Dr x|

≤ A1 + A2|x|+ A3|c Dr x|.
où

A1 =
∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
a1(s)d s +|ξ1λ1|

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
a1(s)d s

+|ξ2λ2[λ1(T − t )+T ]|
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q)
a1(s)d s

+|ξ2µ2[λ2(T − t )+T ]|
∫ T

0
d1(s)d s +|µ1ξ1|

∫ T

0
b1(s)d s

fDjamila Chergui ©2022ULar bi BenM ′hi di
OumEl−Bouag hi



Chapitre 3. Existence et Unicité des Solutions pour les Equations Différentielles
Fractionnaires Non Linèaires avec des Conditions aux Limites Intégrales de type
Non Séparé 88

A2 =
∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
a2(s)d s +|ξ1λ1|

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
a2(s)d s

+ | ξ2λ2[λ1(T − t )+T ]|
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q)
a2(s)d s

+ | ξ2µ2[λ2(T − t )+T ]|
∫ T

0
d2(s)|x|d s +|µ1ξ1|

∫ T

0
b2(s)d s

A3 =
∫ t

0

(t − s)q−1

Γ(q)
a3(s)|c Dr x|d s +|ξ1λ1|

∫ T

0

(T − s)q−1

Γ(q)
a3(s)d s

+ | ξ2λ2[λ1(T − t )+T ]|
∫ T

0

(T − s)q−2

Γ(q)
a3(s)d s

Selon la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec 0 < r ≤ 1,

|c Dr (F x)(t )| ≤ 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1a1(s)d s

+ T 1−r |λ2|
Γ(2− r )Γ(q −1)|λ2 −1|

∫ T

0
(T − s)q−2a1(s)d s

+ T 1−r |µ2|
Γ(2− r )|λ2 −1|

∫ T

0
d1(s)d s

+
{ 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1a2(s)d s

+ T 1−r |λ2|
Γ(2− r )Γ(q −1)|λ2 −1|

∫ T

0
(T − s)q−2a2(s)d s

+ T 1−r |µ2|
Γ(2− r )|λ2 −1|

∫ T

0
d2(s)d s

}
|x|

+
{ 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1a3(s)d s

+ T 1−r |λ2|
Γ(2− r )Γ(q −1)|λ2 −1|

∫ T

0
(T − s)q−2a3(s)d s

}
|c Dr x|

≤ A′
1 + A′

2|x|+ A′
3|c Dr x|.
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Où

A′
1 = 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1a1(s)d s

+ T 1−r |λ2|
Γ(2− r )Γ(q −1)|λ2 −1|

∫ T

0
(T − s)q−2a1(s)d s

+ T 1−r |µ2|
Γ(2− r )|λ2 −1|

∫ T

0
d1(s)d s

A′
2 = 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1a2(s)d s

+ T 1−r |λ2|
Γ(2− r )Γ(q −1)|λ2 −1|

∫ T

0
(T − s)q−2a2(s)d s

+ T 1−r |µ2|
Γ(2− r )|λ2 −1|

∫ T

0
d2(s)d s

et

A′
3 = 1

Γ(q − r )

∫ t

0
(t − s)q−r−1a3(s)d s

+ T 1−r |λ2|
Γ(2− r )Γ(q −1)|λ2 −1|

∫ T

0
(T − s)q−2a3(s)d s

Par conséquent, nous pouvons obtenir que :

‖F x(t )‖ ≤ c1(A1 + A2|x(t )|+ A3|c Dr x(t )|)+ c2(A′
1 + A′

2|x(t )|+ A′
3|c Dr x(t )|)

= (c1 A1 + c2 A′
1)︸ ︷︷ ︸

=A

+(c1 A2 + c2 A′
2)|x(t )|+ (c1 A3 + c2 A′

3)|c Dr x(t )|

≤ A+ρ(c1 max
t∈I

|x(t )|+ c2 max
t∈I

|c Dr x(t )|)
≤ A+ρ‖x‖.

Supposons qu’il existe un x ∈ ∂U et un λ ∈ [0,1] tels que : x = λF x, alors pour ce x et λ,
nous avons :

R = ‖x‖ =λ‖F x‖ < A+ρ‖x‖ = R,

ce qui est une contradiction. Selon le théorème 1.3, il existe un point fixe x ∈U de F. Ce
point fixe est une solution de (1.1),cqfd.
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Chapitre 4 �

Existence et Unicité pour les Equations
Intégro-Différentielles Fractionnaires Séquentielles
Multi-Termes avec Conditions aux Limites Non Locales

4.1 Introduction

Le sujet du calcul fractionnaire a reçu une grande attention au cours des deux dernières
décennies. Les équations différentielles d’ordre fractionnaire apparaissent dans plu-
sieurs domaines de recherchede la science et de l’ingénierie, tels que la physique, la chi-
mie, l’aérodynamique, la rhéologie des polymères, l’économie, la théorie du contrôle,
le traitement du signal et de l’image, la biophysique [1, 56, 57, 58, 59, 192, 204, 205]. De
plus, des applications plus différentes dans les informations quantiquesmedonnent de
nouvelles fonctionnalités enutilisant le calcul fractionnaire [34, 35, 36, 37]. Récemment,
de nombreux chercheurs se sont intéressés à l’existence de solutions aux problèmes de
valeurs initiales et aux limites pour les équations différentielles fractionnaires. Certains
articles ont étudié l’existence de solutions aux problèmes de valeur limite avec deux
points, trois points, conditions aux limitesmulti-points ou intégrales (voir les exemples
[56, 57, 58, 59]).
Une application importante du quantum de temps fractionnaire l’information est la
non-unitarité de l’évolution quantique et plus de perspicacités et d’observations cond-
uisent à détruire l’équivalence entre l’équation de Schrödinger et l’images de Heisen-
berg [101]. Un examen des fondamentaux et applications physiques de la mécanique
quantique fractionnaire a été présenté [185]. Récemment, Iomin [108] a discuté.
leproblèmede l’évolution fractionnaire enmécaniquequantiqueet les résultatspeuvent
être appliqués dans différentsmodèles [161, 162, 163, 164, 186, 187, 223, 187].
Xinwei et Landong [215], ont étudié l’existence de solutions pour l’équation différen-
tielle fractionnaire non linéaire :

c Dαu(t ) = f (t ,u(t ),c Dβu(t )), (0 < t < 1),

avec des conditions aux limites : u(0) = u′(0) = 0 ou u′(0) = u(1) = 0 ou u(0) = u(1) = 0,

où
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1 <α≤ 2, 0 <β≤ 1 et f est continue sur [0,1]×R×R.
Su et Zhang [216], ont étudié l’existence et l’unicité de solutions pour le problème aux
limites fractionnaire à deux points non linéaire suivant :

c Dαu(t ) = f (t ,u(t ),c Dβu(t )), (0 < t < 1),

avecdes conditionsaux limites : a1u(0)−a2u′(0) = A etb1u(1)+b2u′(1) = B ,oùα,β, ai ,bi (i =
1,2) satisfaire à certaines conditions.

Ahmad et Sivasundaram [60], ont étudié l’existence de solutions pour l’équation frac-
tionnaire intégro-différentielle non linéaire :

c Dq u(t ) = f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t )), (0 < t < 1, 1 < q ≤ 2),

avec des conditions aux limites :u′(0)+au(η1) = 0, bu′(1)+u(η2) = 0 et 0 < η1 ≤ η2 < 1,où
c Dq est la dérivée fractionnaire de Caputo, a,b ∈ [0,1], f : [0,1]×X ×X ×X → X est conti-

nueet les applicationsγ,λ : [0,1]×[0,1] → [0,∞)avec lespropriétés : sup
t∈[0,1]

|
∫ t

0
λ(t , s)d s| <

∞et sup
t∈[0,1]

|
∫ t

0
γ(t , s)d s| <∞, les applicationsφetψ sontdéfiniespar : (φu)(t ) =

∫ t

0
γ(t , s)u(s)d s

et (ψu)(t ) =
∫ t

0
λ(t , s)u(s)d s. Ici, X estunespacedeBanach (voir [3]).

L’objectif de ce chapitreest l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions pour une
nouvelle classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires séquentielles multi-
termes avec conditions aux limites non locales.

4.2 Position du Problème

Nousdiscutons l’existenceet l’unicitéde solutionspour l’équation intégro-différentielle
fractionnairenon linéaire avecdes conditionsaux limites intégrales fractionnairesmulti-
termes àm points.


(c Dq +kc Dq−1)u(t ) = f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t )), t ∈ [0,1]

u(0) = 0,
m−1∑
i=1

ai u(ξi ) =β
∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)
u(s)d s,

(4.1)

où c Dq est la dérivée fractionnaire standard de l’ordre de Caputo q, avec 1 < q ≤ 2,0 <
βi < 1,k > 0,0 < η< ξ1 < ξ2 < . . . < ξm−1 < 1,β, ai , i = 1, . . . ,m sont des constantes réelles,
f : [0,1]×Rn+3 → R est continue et pour les applications γ,λ : [0,1]× [0,1] → [0,∞[ avec
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les propriétés sup
t∈[0,1]

|
∫ t

0
λ(t , s)d s| <∞ et sup

t∈[0,1]
|
∫ t

0
γ(t , s)d s| <∞, les applications : φ etψ

sont définies par : (φu)(t ) =
∫ t

0
γ(t , s)u(s)d s et (ψu)(t ) =

∫ t

0
λ(t , s)u(s)d s.

Lemme 4.1. Soit y(t ) ∈C ([0,1]) une fonction, u ∈C 2([0,1],R) est une solution de l’équa-
tion différentielle fractionnaire séquentielle linéaire :

(c Dq +kc Dq−1)u(t ) = y(t ),

avec des conditions aux limites u(0) = 0 et
m−1∑
i=1

ai u(ξi ) =β
∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)
u(s)d s admet une

solution unique donnée par :

u(t ) = (e−kt −1)

∆

(
β

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x) (4.2)

×
(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)
y(τ)dτ

)
d x

)
d s

−
m−1∑
i=1

ai

∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
y(x)d x

)
d s

)
+

∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
y(x)d x

)
d s,

où

∆=
m−1∑
i=1

ai

(
e−kξi −1

)
−β

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)
e−ksd s + βηq

Γ(q +1)
6= 0. (4.3)

Démonstration. Pour q ∈ [1,2], nous considérons l’équation différentielle fractionnaire
linéaire suivante :

(c Dq +kc Dq−1)u(t ) = y(t ), (4.4)

où c Dq désigne la dérivée fractionnaire de l’ordre de Caputo q, nous pouvons écrire sa
solution comme suit :

u(t )+kc D−1u(t ) = 1

Γ(q)

∫ t

0
(t − s)q−1 y(s)d s + c0 + c1t , (4.5)

où c0,c1 sont des constantes arbitraires. à présent (4.5) peut être exprimé comme

u(t ) =−k
∫ t

0
u(s)d s + 1

Γ(q)

∫ t

0
(t − s)q−1 y(s)d s + c0 + c1t . (4.6)

En différenciant (4.6), on obtient :
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u′(t ) =−ku(t )+ 1

Γ(q −1)

∫ t

0
(t − s)q−2 y(s)d s + c1, (4.7)

qui peut aussi s’écrire :

(u(t )ekt )′ = ekt
(

1

Γ(q −1)

∫ t

0
(t − s)q−2 y(s)d s + c1

)
. (4.8)

En intégrant de 0 à t , nous aurons :

u(t ) = Ae−kt +
∫ t

0
e−k(t−s)

∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
y(x)d xd s +B , (4.9)

en utilisant les données u(0) = 0 dans (4.9), on trouve que : A =−B. Ainsi (4.9) prend la
forme :

u(t ) = A(e−kt −1)+
∫ t

0
e−k(t−s)

∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
y(x)d xd s. (4.10)

En utilisant la condition :
m−1∑
i=1

ai u(ξi ) = β

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)
u(s)d s dans (4.10), nous obte-

nons :

A = 1

∆

(
β

∫ η

0

(η− s)q−2

Γ(q −1)

(∫ s

0
e−k(s−x)

(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)
y(τ)dτ

)
d x

)
d s

)

−
m−1∑
i=1

ai

∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
y(x)d x

)
d s,

où ∆ est donné par (4.3). En remplaçant la valeur de A dans (4.10), nous obtenons la
solution (4.2). L’inverse s’ensuit par calcul direct. Ceci complète la preuve.
Dans le lemme suivant, nous présentons quelques estimations dont nous avons besoin
dans la suite.

Lemme 4.2. Pour y ∈C ([0,1],R) avec ‖y‖ = sup
t∈[0,1]

|y(t )|, nous obtenons :

(i )
∣∣∣∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)
y(w)dτ

)
d x

)
d s

∣∣∣
≤ η2q−2

(kΓ(q))2
(kη+e−kη−1)‖y‖.
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(i i )
∣∣∣m−1∑

i=1
ai

∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
y(x)d x

)
d s

∣∣∣
≤

m−1∑
i=1

|ai |ξq−1
i (1−e−kξi )

‖y‖
kΓ(q)

.

(i i i )
∣∣∣∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
y(x)d x

)
d s

∣∣∣
≤ 1

kΓ(q)
(1−e−k )‖y‖.

Démonstration. (i) évidement,∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)
dτ=− (x −τ)q−1

Γ(q)

∣∣∣x

0
= xq−1

Γ(q)

et ∫ s

0
e−k(s−x) xq−1

Γ(q)
d x ≤ sq−1

Γ(q)

∫ s

0
e−k(s−x)d x ≤ sq−1

kΓ(q)
(1−e−ks).

Aussi ∣∣∣∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

∫ τ

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)
y(τ)dτ

)
d x

)
d s

∣∣∣
≤ ‖y‖

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)
.
( sq−1

kΓ(q)

)
(1−e−ks)d s

≤ ‖y‖ η2q−2

(kΓ(q))2

∫ η

0
(1−e−ks)d s

= ‖y‖ η2q−2

(kΓ(q))2
(kη+e−kη−1).

Les preuves de (ii) et (iii) sont similaires. La preuve est terminée.

4.3 Résultats d’existence et d’unicité

Soit I = [0,1] et C (I , X ) l’espace de toutes les fonctions réelles continues définies sur I .
Définir l’espace X = {u : u ∈C (I ,R) et c Dβi u ∈C (I ,R) , (0 < βi < 1),
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pour i = 1, . . . ,n}munide lanorme : ‖u‖X = ‖u‖+
n∑

i=1
‖c Dβi u‖ = max

t∈I
|u(t )|+

n∑
i=1

max
t∈I

|c Dβi u(t )|.
Nous savonsque : (X ,‖.‖)estunespacedeBanach.
Dans cette section, nous avons donnée quelques résultats d’existence pour le problème
(4.1).
D’aprés le lemme 4.1, nous définissons un opèrateur F : X −→ X

Fu(t ) = (e−kt −1)

∆

(
β

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)
(4.11)

× f (τ,u(τ), (φu)(τ), (ψu)(τ),c Dβ1 u(τ), . . . ,c Dβn u(τ))dτ
)
d x

)
d s

−
m−1∑
i=1

ai

∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

× f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))d x
)
d s

)
+

∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

× f (x,u(x), (φu)(w), (ψu)(w),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))d x
)
d s.

Observez que le problème (4.1) a des solutions si l’opérateur défini par 4.11 a un point
fixe. Pour faciliter le calcul, nous définissons :

P = sup
t∈[0,1]

|e−kt −1|
|∆| = |e−k −1|

|∆| , (4.12)

P̃ = sup
t∈[0,1]

|ke−kt |
|∆| = ke−k

|∆| .

Λ1 = P∆1 + (1−e−k )

kΓ(q)
, Λ2 = P̃∆1 + (2−e−k )

Γ(q)
. (4.13)

ω= ζ(1+λ0 +γ0). (4.14)

γ0 = sup
t∈I

|
∫ t

0
γ(t , s)d s|, λ0 = sup

t∈I
|
∫ t

0
λ(t , s)d s|. (4.15)

∆1 = |β| η2q−2

(kΓ(q))2
(kη+e−kη−1) (4.16)

+
m∑

i=1
|ai |ξq−1

i (1−e−kξi )
1

kΓ(q)
.

Dans cette section, nos premiers résultats sont basés sur le théorème du point fixe de
Banach (voir [119]).
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Théorème 4.1. Supposons que : f : [0,1]×Rn+3 → R soit une fonction continue satisfai-
sant l’hypothèse :

(H1) | f (t , x, y, w,u1,u2, . . . ,un)− f (t , x ′, y ′, w ′, v1, v2, . . . , vn)|
≤ L1|x −x ′|+L2|y − y ′|+L3|w −w ′|+d1|u1 − v1|+d2|u2 − v2|+ . . .+dn |un − vn |,

pour tout t ∈ [0,1] et x, y, w, x ′, y ′, w ′,u1,u2, . . . ,un , v1, v2, . . . , vn ∈R.

où Li ,d j > 0,∀i = 1,2,3,∀ j = 1,2, . . . ,n sont des constantes de Lipschitz.

Alors le problème ( (4.1)) admet une solution unique si

(
Λ1 +Λ2

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
ω < 1, où

Λ1,Λ2, etω soientdonnéspar ( (4.13)), ( (4.14)), ζ1 = sup{L1,d1,d2, . . . ,dn},ζ2 = sup{L2,L3},ζ=
sup{ζ1,ζ2}.

Démonstration. Notons

r ≥
Λ1M +Λ2M

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

1−Λ1ω−Λ2ω
n∑

i=1

1

Γ(2−βi )

,

où Λ1,Λ2,ω sont donnés par (4.13), (4.14) respectivement et M = sup
t∈[0,1]

| f (t ,0, . . . ,0)|.

Dans un premier temps, nous montrons que F Br ⊂ Br où Br = {u ∈ X : ‖u‖X ≤ r }.

Pour u ∈ Br , en utilisant (H1) nous avons :
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|Fu(t )| ≤ sup
t∈[0,1]

|e−kt −1|
|∆|

(
|β|

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)

×(| f (τ,u(τ), (φu)(τ), (ψu)(τ),c Dβ1 u(τ), . . . ,c Dβn u(τ))

− f (τ,0, . . . ,0)|+M)dτ
)
d x

)
d s +

m−1∑
i=1

|ai |
∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×(| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))− f (x,0, . . . ,0) |
+M)d xd s

)
+

∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
× (| f (x,u(x), (φu)(w), (ψu)(w),

c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)− f (x,0, . . . ,0) | +M)d x
)
d s

≤ P
(
|β| η2q−2

(kΓ(q))2
(kη+e−kη−1)+

m−1∑
i=1

|ai |ξq−1
i (1−e−kξi )

1

kΓ(q)

)
×(sup{L1,d1, . . . ,dn}(|u|+ |c Dβ1 u|+ . . .+|c Dβn u|)

+sup{L2,L3}(γ0 +λ0)|u|+M)+ (1−e−k )

kΓ(q)
(L1|u(x)|

+L2γ0|u(x)|+L3λ0|u(x)|+d1|c Dβ1 u(x)|+ . . .+dn |c Dβn u(x)|+M)

≤ P∆1(ζ1r +ζ2(γ0 +λ0)r +M)+ (1−e−k )

kΓ(q)
(ζ1r +ζ2(γ0 +λ0)r +M)

≤ (P∆1 + (1−e−k )

kΓ(q)
)ζ(1+γ0 +λ0)r + (P∆1 + (1−e−k )

kΓ(q)
)M

≤Λ1ωr +Λ1M .

Aussi, nous avons :
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|(Fu)′(t )| ≤ sup
t∈[0,1]

|−ke−kt |
|∆|

(
|β|

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)

×| f (τ,u(τ), (φu)(τ), (ψu)(τ),c Dβ1 u(τ), . . . ,c Dβn u(τ))

− f (τ,0, . . . ,0) | +M)|dτ
)
d x

)
d s

+
m−1∑
i=1

|ai |
∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×(| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))

− f (x,0, . . . ,0) | +M)d x
)
d s

)
+

∫ t

0

(t − s)q−2

Γ(q −1)

×(| f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),c Dβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s))

− f (s,0, . . . ,0) | +M) | d s +k
∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×(| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))

− f (x,0, . . . ,0) | +M)|d x
)
d s

≤ P̃∆1(ζ1r +ζ2(γ0 +λ0)r +M)

+ (2−e−k )

Γ(q)
(ζ1r +ζ2(γ0 +λ0)r +M)

≤Λ2ωr +Λ2M .

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec 0 <βi < 1, nous obtenons :

(
| c Dβi (Fu)(t ) |

)
=

∣∣∣∫ t

0

(t − s)−βi

Γ(1−βi )
(Fu)′(s)d s

∣∣∣
≤

∫ t

0

(t − s)−βi

Γ(1−βi )
(Λ2ωr +Λ2M)d s

≤ 1

Γ(2−βi )
(Λ2ωr +Λ2M).

Par conséquent :
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‖F (u)‖ = ‖F (u)‖+
n∑

i=1
‖c Dβi F (u)‖

≤ Λ1ωr +Λ1M

+
n∑

i=1

1

Γ(2−βi )
(Λ2ωr +Λ2M)

≤ r.

Donc F Br ⊂ Br .maintenant pour tout u, v ∈ X , et pour chacun t ∈ [0,1], nous obtenons :

|(Fu)(t )− (F v)(t )| ≤ sup
t∈[0,1]

|e−kt −1|
|∆|

(
|β|

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)(∫ s

0
e−k(s−τ)

(∫ τ

0

(τ−w)q−2

Γ(q −1)
×| f (w,u(w), (φu)(w), (ψu)(w),

c Dβ1 u(w), . . . ,c Dβn u(w))

− f (w, v(w), (φv)(w), (ψv)(w),c Dβ1 v(w), . . . ,c Dβn v(w))|d w
)
dτ

)
d s

+
m−1∑
i=1

|ai |
∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
×| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),

c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))− f (x, v(x), (φv)(x), (ψv)(x),

c Dβ1 v(x), . . . ,c Dβn v(x))|d x
))
+k

∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))

− f (x, v(x), (φv)(x), (ψv)(x),c Dβ1 v(x), . . . ,c Dβn v(x))|d x
)
d s

≤ (P∆1 + 1

kΓ(q)
(1−e−k ))(L1|u − v |+L2|φu −φv |+L3|ψu −ψv |

+d1|c Dβ1 u −c Dβ1 v |+ . . .+dn |c Dβn u −c Dβn v |)
≤ (P∆1 + 1

kΓ(q)
(1−e−k ))(sup{L1,d1, . . . ,dn}‖u − v‖

+sup{L2,L3}(γ0 +λ0)‖u − v‖)

≤ (P∆1 + 1

kΓ(q)
(1−e−k ))sup{ζ1,ζ2}(1+γ0 +λ0)‖u − v‖

≤ (P∆1 + 1

kΓ(q)
(1−e−k ))ζ(1+γ0 +λ0)‖u − v‖

≤Λ1ω‖u − v‖.
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Aussi, nous avons :
|(Fu)′(t )− (F v)′(t )| ≤Λ2ω‖u − v‖,

ce qui implique que :

|c Dβi (Fu)(t )−c Dβi (F v)(t )| ≤
∫ t

0

(t − s)−βi

Γ(1−βi )
|(Fu)′(s)− (F v)′(s)|d s

≤ 1

Γ(2−βi )
Λ2ω‖u − v‖.

À partir des inégalités ci-dessus, nous avons :

‖F (u)−F (v)‖ = ‖F (u)−F (v)‖+
n∑

i=1
‖c Dβi F (u)−c Dβi F (v)‖

≤ Λ1ω‖u − v‖+
n∑

i=1

1

Γ(2−βi )
Λ2ω‖u − v‖.

≤
(
Λ1 +Λ2

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
ω‖u − v‖.

Comme :
(
Λ1 +Λ2

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
ω< 1, F estunecontraction.Ainsi, la conclusiondu théo-

rème suit le principe de la contraction. Ceci complète la preuve.

Maintenant, nous prouvons l’existence de solutions de (4.1) en appliquant le théorème
du point fixe de Krasnoselskii [1].

Théorème 4.2. Soit f : [0,1]×Rn+3 →R une fonction continue satisfaisant les hypothèses
(H1) et

(H2)| f (t , x, y, w,u1, . . . ,un)| ≤µ(t ), ∀(t , x, y, w,u1, . . . ,un) ∈ [0,1]×Rn+3,oùµ ∈C ([0,1],R+).

Alors le problème de la valeur limite ( (4.1)) admet au moins une solution sur [0,1].

Si
(
P + P̃

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
∆1ω< 1.

Démonstration. Soit ‖µ‖ = sup
t∈[0,1]

|µ(t )|, et considéronsBR = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ R},nousfixons

R ≥
(
Λ1 +Λ2

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
‖µ‖. Nous définissons les opérateurs F1 et F2 sur BR comme

suit :
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(F1u)(t ) =
∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))d x

)
d s,

(F2u)(t ) = (e−kt −1)

∆

(
β

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)

× f (τ,u(τ), (φu)(τ), (ψu)(τ),c Dβ1 u(τ), . . . ,c Dβn u(τ))dτ
)
d x

)
d s

−
m−1∑
i=1

ai

∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
× f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),

c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))d x
)
d s

)
.

Pour u, v ∈ BR , en utilisant la notation ((4.13)), nous obtenons :

|(F1u)(t )+ (F2v)(t )| ≤ (P∆1 + 1

kΓ(q)
(1−e−k ))‖µ‖

≤ Λ1‖µ‖.

Aussi :

|(F1u)′(t )+ (F2v)′(t )| ≤ (P̃∆1 + 1

Γ(q)
(2−e−k ))‖µ‖

≤ Λ2‖µ‖,

ce qui implique que :

|c Dβi (F1u +F2v)| ≤
∫ t

0

(t − s)−βi

Γ(1−βi )
|F ′

1u +F ′
2v |d s

≤ Λ2

Γ(2−βi )
‖µ‖.

À partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :
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‖F1u +F2v‖ = ‖F1u +F2v‖+
n∑

i=1
‖c Dβi F1u +c Dβi F2v‖

≤ Λ1‖µ‖+Λ2

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )
‖µ‖

≤
(
Λ1 +Λ2

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
‖µ‖ ≤ R.

Donc F1u +F2v ∈ BR , maintenant nous prouvons que F2 est contraction.
Soient u, v ∈ BR , nous obtenons :

|F2u(t )−F2v(t )| ≤ sup
t∈[0,1]

|e−kt −1|
|∆|

(
|β|

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)

×| f (τ,u(τ), (φu)(τ), (ψu)(τ), (c Dβ1 u)(τ), . . . , (c Dβn u)(τ)

− f (τ, v(τ), (φv)(τ), (ψv)(τ), (c Dβ1 v)(τ), . . . , (c Dβn v)(τ)dτ
)
d x

)
d s

−
m−1∑
i=1

|ai |
∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×(| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x))

− f (x, v(x), (φv)(x), (ψv)(x),c Dβ1 v(x), . . . ,c Dβn v(x))|d x
)
d s

)
≤ P∆1ζ(1+γ0 +λ0)‖u − v‖
≤ P∆1ω‖u − v‖.

Aussi :

|F ′
2u(t )−F ′

2v(t )| ≤ P̃∆1ζ(1+γ0 +λ0)‖u − v‖
≤ P̃∆1ω‖u − v‖,

ce qui implique que :

|c Dβi F2u(t )−c Dβi F2v(t )| ≤
∫ t

0

(t − s)−βi

Γ(1−βi )
P̃∆1ω‖u − v‖d s

≤ 1

Γ(2−βi )
P̃∆1ω‖u − v‖.

À partir des inégalités ci-dessus, nous avons :
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‖F2u −F2v‖ = ‖F2u −F2v‖
+

n∑
i=1

‖c Dβi F2u −c Dβi F2v‖
≤ P∆1ω‖u − v‖
+

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )
P̃∆1ω‖u − v‖

≤ (P + P̃
n∑

i=1

1

Γ(2−βi )
)∆1ω‖u − v‖.

Comme :
(
P + P̃

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
∆1ω< 1,F2 est contraction.

Nous prouvons la continuité de F1. Soit {un}∞n=0 ⊂ M et u ∈ M tel que un −→ u comme
n −→∞, donc la continuité de f implique que

lim
n−→+∞ f (t ,un(t ), (φun)(t ), (ψun)(t ),c Dβ1 un(t ), . . . ,c Dβn un(t )) =

f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t )).

Puis∣∣∣F1un(t )−F1u(t )
∣∣∣ =

∣∣∣∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
× ( f (t ,un(t ), (φun)(t ), (ψun)(t ),

c Dβ1 un(t ), . . . ,c Dβn un(t )))− f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),
c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t ))d x

)
d s

∣∣∣
≤

∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
×| f (t ,un(t ), (φun)(t ), (ψun)(t ),

c Dβ1 un(t ), . . . ,c Dβn un(t ))− f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),
c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t ))|d x

)
d s

≤ 1

kΓ(q)
(1−e−k )×

∣∣∣ f (t ,un(t ), (φun)(t ), (ψun)(t ),

c Dβ1 un(t ), . . . ,c Dβn un(t ))− f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),
c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t ))

∣∣∣.
Aussi nous avons :
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∣∣∣F ′
1un(t )−F ′

1u(t )
∣∣∣ =

∣∣∣∫ t

0

(t − s)q−2

Γ(q −1)
× ( f (s,un(s), (φun)(s), (ψun)(s),

c Dβ1 un(s), . . . ,c Dβn un(s))− f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),
c Dβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s))d s|
−k

∫ t

0
e−k(t−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
× ( f (s,un(s), (φun)(s), (ψun)(s),

c Dβ1 un(s), . . . ,c Dβn un(s))− f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),

cDβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s)))d x
)
d s

∣∣∣
≤ (2−e−k )

Γ(q)

∣∣∣ f (s,un(s), (φun)(s), (ψun)(s),c Dβ1 un(s), . . . ,c Dβn un(s))

− f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),c Dβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s))
∣∣∣.

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec 0 <βi < 1, nous obtenons :

∣∣∣c Dβi F1un(t )−c Dβi F1u(t )
∣∣∣ ≤

∫ t

0

(t − s)−βi

Γ(1−βi )

(2−e−k )

Γ(q)
×

∣∣∣ f (s,un(s), (φun)(s), (ψun)(s),

c Dβ1 un(s), . . . ,c Dβn un(s))− f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),
c Dβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s))

∣∣∣d s

≤ (2−e−k )

Γ(q)Γ(2−βi )
×

∣∣∣ f (s,un(s), (φun)(s), (ψun)(s),

c Dβ1 un(s), . . . ,c Dβn un(s))− f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),
c Dβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s))

∣∣∣.
Par conséquent :
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‖F1un(t )−F1u(t )‖ = ‖F1un(t )−F1u(t )‖+
n∑

i=1
‖c Dβi F1un(t )−c Dβi F1u(t )‖

≤ 1

kΓ(q)
(1−e−k ) | f (s,un(s), (φun)(s), (ψun)(s),

c Dβ1 un(s), . . . ,c Dβn un(s))

− f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),c Dβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s)) |

+
n∑

i=1

(2−e−k )

Γ(q)Γ(2−βi )

×| f (s,un(s), (φun)(s), (ψun)(s),c Dβ1 un(s), . . . ,c Dβn un(s))

− f (s,u(s), (φu)(s), (ψu)(s),c Dβ1 u(s), . . . ,c Dβn u(s))| −→ 0,

il s’ensuit que ‖F1un(t )−F1u(t )‖ −→ 0 quand n −→∞, ce qui implique la continuité de
F1. De plus, F1 est uniformément borné sur BR comme

‖F1u‖ ≤ (1−e−k )

kΓ(q)
‖µ‖,

‖F ′
1u‖ ≤ (2−e−k )

Γ(q)
‖µ‖,

‖c Dβi F1u‖ ≤ 1

Γ(2−βi )

(2−e−k )

Γ(q)
‖µ‖,

et

‖F1u‖ ≤ (1−e−k )

kΓ(q)
‖µ‖+ (2−e−k )

Γ(q)

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )
‖µ‖.

Nous prouvons maintenant la compacité de l’opérateur F1, nous définissons

C0 = sup
(t ,u,ψu,φu,c Dβ1 ,...,c Dβn )∈[0,1]×Br

| f (t ,u, (φu)(t ), (ψu)(t ),c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t )|.

Pour 0 < t1 < t2 < 1, nous avons :
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∣∣∣(F1u)(t2)− (F1u)(t1)
∣∣∣ =

∣∣∣∫ t2

0
e−k(t2−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
× f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),

c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)d x
)
d s −

∫ t1

0
e−k(t1−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

× f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)d x
)
d s

∣∣∣
≤

∫ t1

0
|e−k(t2−s) −e−k(t1−s)|

∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
×| f (x,u(x), (φu)(x),

(ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)|d xd s

+
∫ t2

t1

e−k(t2−s)
∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)
×| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),

c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)|d xd s

≤ C0

kΓ(q)

(
|t q

2 − t q
1 |+ |t q

2 e−kt2 − t q
1 e−kt1 |

)

et

|c Dβi F1u(t2)−c Dβi F1u(t1)| ≤
∫ t1

0

(t2 − s)−βi − (t1 − s)−βi

Γ(1−βi )
|(F1u)′(s)|d s

+
∫ t2

t1

(t2 − s)−βi

Γ(1−βi )
|(F1u)′(s)|d s

≤ C0

Γ(1−βi )

(2−e−k )

Γ(q)

{∫ t1

0

|(t1 − s)βi − (t2 − s)βi |
(t1 − s)βi (t2 − s)βi

d s

+
∫ t2

t1

(t2 − s)−βi d s
}

.

Clairement |F1u(t2)−F1u(t1)| −→ 0 et |c Dβi F1u(t2)−c Dβi F1u(t1)| −→ 0 indépendant deu
quand t2 −→ t1. Donc F1 est relativement compact sur BR . Par conséquent, par le théo-
rème d’Arzela-Ascoli, F1 est compact sur BR . Ainsi toutes les hypothèses du théorème
1.4 sont satisfaites et la conclusion du théorème (1.4) implique que le problème des va-
leurs aux limites ((4.1)) admet aumoins une solution sur [0,1].Ceci complète la preuve.

Nos prochains résultats d’existence sont basés sur le théorème du point fixe suivant [1].

Théorème 4.3. Soit E un espace de Banach. Supposons que F : E −→ E est un opérateur
complètement continu et que l’ensembleΩ= {u ∈ E : u =µFu, 0 <µ< 1} est borné. Alors
F admet aumoins un point fixe dans E .
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Théorème 4.4. Supposons qu’il existe C > 0 tel que
| f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t ))| ≤C ,

∀t ∈ [0,1], (u,φu,ψu,c Dβ1 u, . . . ,c Dβn u) ∈Rn+3.

Alors le problème (4.1) admet au moins une solution sur [0,1].

Démonstration. Nousmontrons que l’opérateur F est complètement continu. SoitB un
ensemble borné dans X . Alors il existeC > 0 tel que :

| f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c Dβ1 u(t ), . . . ,c Dβn u(t ))| ≤C ,∀t ∈ [0,1],u ∈ B , nous avons :

|(Fu)(t )| ≤ (P∆1 + 1

kΓ(q)
(1−e−k ))C

≤ Λ1C .

Aussi

|(Fu)′(t )| ≤ (P̃∆1 + 1

Γ(q)
(2−e−k ))C

≤ Λ2C ,

ce qui implique que :

∣∣∣c Dβi (Fu)(t )
∣∣∣ =

∣∣∣∫ t

0

(t − s)−βi

Γ(1−βi )
(Fu)′(s)d s

∣∣∣
≤ 1

Γ(2−βi )
Λ2C .

À partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :

‖Fu‖X ≤Λ1C +
n∑

i=1

1

Γ(2−βi )
Λ2C <∞,

ce qui implique que : ‖Fu‖ ≤∞. Par conséquent F (B) est uniformément borné.
Il est facile de vérifier que l’opérateur F est continu puisque f est continu. Ensuite, nous
montrons que F est équicontinu sur des sous-ensembles bornés de X .

Maintenant t1, t2 ∈ [0,1], t1 < t2;u ∈ B , nous avons :
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|Fu(t2)−Fu(t1)| ≤ |e−kt2 −e−kt1 |
|∆|

(
|β|

∫ η

0

(η− s)q−1

Γ(q)

(∫ s

0
e−k(s−x)

(∫ x

0

(x −τ)q−2

Γ(q −1)
×| f (τ,u(τ), (φu)(τ), (ψu)(τ),
c Dβ1 u(τ), . . . ,c Dβn u(τ)|dτ

)
d x

)
d s

+
m−1∑
i=1

|ai |
∫ ξi

0
e−k(ξi−s)

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)|d x
)
d s

+
∫ t1

0
|e−k(t2−s) −e−k(t1−s)|

(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)|d x
)
d s

)
+

∫ t2

t1

e−k(t2−s)
(∫ s

0

(s −x)q−2

Γ(q −1)

×| f (x,u(x), (φu)(x), (ψu)(x),c Dβ1 u(x), . . . ,c Dβn u(x)|d x
)
d s

≤ |e−kt2 −e−kt1 |
|∆| {|β| η2q−2

(kΓ(q))2
(kη+e−kη−1)

+
m−1∑
i=1

|ai |ξq−1
i (1−e−kξi )

1

kΓ(q)
}C

+ C

kΓ(q)
(|t q

2 − t q
1 |+ |t q

2 e−kt2 − t q
1 e−kt1 |)

≤
( |e−kt2 −e−kt1 |

|∆| ∆1 + 1

kΓ(q)
(|t q

2 − t q
1 |+

|t q
2 e−kt2 − t q

1 e−kt1 |)
)
C .

Aussi nous avons :
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|c Dβi (Fu)(t2)−c Dβi (Fu)(t1)| = |
∫ t2

0

(t2 − s)−βi

Γ(1−βi )
(Fu)′(s)d s

−
∫ t1

0

(t1 − s)−βi

Γ(1−βi )
(Fu)′(s)d s|

≤
∫ t1

0

|(t2 − s)−βi − (t1 − s)−βi |
Γ(1−βi )

|(Fu)′(s)|d s

+
∫ t2

t1

(t2 − s)−βi

Γ(1−βi )
|(Fu)′(s)|d s

≤ CΛ2

Γ(1−βi )

{∫ t1

0

|(t1 − s)βi − (t2 − s)βi |
(t1 − s)βi (t2 − s)βi

+
∫ t2

t1

|(t2 − s)−βi |d s
}

.

À partir des inégalités ci-dessus, nous obtenons :

‖Fu‖ ≤
( |e−kt2 −e−kt1 |

|∆| ∆1 + 1

kΓ(q)
(|t q

2 − t q
1 |+ |t q

2 e−kt2 − t q
1 e−kt1 |)

)
C

+
n∑

i=1

( CΛ2

Γ(1−βi )

{∫ t1

0

|(t1 − s)βi − (t2 − s)βi |
(t1 − s)βi (t2 − s)βi

+
∫ t2

t1

|(t2 − s)−βi |d s
})

−→ 0 as t2 −→ t1.

Ainsi l’opérateur F est équicontinu. D’où le théorème d’Arzela-Ascoli, F : X −→ X est
complètement continu.
Considérons maintenant l’ensembleΩ= {u ∈ X : u = µFu, 0 < µ< 1}. Afin de montrer
queΩ est borné, soit u ∈Ω, alors u =µFu,0 <µ< 1, pour t ∈ [0,1], on a :

|u(t )| = |µ(Fu)(t )|
≤ µ|(Fu)(t )|
≤

(
Λ1 +Λ2

n∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
C <∞.

Il s’ensuit que l’ensembleΩ est borné indépendamment de µ. D’aprés le théorème 4.4,
l’opérateur F admet au moins un point fixe, ce qui implique que le problème ((4.1))
admet au moins une solution sur [0,1].
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Exemple 4.1. Considérez le problème aux limites en quatre points suivant :

(c D
7
4 + 1

4
c D

3
4 )u(t ) = f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D

1
3 u(t ),c D

2
3 u(t )), t ∈ [0,1]

u(0) = 0,

1

6
u(

1

10
)+ 1

3
u(

2

10
)+ 1

5
u(

3

10
) =

∫ 1
20

0

( 1
20 − s)

3
4

Γ( 7
4 )

u(s)d s.

(4.17)

Où q = 7

4
,k = 1

4
,β1 = 1

3
,β2 = 2

3
, a1 = 1

6
, a2 = 1

3
, a3 = 1

5
,ξi = i

10
, i = 1,2,3,β= 1,η= 1

20
,

(φu)(t ) =
∫ t

0

e−2(s−t )

2
u(s)d s et (ψu)(t ) =

∫ t

0

e−3(s−t )

2
u(s)d s avec γ0 = e2 −1

4
et λ0 = e3 −1

6
,

avec la valeur donnée de f a aumoins une solution sur [0,1], on choisit

f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
3 u(t ),c D

2
3 u(t )) = |u(t )|

36(1+|u(t )|) +
e−π

2 t sin(π2 t )

64(1+ t 3)

(
(φu)(t )

+ |c D
1
3 u(t )|

1+|c D
1
3 u(t )|

)
+ cos t +e t

81(1+ t 2)

(
(ψu)(t )

+ |c D
2
3 u(t )|

1+|c D
2
3 u(t )|

)
,

nous avons :

| f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
3 u(t ),c D

2
3 u(t ))− f (t , v(t ), (φv)(t ), (ψv)(t ),c D

1
3 v(t ),c D

2
3 v(t ))|

≤ 1

36
|u(t )− v(t )|+ 1

64
|φu(t )−φv(t )|+ 1

81
|ψu(t )−ψv(t )|

+ 1

64
|c D

1
3 u(t )−c D

1
3 v(t )|+ 1

81
|c D

2
3 u(t )−c D

2
3 v(t )|,

avec les valeurs données, on constate que :

ζ1 = 1

36
,ζ2 = 1

64
,ζ= 1

36
,∆≈−3.4808×10−2 6= 0, ∆1 ≈ 2.5495×10−2, Λ1 ≈ 1.1247,

Λ2 ≈ 1.4714,ω≈ 0.16051,
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enfin nous avons que :

(
Λ1 +Λ2

2∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
ω = 0.70663 < 1. Ainsi toutes les conditions

du théorème 4.1, nous concluons qu’il existe une solution unique pour le problème (4.17)
sur [0,1].

Exemple 4.2. On considère le problème suivant :

(c D
9
5 + 1

11
c D

4
5 )u(t ) = f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D

1
2 u(t ),c D

3
4 u(t )), t ∈ [0,1]

u(0) = 0,

1

6
u(

1

4
)+ 1

3
u(

1

3
)+ 1

5
u(

1

5
) =

∫ 1
30

0

( 1
30 − s)

4
5

Γ( 9
5 )

u(s)d s,

(4.18)

où q = 9

5
,k = 1

11
, a1 = 1

6
, a2 = 1

3
, a3 = 1

5
,ξ1 = 1

4
,ξ2 = 1

3
,ξ3 = 1

2
,η = 1

30
,β1 = 1

2
,β2 = 3

4
,

β = 1,(φu)(t ) =
∫ t

0

e−2(s−t )

2
u(s)d s et (ψu)(t ) =

∫ t

0

e−3(s−t )

2
u(s)d s avec γ0 = e2 −1

4
et λ0 =

e3 −1

6
.

Nous illustrons maintenant les résultats obtenus en choisissant différentes valeurs de
f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D

1
2 u(t ),c D

3
4 u(t )). Considérons d’abord :

f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
2 u(t ),c D

3
4 u(t )) = e−πt (1+ sin2(πt ))|u(t )|

6(t +6)3(1+|u(t )|)

+e−πt sin(πt )

7(1+ t 2)

(
(φu)(t )+ |c D

1
2 u(t )|

1+|c D
1
2 u(t )|

)
+1+ sin2(πt )

8(1+ t 2)

(
(ψu)(t )+ |c D

3
4 u(t )|

1+|c D
3
4 u(t )|

)
.

Alors

| f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
2 u(t ),c D

3
4 u(t ))− f (t , v(t ), (φv)(t ), (ψv)(t ),c D

1
2 v(t ),c D

3
4 v(t ))|

≤ 1

6
|u(t )− v(t )|+ 1

7
|φu(t )−φv(t )|+ 1

8
|ψu(t )−ψv(t )|+ 1

7
|c D

1
2 u(t )−c D

1
2 v(t )|

+1

8
|c D

3
4 u(t )−c D

3
4 v(t )|.
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Enfin nous avons ζ= 1

6
,∆≈−2.2581×10−2,∆1 ≈ 6.0286×10−2,P ≈ 3.8483, P̃ ≈ 3.6761,ω≈

0.96303.

Donc
(
P + P̃

2∑
i=1

1

Γ(2−βi )

)
∆1ω = 0.69970 < 1. Par conséquent, d’aprés le théorème 4.3 le

problème ( (4.18)) a au moins une solution sur [0,1].

Ensuite, nous montrons l’applicabilité du théorème 4.4 avec la fonction non linéaire f
donnée par :

f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
2 u(t ),c D

3
4 u(t )) = e−πt (2+|u(t )|)

t +2+2|u(t )| e3t (4.19)

+e−t sin(πt )

1+ t 2

( |(φu)(t )|
1+|(φu)(t )| +

|c D
1
2 u(t )|

1+|c D
1
2 u(t )|

)
e3t

+1+ sin2 t

1+ t 2

( |(ψu)(t )|
1+|(ψu)(t )| +

|c D
3
4 u(t )|

1+|c D
3
4 u(t )|

)
e3t .

C’est facile de voir | f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
2 u(t ),c D

3
4 u(t ))| ≤ 7e3t =µ(t ).Ensuite, par

la condition (H2) avec µ(t ) = 7e3t . En conséquence, la conclusion du théorème 4.3 im-
plique que le problème ( (4.18)) admet au moins une solution sur [0,1].

Exemple 4.3. Considérons le problème aux limite fractionnaire à quatre points suivant :

(c D
9
5 + 1

11
c D

4
5 )u(t ) = f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D

1
2 u(t ),c D

3
4 u(t )), t ∈ [0,1]

u(0) = 0,

1

6
u(

1

4
)+ 1

3
u(

1

3
)+ 1

5
u(

1

5
) =

∫ 1
30

0

( 1
30 − s)

4
5

Γ( 9
5 )

u(s)d s,

(4.20)

où q = 9

5
,k = 1

11
, a1 = 1

6
, a2 = 1

3
, a3 = 1

5
,ξ1 = 1

4
,ξ2 = 1

3
,ξ3 = 1

2
,η= 1

30
,β1 = 1

2
,β2 = 3

4
,β= 1,

avec Il s’ensuit que :

f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
2 u(t ),c D

3
4 u(t )) = e−cos2 u(t )

3+cosu(t )
+ e−πt sin(πt )

2+cos(πt )

( |(φu)(t )|
1+|(φu)(t )|

+ |c D
1
2 u(t )|

1+|c D
1
2 u(t )|

)
+ 1

2+ sin(πt )

( |(ψu)(t )|
1+|(ψu)(t )| +

|c D
3
4 u(t )|

1+|c D
3
4 u(t )|

)
,
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nous avons | f (t ,u(t ), (φu)(t ), (ψu)(t ),c D
1
2 u(t ),c D

3
4 u(t ))| ≤ 9

2
. Donc, d’après le théorème

4.4, le problème ( (4.20)) admet au moins une solution sur [0,1].
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Chapitre 5 �

Existence et Unicité des Solutions pour les équations aux
Dérivées Partielles Fractionnaires d’ordre Supérieur avec
des Conditions Purement Intégrales

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie un problème avec condition purement intégrales pour les
équations aux dérivées partielles fractionnaires d’ordre supèrieur.
On démontre l’existence et l’unicité de la solution. La démonstration est basée sur une
estimation a priori et sur la densité de l’image de l’opérateur engendré par le problème
considéré.

5.2 Position du problème

Dans le domaine rectangulaire
Q = (0,1)× (0,T ), 0 ≤ T <∞,

nous considérons l’équation aux dérivées partielles différentielles fractionnaires :

Lu =c ∂α+1
t u + (−1)m a(t )

∂2m+1u

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mu

∂x2m
= f (x, t ), x ∈ (0,1), t ∈ (0,T ) (5.1)

À l’équation (5.1) on associe les conditions initiales,

`1u = u(x,0) =ϕ(x), `2u = ut (x,0) =ψ(x), x ∈ (0,1), (5.2)

et les conditions intégrales,
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∫ 1

0
xi u(x, t )d x = 0, i = 0,2m −1, t ∈ (0,T ). (5.3)

où ϕ,ψ et f sont des fonctions connues.

où les fonctions a(t ), b(t ) et ses dérivées sont bornées sur l’intervalle [0,T ] : satisfait aux
conditions

c2 ≤ a(t ) ≤ c1, c4 ≤ b(t ) ≤ c3,c6 ≤ b′(t ) ≤ c5, c8 ≤ a′(t ) ≤ c7, c10 ≤ a′′(t ) ≤ c9, (5.4)

où ci , (i = 1, . . . ,10) sont des constantes positives.

Du problème (5.1)− (5.3) on associe l’opérateur Ξ = (L,`1,`2), défini de E dans F, où E
est un espace de Banach constitué des fonctions u ∈ L2(Q), vérifiant les conditions (5.2)
et (5.3), et muni de la norme

‖u‖2
E = sup

0≤t≤T

(
Dα−1‖ℑm

x uτ‖2
L2(0,1) +

∫ t

0
‖uτ‖2

L2(0,1)dτ+
∫ 1

0
u2d x

)
(5.5)

et F est l’espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles ω= ( f ,ϕ,ψ), et muni de
la norme

‖ω‖2
F = ‖ϕ‖2

L2(0,1) +‖ψ‖2
L2(0,1) +‖ f ‖2

L2(Q), (5.6)

ce qui est fini.
Le domaine D(Ξ) de l’opérateur Ξ est l’ensemble de toutes les fonctions u telles que{c
∂α+1

t u,
∂2m+1u

∂x2m∂t
,
∂2mu

∂x2m

}
∈ L2(Q) et satisfait (5.3). On montre l’existence et l’unicité de

la solution forte du problème (5.2)− (5.3), la démonstration est basée sur une estima-
tion a priori et sur la densité de l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré par le
problème considéré.

Pour 0 <α< 1, la dérivée de Caputo est définie comme suit
Dérivée au sens de Caputo à gauche

c∂α+1
t u(x, t ) = 1

Γ(1−α)

∫ t

0

uττ(x,τ)

(t −τ)α
dτ, t > 0

où Γ(.) est la fonction de Gamma.

fDjamila Chergui ©2022ULar bi BenM ′hi di
OumEl−Bouag hi



Chapitre 5. Existence et Unicité des Solutions pour les équations aux Dérivées
Partielles Fractionnaires d’ordre Supérieur avec des Conditions Purement
Intégrales 116

5.3 Estimation a priori

Théorème 5.1. Pour toute fonction u ∈ D(Ξ), on a l’estimation a priori

‖u‖E ≤ κ‖Ξu‖F, (5.7)

où κ est une constante indépendante de u, i.e. κ= κ(η,δ,ρ)

Démonstration. Multiplions l’équation (5.1) par Mu = (−1)mℑ2m
x ut , on obtient

(−1)m(c∂α+1
t u,ℑ2m

x ut )L2(0,1) + (a(t )
∂2m+1u

∂x2m∂t
,ℑ2m

x ut )L2(0,1) (5.8)

+(b(t )
∂2mu

∂x2m
,ℑ2m

x ut )L2(0,1) = (−1)m( f ,ℑ2m
x ut )L2(0,1),

L’intégrationparpartiesde chaque termeducôté gauchede l’équation (5.8) et les condi-
tions (5.3), donne

(−1)m(c∂α+1
t u,ℑ2m

x ut )L2(0,1) = (−1)m(c∂αt ut ,ℑ2m
x ut )L2(0,1) (5.9)

= (c∂αt ℑm
x ut ,ℑm

x ut )L2(0,1)

(a(t )
∂2m+1u

∂x2m∂t
,ℑ2m

x ut )L2(0,1) =
∫ 1

0
a(t )

∂2m+1u

∂x2m∂t
ℑ2m

x ut d x (5.10)

=
∫ 1

0
a(t )

∂2mut

∂x2m
ℑ2m

x ut d x

= a(t )‖ut‖2
L2(0,1)

(b(t )
∂2mu

∂x2m
,ℑ2m

x ut )L2(0,1) = b(t )
∫ 1

0

∂2mu

∂x2m
ℑ2m

x ut d x (5.11)

= b(t )
∫ 1

0
uut d x.

Substitutions (5.9), (5.10) et (5.11) dans (5.8), donne
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∫ 1

0
(c∂αt ℑm

x ut )(ℑm
x ut )d x +a(t )‖ut‖2

L2(0,1) +b(t )
∫ 1

0
uut d x (5.12)

= (−1)m
∫ 1

0
f (x, t )ℑ2m

x ut d x.

En utilisant les lemmes 1.2 et 1.3 et l’inégalité de Cauchy avec ε l’identité (5.12) se réduit
à

1

2

∫ 1

0
(c∂αt ℑm

x ut )2d x +a(t )‖ut‖2
L2(0,1) +b(t )

∫ t

0
uut d x (5.13)

≤ 1

2ε

∫ 1

0
f 2d x + ε

2m+1

∫ 1

0
(ℑm

x ut )2d x.

En remplaçant t par τ, intégrant par rapport à τ de zéro à t , on obtient

1

2

∫ t

0

∫ 1

0
(c∂ατℑm

x uτ)2d xdτ+
∫ t

0
a(τ)‖uτ‖2

L2(0,1) +
∫ t

0

∫ 1

0
b(τ)uuτd xdτ (5.14)

≤ 1

2ε

∫ t

0

∫ 1

0
f 2d xdτ+ ε

2m+1

∫ 1

0

∫ t

0
(ℑm

x uτ)2d xdτ.

Le troisième terme de côté gauche peut être évalué comme :

∫ 1

0

∫ t

0
b(τ)uuτd xd t = 1

2

∫ 1

0
b(τ)u2d x − 1

2
b(0)

∫ 1

0
ϕ2(x)d x − 1

2

∫ 1

0

∫ t

0
b′u2d xdτ. (5.15)

D’après, l’inégalité (5.14) devient

1

2

∫ t

0

∫ 1

0
(c∂ατℑm

x uτ)2d xdτ+
∫ t

0
a(τ)‖uτ‖2

L2(0,1)dτ+
1

2

∫ 1

0
b(τ)u2d x (5.16)

≤ 1

2
b(0)

∫ 1

0
ϕ2d x + 1

2

∫ t

0

∫ 1

0
b′u2d xdτ+ 1

2ε

∫ t

0

∫ 1

0
f 2d xdτ+ ε

2m+1

∫ t

0

∫ 1

0
(ℑm

x uτ)2d xdτ.

Demême, on a :

∫ t

0

∫ 1

0
(c∂ατℑm

x uτ)2d xdτ= Dα−1‖ℑm
x uτ‖2

L2(0,1) −
t 1−α

Γ(2−α)
‖ℑm

x ψ‖2
L2(0,1). (5.17)
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En substitution l’identité (5.17) et les conditions (5.4) dans l’in’egalité (5.16), on obtient

Dα−1‖ℑm
x uτ‖2

L2(0,1) +
∫ t

0
‖uτ‖2

L2(0,1)dτ+
∫ 1

0
u2d x (5.18)

≤ η
(∫ 1

0
ϕ2d x +

∫ 1

0

∫ t

0
u2d xdτ+

∫ t

0

∫ 1

0
f 2d xdτ+‖ψ‖2

L2(0,1) +
∫ t

0

∫ 1

0
(ℑm

x uτ)2d xdτ
)
,

où

η=
max

( 1
2ε , ε

2m+1 , c3
2 , 1

2 , T 1−α2−m

(1−α)Γ(1−α)

)
min

(1
2 ,c2,c4)

(5.19)

D’pés le lemme 1.4, on pose

ϕ(t ) =
∫ 1

0

∫ t

0
u2d xdτ, ϕ′(t ) =

∫ 1

0
u2d x = ‖u‖2

L2(0,1), ϕ(0) = 0, (5.20)

alors ça donne :

∫ 1

0

∫ t

0
u2d xdτ≤ eηT Tη

(∫ 1

0
ϕ2(x)d x +

∫ 1

0

∫ t

0
f 2d xdτ+‖ψ‖2

L2(0,1) +
∫ 1

0

∫ t

0
(ℑm

x τ)2d xdτ
)
.

(5.21)
Par conséquent, l’inégalité (5.18) se transforme à :

Dα−1‖ℑm
x uτ‖2

L2(0,1) +
∫ t

0
‖uτ‖2

L2(0,1)dτ+
∫ 1

0
u2d x (5.22)

≤ δ
(∫ 1

0
ϕ2d x +

∫ 1

0

∫ t

0
f 2d xdτ+‖ψ‖2

L2(0,1) +
∫ 1

0

∫ t

0
(ℑm

x uτ)2d xdτ
)
,

où

δ= max
(
η,η2TeηT )

. (5.23)

Maintenant, soit

Z (t ) =
∫

Q
(ℑm

x uτ)2d xdτ=
∫ t

0
‖ℑm

x uτ‖2
L2(0,1)dτ,∂αZ (t ) = Dα−1‖ℑm

x uτ‖2
L2(0,1).

D’après le lemme 1.5, on obtient
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∫
Qτ

(ℑm
x uτ)2d xdτ (5.24)

≤ δΓ(α)Eα,α(δtα)
( T

αΓ(α)
‖ϕ‖2

L2(0,1) +
T

αΓ(α)
‖ψ‖2

L2(0,1)

+ D−α−1‖ f ‖2
L2(0,1)

)
≤ δΓ(α)Eα,α(δtα)max

{
1,

T

αΓ(α)

}(
D−α−1‖ f ‖2

L2(0,1)

+ ‖ϕ‖2
L2(0,1) +‖ψ‖2

L2(0,1)

)
.

En substitution l’inégalité (5.24) dans (5.22), on obtient

Dα−1‖ℑm
x uτ‖2

L2(0,1) +
∫ t

0
‖uτ‖2

L2(0,1)dτ+
∫ 1

0
u2d x (5.25)

≤ ρ
(∫ 1

0
ϕ2d x +‖ψ‖2

L2(0,1) +
∫ 1

0

∫ t

0
f 2d xdτ+D−α−1

τ ‖ f ‖2
L2(0,1)

)
,

où
ρ = δmax

(
δ,δ2Γ(α),Eα,α(δtα)max{1,

T

αΓ(α)
}
)
. (5.26)

D’autre part

D−α−1
t ‖ f ‖2

L2(0,1) ≤ tα

Γ(1+α)

∫ t

0
‖ f ‖2dτ (5.27)

≤ Tα

Γ(1+α)

∫ T

0
‖ f ‖2dτ.

Ensuite, l’inegalité (5.25), devient

Dα−1‖ℑm
x uτ‖2

L2(0,1) +
∫ t

0
‖uτ‖2

L2(0,1)dτ+
∫ 1

0
u2d x (5.28)

≤ κ(∫ 1

0
ϕ2d x +‖ψ‖2

L2(0,1) +
∫ 1

0

∫ t

0
f 2d xdτ

)
.

Comme le côté droit de (5.28) est indépendant de τ, on passe au supremum du côté
gauche par rapport à τ sur l’intervalle [0,T ], on obtient l’inégalité désirée, où

κ=σ
(
1+ Tα

Γ(1+α)

)
.
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Ceci complète la preuve.

Proposition 5.1. L’opérateur Ξ de E dans F est fermable.

Soit Ξ la fermeture de Ξ, et D(Ξ) le domaine de définition de Ξ

Définition 5.1. La solution de l’équation

Ξu = F

est dite solution forte du problème (5.1)-(5.3)

Le théorème 5.1 est valide pour une solution forte, c’est à dire on a l’inégalité

‖u‖E ≤ ‖Ξu‖F (5.29)

Par conséquent, cette inégalité entraîne les corollaires suivants :

Corollaire 5.1. L’ensemble des valeurs R(Ξ) de l’opérateurΞ est égale à la fermeture R(Ξ)
de R(Ξ).

Corollaire 5.2. Si le problème (5.1)-(5.3) a une solution, alors cette solution est unique
et dépend continûment de ( f ,ϕ,ψ) ∈ F.

5.4 Résolvabilité du problème

Pour montrer l’existence de solutions, on doit prouver que R(Ξ) soit dense dans F pour
tout u ∈ E et pour tout arbitraire F = ( f ,ϕ,ψ) ∈ F :

Théorème 5.2. Si les conditions du théorème 5.1 sont satisfaites. Alors, pour chaqueω=
( f ,ϕ,ψ) ∈ F, le problème (5.1)-(5.3) admettra une solution forte uniqueu =Ξ−1

ω=Ξ−1ω.

Démonstration. Tout d’abord, nous montrons la densité de l’ensemble R(Ξ) dans l’es-
pace F pour le cas particulier où D(Ξ) ≡ E est réduite à D0(Ξ), où
D0(Ξ) = {u,u ∈ D(Ξ),`1u = `u2 = 0}. Dans ce but, on démontre la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soit les conditions du théorème 5.2 remplies. Si, pour$ ∈ L2(Q) et pour
tout u ∈ D0(Ξ), on a

(Lu,$)L2(Q) = 0, (5.30)

alors$ s’annule presque partout dans Q.
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Démonstration. Identité (5.30) est équivalent à

(c
∂α+1

t u + (−1)m a(t )
∂2m+1u

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mu

∂x2m
,$

)
L2(Q) = 0. (5.31)

Puisque (5.31) est valable pour toutes les fonctions u ∈ D0(Ξ), il peut être exprimé sous
la forme :

u(x, t ) =ℑ2
t z =

∫ t

0

∫ s

0
z(x, z)d zd s.

où z(x, t ) Vérifie les conditions aux limites et des conditions initiales dans (5.1) et de
telle sorte que z, zx ,ℑt z,ℑtℑ2m

x z,ℑ2
t z et ∂α+1

t z ∈ L2(Q), donc l’équation (5.31) devient,

∫ T

0

(c
∂α+1

t ℑ2
t z + (−1)m a(t )

∂2m+1ℑ2
t z

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mℑ2
t z

∂x2m
,$

)
L2(0,1) = 0. (5.32)

Maintenant, nous exprimons$ en termes de z comme suit

$(x, t ) =ℑt z + (−1)mℑ2m
x ℑt z. (5.33)

En remplaçant$dans l’équation (5.32) et enappliquant l’intégrationparparties, chaque
termepeut être estimé comme

(c∂α+1
t ℑ2

t z,ℑt z)L2(0,1) =
∫ 1

0

c∂αt ℑt zℑt zd x ≥ 1

2
c∂αt ‖ℑt z‖2

L2(0,1), (5.34)

(c∂α+1
t ℑ2

t z, (−1)mℑ2m
x ℑt z)L2(0,1) =

∫ 1

0

c∂αℑm
x (ℑt z)ℑm

x (ℑt z)d x (5.35)

≥ 1

2
c∂αt ‖ℑm

x ℑt z‖2
L2(0,1),

((−1)m a(t )
∂2m+1(ℑ2

t z)

∂x2m∂t
,ℑt z)L2(0,1) =

∫ 1

0
a(t )

( ∂m

∂xm
(ℑt z)

)2
d x, (5.36)

((−1)m a(t )
∂2m+1(ℑ2

t z)

∂x2m∂t
, (−1)mℑ2m

x ℑt z)L2(0,1) =
∫ 1

0
a(t )(ℑt z)2d x, (5.37)
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((−1)mb(t )
∂2m(ℑ2

t z)

∂x2m
,ℑt z)L2(0,1) =

1

2

d

d t

∫ 1

0
b(t )

( ∂m

∂xm
(ℑ2

t z)
)2

d x (5.38)

−1

2

∫ 1

0
b′(t )

( ∂m

∂xm
(ℑ2

t z)
)2

d x,

((−1)mb(t )
∂2m(ℑ2

t z)

∂x2m
, (−1)mℑ2m

x ℑt z)L2(0,1) =
1

2

d

d t

∫ 1

0
b(t )(ℑ2

t z)2d x (5.39)

−1

2

∫ 1

0
b′(t )(ℑ2

t z)2d x.

En substitution (5.34)-(5.39) dans (5.32), on remplace t par τ, intégrant par rapport à τ
de zéro à t et en utilisant les conditions (5.4).

Dα−1
t ‖ℑt z‖2

L2(0,1) +Dα−1
t ‖ℑm

x ℑt z‖2
L2(0,1) +

∫ t

0

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
ℑτz

)2
d xdτ (5.40)

+
∫ t

0

∫ 1

0

(
ℑτz

)2
d xdτ+

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
(ℑ2

τz)
)2

d x +
∫ 1

0
(ℑ2

τz)2d x

≤ η1

(∫ 1

0

∫ t

0

(∂m(ℑ2
τz)

∂xm

)2
d xdτ+

∫ 1

0

∫ t

0
(ℑ2

τz)2d xdτ
)

où
η1 = c5

min(1,2c2,c4)
. (5.41)

D’après le lemme 1.3, on obtient

ϕ1(t ) =
∫ t

0

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
(ℑ2

τz)
)2

d xdτ, ϕ′
1(t ) =

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
(ℑ2

τz)
)2

d x, ϕ1(0) = 0, (5.42)

donc
ϕ1(t ) =

∫ t

0

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
(ℑ2

τz)
)2

d xdτ≤ η1TeTη1

∫ t

0

∫ 1

0
(ℑ2

τz)2d xdτ, (5.43)

d’où (5.40), nous avons
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Dα−1
t ‖ℑt z‖2

L2(0,1) +Dα−1
t ‖ℑm

x ℑt z‖2
L2(0,1) +

∫ t

0

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
ℑτz

)2
d xdτ (5.44)

+
∫ t

0

∫ 1

0

(
ℑτz

)2
d xdτ+

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
(ℑ2

τz)
)2

d x +
∫ 1

0
(ℑ2

τz)2d x ≤ η2

∫ 1

0

∫ t

0
(ℑ2

τz)2d xdτ,

oú
η2 = max(η2

1TeTη1 ,η1). (5.45)

D’après le lemme 1.3, on obtient

ϕ2(t ) =
∫ 1

0

∫ t

0
(ℑ2

τz)2d xdτ, ϕ′
2(t ) =

∫ 1

0
(ℑ2

τz)2d x, ϕ2(0) = 0, (5.46)

donc

ϕ2(t ) =
∫ 1

0

∫ t

0
(ℑ2

τz)2d xdτ≤ 0. (5.47)

Par conséquent (5.44) se transforme à

Dα−1
t ‖ℑt z‖2

L2(0,1) +Dα−1
t ‖ℑm

x ℑt z‖2
L2(0,1) +

∫ t

0

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
ℑτz

)2
d xdτ (5.48)

+
∫ t

0

∫ 1

0

(
ℑτz

)2
d xdτ+

∫ 1

0

( ∂m

∂xm
(ℑ2

τz)
)2

d x +
∫ 1

0
(ℑ2

τz)2d x ≤ 0,

Nous mettons z = 0 dans (5.33) qui donne $ = 0 dans L2(Q). Cela fait la preuve de la
proposition 5.2.
Maintenant, passant à la démonstration du théorème 5.2. A cette fin, il suffit de prouver
que R(Ξ) est dense dans F.On suppose que, pour certain (F1,ϕ1,ϕ2) ∈ R(Ξ)⊥, on obtient∫ T

0
(Lu,F1)L2(0,1)d s + (`1u,ϕ1)L2(0,1) + (`2u,ϕ2)L2(0,1) = 0, (5.49)

Puis, on doit prouver que F1 = 0,ϕ1 = 0,ϕ2 = 0. On suppose u ∈ D0(Ξ) dans (5.49), on
obtient ∫ T

0
(Lu,F1)L2(0,1)d s = 0, ∀u ∈ D0(Ξ). (5.50)

De la proposition 2.1, on déduit que F1 = 0 a.e inQ. Ainsi, (5.49) prend la forme
(`1u,ϕ1)L2(0,1) + (`2u,ϕ2)L2(0,1) = 0, ∀u ∈ D(Ξ). (5.51)

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs `1 et `2 sont indépendants et les
ensembles des valeurs `1 et `2 sont partout denses dans L2(0,1), alors on trouve que
ϕ1 = 0,ϕ2 = 0. Donc F1 = 0,ϕ1 = 0, et ϕ2 = 0 ce qui implique que R(Ξ) = F. Ce qui achève
la démonstration du théorème 5.2.
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5.5 Méthodedeperturbationde l’homotopie avec trans-
formation de Laplace (LT-HPM)

En appliquant la transformation de Laplace aux deux cotés de l’équation (5.1), pour
1 < α < 2, sous la forme suivant :

L{u(x, t )} =−s−α−1L
{

(−1)m a(t )
∂2m+1u

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mu

∂x2m
− f (x, t )

}
+ s−1ϕ(x)+ s−2ψ(x).

(5.52)
En prenant la transformation de Laplace inverse L−1 de l’équation (5.52), on trouve

u(x, t ) =−L−1
{

s−α−1L
{

(−1)m a(t )
∂2m+1u

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mu

∂x2m
− f (x, t )

}}
+ϕ(x)+ tψ(x).

(5.53)
D’après la téchnique HPM, pour déterminer la solution approchée de l’équation (5.53)
nous construisons une homotopie proposée par Madani et al [166], sous la forme sui-
vant :

u(x, t )−ϕ(x)− tψ(x) =−P
[

L−1
{

s−α−1L
{

(−1)m a(t )
∂2m+1u

∂x2m∂t
+(−1)mb(t )

∂2mu

∂x2m
− f (x, t )

}}]
.

(5.54)
La solution de léquation (5.54) s’écrit sous la forme d’une série comme suit :

u(x, t ) =
∞∑

i=0
P i ui (x, t ), (5.55)

oùui (x, t ); i = 0,1,2, . . . sontdes fonctionsquidevraient êtredéterminées. En substituant
(5.55) dans (5.54), on obtient

∞∑
j=0

P j u j (x, t )−ϕ(x)− tψ(x) = −P
[

L−1
{

s−α−1L
{

(−1)m a(t )
∂2m+1

(∑∞
j=0 P j u j (x, t )

)
∂x2m∂t

(5.56)

+ (−1)mb(t )
∂2m

(∑∞
j=0 P j u j (x, t )

)
∂x2m

− f (x, t )
}}]

.

En identiffiant les termes avec ceux de mêmes puissance de P dans (5.56), on trouve :

P 0 : u0(x, t ) =ϕ(x)+ tψ(x),

P1 : u1(x, t ) =−L−1
{

s−α−1L
{

(−1)m a(t )
∂2m+1u0

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mu0

∂x2m
− f (x, t )

}}
,
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P2 : u2(x, t ) =−L−1
{

s−α−1L
{

(−1)m a(t )
∂2m+1u1

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mu1

∂x2m

}}
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Pn+1 : un+1(x, t ) =−L−1

{
s−α−1L

{
(−1)m a(t )

∂2m+1un

∂x2m∂t
+ (−1)mb(t )

∂2mun

∂x2m

}}
, n ≥ 1.

lorsque P −→ 1, (5.55) devient la solution approximative de l’équation (5.1), c-à-d

u(x, t ) ∼= Hn(x, t ) =
n∑

j=0
u j (x, t ), (5.57)

Exemple 5.1.

f (x, t ) =
(
2t

3
2 − 3

p
π

16
t 4

)
ex , 0 < x < 1, 0 < t ≤ T, α= 3

2
, m = 0,

ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0, 0 < x < 1,

a(t ) =−t , b(t ) = 1,

la solution exacte est :u(x, t ) =
p
π

16
t 4ex , on obtient :
u0(x, t ) = 0,

u1(x, t ) =
(pπ

16
t 4 − 64

15015
t

13
2

)
ex ,

u2(x, t ) =
( 64

15015
t

13
2 − 11

p
π

161280
t 9

)
ex ,

u3(x, t ) =
( 11

p
π

161280
t 9 − 8192

3194284275
t

23
2

)
ex ,

u4(x, t ) =
( 8192

3194284275
t

23
2 −

p
π

41932800
t 14

)
ex ,

u5(x, t ) =
( p

π

41932800
t 14 − 131072

234308649526875
t

33
2

)
ex ,

u6(x, t ) =
( 131072

234308649526875
t

33
2 − 31

p
π

9001746432000
t 19

)
ex ,

u7(x, t ) =
( 31

p
π

9001746432000
t 19 − 31

93768192000
t

5
2

)
ex ,

pour n = 7

u(x, t ) ∼= H7(x, t ) =
7∑

i=0
u j (x, t ) =

p
π

16
t 4ex − 31

93768192000
t

5
2 ex .

Pour t ∈ [0.2,2], nous conclons uexa , uhpm et Erreur relative = uexa −uhpm

uexa
.
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t uexa uhpm Erreur relative
0.2 0.0001772453 ex (0.0001

p
π−5.9140×10−12)ex 3.3366×10−8

0.4 0.0016
p
πex (0.00016

p
π−3.3455×10−11)ex 1.179664×10−8

0.6 0.0081
p
πex 0.0081

p
π−9.219×10−11 0.6413529×10−8

0.8 0.0256
p
πex (0.0256

p
π−1.8925×10−10)ex 04170829×10−8

1 0.1107783657 ex 0.1107783654 ex 0.270811×10−8

1.2 0.2297100191 ex (0.1296
p
π−5.2151×10−8)ex 0.227029714×10−8

1.4 0.42556616 ex (02401
p
π−7.667×10−10)ex 0.180160001×10−8

1.6 0.7259970973 ex (0.4096
p
π−1.705×10−9)ex 0.14745×10−8

1.8 1.1629069716 ex (0.6561
p
π−1.4371×10−9)ex 0.1235782×10−8

2 1.7724538504 ex 0.19 ×10−8ex 0.10719602 ×10−8

Exemple 5.2.

f (x, t ) =
(3

p
π

4
− 3

p
t

2
− t

3
2

)
ex , 0 < x < 1, 0 < t ≤ T, α= 3

2
, m = 1,

ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0, 0 < x < 1,

a(t ) = 1, b(t ) = 1,

la solution exacte est : u(x, t ) = t
3
2 ex , on obtient

u0(x, t ) = 0,

u1(x, t ) = 3
p
π

4
ex

(
− t 3

6
+ 8

15
p
π

t
5
2 − 1

24
t 4

)
,

u2(x, t ) = 3
p
π

4
ex

( −128

135135
p
π

t
13
2 + 32

945
p
π

t
9
2 − 1

24
t 4 + 1

120
t 5

)
,

u3(x, t ) = 3
p
π

4
ex

( 256

2027025
p
π

t
15
2 − 64

10395
p
π

t
11
2 + 1

720
t 6+ 1

5040
t 7− 1

40320
t 8− 1

362880
t 9

)
,

pour n = 3

u(x, t ) ∼= H3(x, t ) =
3∑

i=0
u j (x, t ) = 3

p
π

4
ex

(
− t 3

6
+ 8

15
p
π

t
5
2 − 1

24
t 4 + −128

135135
p
π

t
13
2

+ 32

945
p
π

t
9
2 − 1

24
t 4 + 1

120
t 5 + 256

2027025
p
π

t
15
2

− 64

10395
p
π

t
11
2 + 1

720
t 6 + 1

5040
t 7 − 1

40320
t 8 − 1

362880
t 9

)
.
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Pour t ∈ [0.2,2], nous conclons uexa , uhpm et Erreur relative = uexa −uhpm

uexa
.

t uexa uhpm Erreur relative
0.2 0.0894427 ex 0.0052269664 ex 0.9415607
0.4 0.25298 ex 0.02396229 ex 0.9052818
0.6 0.464758 ex 0.052531985 ex 0.8869691
0.8 0.71554175 ex 0.08211954 ex 0.885234454
1 ex 0.100979351 ex 0.89902064

1.2 1.31453413 ex 0.095421 ex 0.9274108
1.4 1.6565023 ex 0.050709 ex 0.9693879
1.6 2.0238577 ex -0.048235 ex 1.0238331
1.8 2.4149534 ex -0.21628 ex 1. 0896
2 2.8284271 ex -0.46752 ex 1. 1653
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Conclusion Générale

À lafindecette thèse, les résultatsprésentés contribueront audéveloppementde l’étude
des équations différentielles fractionnaires, nous avons appliqué quelques théorèmes
du point fixe pour établir l’éxistence et l’unicité des solutions dans un autre côté on
montre l’existence et l’unicité par une estimation a priori et sur la densité de l’image de
l’opérateur engendré par le problème considéré.
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Annexe A �

Théorèmes du point fixe

A.1 Théorème du point fixe

Le but de cette partie est l’étude de quelques théorèmes du point fixe. On commencera
par le plus simple et le plus connud’entre eux : le théorèmedupoint fixedeBanachpour
les applications contractantes. On verra ensuite le théorème du point fixe de Schauder.
Enfin nous abordons le théorème du point fixe de Krasnoselskii. .

A.2 Théorème du point fixe de Banach

Ce théorème est dit aussi le théorème de l’application contractante, c’est la base de la
théorie du point fixe. Ce théorème garantit l’existence d’un point fixe unique pour toute
application contractante d’un espacemétrique complet dans lui même.
DéfinitionA.1. Soient (X ,d)un espacemétrique complet etT une application de X dans
X .Ondit queT est une applicationLipschitizienne s’il existe une constante positive k telle
que l’on ait :

∀x, y ∈ X ,d(T (x),T (y)) ≤ kd(x, y).

• Si k < 1, est appelée contraction.

Théorème A.1. Soit T une application continue sur un espace de Banach X . Alors les
assertions suivantes sont vraies :
1) S’il existe x, y ∈ X tels que

lim
n→+∞T n(x) = y,

alors, y est un point fixe de T, i.e. T (y) = y.

2) Si T (X ) est un ensemble compact dans X et pour tout ε> 0 il existe un xε ∈ X tel que
‖T (xε)−xε‖ < ε,

alors T adment un point fixe.
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Démonstration. 1) Soit yn = T n(x), n = 1,2, . . . si T est une application continue, alors
T (y) = T ( lim

n→+∞ yn) = lim
n→+∞T (yn) = lim

n→+∞ yn+1 = y,

ce qui preuve la première assertion.
2) Supposons que les hypothèses de 2) sont remplies. Alors pour n = 1,2, . . . on a xn ∈ X
tel que :

‖T (xn)−xn‖ < 1

n
. (A.1)

T (X )estunensemble compact impliquequ’il existeune sous suite convergente (T (xnk ))+∞n=1
de (T (xn))+∞n=1 de limite x.Alors en exploitant (A.1) et le fait queT est continue, on déduit
que x est un point fixe de T.

ThéorèmeA.2. (Théorèmedupoint fixe deBanach)[133] Soient X un espace deBanach
etT : X → X uneapplication contractante. AlorsT admetunpointfixeunique, autrement
dit :

∃!x ∈ X : T x = x.

Démonstration. Existence
Considérons la suite (xn)n∈N définie parxn = T (xn), n ≥ 1

x∈X .

On démontre que (xn) est une suite de Cauchy dans X .

Pour m < n, on a :
‖xn −xm‖ ≤ ‖xm+1 −xm‖+‖xm+2 −xm+1‖+ . . .+‖xn −xn−1‖.

Puisque T est une contraction, alors :
‖xp+1 −xp‖ = ‖T xp −T xp−1‖ leqk‖xp −xp−1‖, pour p ≥ 1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

‖xn −xm‖ ≤ (km +km+1 + . . .+kn−1)‖x1 −x0‖
≤ km(1+k + . . .+kn−m−1)‖x1 −x0‖
≤ km

1−k
‖x1 −x0‖.

On déduit que la suite (xn)n est de Cauchy dans X qui est complet, donc (xn)n converge
vars X dans X .
Puisque T est continue, alors :

x = lim
x→+∞xn = lim

x→+∞T (xn−1) = T ( lim
x→+∞xn−1) = T x.
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Donc, x est un point fixe de T.

Unicité
Supposons que T x = x et T y = y. Alors :

‖x − y‖ = ‖T x −T y‖ ≤ k‖x − y‖,

puisque k < 1, on déduit que ‖x− y‖ = 0 c’est-à-dire x = y, d’où l’unicité du point fixe de
T.

Le théorème du point fixe de Banach se généralise de la manière suivante :

Théorème A.3. Soit T une application sur un espace de Banach X telle que T N soit une
contraction sur X pour un entier positif N . Alors T admet un point fixe unique.

Démonstration. Le théorèmedupoint fixe deBanach implique qu’il existe unpoint fixe
pour T N . Appelons x0 ce point fixe. Maintenant, il suffit de noter que :

‖T (x0)−x0‖ = ‖T N (T (x0))−T N (x0)‖ ≤ k‖T (x0)−x0‖,

ceci implique que T (x0) = x0 car 0 < k < 1.

L’unicité est claire puisque un point fixe de T est également un point fixe pour T N .

A.3 Théorème du point fixe de Brouwer

Soient N ≥ 1,R > 0 et f ∈ C (BR ,BR ) avec BR = {x ∈ RN ,‖x‖ ≤ R}. (on muni RN d’une
norme notée ‖.‖.) Alors f admet un point fixe, c’est-à-dire il existe x ∈ BR tel que : f (x) =
x.

Définition A.2. On dit qu’un espace toplogique X a la propriété du point fixe si toute
application continue T : X → X possède un point fixe.

Théorème A.4. (Théorème du point fixe de Brouwer)[76] Soit Bn , la boule unité fermée
de RN . La boule Bn a la propriété du point fixe pour tout n ∈N∗.

A.4 Théorème du point fixe de Schauder

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour la démonstartion de
l’éxistence d’un point fixe d’une application continue sur un convexe compact dans un
espace de Banach. Le théorème du point fixe de Schauder affirme qu’une application
continue sur un convexe comapct admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement
unique.

Théorème A.5. (Théorème du point fixe de Schauder)[76] Soient k un sous ensemble
non vide, compact et convexe d’un espace de Banach X et T : K → K une application
continue. Alors T admet un point fixe.
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Démonstration. Soit T : K → K une application continue. Comme K est compact, alors
T est uniformément continue. Donc pour ε fixé, il existe δ> 0 tel que, pour tout x, y ∈ K ,
on a :

‖x − y‖ ≤ δ⇒‖T (x)−T (y)‖ ≤ ε,

de plus, il existe un ensemble fini de points {x1, x2, . . . , xp } ⊂ K tel que les boules ouvertes
de rayon δ centrées aux points xi recouvrent K ; c’est-à-dire, K ⊂∪1≤ j≤p B(x j ,δ).

Si on pose L = vect (T (x j ))1≤ j≤p , alors L est de dimension finie etK ∗ = K ∩L est compact
convexe de dimension finie.
Pour 1 ≤ j ≤ p, on définit la fonction continueψ j : X →R par :

0 si‖x −x j‖ ≥ δ,

1− ‖x −x j‖
δ

si non.

Il est clair que ψ j est strictement positive sur B(x j ,δ) et nulle en dehors. On a donc,

pour tout x ∈ K ,
p∑

j=1
ψ j (x) > 0, et par la suite on peut définir surK les fonctions continues

positivesϕ j par

ϕ j (x) = ψ j (x)∑p
k=1ψk (x)

,

pour les quelles on a
p∑

j=1
ϕ j (x) = 1, pour tout x ∈ K .

Posons maintenant, pour x ∈ K ,

g (x) =
p∑

j=1
ϕ j (x)T (x j ).

La fonction g est continue (somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans
K ∗ (car g est un barycentre des T (x j )).

Si on prend la restriction g /K ∗ : k∗ → K ∗, (d’après le théorème de Brouwer) g possède
un point fixe y ∈ K ∗.

De plus :

T (y)− y = T (y)− g (y)

=
p∑

j=1
ϕ j (y)T (y)−

p∑
j=1

ϕ j (y)T (x j )

=
p∑

j=1
ϕ j (y)

(
T (y)−T (x j )

)
.
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Or si ϕ j (y) 6= 0 alors ‖y −x j‖ < δ, et par suite ‖T (y)−T (x j )‖ < ε. Donc, on a pour tout j

‖T (y)− y‖ ≤
p∑

j=1
ϕ j (y)‖T (y)−T (x j )‖

≤
p∑

j=1
εϕ j (y) = ε.

Donc, pour tout entierm onpeut trouver unpoint ym ∈ K tel que ‖T (ym)−ym‖ ≤ 2−m .Et
puisque K est compact, alors de la suite (ym)m∈Z on peut extraire une sous suite (ymk )
qui converge vers un point y∗ ∈ K . Alors T étant continue, la suite (T (ym k )) converge
vers T (y∗) et on conclut que T (y∗) = y∗, c’est-à-dire y∗ est un point fixe de T sur K .

Pour les applications, la généralisation suivante s’avère utile.

Théorème A.6. (Théorème du point fixe de Schauder généralisé)[76] Soit F un en-
semble fermé convexe sur un espace de Banach X et soit T : F → F une application conti-
nue telle que T (F ) est un sous-ensemble relativement compact de F. Alors T admet un
point fixe.

Théorème A.7. Supposons que T est une application continue entre deux espaces de Ba-
nach X et Y . Si K est un ensemble compact dans X alors, T (K ) est un ensemble compact
dans Y .

Démonstration. Soit T : X → Y une application continue et soit K un ensemble com-
pact dans X . Supposons une suite arbitraire (yn) ⊂ T (k).Alors il existe une suite (xn) ⊂ K
telle que T (xn) = yn pour tout n. Puisque K est compact, alors il existe une sous-suite
(xn k ) convergente de (xn) dans K , i.e. il existe un élément x ∈ K tel que xn k −→+∞. De
plus, puisque T est continue, nous avons

xn k −→ x ⇒ yn k = T (xn k ) −→ T (x) ∈ T (K ).

Ceci termine la preuve.

Soit T : X → Y une application entre deux espaces de Banach. Les différentes notions
de continuitées dans ce chapitre sont : T est dite

Ï Continue : si pour tout x ∈ X et tout ε > 0, il existe δ = δ(x,ε) tel que quelque soit
y ∈ X :

‖y −x‖X < δ⇒‖T (y)−T (x)‖Y < ε.

Ï Uniformément continue sur A : (A ∈ X ), si pour tout ε > 0, il existe δ = δ(ε) tel que
quels que soient x, y ∈ A nous avons :

‖y −x‖X < δ⇒‖T (y)−T (x)‖Y < ε.

Si Tλ : X → Y , (λ ∈Λ), un ensemble d’applications entre deux espaces de Banach. Tλ est
dite
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Ï Equicontinue sur A : (A ∈ X ), si pour tout ε, il existe δ= δ(ε)tel que quels que soient
x, y ∈ A et quelque soit λ ∈Λ nous avons :

‖y −x‖X < δ⇒‖Tλ(y)−Tλ(x)‖Y < ε.

Théorème A.8. (Théorème d’Ascoli-Arzelà)[198] Soit A ⊂ C (K ,Rn), (K = [a,b] ⊂ R). A
est relativement compact (i.e, A st compact) si et seulement si :
1) A est uniformément borné.
2) A est équicontinu.

• Onrappellequ’une fonction f estuniformémentbornéedans A sil existeunconstante
M > 0 telle que :

‖ f ‖ = sup
x∈K

| f (x)| ≤ M , ∀ f ∈ A.

A.5 Théorème du point fixe de Krasnoselskii

On a vu précédemment deux théorèmes principaux de la théorie du point fixe à savoir
le thème de Schauder et le théorème de l’application contractante de Banach. Krasno-
selskii a combinié cesdeux théorèmes.
ThéorèmeA.9. (Théorème du point fixe de Krasnoselskii)[198] Soit F un ensemble non
vide, fermé et convexe d’un espace de Banach X . T1 et T2 sont deux applications de F dans
X telles que :
1− T1(x)+T2(y) ∈ F, ∀x, y ∈ F,

2− T1 est une contraction,
3− T2 est compacte et continue.

AlorsT1+T2 admetunpointfixedansF,autrementdit, il existe x ∈ F tel queT1(x)+T2(x) =
x.

Démonstration. Supposons que les applications T1 et T2 satisfons les hypothèses du
théorème. En particulier, il existe k ∈ (0,1) tel que :

‖T1(x)−T1(y)‖ ≤ k‖x − y‖, x, y ∈ F.

Ceci donne :
‖(I −T1)(x)− (I −T1)(y)‖ ≥ ‖x − y‖−‖T1(x)−T1(y)‖ ≥ (1−k)‖x − y‖

et

‖(I −T1)(x)− (I −T1)(y)‖ ≤ ‖x − y‖−‖T1(x)−T1(y)‖ ≤ (1+k)‖x − y‖.

Par conséquent, I −T1 : F → (I −T1)(F ) est un homéomorphisme et (I −T1)−1 existe,
puisque (I −T1)(F ) est continue. De plus on remarque que pour tout y ∈ F, l’équation

x = T1(x)+T2(y)
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aune solutionunique x ∈ F selon le théorèmedupoint fixedeBanach.De cette dernière

équation nous concluons que T2(y) ∈ (I −T1)(F ) pour tout y ∈ F et que (I −T1)−1T2 : F →
F est bien définie comme étant une application continue. Puisque T2 est une applica-
tion compacte, il s’ensuit que (I −T1)−1T2 : F → F est aussi une application compacte.
Finalement, le théorème du point fixe de Schauder généralisé nous garantit la conclu-
sion du théorème.

Pour plus de détails, nous recommnadons toute personne intéressée par les
théorèmes du point fixe de parcourir le livre [70] par Smart où des résultats supplémen-
taires et beaucoup plus de références peuvent être trouvées.
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Fiches B

Dans ce qui suit, nous avons essayé de donner un compte rendu historique de certaines
des personnalités mentionnées dans notre mémoire, ce qui a eu un impact important
sur le travail et les recherches qu’ils ont présentés au monde.

FIG. B.1 : Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann, Né le 17 septembre 1826 à Breselenz, État deHa-
novre, mort le 20 juillet 1866 à Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est
un mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté une contribu-
tion importante à l’analyse et à la géométrie différentielle.
En 1840, Bernhard s’établit à Hanovre pour vivre chez sa grand-mère et aller au collège.
Aprés le décès de sa grand-mère en 1842, il va à Lunebourg pour continuer ses études
secondaires. Au lycée, Riemann étudie la Bible intensivement, mais il est distrait par les
mathématiques ; il essayemême de prouver, mathématiquement, l’exactitude de la Ge-
nèse. Sesprofesseurs sont surpris par ses capacités à résoudredesproblèmes complexes
enmathématique.
En 1846, âgé de 19 ans, grâce à l’argent de sa famille, il commence à étudier la philoso-
phie et la théologie pour devenir pasteur afin de financer sa famille.
En 1847, son pére l’autorise à étudier lesmathématiques. Il étudie d’abord à l’université
de Gottingen où il rencontre Carl Friedrich Gauss, puis à l’université de Berlin, où il a
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entre autres comme professeurs Jacobi, Steiner et Dirichlet. Il effectue sa thèse à Got-
tingen sous la direction de Gauss.
Dans sa thèse, présentée en 1851, Riemannmet au point la théorie des fonctions d’une
va riable complexe, introduisant notamment le concept des surfaces qui portent son
nom.
On lui doit également d’importants travaux sur les intégrales, poursuivant ceux de Cau-
chy, qui ont donné entre autres ce qu’on appelle aujourd’hui les intégrales de Riemann.
Intéressé par la dynamique des gaz, il jette les bases de l’analyse des équations aux dé-
rivées partielles de type hyperbolique et résout un cas particulier de ce qu’on appelle
maintenant le problème de Riemann.

FIG. B.2 : Joseph Liouville

Joseph Liouville, Né le 24mars 1809, Joseph est le fils d’unmilitaire qui survit aux cam-
pagnes napoléoniennes et qui, en 1814, établit sa famille à Toul.
Joseph Liouville est diplômé de l’école polytechnique en 1827. Deux ans plus tard, il
intègre l’école des ponts et chaussées, dont il n’obtient pas le diplôme en raison de pro-
blèmes de santé et, surtout, de sa volonté de suivre une carrière académique plutôt
qu’une carrière d’ingénieur.
Il obtient le doctorat és sciencesmathématiques en 1836 devant la faculté sous la direc-
tion de Simeon Denis Poisson et Louis Jacques Thenard. Aprés quelques années dans
diverses institutions comme assistant et comme professeur à l’école centrale (1833, où
il était répétiteur depuis 1831), il est nomméprofesseur à l’école polytechnique en 1838.
Il obtient une chaire en mathématique au Collège de France en 1850 et une chaire en
mécanique à la Faculté des sciences de Paris en 1857. Il est élu membre de l’Académie
des sciences le 3 juin 1839 (il en sera président pendant l’année 1870).
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Àcôtéde ses réussites académiques, il était un remarquableorganisateur. Liouville fonda
en 1836 le Journal de mathématiques pures et appliquées appelé parfois journal de
Liouville, qui garde sa haute réputation de nos jours (il est édité depuis 1997 par l’édi-
teur anglo-néerlandais Elsevier Science). Il a beaucoup publié dans ce journal, en son
nom ou en utilisant le pseudo nyme Besge.

Il fut le premier à lire les travaux inédits d’Évariste Galois, en reconnut l’importance et
les publia dans son journal en 1846. Le mathématicien Olry Terquem fut l’un des cé-
lèbres auteurs de son journal. Liouville s’impliqua aussi en politique et fut membre de
l’assemblée constituante en 1848. Cependant, aprés sa défaite aux élections à la dépu-
tation en 1849, il quitta la politique. D’un point de vue familial, on sait que Liouville a
eu deux filles, Céline et Marie.

FIG. B.3 : Michele Caputo

Michele Caputo
Anniversaire : le 5mai 1927.

Lieu de naissance : Ferrara, Italie.

Degrés :
• 1950Mathématiques (laurea) Université de Ferrare.
• 1955 Physique (laurea) Université de Bologne.
• 1959 Géodésie (libera docenza) Ministère de la éducation d’Italie.
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