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Résumeé

Dans ce mémoire, nous étudions la convergence de quelques méthode du gradient conju-
gué non linéaire avec la recherche linéaires inexacte de Wolfe-fort pour résoudre les pro-
blemes d’optimisation sans contraintes.

Nos simulations numériques illustrent I'efficacité des méthodes de gradient conjugué, a tra-
vers le temps qu’il faut pour atteindre le minimum, ainsi que le nombre d’itérations.

Mots clés: Optimisation sans contraintes, méthodes gradient conjugué, recherche linéaires
inexacte.
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Abstract

In this thesis, we study the convergence of some nonlinear gradient methods combined
with Strong Wolf inexact linear search to solve unconstrained optimization problems.
Our numerical simultions iluustrate the efficiency of conjugate gradient methods, through
the time it take to reach the minimum, as well as the number of iterations.

Keywords: Unconstrained optimization, conjuguate gradient methods, inexactlinear search.
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Introduction

Problématique Cadre un probleme d’optimisation consiste, étant donnée une fonction
f:S—R,atrouver:

1. Son minimum v (resp. son maximum) dans S.

2. Un point x, € S qui réalise ce minimum (resp. maximum) i.e f(x,)=v.
Vocabulaire

— [ estla fonction objectif.

— v est la valeur optimale.

— X, est la solution optimale.

— Ecriture du probléme : min g f(x)( resp. max,cg f(x)).

Remarque

1. Loptimisation est une branche des mathématiques. Dans la pratique, on part d'un pro-
bleme concret, on le modélise et on le résoudre mathématiquement (analytiquement :
probleme d’optimisation, numériquement : programme mathématique).

2. Lien minimum / maximum : soit f une fonction dont on veut trouver le maximum. Le
probleme max, s f(x) renvoi(x,, v)alors quele probléeme min, s f(x) renvoi(x,,—v).D’ou

ce lien. Ainsi la recherche d'un maximum peut toujours se ramener a la recherche d'un
minimum.

Applications L'optimisation intervient dans de nombreux domaines :

* Enrecherche opérationnelle (probleme de transport, économie, gestion de stocks, ...)

* Enanalyse numérique (approximation / résolution de systemes linéaires et non linéaire,

)
* En automatique (modélisation de systemes, filtrage, ...)

* En ingénierie (dimensionnement de structures, conception optimale de systémes (ré-
seaux, ordinateur,...),...)

On s’'intéresse dans ce mémoire au probleme (P) suivant :

Soit f : R” — R.On recherche a résoudre le probleme de minimisation sans contraintes sui-
vant:

(P):min f(x): x eR"



Introduction 2

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problemes de types (P), on
peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthodes est surtout utilisée pour les pro-
blemes de grande taille. Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel, pour
la minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes. Plusieurs mathématiciens
ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire.Ceci a été réalisé pour la premiere fois, en
1964 par Fletcher et Reevese (Méthode de Fletcher-Reeves ) puis en 1969 par Polak, Ribiere et
Ployak (Méthode de Polak-Ribiere-Ployak). Une autre variante a été étudiée en 1987 par Flet-
cher (Méthode de la descente conjuguée). Une nouvelle variante a été proposée en 1991 par Liu
et Storey (Méthode de Liu et Storey ). Et enfin une derniere variante qui a été étudiée en 1999
par Dai et Yuan (Méthode de Dai et Yuan ). Toutes ces méthodes génerent une suite {x; } .y de
la facon suivante :

X1 = X + Qi dy

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire
exacte ou inexacte.
Les directions d; sont calculées de facon récurrente par les formules suivantes :

d _ _gl si k:1
k= _gk+ﬂkdk—l si k=2

ge=V[(x)erf €R.

Récemment plusieurs mathématiciens ont développé des nouvelles méthodes du gradient
conjugué non linéaire efficaces afin de résoudre des problémes d’optimisation sans contraintes.
Le but de ce mémaoire, nous étudions la convergence de quelques méthode de gradient conjugue
non linéaire avec la recherche linéaires inexacte de Wolfe-fort pour résoudre les problemes
d’optimisation sans contraintes.

Ce mémoire comporte quatre chapitres :

PREMIER CHAPITRE :
On introduit dans ce chapitre les notions préliminaires de base concernant I'optimisation
sans contraintes. et quelques notions sur les problemes de minimisation sans contraintes.

DEUXIEME CHAPITRE :
Le deuxieme chapitre est dédie a I'étude des recherches linéaires inexactes d’Armijo et Wolfe
de plus I’étude de la convergence des algorithmes a directions de descente.

TROISIEME CHAPITRE :
Dans ce chapitre on étudie la méthode de gradient conjugué. cas des fonctions quadra-
tiques strictement convexe .Et le cas des fonctions non quadratiques.

QUATRIEME CHAPITRE:

Dans ce chapitre en étudie la convergence de la méthode du gradient conjugué non li-
néaire de WYL et on la compare avec les méthodes de PRP et FR pour la connaissance de
I'efficacité des ces méthodes de gradient conjugué, a travers le temps qu'’il faut pour atteindre
le minimum ,ainsi que le nombre d’itérations.

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023
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CINQUIEME CHAPITRE : Dans ce chapitre ,nous avons étudié la convergence de la mé-
thode du gradient et sa comparaison avec les méthode PRP et F R selon les résultat prélimi-
naires numérique de la performance de la méthode WY L.

Ce mémoire se terminera par une conclusion générale qui récapitule le travaille effectué.

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023



Notions préliminaires

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler brievement les définitions de quelques notions
importantes sur lesquelles on va s’appuyer dans notre travail, ainsi que quelques propriétés
utiles.

1.1 Définitions et notions de base

Définition 1.1.1 [17]Soit f :R" =R,

1. Le gradient d’'une fonction de plusieurs variables en un certain point x, € R" est un vecteur
qui caractérise la variabilité de cette fonction au voisinage de ce point. Le gradient est la géné-
ralisation a plusieurs variables de la dérivée d'une fonction d’'une seule variable.

On le note parV f tel que:

FTEN
ax,

)

Vf(xy)= : (1.1.1)
of
(xo)

[0x, ]

. . —)
> Il est courant aussi de noter le gradient par: Grad f .

2. On appelle la matrice hessienne (ou simplement la hessienne) de la fonction f en un certain
point x, € R" la matrice carrée, notée H(f) de ses dérivées partielles secondes.

Plus précisément en supposant que toutes les dérivées partielles secondes de f existent, le coef-
ficient d’indice i,j de la matrice hessienne de [ vaut :

2

3xl~3xj

H; j(f (%)) = (x) avec i,j=(1,2,---,n). (1.1.2)

Ou, en d’autres termes :
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[ Oy Oy O )]
ox2° 0x,0x, ° 0x,0x, "
o*f o’f o:f
8x28x1(x0) 5_x22 Yol o 8x28xn(x0)
H(f(x))= : (1.1.3)
o’f o’f of
_M(XO) m(xo) 3_x5(x0) _
Définition 1.1.2 |18/ Soit A une matrice carrée, Ac M,,,,
— la matrice A est dite Symétrique si :
AT =A. (1.1.4)

— la matrice A est dite Définit positive si et seulement si elle est positive et inversible,autrement
dit:
VxeR”, x"Ax >0. (1.1.5)

Définition 1.1.3 |4/ soit A € M,,,,, une matrice symétrique définie positive, soit x et y deux
vecteurs deR" .
On dit que deux vecteurs non nuls x et y sont conjugués par rapport a la matrice A ou (A-
conjugués), s'ils vérifient :

x"Ay=(x,y),=0. (1.1.6)

On dit que ces deux vecteurs sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

> Une famille de vecteurs sont alors conjugués par rapport a A s'ils sont orthogonaux au sens
de ce produit scalaire.

En particulier, ils forment donc une famille libre.

Définition 1.1.4 [18].
soit A€ M,,,, une matrice symétrique, b un vecteur deR" et ¢ une constante.

— On dit que la fonction f : R" — R est une forme quadratique si on peut
I'écrire sous la forme suivante :

1
f(x)zExTAx—bTx+c. (1.1.7)

Remarque 1.1.1 La fonction f(x) est dite une forme quadratique définie positive (resp.semi-
définie positive ) lorsque A est une matrice définie positive (resp.semi-définie positive).

Définition 1.1.5 [6]/S0itQ2 une partiedeR ,f : Q2 — R une application, On dit que f est locale-
ment lipschitzienne si :

YM >0,Y(x,y)e

[ f()—F)|| < M||x—y]. (1.1.8)

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023
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Définition 1.1.6 |6/ Une partie) de R" est dite convexe si,
Vtel0,1],Y(x,y) €% (1—t)x+ty Q. (1.1.9)
> Cela signifie que,Y (x, y) € Q?, le segment [x, y] est tout entier inclus dans ().

Définition 1.1.7 [18]soit f : R" — R une application, on dit que :

1. l'application f est convexe sur R" si :
Veel0,1],V(x,y) eR" xR : f(tx+(1—1)y) < t f(x)+(1—1)f(y). (1.1.10)
2. l'application f est strictement convexe sur R" si :
Vit €]o, 1[,V(x,y) eR"xR" avec x#y:f(tx+(Q—-0)y)<tf(x)+(Q—1)f(y). (1.1.11)

Définition 1.1.8 . [17]s0it Q2 un ouvert deR" et soit f une application a valeurs dansR et soit
x un pointdel,f est dite différentiable au point x s'il existe une application linéaire continue
L deR" dansR telle que :

VheR"; f(x+h)=f(x)+L(h)+olh|, avec x+heQ. (1.1.12)

Ot1, d’'une fagon équivalente :

i L&+ A= f(x)— L(R)
h—0 1Al

=0. (1.1.13)

> Une telle application linéaire L si elle existe, est alors unique.
Elle s'appelle différentielle de f au point x et notée par:L = D f(x). De plus, sa continuité assure
la continuitéde f en x.

Définition 1.1.9 . |21] Soit f une fonction définie sur R" a valeurs dansR et d e R"

1. Ondit que f admet une dérivée directionnelle au point x suivant le vecteur d si l'application
t R~ f(x+td)estdérivable en 0 et se note par :
f flx+td)—f(x)

(0 =lim : , (1.1.14)

> Si d est le vecteur nul, cette dérivée directionnelle existe et a une valeur nulle.
alors on va supposer que d n'est pas le vecteur nul dans ce qui suit.

2. Dans ce cas, si d = e, (I'un des vecteurs de base deR" ), on appelle cette dérivée directionnelle
la K°™¢ drivée partielle de f au point x, que l'on note:
af f(xlrxzr""xk+t""’xn)_f(xl,xz,"':xn)

Définition 1.1.10 . |4]soit {x; },oy une suite dans R" convergeant vers X telle que x; # X

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023
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& Si

Xpp1— X
limsupw—7<l.

koo || X=X

on dit que { x;. } .oy cOnverge vers X linéairement avec le taux 7 .

& Si

X1 — X
w—m, quand k — oo.
Il — X

alors on dit que la convergence est super linéaire.
Plus précisément sidp > 1 tel que :

Xpp1— X
1imsupw < +400.
k—oo || Xk — Xl

on dit que la convergence est super linéaire d'ordre p.
En particulier si

Xpp1— X
limsup—|| kel — 2” <400
k—oo ||Xp— X||

on dit que la convergence est quadratique (super linéaire d’ordre 2).

1.2 Probléme d’optimisation sans contraintes

soit f : R” — R on appelle probléme d’optimisation (minimisation) sans contraintes le
probléme (P) suivant :
(P):min f(x): x eR". (1.2.1)

> On considere le probleme (1.2.1) :

Définition 1.2.1 soit f : R"” — R ,une fonction continiiment différentiable :

1. Minimum global : X € R" est un minimum global de (1.2.1) si et seulement si :
F(R)< f(x):Vx R (1.2.2)

2. Minimum local : X € R" est un minimum local strict de (1.2.1) si et seulement si il existe un
voisinage v,(X) tel que :

f(X)< f(x):Vx € v, (X). (1.2.3)

3. Minimum local strict: X € R" est un minimum local strict de (1.2.1) si et seulement si il existe
un voisinage V.(x) tel que :

f(X)< f(x):VxeV,(X) avec x#X. (1.2.4)

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023
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minimum
local

minimum global
recherché

FIGURE 1.1 — Extrema d’une fonction a une variable

1.3 Direction de descente

Définition 1.3.1 soit f :R" — R, d est un vecteur non nul deR" est dites direction de descente
de f en X e R" si et seulement si il existe un réel 6 > 0, tel que pour tout a dans l'intervalle 10; af

ona:
f(% +ad) < f(%). (1.3.1)

Théoreme 1.3.1 [21] soit f : R" — R" une fonction différentiable au point X € R" et d € R"
une direction vérifiant la condition suivante :

VI f(®)d <o0. (1.3.2)

Alors d est une direction de descente au point X.

Preuve 1.3.1 f estdifférentiable au point X. Donc :
f(x+ad)=f(X)+aVf(®)'d+ald|o(x,ad). (1.3.3)

avec
o(x,ad)— 0,_.
ceci implique que

lim =V f(%)d <0. (1.3.4)

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéros V(0) =]—0;+0][ tel que :

f(X+ad)—f(%)

a

<0, VYae]—6&;+6[. (1.3.5)

La relation est particulierement vraie pour tout a €]0,+0[. On obtient le résultat cherché
en multipliant la relation para > 0.
Clest a dire:

f(x+ad)< f(x), Vae€]-06;+96].

Lensemble des directions de descente de f en x est donné par :

{deR":Vf(x)'d<0}. (1.3.6)

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023
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Remarque 1.3.1 La direction de descente d fait un angle ©® avec l'opposé du gradient —V f(x)
qui est strictement inférieur a 90° eton a:
VT f(x)d T

v rwanan <%z

©® = arccos [. (1.3.7)

L'ensemble des directions de descente
{deR":Vf(x)'d<0}.

de fen x, forme un demi-espace ouvert deR".

1.3.1 Exemple de choix de directions de descente

Direction du gradient
Si on choisit 'opposé du gradient comme directions de descente; c’est a dire si on prend :

d=—Vf(x) avec Vf(x)#0. (1.3.8)

On obtient alors la direction du gradient
Bien sur —V f(x) est une direction de descente, puisque

) d==Vfx)'Vf(x)=(Vf(x), Vf(x)=—IVF)I<O0. (1.3.9)

Direction de Newton
On va supposer que la fonction f est deux fois différentiable en x
La direction de newton en un point x en lequel le hessien de f est inversible est définie par :

d=—(V2f(x)) 'V f(x). (1.3.10)

Il s’agit bien d'une direction de descente si :

e Vf(x)#0
e V f(x)? est définie positive.

1.4 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre :

Théoreme 1.4.1 . [17]Soitf:R" — R différentiable au point X e R". Si X est un minimum local

de (1.2.1) alors

Vf(%)=0. (1.4.1)

Preuve 1.4.1 En effet, supposons que

Vf(x)#0.

Puisque la direction
d=-Vf(x).

est une direction de descente, il existe 0 > 0 tel que :
f(x+ad)< f(x),Ya€]o,d]. (1.4.2)
Ceci est contradiction avec le fait que X est une solution optimal local de (1.2.1) d’ots :

Vf(%)=0. (1.4.3)

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023
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1.5 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre :

Théoreme 1.5.1 [18] Soit f : R" — R deux fois différentiable au point X € R". Si X est un
minimum locale de (1.2.1) alors
Vf(x)=0.

et la matrice hessienne de f au point X, qu'on note H(X), est semi définie positive.

Preuve 1.5.1 Soit x e R" quelconque, [ étant deux fois différentiable au point X, on aura pour
touta #0

f(x+ad)=f(x)+ %azde(fc)d +a?||d||Po(%,ad). (1.5.1)

avec
o(x,ad)— 0,_0

Ceci implique

fx Mi)_f(’z) - %azdtH(fc)d +a?|ldIPo(%, ad). (1.5.2)
Comme X est un optimum local alors
f(x+ad)= f(x).
pour a suffisamment petit, d’oul
d"H(%)d +||d|]*o(X%,ad)<0. (1.5.3)

pour a petit. On passe a la limite quand a — 0, On obtient
d'H(x)d <0.

d’ott H(X) est semi définie positive.

1.5.1 Condition suffisantes d’optimalité

Théoreme 1.5.2 . |17/ Soit f : R" — R deux fois différentiable au point X € R". Si

Vf(x)=0.

et H(X) est définie positive, alors X est un minimum local strict de (1.2.1).

Preuve 1.5.2 fest deux fois différentiable au point x. Alors VY x € R", on obtient :

f(x)=f(x)+ %(x — %) H(X)(x—%)+]|x — X|]?0o(%; x — X). (1.5.4)
avec
o(x;x—Xx)—,.; O.

Supposons que X n'est pas un minimum local strict. Donc il existe une suite x;. convergente vers
X telle que

flx) £ f(%). (1.5.5)

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023
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avec x;. # X,Vk

Posons -
dp=—t""_
|2 — %]
Donc
ldill =1,
et on obtient : -
f(xk)—Jj(x) :ldéH(i)dk—i‘O(x;xk_fC)So’vk (1.5.6)
llxe—%l 2
et comme
lldill=1,Vk

alors il existe {d}ren,cn telle que di, — d pour k — oo et k € N;.
On a bien stir

Xp—X
dp= T
|l — X||

Considérons donc {dy}ren, et le fait que o(%; X — x) — 0 pour k — oo et k € N,. Alors :
d'H(x%)d <0. (1.5.7)

Ce qui contredit le fait que H(X) est définie positive car ||d|| = 1(donc d # 0). Donc X est un
minimum local strict.

1.5.2 Cas convexe

Théoreme 1.5.3 . [21|] Soit f : R" — R telle que f est convexe et différentiable. Alors X est un
minimum globale de f si seulement si

Vf(%)=0. (1.5.8)

Remarque 1.5.1 Dans le cas ou la fonction f est convexe, il n'y a pas de différence entre un mi-
nimum local et un minimum global, c’est a dire que tout minimum local est également global.
De plus, si fest strictement convexe, tous les minima locaux deviennent non seulement globaux,
mais également uniques.
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Recherches linéaires inexactes

Le but de ce chapitre consiste a décrire les principales réegles de recherche linéaire inexacte
(Armijo, Wolfe), ainsi que 1'étude de la contribution de cette derniere a la convergence des
algorithmes a directions de descente.

2.1 Recherche linéaire

2.1.1 Principe des recherches linéaires

Si la recherche linéaire nous intéresse, ce n'est pas seulement parce que dans les applica-
tions, on rencontre naturellement des probléemes unidimensionnels, mais plutot parce que la
recherche linéaire est une piece fondamentale de toutes les méthodes traditionnelles d’opti-
misation multidimensionnelle.

Effectuer une recherche linéaire consiste a déterminer un pas ¢, le long d'une direction de
descente d,, en d’autres termes résoudre le probléme unidimensionnel suivant :

minf(x,+ad,), aeR, (2.1.1)

Habituellement, nous avons le schéma suivant d'une méthode de minimisation multidi-
mensionnelle sans contrainte :
En observant le comportement local de la fonction-cott f sur l'itération courante x;, la mé-
thodes sélectionne "la direction du mouvement" d; (qui est souvent une direction de descente
de l'objectif f:
v f(x)d <o0.

et exécute un pas dans cette direction de la forme suivante :
xk—>xk+1:xk+akdk. (212)
ol ;. est une solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel suivant :

miglf(xk—kadk). (2.1.3)

en vue de réaliser une certaine progression de la valeur de I'objectif f, c’est-a-dire de faire
en sorte que
flxe+apdy) < f(xe+ady), Va>0. (2.1.4)

12



2.1. Recherche linéaire 13

La plupart des méthodes considerent que x;,d; sont des valeurs fixes et que le pas a;. est
déterminé par le minimisation unidimensionnelle de la fonction /; : R, — R tel que :

a— hk(a):f(xk+adk). (2.1.5)

Il convient de noter que dans les problemes d’optimisation sans contraints, nous devrons
résoudre un probleme d’optimisation dans R pour chaque itération x;.

La méthode de recherche linéaire est ainsi une brique de base de toute méthode multidi-
mensionnelle.

Il existe deux grandes catégories principales de méthodes qui concernent I'optimisation
unidimensionnelle :
{ Les recherches linéaires exactes.
{ Les recherches linéaires inexactes.

2.1.2 Objectifs a atteindre

Il s’agit d’atteindre deux objectifs [16].

Le premier objectif

Consiste a diminuer f suffisamment. Cela se fait le plus souvent en réalisant une égalité
sous la forme :
f(xr+aidy)=f(xi )+ "un terme negatif”. (2.1.6)

Le terme négatif, dit k, joue un role essentiel pour la convergence de I'algorithme qui uti-
lise cette recherche linéaire.
L'argument va comme suit.

Dans le cas ol f(x;) est minorée il existe une constante C telle que

f(x)=>C,Vk

alors ce terme négatif doit nécessairement tendre vers zéro. C’est bien souvent a partir de la
convergence vers z€ro de cette suite que nous arrivons a montrer que le gradient lui-méme
doit tendre vers zéro. Le terme négatif doit donc prendre une forme tout a fait particuliere si
I'on veut parvenir a en tirer des informations.

Notamment, il ne suffit pas d’'imposer

JFxe+ardy) < f(x).
Le second objectif
Cela consiste a éviter que le pas a; > 0 soit trop petit, trop proche de zéro. En fait, le pre-
mier objectif est insuffisant puisque I'inégalité (2.1.6) est généralement satisfaite par des pas

a; > 0 arbitrairement petit.

Mais cela peut conduire a une "fausse convergence",c’est-a-dire a la convergence des ité-
rés vers un point non stationnaire.
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2.2 Recherche linéaire inexacte d’Armijio

2.2.1 Principe delaregle d’Armijio
On vise a réduire" d’'une maniere importante" la valeur de I'objectif par un pas
X = Xpp1 = X+ dy.
de x; dans la direction dy, tel que

fxe +ardy) < fxi).

La régle d’Armijo [5] impose une contrainte sur le choix de «;. suffisante pour minimiser loca-
lement 4.

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une portion p €]0, 1]
de ce que ferait le modele linéaire de f en x;. Cela conduit a I'inégalité suivante, parfois ap-
pelée condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :

flx+aedy) < f(x)+pa VT F(xp)dy. (2.2.1)

Elle est de la forme (2.2.1) car p devra étre choisi dans ]0, 1[.

Il faut qu’en a, la fonction h; prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction
Y (a):a— h(0)+ ph(0)a,

autrement dit
a— fx)+papV’ fx)dy.

penie b, (0)

FIGURE 2.1 — Régle d’Armijo

On voit bien a la figure (2.1) ce que signifie cette condition.
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2.3. Recherche linéaire inexacte de Wolfe 15

2.3 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

En 1969, WOLFE [25] a proposé une méthode basée sur le choix de deux parameétres.

2.3.1 Conditions de Wolfe faibles

Etant donnés deux réels p et o tel que 0 < p < o < 1, ces conditions sont :

fe+add) < fx)+pav’ f(x)dy.

V' flxe+ady)d, = oV fx)dy.

Autrement dit :
hi(a) < h (0)+p hk(O)a.

h(@)> o h(0).

On voit bien a la figure (2.2)ce que signifie cette condition .

0y n—’// 4' - \\\‘. f;lr -

FIGURE 2.2 — Regle de Wolfe

2.3.2 Conditions de Wolfe fortes

flx+ady) < f(x)+pav?’ f(x)dy.

|VTf(xk + adk)dk| < —O'VTf(xk)dk.

autrement dit :
hi(a) < h(0)+ p h (0)a.
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|1 (@)] <=0 Ry (0). (2.3.8)

0<p<o<l (2.3.9)

2.4 Condition de Zoutendijik

Dans cette partie , nous allons étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte a
la convergence des algorithmes de classe des méthodes a directions de descente.

Tout d’abord on va définir une condition importante sur les méthodes a direction de des-
cente a fin d’assurer leurs convergence .

Définition 2.4.1 On dit qu'une regle de recherche linéaire vérifie la condition de Zoutendijk s’il
existe une constante C > 0 de telle sorte que pour chaque indice K > 1 on ait :

fxe) € ()= C ||V F ()] cos® Oy @A4.1)
o1 Oy, est l'angle que fait d, avec—V f(x,.),défini par :
=V f(xi)dk
CosO =——7"—"—"—.
© ldillidel

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk[ Voir [26]].

Proposition 2.4.1.
Si la suit {x;} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condition de Zoutendijk
(2.4.) et sila suite { f(x;)} est minorée,alors

Z:”Vf(x)”2 cos’ 0@, < 0. (2.4.2)

k>1

Preuve 2.4.1 En sommant les inégalités (2.4.1),on a
2 1
D Vr@) cos O < = (£ ) = f(xi))

k>1

la série est donc convergente puisqu'il existe une constant C’ telle que pour tout k,
flx)=C'.

La proposition suivante précise les circonstances dans les quelles la condition de Zoutendijk
(2.470) est vérifie avec la régle de Wolfe.

Proposition 2.4.2.
Soit f : R" — R une fonction continument différentiable dans un voisinage de

A:{x eR” :f(x)Sf(xl)}.

on considere un algorithme a directions de descente d;. ,qui génére une suite {x;},;y €n uti-
lisant la recherche linéaire de Wolfe (2.3.1)-(2.3.2).

Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k > 1 la condition de Zoutendijk (2.4.1)
est vérifiée.
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Preuve 2.4.2 D'apres (2.3.2)

VT f(x+ardi)d 2 oV f(xg)dy
(Vf (2 +ardi) =V f(x) die = (0 =1V fxi)dy
=—(1—0)V" f(x)dr =(1—0) |V f(xe)d|
(1—0)|V" f(x)di| < (Vf (% + aieddie) = V £ (x))" di
Etdu fait que f est continument différentiable :

(1—0)|[V" f(x)di| =(1—0)||V7 f(x0)|| 1]l cos O

<||(V £ (x + aedi) = V£ (x)|| i
(1—0)||V" f(x0)|| cos®; < Lag |l

(1—o0)
L

aplldell < V7 £ (x)|| cos O

En utilisant (2.3.1),0n aura :
flx+ardi) < f(x)+paV f(x)de

< f(x)+paV fxg)d
< () +|pav fx)dy]
< f(x)—paVf(x)dy
< fx)—pa | V(x| ldell cos©;

Sf(xk)—p(lL_a)

On en déduit (2.4.1) O

||Vf(xk)||2(:0s2 O,
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Méthode du gradient conjugué

3.1 Méthode du gradient

Il s’agit d'une méthode fondamentale proposée par Cauchy [7] en 1847 afin de minimiser

des problemes d’optimisation sans contrainte. En effet, cette méthode prend comme direc-
tion : d;, =—g; .Dans ce cas donc on peut dire que la méthode du gradient est une méthode a
directions de descente.
Au point courant x; , la direction du gradient négatif représente la meilleure direction pour la
recherche d’'un minimum del’objectif f , c’est pour ce la que I’algorithme du gradient est éga-
lement connu sous le nom d’algorithme de la plus profonde descente ou la plus forte pente
(steepest descente).

3.1.1 Algorithme de la méthode du gradient

Algorithme 3: Méthode du gradient

Etape O(initialisation )
Soit x, le point de départ .
Poser dy=—V f(x,), Poser k =0 et aller a I'étape 1.
Etape1:
"Test d’arrét" :Si ||V f(x;)|| 20 :STOP (% = x;)
Sinon aller a I'étape 2.
Etape 2:
Définir x;.,, = x; + a,d; avec:
dr =—Vf(xi)
a; est déterminer par une recherche linéaire .
Poser k = k+1 et aller al’étape 1.

3.2 Laméthode du gradient conjugué linéaire

3.2.1 Principe général

La méthode du gradient conjugué est une méthode trés puissante et trés utilisée pour la
résolution des problemes d’optimisation sans contraintes surtout de grand taille .

18



3.2. La méthode du gradient conjugué linéaire 19

Elle se base sur le concept des directions conjuguées,car les gradients successifs sont a la fois
orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

Lidée principale de cette méthode est de construire une suite de direction de descente
que sont mutuellement conjuguées par rapport a la fonction quadratique afin de résoudre le
probléeme d’optimisation sans contraintes (P) suivant :

(P):{minf(x): x eR"}. 3.2.1)

Ou f est une fonction quadratique strictement convexe de n variables .
ca veut dire que la minimisation de f(x) revient a la minimisation de g(x) ou:

1
q(x):ExTAx—bTx+c, avec x€R” (3.2.2)
e Ae M, , est une matrice symétrique et définie positive.
by
eb=| ! |unvecteur de R".
b,

e ¢ € R est une constante .

La méthode du gradient conjugué linéaire est une méthode itérative,elle consiste a géné-
rer une suite {x; } de la maniere suivante :

v/ On commence par un vecteur x, donné comme point de départ.

v A chaque étape k si on a x; € R” alors le successeur x;,; de x; est déterminé par la
relation suivante :
Xie+1 = xk+akdk. (323)

ou{d,,d,,---,d,} constitue un ensemble de directions de descente ayant la propriété d’étre
mutuellement conjuguées par rapport a la fonction quadratique g(x) .

Les directions de descente d; cherchées sont définies avec les formule de récurrence qui
suit :
—80=V4q(x) Si k=0
d. = (3.2.4)
_gk+ﬂkdk—1 Si k>1

Le gradientde f au point x; estnotée par g, .On détermine la valeur du pas a; € R, parune
recherche linéaire c’est ce qu’'on appelle une optimisation unidimensionnelle et le coefficient
B € R est déterminé d’'une maniere ot les directions d;. soient mutuellement conjuguées par
rapport a la forme quadratique g(x) .

3.2.2 Détermination du pas a;

En effet, une méthode pour déterminer le pas «;. est de résoudre le probleme d’optimisa-
tion unidimensionnel suivant :

(042 =minf(xk+adk),a>0. (3.2.5)

On note
8=V f(x)=Vq(x;)=Ax,—b. (3.2.6)
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3.2. La méthode du gradient conjugué linéaire 20

Comme a; minimise g dans la direction d; alors le pas a; vérifiela condition nécessaire d’op-

timalité eton a Vk :
dq

() =0 (@) =d;Vq(x1)=0, (3.2.7)
d;Vq(xi)=d; (Axp, —Db)=0, (3.2.8)
D'ou:
d; A(xy+agdy)—d; b =0, (3.2.9)
Alors
d} Aaydy=—d} Ax,+d/ b, (3.2.10)
d} Aayd, =—d; (Ax; +b), (3.2.11)
D’oul'on tire
A = dkTAdk ’ L.
Donc g7
- kgk
—__kok 3.2.13
“= AT Ad, (8-2.13)

Le pas a; obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

3.2.3 Détermination du coefficient 3,

Les coefficients f; étant choisis de telle maniére que d; soit conjuguée avec toutes les
directions précédentes. Autrement dit il faut avoir :

dT

k+1Adk =0.

on en déduit :
d T

k+1

Adp=0=(=Vq(x41)+ ﬂk+1dk)TAdk =0,

—V" q(xp1)Ady + Prad] Adp =0,

_ VT q(xy41)Ady
kel dlAd, '
_ ng+1Adk
k+1 d]z‘Adk .

3.2.4 Algorithme du gradient conjugué linéaire

Nous allons utiliser I’algorithme suivant pour résumer tout ce qui est dit ci-dessus :
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3.3. Exemple 21

Algorithme 4: Méthode du gradient conjugué linéaire

Etape O(initialisation )

Soit x, le point de départ,g, = Vq(x,) =Ax,— b .
Poser d, =—gj.

Poserk =0 et aller a I’étape 1.

Etapel:

Si Hgk || =0:STOP (x = x;)."Test d’arrét"

Sinon aller a I'étape 2.

Etape 2:
Définir x;., = x; + . d; avec:
—di 8 (3.2.14)
a= . 2.
*7 dl Ad,
Aiy1 =—8ks1 + Pir1 i (3.2.15)
T
gk+1Adk
=2k - 3.2.16
T dT Ady ( )

Poser k = k+1 et aller al’étape 1.

3.2.5 Lesavantage de la méthode du gradient conjugué linéaire

1- Lalgorithme du gradient conjugué linéaire est trés utile dans le but de résoudre des
grands systemes creux, en effet il suffit de savoir comment appliquer la matrice A a un vecteur.

2-La convergence peut étre tres rapide si A admet seulement r (r < n)valeurs propres dis-
tincts la convergence a lieu en au plus r itérations.

3.3 Exemple

Exercice 3.3.1 . Dans cet exemple on va minimiser la fonction quadratique suivante en utili-
sant la méthode du gradient conjuguée linéaire :
Soit

fiR* =R, (x,y)— f(x,y)=x*+4y*—4x—8y.

On peut l'écrire sous la forme :

f(x)z%xT(g g)x—(g)x ,avec x,=(0,0)"

2
Remarquons tout d’abord que A= ( 0 g) est définie positive car :

20

‘ =16> 0= f est une fonction quadratique strictement convexe .

Deplusona:
8=V f(x)=Ax—D,
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et on prend comme direction initiale dy = —g, ,¢ = 1075

wesneomsco=; 30
=t
o[}

|go||=v80>10"=e.

on calcule
Avant toute chose ,rappelons que les itérations de la méthode du gradient conjugué sont définies
comme Suit : Xy, = X + o dy, avec:

_dkTgk
A = T ,
dT Ad,

Donc,on obtient :
_d()TgO _ 5

Ay = =
T dlAd, 34

=
I
f—

xl == xO +a0d0

1700)T3al8) T2

§=Vf(x)=Ax,—b

_48
5= 3)
17
||g1|| = v9.9653979239 = 3.1568018506 > 10~ = ¢

Comme
dk+1 =—&kat+ ﬁk-rldk’
g]’gT_HAdk :}/3) — ngAdO
dl Ad, "7 dT Ad,
3.3218
—0.4152

Brsr = =0,124567474

d, :_g1+ﬁ1d0:(

_d1Tg1
a, = =0.42500
' dlAd,

x2 =x1+0(1d1

2 3,3218 2
x,=| 5y |+0,43 =
o —0,4152) \1

&Vf(x)=Ax,—b
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3.4. La méthode du gradient conjugué non linéaire 23

a=(5 D)) ()

o] =0 <10~

En conclusion ,la méthode converge en 2 itérations , c’est a dire que le min de f est atteint en
X=x,etona:

N 2

X=X, = 1

rr=gen(s 5)(2)-(6)()

En effet, f(X)=—8 est le minimum globale de la fonction f avec la précision donnée.

3.4 Laméthode du gradient conjugué non linéaire

3.4.1 Principe général

La méthode du gradient conjugué linéaire a été proposé afin de minimiser des fonctions
quadratique strictement convexes. La question qui se pose maintenant est peut-on utiliser
cette méthode pour minimiser des fonctions non convexes ou méme des fonction non li-
néaires?

Afin de minimiser une fonction non linéaire f,la méthodes du gradient conjugué doit étre
adaptée selon les étapes ci-dessous :

— D’abord, on effectue une recherche linéaire pour déterminer le pas @; qui minimise la
fonction non linéaire f le long de d; .

— Ensuite, le résidu V, devra étre remplacé par le gradient de la fonction f.
On obtient alors un algorithme tres efficace pour I'optimisation non-linéaire.

Pour garantir que la direction d,,, est une direction descente, le parameétre a; devra véri-
fier certaines conditions. En effet, si la recherche linéaire est exacte, on voit que :

VTf(xk)dk <0.
Par contre, si la recherche linéaire n’est pas exacte (puisque la recherche exacte est trop cofi-

teuse), d’autre conditions doivent étre imposées.

Lidée de cette méthode est de construire des directions d,, ..., d, mutuellement conju-
guées d'une maniere itérative.

La direction d; étant obtenue a chaque étape k comme une combinaison linéaire du gra-
dient au point x; et de la direction précédente d;_,, les coefficients seront choisis de telle
maniere que d; soit conjugué avec toutes les directions précédentes.

Nous nous intéressons ici a la minimisation d’'une fonction f de n variables a valeurs réelles

minf(x): xeR". (3.4.1)
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pas nécessairement quadratique.

Comme indiqué précédemment, la direction d; est définie par la formule de récurrence

suivante :
— -8y Si k=0,
4= { —gr+PBidi si k=1 (3.4.2)

avec g = Vf(xi), Br €R et x; est généré par la formule suivante :
Xi+1 = xk—i-akdk. (3.4.3)
et le pas a; étant calculé par une recherche linéaire.

3.4.2 Algorithme du gradient conjugué non linéaire avec la recherche li-
néaire inexacte de Wolfe forte

Nous allons présenter ci-dessous le schéma général de I'algorithme du gradient conjugué
non linéaire pour des fonctions quelconques.

Algorithme 5: La méthode du gradient conjugué non-linéaire

Etape 0 :(initialisation)
Soit x, le point de départ, g, =V f(x,), poser d, =—g,, poser k =0 et aller a I'étape 1.

Etapel:
Si||gkl|=0:STOP (X = x;)."Test d’arrét" Si non aller a I’étape 2.

Etape 2:
Définir x; ., = x; + @i dy, avec:
ay : déterminée par la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte.

A1 =—8ks1t Prs1dk, (3.4.4)

B : défini selon la méthode.

Poser k =k +1 et aller a I'étape 1.

3.4.3 Convergence des méthodes du gradient conjugué non linéaires

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire avec
des recherches linéaires inexacte était démontré par Al-Baali [1].
Le résultat qui suit garantit la convergence de toutes les variantes de la méthode du gradient
conjugué non linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe pour des fonctions quel-
conque.
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Théoreéme 3.4.1 [4]Supposons que l'ensemble A= x € R": f(x) < f(x,) est borné oit x, € R" est
le point initial et que sur un voisinage V et A, la fonction objectif f est continiiment différen-
tiable et son gradient est lipschitzien. Considérons une méthode du gradient conjugué non li-
néaire du type (3.4.2) et (3.4.3) oir a;. est déterminée avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe

forte (2.3.5) et (2.3.6). Alors

lim gl =0, (3.4.5)
oul
— llgll*
< 0Q. (3.4.6)
Z \ld||?

Preuve 3.4.1 De (3.4.4) pour toutk > 1,

Ais1 + k1 = Prrrdr, 3.4.7)

en appliquant le carré sur les deux cotés de (3.4.7) résulte :

ldiailI? = =118kl =28, disr + By (3.4.8)
Puisque d,. satisfait la condition de descente g, d, <0 d’apres (3.4.8), il en déduit que

1 diiill® = ~llgksa |l + B, lldill”, (3.4.9)
De 3.4.4)

ngHdk-H _ﬂk-i—lglz;_ldk = _llgk+1”2)
lequel, avec la condition de recherche linéaire de Wolfe-forte (2.3.5) montre que

|8t diatl + O 1Brailgy i =—lgr . (3.4.10)
En appliquant l'inégalité (a + o b)? < (1 +0?)(a?® + b?) pour tout a, b, > 0 avec,

a =8k din| et b =y llgy dil, de BAI0) on peut écrire

(81 @in) + By (8 i) 2 cliginll”. (3.4.11)
ot ¢ =(1+0?)! Par conséquent, de (3.4.9) et (3-4.11), il résulte que

1 T 2 ||dk+l||2 T 2
= ”dk+1”2[(gk+1dk+l) + ||dk||2 (gk+1dk) ]
(& (gl diY 1 (8], AV
4 > (e d 2+ 2 k () 2_ Ok+17KS A
ldenl? il ||dk1+1||2[(gk“ k) o ﬂk*;lgk“(gk“ DT e 18kl
> o —mlelgrallt =T lgkall
+1

(3.4.12)
Or, 5i(3.4.5) n'est pas vrai, alors (3.4.12) et la condition de Zoutendijk (2.4.2) impliquent que
l'inégalité suivante

(ng+1dk+1)2 (g]z;_ldk)z Y ||gk+1||4
+ <—
i+ l1? |2
est vérifie pour k suffisamment grand. Avec cela, l'inégalité suit (3.4.13) et (3.4.12).

(3.4.13)
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La convergence de quelques méthodes du gradient
conjugué non linéaire

4.1 Introduction

La méthode de gradient conjugué (G C) a joué un role particulier pour la résolution a
grande problemes d’optimisation non linéaire en raison de la simplicité de leur itération et
leurs besoins en mémoire trés faibles. En fait, la méthode de la G C est pas parmi les algo-
rithmes d’optimisation les plus rapides ou plus robuste pour les problemes non linéaire dis-
ponibles aujourd’hui, mais il reste trés populaire pour les ingénieurs et les mathématiciens
qui sont intéressés a résoudre les grands problémes.

La méthodes non linéaire de gradient conjugué est concu pour résoudre les problemes d’op-
timisation sans contrainte suivant :

minf(x): xeR". 4.1.1)

ol f :R" — R est une fonction non linéaire, lisse dont le gradient est symbolisée par la fonc-
tion g. La formule itérative de la méthode de gradient conjugué est donné par :

ka:xk—i-akdk. 4.1.2)

ol ;. est une longueur de pas obtenu par une recherche linéaire unidimensionnelle, et d.
est le sens de la recherche défini par :

— —&1 si k=1
dk_{ —gi+ Prdiy... si kzz} 4.1.3)

ou g, =V f(x;); et By est un scalaire. Il ya au moins six formules pour f3;, qui sont donnés
ci-dessous

HS _ g;(gk_gk—l)

= ,  Hestenes-Stiefel [22]],1952 (4.1.4)
K a; (8x—8k-1)
T
oR= fki, FletcherReeves [10], 1964 (4.1.5)
gk_lglc—l

T(g _
PR _ %, Polak- Ribiere-Polyak ( [19], [12]),1969 (4.1.6)

k-1
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4.2. Partie théorique 27

T
IgD :—‘Tgki, descente conjugué [9], 1987 (4.1.7)
Ay 18k
T(o,
LS — —M, Liu - Storey [23], 1991 (4.1.8)
dk_lgk—l
by 8i 8k .
= ,  Dai - yuan [8],1999 (4.1.9)
K (g —gk-1)Tdi i
gkl
wy —1 _—
= ,  [247] (4.1.10)
K g llgell

Dans cette section on va présenter trois différentes variantes de la classe des méthodes du
gradient conjugué non linéaire méthode de WYL [24], méthodes FR [10] et la méthode PRP
([19], [12]). Apreés avoir présenté ces variantes on va citer leurs algorithme, prouver le théoreme
qui assure leurs convergence.

4.2 Partie théorique

4.2.1 Méthode de WYL

Dans cette section, nous allons Montrer que la formule WYL avec la recherche linéaire de
Wolfe - Powell forte posséder la condition suffisante de descente. Les a; vérifient les relations
de wolfe forte suivantes :

f(xk+akdk)—f(xk)ﬁ5akg1£d1<, 4.2.1)

g (xi + ardi)" dil < olgg dyl. (4.2.2)
1
56(0,5) et oe€(0,1).

4.2.2 Lapreuve de la condition suffisantes de descente

Le théoréeme suivant montre que la formule WYL avec la recherche linéaire de SWP pos-
sedent la condition suffisantes de descente.

Théoreme 4.2.1 Supposer que les séquences g et d; sont générés par la méthode de la forme
@.1.2), (4.1.3) et (4.1.10) et le pas a,. est déterminée par la recherche linéaire de Wolf - Powell
fort @.2.1) et 4.2.2), sio < % donc la séquence d;. possedent la condition suffisante de descente

gedi <—cligill. 4.2.3)

Preuve 4.2.1 Nous avons d’'abord prouver la propriété de descente de d;. : Par (4.1.3)
Nous avons

gidi=—llgll*+ B¢ g dir. (4.2.4)
combinant cette équation avec (B l), nous avons
8 _ . 98t (1_ 8 8k ) Pt L (1_ 8 8k-1 )
g2 ll g2 lgxllllge—ll ) lIgkll? llgx-1 2 gk I8kl
(4.2.5)
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4.2. Partie théorique 28

puisque
gldi=—lgl*<o0.
si g1 #0, Supposons maintenant qued;,i =1,2,3,...k—1

Sont toutes les direction de descente : g/ d;. <0 .
De l'inégalité de Cauchy - Schwarz, nous obtenons

T
0<1——Sk8k1 o
gl gl
(@.2.5) et (4.2.6) en déduire
T Td T
1420 81 8k—1 Sgk k <—1-20 81 8k—1 ’
grlllge-ll — [Igkl? lgellllgrll
En répétant de ce processus et le fait g d, =—||g|*, nous avons :
k—1 Td k—1
—EZQUVSgk k£—2+2£Q0V,
< gl <
puisque
k—1 k—1 1
(2o) < ) (2o) =
- - 1-20
j=0 Jj=0

4.2.8) peut étre écrit comme

< <2+ .
1-20 "~ |lgll2 1-20

En faisant la restriction o € (0, 1) nous avons gl d, <0, donc par induction
VkeN,g/ld <0 est vérifiée.
Maintenant, nous prouvons la propriété suffisante descente de d,. si

1
O'G(O,Z) et ¢c=2— puis 0<c<l.

1_
et s‘avere étre
Td
k
c—2< il <—c.
llgx 2
=>gldi<—cligillP ot C=—2+ g qui signifie que ([4.2.3) est vérifiée.
—20

4.2.3 Propriétés convergentes

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

Dans ce paragraphe, nous allons réintroduire les propriétés de convergence de la formule

(4.1.10), .2.1) et (4.2.2).

Les résultats réintroduits sont donnés dans ( [27],), de sorte que les preuves de détail sont né-

gligés.

Pour plus commodité, nous avons d’abord introduire certaines hypotheses et de lemmes qui

sont souvent utilisés dans les cours de méthodes de gradient conjugué...

Maintenant nous donnons l'algorithme suivant d’abord .
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Etape 1: Pointinitiale
x €R",e>0, fixé d, =—g,, si||g|| < € alors stop .

Etape 2:

Calculer a; par quelques recherches linéaire 6 =0,01 eto =0,1.
Ftape3:

définir x;., = x; + o, d; ,Si Hgkﬂ || < ¢ alors Stop £ =107° .

Etape 4:

Calculer B; par quelques formules et générer d,.,, par (4.1.3).
Ftape5:
poser k =k + 1 .passez a l'étape 2.

Sur les études de méthodes de gradient conjugué la condition suffisante de descente
joue un role important. Malheureusement ,cette condition ne peut étre satisfaite pour de
nombreuses. méthode de gradient conjugué .

HypothesesA: Lensemble(2:= {x eR” f(x)< f(xl)} etborné ou x; € R” estle point initial.

Hypotheéses B: Dans certains voisinage N de 2, f(x) est continiment différentiable et son
gradient est Lipschitz continue,c’est-a-dire,pour toutes x, y € N il existe une constante L >0
telle que:

|g(x)—g)|| < L||x—y]- (4.2.11)

Lemme 1 Supposons que les hypotheses A et B ont vérifiée .considérer la méthode sous la forme
d'(T12) et T1.3) ,0itdy, satisfaitg d, < 0,pourtoutk eta, estobtenuparSW P @2.1) et(@.2.2)

alors, S
d
Z(gk ’;) < +00. (4.2.12)
= ldll

Preuve 4.2.2 Nous avons ng d; <0 pour tout K > 1 Nous avons aussi de (4.2.2) et (4.2.11)

—(1—0)g; di < (grs1—8k) di < L |ldi]”. (4.2.13)
—(1-0)gld

o> L) Bl (4.2.14)
L ldill

laquelle associant (4.2.1),nous obtenons

(1—0o) (g dcf
L ldl®

flx)—flxp+apdy) 2 =008 di 2 6 (4.2.15)

En outre,a partir de Hypothese (A) nous avons { f (xk)} est une suite décroissante et a une limite
ci-dessous
dans ) ,et montre

lim f(x;,,) <+00.

k—o0
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et (4.2.16) présente

( )(gk dk)

(4.2.16)
L dl?

+00> f(x)= lim f(x1)= D | (x00) = f(xe1)] 2 6

Nous pouvons conclure que (4.2.12) est vérifiée.

alors I
Z gk dk)
||le||2

par conséquent  lim;_. ||gx|| =0.

4.2.4 Méthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves ( [10],1964) est une extension directe de la méthode du
gradient conjugué linéaire au cas des fonctions quelconques .
Appliqué a une fonction quadratique ,elle est identique au gradient conjugué linéaire.

2
FR _ ||gk||

k 2
(=
Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves.

Algorithme dela méthode de Fletcher-Reeves

Ftape0: (initialisation)
Soit x, le point de départ,g, =V f(x,),poser d, =—gp.
Poser k =0 et aller a I’étape 1.
Ftape 1:
Si gy =0:STOP (x* = x;). "Test d’arréet".
Sinon aller a I’étape 2.
Ftape 2:
Définir x;.,, = x; +a,d, avec:

a, =argmin f(x; + a;dy).
A>0

FR
A1 = —8k+1t ﬁk+1dk-

4.2.5 Lapropriété de descente de la méthode de FR

Powell( [20],1984) a démontré la satisfaction de la propriété de descente de la fonction
objective pour la méthode de Fletcher-Reeves avec recherche linéaire exacte.
Al-Baali ([1]],1985) a démontré la satisfasse de la propriété de descente de la fonction objective
pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte.

Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire (version
Fletcher-Reeves) avec recherches linéaires inexactes (recherche linéaire inexacte de Wolfe forte
4.2.1)-(4.2.2). ot o < % ) était démontré par Al-Baali( [1],1985).

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023



4.2. Partie théorique 31

Théoreme 4.2.2 ([[14],1992]) Supposons que I'hypothese 4. 1 soit satisfaite .Considérons un mé-
thode du type (4.1.2) et (4.1.3) dont ;. (Fletcher-Reeves) et le pas a,. satisfait aux conditions de
Wolfe forte (4.2.1)-(4.2.2) ot o €]0, %[ : Alors cette méthode est globalement convergente,dans le
sens suivant :

lilfninf”gk” =0. (4.2.17)
Méthode de Polak-Ribiére-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak,Ribiere ( [12]],1969) et Polyak ([19],1969) .Rappelons
que pour la méthode de Polak-Ribiere-Polyak la variante 3 est:

T
PRP _ gk Vi1

kT 2"
el

(4.2.18)

Algorithme dela méthode de Polak-Ribiere-Polyak
Etape0: (initialisation).

Soit x, le point de départ, g, = V f(x,) ,poser dy =—g&,.
Poser k =0 et aller al’étape 1.

Ftapel:
Sigr =0, STOP(x* = x;),"Test d’arrét ".
Sinon aller a I'étape 2.
Ftape2:
Définirx;,, = x; + a,d; avec:
A= riljglf(xk +ady).

PRP
A1 =8k + By A

PRP __ ngH(ng _gk) _ ngHyk

k+1 2 - 2
s sl
Poser k = k+1 et aller al’étape 1.

Convergence de la méthode de PRP

La convergence de cette méthode est assurée pour une fonction fortement convexe avec re-
cherche linéaire ,mais si f n’est pas convexe elle ne converge pas.

Théoreme 4.2.3 Si f est fortement convexe ,continument différentiable avec un gradient lip-
schitzien, alors la méthode de Polak Ribiere avec recherche linéaire exacte génere une suite { x;.}
converge vers l'unique point x* réalisant le minimum de f .

Preuve 4.2.3 (|8]) Montrons dans un premier temps que

_dkTgk
8| lldill’

est uniformément positif. Grdce a la recherche linéaire exacte,on a

cosO, =

dkT—lyk—l = dkT_l(gk —&k-1)

Nassima/Rayanne Univ.A.L-Khenchela A.U.2022-2023



4.2. Partie théorique 32

= —d,f_lgk_l =—(—gx1 + ﬂ:_Rlp Ai—1)8k—1

=lgelI"
La forte convexité de f implique que

T T n 2
de Ve = —(Xe— X51) Y1 2 —— || — X1l
L1 L1

ot > 0 est le module de forte convexité de f .
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

&l v _ |8 Ve | < tr L || e[| 116 — xia _L 8]l

|ﬁPRP|: — )
ST P dva S alme—wnalP nildal

On peut alors borner ||d|| par :

il < ||gel|+ 8L |l il

L s
<lldill+ R lldll
<(1+2 )l
s n grll -
Ensuite o
afg=—[a <=(1+7) leellnaul,
ou encore

cosO, = LTgk > (1+£)1.
|| ge|| il n

La condition de Zoutendijk est vérifiée. Donc { f (xk)} est bornée inférieurement (car | est for-
tement convexe ).

On en déduit que g, — 0.

D’autre part,{x;} est bornée (f estfortement convexe ) et possede donc des sous suites conver-
gentes.

La limite de celles-ci ne peut étre que l'unique minimum x* de f (car g, — 0 ).

Donc toute la suite { x;.} converge vers x*.
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Simulation numérique

5.1 Résultats numérique et discussions

Dans cette section nous présentons les résultats numériques de la Méthode W Y L et on
comparaison avec les méthodes GC de FR,PRP pour analyse 'efficacité de ces méthode
nous avons considere ¢ = 1075, =0.1,6 = 0.01 et la valeur du gradient comme critere d’arrét.
La tolérance & = 107° est choisie pour tous les algorithmes pour étudier la Rapidité d’itération
de ces algorithmes vers la solution optimale.

Nous utilisons I'algorithme suivant :

Etape 0 : (initialisation )

Soit x, le point de départ,g, =V f(x,) .
Poser dy =—g,.

Poserk =0 et aller a I'étape 1.

Etapel:

Sigr=0:STOP (x*= x;)."Test d’arrét" ||gk|| <1078,

Sinon aller a I'étape 2.

Etape 2:

Définir x;.,, = x; + . d; avec:

ay : calculer par la recherche linéaire (Wolf-fort (4.1.2) 4.1.3), avec o0 =0.1,6 =0.01)

di =—8i + Brdir, BT BER BT
Poser k =k +1 et aller al'étape 1.

Les résultats numérique ont été obtenus sur les fonctions suivantes :
Probleme 1

flx,y)=x*+4y*—4x—8y avec x,=(0,0),x*=(2,1), f(x*)=0.

Probleme 2
f(x,y):(x—2)4+(x—2y)2 avec x,=(0,0),x*=(2,1), f(x*)=0.

la fonction
flx,y)=(x+2y—7°+2x+y—5)* (Bouth function) avec x*=(1,3), f(x*)=0.

application des méthodes de gradients sur fonction quadratique,Nous testons
La condition d’arrét est || g || <1078,
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Dans cette partie ,on adopter les notations suivantes :
CPUtime: letemps.

NI nombre d’itérations.

Il lanorme du gradient.

5.1.1

Probléme 1 : Considérons le probléme quadratique suivante :

1 20 4
— 42 2 _ — 4T _
f(x)=x"+4y“—4x—-8y 2x (0 S)x (8)x.

La solution optimal est (2 1).

La méthode du gradient a pas fixe ,a pas optimal,puis le gradient conjuguée pour comparer
ces méthode on choisit de démarrer les algorithmes que désencadrer au point de coordonnée
X, =(0,0).

Méthode du gradient a pas fixe

Pour tester cette méthode, on pourra choisir par exemple un pas initial @ =0.001, ¢ = 0.8,
a=0.20.

Tableau 1 : Résultats numérique de la méthode du gradient a pas fixe

a NI | CPU time | la solution H g ||
0.001 | 999 0.159 (1.72,0.99) | 0.5413
0.8 | 467 0.123 échoué échoué
0.20 | 34 0.003 (1.99,1) |[9x107"

La convergence n’est pas assuré dans le cas 2 ou a = 0.8 (plus grand).

Dans le troisieme cas la convergence vers la solution optimale (2 1) est mieux.

Méthode du gradient a pas optimale

_ & ¢ 8k
8 A8k

ay . (exacte)

Tableau 2 : Résultats numérique de la méthode du gradient a pas optimale

alpha | NI | CPU time | la solution ||g||
0.14705 | 25 0.0087 (1.99,1) 3.7x107

Lalgorithme converge vers le x* =(1.99 1) qui est tres proche du point optimale détecte théo-
riquement x*=(2 1).
Méthode du gradient conjuguée a pas optimale
T
8 k 8k
= T
8 A8k

(exacte)

Tableau 3 : Comparaison la performance de la méthode de WY L avec d’autre

Méthode B le pas a; | NI | CPU time | la solution
FR 0.1245 0.147 2 0.00147 21
PRP 0.1245 0.147 2 0.00120 21
WYL 0.1245 0.147 2 0.001 21

Remarque 5.1.1 Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte on a vu que

FR _

k

PRP __

LS _
k —Fre T

CD _

DY
=P,
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Probleme 2: Le minimum de la fonction

flx,y)=(x—2)"+(x—2y).

Correspondant au point de coordonnées a (2 1)
Le gradient de cette fonction ce calcul de la maniére suivante :

of(x,y) _ . 3 B

“sr =4(x—=2)+2(x—2y).
of(x,y) ..~
T— 4(x 2y)

La norme du gradient de ce calcul de la maniere suivante :

lgll= /82 + 8.

g et g, représentant la composante en x et en y du gradient g.
Méthode du gradient a pas fixe Tableau 4 : Résulatat numérique pour la fonction (x,y)

Point initiale x, | le pas NI CPU time le min llgll

(-1,50, -0,0175) 0,01 3674 9,0609 (1,934, 0,96) 9,98%10~*
(-1,40, -4,45) 0,01 3686 9,0617 (1,946, 0,9673) | 9,99%10~*
(-1,65, -0,017) 0,07 | échoué | 0,01756 échoué /

Remarque 5.1.2 Dans le tableau 4, nous notons que la méthode ne converge pas si le pas est
trop grand comme dans le troisieme cas. Généralement lorsque le pas est fixée, nous avons be-
soin d’'un grand nombre d'itérations, c'est l'inconvénient de cette méthode.

Méthode du gradient conjugué

Le programme Matlab pour la méthode du gradient conjugué trouvé a |29] .
Résultats numériques pour la fonction :

flx,y)=(x=2"+(x—2y) et xy=(-1,5,—0,5).
La condition d'arrét est||g|| < 107°.

Tableau 5 : Comparaison de la performance de la méthode de WYL avec d’autre méthode

de gradient conjugué
WYL FR PRP
NI 9 36 16
CPU 0,32 1,3864 0,58
Xoptimal | (1,99,1) | (1,96,0,98) | (1,9, 0,99)
lgll 2,5%107* | 9,54%107* | 3,04%10~*

La méthode WYL fonctionne mieux que d’autre méthode et converge rapidement vers la so-
lution optimale. Moins d’itération et moins de temps. Il est claire que la méthode de WYL est
un peut mieux que les autres méthode.
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Probleme 3 : Fonction teste Bouth Fonction
Résultat numériques pour la fonction
flx,y)=(x+2y =72 +@2x+y—5)
(Bouth fonction) avec la méthode du gradient conjugué nous avons utilisé le code Matlab [29]

X, =(—6,4) la condition d’arrét et ||g.|| < 107

Tableau 6 : Comparaison de la performance de la méthode de WYL avec d’autres méthodes

du gradient conjugué
WYL FR PRP
NI 41 99 49
CPU 0,1429 0,2448 0,3202
X optimal (1, 3) (1,3 (1, 3)
llgll 1,1x1077 | 2,15%1077 | 8,042%1078

Dans le tableau 6, on note que la méthode WYL est plus rapide que PRP et FR.

(Bouth Function) WYL Methode x0={-6 4]
8 T

8 6 4 2 0 2 4 6 8
X

FIGURE 5.1 — Bouth Fonction
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Conclusion

Dans ce travail,nous avons étudié la convergence de certaines méthodes du gradient conju-
gué non linéaire (WYL, R, PRP) avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe fort pour la réso-
lution des problemes d’optimisation sans contraintes .

Nous avons également mené des expériences numériques sur certaines fonctions de test pour
déterminer |'efficacité de ces fonctions a travers le temps pris et le nombre d’itérations.

Afin de tester la performance des méthodes étudiées les expériences numériques,montre |ef-
ficacité de la méthode du gradient conjugué de WYL.
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