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RESUME -

Ce memoire est consacré a 1’étude des nouveaux critéres de la stabilité exponentielle des
systemes differentiels lineaires a retard variant dans le temps.

D’abord, nous avons présenté une étude détaillée sur 'existence, I'unicité, la continuation
et la differentiabilité de la solution de ces systemes. En suite, nous avons étudié la stabilité
exponentielle de ces systémes en presentant plusieure criteres explicites.

Puis nous avons étudie la robustesse en stabilité de ces systemes sous des perturbations
spécifiées dans certaines conditions, en outre une borne de stabilité robuste pour les systemes
soumis a des perturbations variant dans le temps est donné, ot nous réduisons également le
probleme de la stabilité des systemes a retard variant dans le temps a des retards constants.

Enfin : on présente quelques exemples illustratifs.

Abstract :

This thesis is devoted to the study of the new criteria of the exponential stability of linear
differential systems with time varying delay.

First, we presented a detailed study on the existence, uniqueness, continuation and diffe-
rentiability of the solution of these systems. Next, we have studied the exponential stability of
these systems by presenting several explicit criteria. Then we study the robustness in stability
of these systems under specified disturbances under certain conditions, further a robust stability
bound for systems subjected to time varying disturbances is given, where we also reduce the

stability problem systems with time varying delays to constant delays. Finally : we present some
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illustrative examples.
Notations

Notations relatives aux ensembles :

—_

. R : ensemble des nombres réels.
2. C : ensemble des nombres complexes.
3. R* : ensemble des nombres réels ou nuls.
4. R™ : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
5. R} : espace de dimension n de vecteur réelle, ou le vecteur positif non négatif.
6. R™™™ : ensemble de toutes les matrices réelles de A de dimension n x m.
7. RY*™ : ensemble de toutes les matrices réelles non négatives de A de dimension n x m.
8. [a,b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b.
9. la,b[ : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b.
10. [a,b] : intervalle semi-fermé de R d’extrémités a et b.
11. C = C([—7,0];R™) ensemble des fonctions continues de [—7, 0] dans R".
12. x; € C est définie par z; (0) = x (t — 0),V0 € [—7,0].
13. |.] : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe.
14. || . || : une norme sur R™.
15. t € R : variable temporelle.
Notations relatives aux vecteurs :
1. 27 : transposé du vecteur z.
2. || z || : norme euclidienne de z.
3. W . §éme dérivée de x par rapport au temps.
4. x = [z1,...,x,] € R" : vecteur d’état instantané.

5. & (t) = % : dérivée temporelle de I'état z.




Notations relatives aux matrices

1. M : matrice de Metzler.

2. (M) : I'abscisse spectrale M.

3. [aij] : matrice dont le coefficient de la i™ ligne et jé™¢ colonne est a;;.
4. AT : transposé de la matrice A.

5. A >0(<0) les entrées de la matrice A sont non négatifs (Non positifs).
6. A > 0(< 0) toutes les entrées de la matrice A sont positives (négatives).

7. A < B (resp. A > B) : signifie que A — B est une matrice définie négative ( resp. définie

positive).
8. || A || : norme euclidienne de la matrice A.
9. I,, : matrice identité de R™*"™ .
10. Tmax : le retard maximal du systeme.

11. Tmin : le retard minimal du systéme.

Mots clés

Systemes différentiels linéaires variant dans le temps, systemes différentiels a retard, stabilité

exponentielle, Robustesse en stabilité.



INTRODUCTION

Les équations différentielles a retard sont étudiées depuis longtemps, elles constituent une
classe large et importante de systémes dynamiques. Les retards sont des composants naturels des
processus dynamiques de la biologie, écologie, physiologie, économie, épidémiologie et mécanique
et donc un modele réaliste de ces processus doit inclure des retards.

Les équations différentielles a retard surviennent dans des situations ou certains héréditaires
de la fonction apparait dans I’équation différentielle ordinaire.

Des études détaillées du monde réel nous obligent a prendre en compte le fait que le taux de
changement des systemes physiques ne dépend pas seulement de leur état actuel, mais aussi sur
leur histoire passée (Bellman et Cooke, 1963).

Dans de nombreux phénomeénes du monde réel, les conditions initiales ou la limite des condi-
tions ne sont pas suffisantes pour prédire le comportement futur de la fonction. Par conséquent
pour faire face a de telles complexités, il est nécessaire d’avoir une certaine connaissance du
comportement de la fonction.

Le développement historique des DDE remonte aux années 1920, lorsque Volterra (1926) a
étudié le modele prédateur-proie dans une population de parasites avec délai (temps nécessaire
pour que l'infection se manifeste dans 1'héte). Malheureusement, 1’élan sur I’étude des DDE ne
s’est accéléré quun demi-siecle plus tard. Le nouveau livre classique de Bellman et Cooke (1963)
est maintenant crédité comme la premiere étude formelle des DDE. Par la suite, Hale (1977) a

poussé ’étude des DDE au niveau actuel de profondeur, mais ce n’est qu’en 1993 que Verduyn
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Lunel en collaboration avec Hale a écrit le texte d’introduction actuel sur les DDE.

Une équation différentielle a retard typique est de la forme

y/ (t) - f (tvy <t> Y (t -7 (t7y (t))) Y (t — T2 (tvy <t>>> ’ ) :

Les retards 7;,7 = 1, 2, ... sont des grandeurs physiques mesurables et peuvent étre constantes,
une fonction de ¢, ou une fonction de t et y elle-méme. La fonction de décalage 7;(¢,y(t)) > 0
dépend de I'état s'il dépend des valeurs de la solution y(t).

Les DDE peuvent étre divisés en différentes catégories. Par exemple, certains les problemes
nécessitent un historique complet de la solution tandis que d’autres ne nécessitent qu’un 1’his-
toire. On peut également distinguer entre constant, monotone, dépendant de 1’état, état retards
indépendants et en voie de disparition. Des tentatives ont également été faites pour faire la
distinction entre DDE « rigides » et « non rigides ».

Les équations différentielles ordinaires sont des cas particuliers de DDE, cependant, dans
certains cas simples, les DDE peuvent étre liés a un systeme infini d’EDO. Il existe de nombreuses
similitudes entre la théorie des ODE et celle des DDE et les méthodes analytiques pour les ODE
ont été étendus aux DDE lorsque cela était possible. Cependant, leurs différences ont nécessité
de nouvelles approches.

Des changements dans le comportement qualitatif de la solution peuvent étre observés en
conséquence d'un terme de retard. Dans les modeles biologiques, la présence de retards est «
une source puissante de phénomeénes non stationnaires tels que les oscillations périodiques et les
instabilités ». Le délai peut agir comme un stabilisateur ou un déstabilisateur des modeles ODE.

Les équations différentielles a retard peuvent étre classées comme suit :

e linéaire ou non linéaire,

e autonome (invariant sous le changement ¢ — ¢ + 7 pour tout 7" € R) ou non autonome,

e périodique de période T','T" > 0, si invariant sous ’application ¢t — ¢t + T,

Les équations différentielles a retard apparaissent dans de nombreux domaines d’applica-
tion mathématiques. Les équations différentielles a retard (DDE) sont utilisées pour décrire des
systemes avec temporisation. De tels processus surviennent dans de nombreux domaines de la

science en biologie (temps de maturité et temps d’incubation), des systémes controlés (rétroaction
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retardée) et des aspects économiques (temps transport, délai pour obtenir des informations).

En général, on pense que le retard a un impact négatif sur la stabilité de systemes. La
compréhension du cas linéaire joue un role crucial dans I’analyse de telles équations, en particulier
lorsque le comportement asymptotique est concerné. La recherche dans la stabilité des équations
différentielles de retard a été lancé par les travaux de Nyquist(1932), Chebotarev (1949) et
Pontryagin (1955) et plus récemment par Hale (1971).

L’étude systématique de ces équations a commencé au début du 20%™¢ siecle avec I'ceuvre
de Volterra (1928). Cependant, le comportement asymptotique des solutions n’étaient pas bien
comprises a I’époque car I'approche habituelle était basée sur des arguments du théoreme du
point fixe. C’est Hale (1971) qui a montré que ces solutions monter & un semi-groupe d’opérateur
sur un espace de fonctions approprié appelé espace des phases.

Plus tard, Webb (1974) a développé cette procédure en construisant d’abord un semigroupe
et puis montrant que ce semi-groupe a donné les solutions de l’équation de retard. Un des
problemes le plus important et intéressant dans l'analyse du différentiel fonctionnel 1’équation
est ’étude de la stabilité des solutions. Cette théorie a été largement développée au cours des
années précédentes pour les deux équations différentielles ordinaires (ODE) a retard et équations
différentielles partielles (PDE) a retard.

Les PDE a retard sont naturellement plus difficiles que les ODE a retard, car ils sont de
dimension infinie a la fois dans le temps et variable d’espace. Le développement a été lancé pour
les équations a retard fini de Travis et Webb (1974, 1978) et plus tard par de nombreux auteurs.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la stabilité exponentielle des systemes différentiels

linéaires variant dans le temps a retard variant dans le temps de la forme :

B (1) = Ao (£) @ (£) +y A (8) @ (¢ = i (8) +2pey B(t,5) 2 (8, 5) dst > o

et aussi la robustesse en stabilité de ces systemes sous des perturbations structurées a temps
varie. L’approche utilisée est base sur la théoreme de Perron-Frobinuis et le principe de compa-
raison.

Le mémoire est organisé comme suit :

% Le premiér chapitre est consacré a des définitions et des résultats préliminaires et quelques
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théoremes nécessaires.

% Le deuxieme chapitre est consacré a présenter les systemes a retard ainsi la théorie qui les
concerne ('existance, I'unicité, la continuation et la differentiabilité des solutions ) .

% Le troisieme chapitre présente des criteres de stabilité des systeémes différentiels lineaires a
retrad variant dans le temps et 1’étude de la robustesse en stabilité des systemes perturbés.

% Dans le quatriéme chapitre nous considérons deux exemples illustratifs on discutons leurs

stabilité.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Notons N, I'ensemble de tous les nombres naturels. Pour m € N donné, soit m :=
{1,2,...,m}et mg :={0,1,2,...,m}. Soit k = C ou R ou C et R désignent le ensemble de tous les
nombres complexes et de tous les nombres réels, respectivement. Pour un entier [, ¢ > 1, k! désigne
I'espace vectoriel & 1 dimensions sur k et k'*? représente I’ensemble de toutes les [ x g-matrices

avec des entrées en k.

1.1 Les inégalités entre matrices

Les inégalités entre matrices ou vecteurs réels seront comprises par composante.

Pour deux matrices réelles A = (a;;) et B = (b;;) dans R, on écrit
A>B ssi a; >by;; pour i=1,....l, et j=1,..,q
En particulier,
Si a;; >b; pouri=1,..let j=1,..,q. Alorsonécrit A>DB

Une matrice A = (a;;) dans R*9 est appellée matrice positive si ses entrées a;; sont non
negatives c'est a dire : a;; > 0,7 =1,...,1, j = 1,...,¢q, et elle est designée par A > 0. On note

par R'Y 'ensemble de toutes les matrices positives A > 0.

10



Chapitre 1. Préliminaires

1) Une matrice positive est appellée matrice non négative.
2) Une matrice A est appellée une matrice strictement positive et on écrit A > 0 si tous ses
entrées a;; sont strictement positive

Considérons les deux matrice A € R?*3, B € R*** telles que

1 2 31
5 2 3
A= ,B=151 3 2
01 2
1 L 23

N

A est une matrice positive (non négative).
B est une matrice strictement positive.

Des notations similaires sont adoptées pour les vecteurs.

1.2 Matrice de Metzler

On appelle A € R™"™ une matrice de Metzler si tous ses éléments non diagonaux sont non né-

gatifs; c’est-a- dire : A € R™ " est une matrice de Metzeler si :

a;; >0, Vi#3, 4,j=1n
On dit que A € R™*™ est une matrice Metzler stricte si :
aijZO,Vz’,j:ﬁ etz';éj

et

aij<Osii:j

Considérons les deux matrices : A € R3*3, B € R?*? telles que :

-1 0 2
-2 4
A= 0 1 2|, B=
3 =5
4 23

A est une matrice de Metzler.

11



Chapitre 1. Préliminaires

B est une matrice de Metzler stricte.

1.3 Normes des matrices

Pour z € k™ et P € k"¢ on définit |z| = (|z;|) et |P| = (|p;|). Puis on a

IPQ| < |P||Q|, VP eR™ vQ e R

Une norme ||.|| sur k™ est dite monotone si ||z|| < ||y|| lorsque z,y € k", tel que |z| < |y|.

Toute p—norme sur k™ definie par

1
| = (il + foal? + o4 2aP)?, 1<p <00 et a o= max o

est monotone.
Proposition 1.1

La norme d’une matrice P € k' est comprise comme sa norme d’opérateur associée a une

paire de normes vectorielles monotones sur k! et kP donnée,

soit
| P = max {[} £y [I:l y [|= 1}
Notez que
Pek™, QeRY, [Pl <Q=| P <Pl <[Q]
En particulier, si R" est doté de || . ||; ou || . ||« alors || A ||= [||A]|] pour tout A = (a;;) €

R™ ™, Plus précisément, on a

FA = 1llAllk = max a1 A llo= [[1Allloo = max jyfai;|-

Définition 1.1

12



Chapitre 1. Préliminaires

Pour toute matrice M &€ k™ ™ I'abscisse spectrale de M notée (M) est definie par
(M) =max{RA\: A€o (M)}

ou

o(M)={XAeC:det (N, — M)=0}

est le spectre de M.
Une matrice M € R™" est dite Hurwitz stable si u (M) < 0. Autrement dit si toutes les
valeurs propres de M ont une partie réelle stricetement négative c’est a dire Re\; < 0 pour tout

valeur propre \;.

1.4 Propriétés des matrices de Metzler

Nous résumons maintenant quelques propriétés des matrices de Metzler qui étre utilisé dans

ce qui suit.

Supposons que M € R™"™ est une matrice de Metzler. Alors

(1) (Perron-Frobenius) p (M) est une valeur propre de M et il existe un vecteur propre
non négative x # 0 tel que Mx = p (M) z.

(77) Etant donné a € R, il existe un vecteur non nul z > 0 tel que Mz > ax si et seulement
sipu(M) > a.

(#4) (tI, — M)~" existe et est non négatif si et seulement si t > p (M).

(iv) Etant donné B € RY™, C' € C™*". Alors

IC|<B=puM+C)<pu(M+ B)

Ce qui suit est immédiat du théoreme precedent

Soit M € R™ "™ une matrice de Metzler. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p (M) < 0;

13



Chapitre 1. Préliminaires

(it) Mp < 0 pour certains p € R, p > 0;

(i17) M est inversible et M~! < 0;

(iv) Pour b € R™ donnée ,b > 0 il existe x € R}, tel que Mz +b=0;
(

v) Pour tout z € R™\ {0}, le vecteur ligne 27 M a au moins une entrée négative.

Lemme 1.1 Lemme de Gronwall

Soient ¢, 9 et y trois fonctions continues sur un segment [a, b, & valeurs positives et vérifiant
I'inégalité
vt € fa,b], y(t) <o(t)+,9(s) +y(s)ds
Alors
Vi fab], y(H) < (t) e (s) v (s)exp ({0 (u) du) ds

14
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CHAPITRE 2

LES SYSTEMES A RETARD

Dans les applications, le comportement futur de nombreux phénomenes est supposé a décrire
par les solutions d’une équation différentielle ordinaire cette hypothese implique implicitement
que le comportement futur est uniquement déterminé par le présent et indépendant du passé.

En différentiel des équations aux différences, ou plus généralement des équations différentielles
fonctionnelles, le passé exerce une influence significative sur ’avenir. De nombreux modeles sont
mieux représentés par des équations différentielles fonctionnelles, que par des équations différen-

tielles ordinaires.

2.1 Exemples
Exemple 2.1

Considérons une population composée d’individus adultes et juvéniles.
Soit N (t) dénote la densité des adultes au temps t.
Supposons que la longueur du la période juvénile est exactement h unités de temps pour
chaque individu.
Présumer que les adultes produisent une progéniture a un taux par habitant a et que leur

probabilité par unité de temps de mort est pu.

15



Chapitre 2. Les systemes a retard

Supposons qu'un nouveau-né survit a la période juvénile avec probabilité p et mis ¢ = ap.
Ensuite, la dynamique de N peut étre décrit par I’équation différentielle suivante

B (t) =~ (1) + rN(— ) 2.1)

qui implique un terme non local, 7N (¢ — h) signifiant que les nouveau-nés deviennent adultes
avec un certain retard.

Ainsi, la variation temporelle de la densité de population N implique les valeurs actuelles et
les valeurs passées de V.

De telles équations sont appelés équations différentielles fonctionnelles retardées (RFDE) ou
alternativement, Equations & retard.

L’équation (2.1) décrit les changements de N. Pour déterminer une solution a un temps passé
t = 0, nous devons prescrire la valeur de N a l'instant —h et nous pouvons voir qu’il ne suffit
pas de donner la valeur au point —h, car I'exemple suivant convient que cette condition n’est pas

suffisante pour déterminer complétement la solution.
Exemple 2.2

Les solutions t — sin [g (t—{—%)} et t— cos {g (H—%)} de I’équation

‘Z - —gx(t—l) (2.2)
coincident a t = 0.
En fait, sur tout l'intervalle [0, ] nous avons le méme probleme : pour intégrer I’équation
aprés un certain temps ¢t € [0, k], nous devons prescrire la valeur N (¢ — h). Nous devons donc
prescrire une fonction sur un intervalle de longueur h.

Le plus pratique pour ce faire est de prescrire N sur U'intervalle [—h, 0] puis utiliser (2.1)

pour ¢t > 0. On complete donc (2.1) par
N(@) = (@) pour —h<p<0

ol ¢ est une fonction donnée.

16



Chapitre 2. Les systemes a retard

Explicitement, on a alors pour ¢ € [0, h]

N (t) = ¢ (0) exp (—put) + rgexp (= (t — 7)) (T—h) dr.
En utilisant cette expression, nous pouvons donner une expression pour N sur l'intervalle
[h,2h] ..., etc.
Donc la méthode des étapes et la théorie élémentaire des équations différentielles ordinaires
nous fournissent une preuve trés simple de 'existence et de 'unicité de solutions tres simples

preuve dans cet exemple.
Remarque 2.1

— Pour toute fonction continue ¢ définie sur [— h, 0], il y a est une solution unique z de (2.2)
sur [—h, 0o], notée x(yp).

— La solution z(y) a une dérivée temporelle continue pour ¢ > 0, mais pas a t = 0 sauf si
©(0) a une dérivée gauche & 0 = 0 et 22 (0)= —up (0) +rp (—h) ; La solution z () est
plus fluide que la donnée initiale.

— Pour un ¢ donné sur [—h, 0], la solution x(y)(t) de (2.2) n’a pas besoin d’étre défini pour
t < —h. En fait, si 2(p)(t) est défini pour t< —h, disons x(¢)(t) est défini pour t > —h —¢,
e > 0, alors ¢(f) doit avoir une premiere dérivée continue pour 6 €] — ¢, 0].

— Une forme plus générale d’une équation différentielle a retard est la suivante :

dz
pri F(tx(t)x(t—r1)).

Body Math

2.2 Un probleme général de valeur initiale

Etant donné r > 0, notons C([a, b], R"), I'espace de Banach des fonctions continues mappant
I'intervalle [a,b] dans R™, muni de la topologie convergence uniforme. Si [a,b] = [ — r,0], nous

laissons C=C'([—r, 0], R") et désignons la norme d’un élément ¢ dans C, par

lol = sup |p(0)]
—r<0<0

17



Chapitre 2. Les systemes a retard

Soit 0 € R, A > 0et z € C([o—r,0+ A],R"), alors pour tout t € [0, 0+ A], on pose xy € C,
défini par
() =x(t+0) , pour—r <6<0

Soit f: R x C'—R"™ une fonction donnée. Une équation différentielle fonctionnelle est donné

par la relation suivante :

& ()= f(t,z) pourt>o (2.3)

Lo = @

Définition 2.1

x est dite solution de (2.3) s'il existent 0 € R, A > 0 tel que z € C' ([0 —r,0 + A],R") et x
satisfait (2.3) pour t € [o,0 + A].

Dans un tel cas, nous disons que x est une solution de (2.3) sur [0 —r,0 + 4]

pour un ¢ € R donné et un ¢ € C' donné on dit que = = x (0, ¢) est une solution de (2.3) de
valeur initiale & o ou simplement une solution de (2.3) a travers (o, ¢) s’il existe un A > 0 tel
que z (o, ¢) est une solution de (2.3) sur [0 —r,0 + A] et z, (0, p)=¢.

L’équation (2.3) est un type d’équation tres général et comprend des équations aux différences
du type :

dz

a(t) =f(t,x(t),z(t,r(t)) pour 0<r(t)<r

aussi bien que

Wty =2, g(t.0,0(t+0)) 0

Si
ft0) =Lt e)+h(t),
ou L est linéaire en ¢ et (¢,p) — L (t, ), on dit que I’équation est une équation différentielle
a retard linéaire, elle est dite homogene si h = 0.

Si f (t,0) = g (p), 'équation (2.3) est autonome.

Lemme 2.1
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Chapitre 2. Les systemes a retard

Soit 0 € R et ¢ € C donnés et f continue sur le produit RxC. Alors, trouver une solution

de I’équation (2.3) a travers (o, @) équivaut a résoudre :

r(t)=p0)+L f(s,2)ds t>0 et x,=20

2.3 Existence
Lemme 2.2

Size C(lo—r0o+al,R"), alors z; est une fonction continue en ¢ pour t € 0,0 + o] .
Preuve Puisque z est continu sur [0 — 7,0 + @], elle est uniformément continue et donc
Ve > 0,30 > 0, tels que | x(t) — x(s) | < e si |t —s| < §, Par conséquent pour ¢, s dans

lo,04+a], |[t—s|<d,onalz(t+0)—z(s+0)|<e, VO [-r0]. =

Soit. D un sous-ensemble ouvert de RxC' et f : D— R" soit continue.

Pour tout (o, ¢) € D, il existe une solution de I'équation (2.3) a travers (o, ¢).

Si f est au plus affine c’est-a-dire |f (¢,¢)| < a |¢| + b avec a,b > 0,

alors il existe une solution globale i.e. Vi, la solution x (o, ) est définie sur [a, ool
Preuve

Soit ¢ € C, et supposons que la solution n’est définie que sur [« (.

En intégrant 1’équation (2.3), on obtient
v () =¢(0)+5 f (s 2s)ds
ce qui donne
|z (t, @) | = lol +5 (a, x|+ D) ds et |z ()| = o] + ag|es|ds + bp.

Par le lemme de Gronwall |z, (., )| = (|¢| + b5)expaf < oco.

D’autre par
sup |52 (1) <
up |— 00,
tefo,5) dt
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et on a la solution est uniformément continue sur [0, 4] et ce qui implique que lim;_,g|z; (., ) |
existe et finie, notez-la xg.

Considérons 1’équation différentielle a retard suivante

W (t)=f(t,y), pourt>j
Yg = Xg € C
cette derniére équation a au moins une solution sur [3, 5 + ¢] pour certains € > 0, et I'équation
(2.3) a au moins une solution définie sur [0, 5 + €|, ce qui contredit la maximalité de la solution.

2.4  Unicité

Soit D un sous-ensemble ouvert de R x C' et supposons que f : D — R" est continue et f
(t, ) est lipchitzienne par rapport a ¢ dans chaque sous-ensemble compact de D. Si (0, ¢) € Ds,
alors I'équation (2.3) a un solution unique passant a travers (o, ¢) .

Preuve Considérons o, Bz comme défini dans la preuve du théoreme, et supposons que x

et y soient deux solutions de (2.3) sur [ — r, 0 + o avec z, = ¢ = y,.alors
z(t) =y (t) = (f (s,zs) = f(s,55))ds, t>0
To — Yo =10

Soit k la constante de Lipschitz de f (¢,¢) dans un sous-ensemble compact contenant les

trajectoires (t,x;) et (t,v;), t € I,. Choisissez @ tel que ka < 1. Alors, pour ¢t € Iz on a :

|z (t) —y (1) | <g klos — yslds < k@ sup |v; — yi.

o<s<t

Et cela implique que x (t) =y (t) pour t € Iz. ®

L’unicité peut ne pas tenir si la fonction n’est pas localement lipchitzienne. Pour cela,

considérons les contre-exemples suivants :
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1) Il peut y avoir deux solutions distinctes de (2.3) définies sur (—oo, 00)
et ils coincident sur (0, 00). L’exemple suivant a été donné par A Hausrath.

Soit r =1, et
f(s)=0, pour 0<s<1

F(s)==3(¥5—1)7, pour s> 1,

{4 =1 )

La fonction 2 = 0 est une solution de cette équation sur (—oo, 00). Egalement la fonction

et considérons 1’équation

z(t)=—t*,  pour t<0

x(t) =0, pour t>0
et
dx
— (t) = =3t~
o (t)

En réalité, puisque < 1 pour ¢t > —1, z satisfait ’équation pour ¢ > 0, et puisque x est

décroissante pour t < 0, |z, =z (t —1) = — (t — 1)°, et & (¢) = —3t* on trouve que que
f ((t — 1)3) = —3t? pour t<0.

2) On considere 'equation

dx
g B =alt—o(z()) (2.4)
ouo:R—[0,1],0'(0)#0et o0 (0)=1.

Notez que le c6té droit de (2.4) peut s’écrire G (p) = ¢ (=0 (¢ (0))) pour p € C'([—1,0],R),

et G n’est pas localement lipschitz dans un voisinage de zéro. Supposons en fait qu’il existe des

constantes positives k et p tels que

|G (¢1) — G (p2) | < klpr — 2| pour [p1], |@2] < p
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Soit ¢ (0) = ¢ (—1 +v1+ 9), pour # € [—1,0], ou € est une constante positive tel que |¢| < p.
Soit x € [—1,0] tel que |¢| + |z| < p, alors

G (p+2) =G (p)| < kl|z]

ce qui implique

ley/1 — o (x) + x| < k|z| et |Ml <(1+k).

/1 — 0o (2)

En laissant x se rapprocher de zéro, on obtient une contradiction. Par conséquent, le coté
droit de I’équation (2.4) n’est pas localement le lipschitz proche de zéro.
L’unicité a été prouvée pour les données initiales lipschitziennes ¢, voir [26] Cependant,’argument
standard pour l'unicité ne peut pas étre appliqué dans ce exemple.
L’équation
Wity =wt o)

apparait dans les modeles de croissance cristalline, et en fait ’équation

dx
o (t) = —ax (t — o (z (1))

a été étudié théoriquement par Cooke.

CZ ()= —a(t)z ) —No(t) f(x(t—o(x®))

ou A est un parametre positif a été proposé comme modele pour une variété de processus
physiologiques et conditions telles que la production de cellules sanguines, la respiration et
arythmies.

3)Le contre-exemple suivant explique plus en détail la situation

Lt)=u

v (0) = /10| +1

Alors I’équation (2.5) a deux solutions :

2

a:l(t):t+z et x(t)=t, pourt € [0,1].

(2.5)

En fait on a t —x; (t) = —% et t — xo (t) = 0, il s’ensuit que

t)=1+L=pt—a1(t) et a,(t)=1=¢(t—a2(t) pour te€0,1].
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2.5 Continuité des solutions
Définition 2.2

Supposons que f dans I’équation (2.3) soit continue. Si x est une solution de I’équation
(2.3) sur un intervalle [0, a], a >0, on dit que # est une continuation de z s’il existe un b > a,
tel que & soit défini sur [0 — r, b, coincide avec x sur [0 — r, al, et satisfait I’équation (2.3) sur
[0, b].

La solution x est non continuable si une telle continuation n’existe pas; C’est a dire,

I'interval [0, a] est I'intervalle maximal d’existence de la solution x.

Plus que les hypotheses du théoreme précédent,
Si f est une fonction bornée, alors I'équation (2.3) a une solution maximale défini sur
[—r, B[ avec
Preuve

Si B < oo = limy,s]x (., ) | = 0.

Par étapes, on peut intégrer I’équation (2.3), soit [—r, 3] est I'intervalle maximal sur lequel
x (., ) est définie.

Supposons que lim; 5|z, (., ¢) | < oo alors il existe N tel que |z (., )| < N, Vt € [0, 3], avec

dz

o = f (t,x;) et de la condition f est une fonction bornnée, ona  sup,¢(y g 142 (t) | < oo, alors

f est uniformément continu sur [0, 5. Alors, lim,_,g |z (., ) | existe, qui on la note 4.
Soit ¢ € C ([—r, B[, R™) défini par ¢ = x5, d’aprés le Théoreme d’existence, il existe € > 0
tel que I’équation
0 (t) = f (t,y) pourt>f
ys =rp € C
a au moins une solution sur [, 5 + €|, le rappel de = et y donne une solution définie sur

[, B+ €], qui contredit la maximalité de . m

Supposons que €2 soit un ensemble ouvert dans R x C, f : Q — R" soit
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globalement lipschitzienne et completement continue : c’est-a-dire que f est continue et
prend des ensembles bornés fermés de €2 en ensembles bornés de R”, et x est une solution non
continuable de ’équation (2.3) sur [0 — r, b

alors, pour tout fermé et borné U dans R x C, U dans (2, il existe un ¢y tel que (¢,2;) ¢ U

pour ty <t <b.

Nous considérons maintenant ’existence de solutions de (2.3) pour tout t > —r .

2.6 Dépendance aux valeurs et parametres initiaux

Soit D un sous-ensemble ouvert de R x C' et supposons que f : D — R"

soit continue et f (t,¢) soit lipchitzienne par rapport a ¢ dans tout sous-ensemble compact
de D. Si (0,¢) € D, alors I'application ¢ — z; (., ) est Lipschitzienne continue.

Preuve

Du corollaire 2 et le fait que f est lipchitzienne par rapport a la deuxiéme variable et | f (¢, ¢) |
< kel + [ f(t0)]

Soit 1,2 € C, et x (., 1), (., p2) les solutions associées, on a

Z <t7 901) - (ta (:02) =® (0) — 2 (O) +6 (f(37 xz (37 901)) - f(swx(sa 902>>)d8

|z (t, 1) — 2 (£, 02) | < o1 — ol + kgl (5, 01) — 7 (5, 02) |ds.

d’aprés le lemme de Gronwall, on obtient

’l‘ (t7901) - (t7302) | < |Q01 - 902| exXp (kt> :

Le lemme suivant est nécessaire avant de procéder dans cette direction, qui sera utilisé par la

suite.
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Lemme 2.3
Soit f € C(J xC,,R"). Pourt € Jet p € Jet ¢ € C,, on pose

G (t,r) = max [|f (£, ¢) ||

lloll<r

Supposons que r* (¢, tg,0) est la solution maximale de

du

— =G (tult
W Gt u )
a travers (to,0).alors, si x (¢,tp, o) est une solution de

dx

S0 =1 (tw)

avec ¢o comme valeur initiale a ¢t = £y. Alors nous avons :

|z (o, Po) — dol| < 7* (t,t0,0)

sur 'intervalle commun d’existence de x (¢, tg, o) et r* (¢, o, 0).

Soit f € C(J xC,,R") et pourt e J, ¢, ¢ Cy

If &)= fEe) I <g(tlle—al).

oug € C(Jx[0,2p],RT). Supposons que u (t) = 0 est la seule solution de 1’équation sca-

laire

du

— =g (t,u(t

W g (tu )

a travers (to,0). Supposons enfin que les solutions w (t, to, ug) a travers tous les points (o, ug)

existent pour ¢ > ¢, et sont continues par rapport a les valeurs initiales (to,ug). Alors, les

solutions z (g, ¢p) de I’équation (2.3) sont uniques et continues par rapport aux valeurs initiales

(t07¢0)'

En utilisant les arguments des théorémes précédents, nous pouvons prouver le Théoreme

suivant sur la dépendance aux parametres. Nous déclarons simplement.
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Soit f € C(J x C, x R™,R") et pour p = pg soit zo (t) = o (to, ¢o, to) (t) soit une solution
de I'equation

dx
) = 1 (1w

avec une fonction initiale ¢g a ty existante pour t > t,.
Supposons que lim,,_,,, f (t, ¢, 1) = f (t, ¢, ) uniformément dans (¢, ¢), et pour t € J, p, ¢ €
C,uneR™
1f (&) = [ (&0, 1) || < Kl — ¢

Alors, Ve > 0, 30 > 0 tel que pour tout p satisfaisant |u — pg| < 6 (¢), 'équation différen-

tielle
dx

0= £ (tw

admet une solution unique z (t) = x (to, Po, pt) (t) définie sur un intervalle [to,to + a] tel que

|z (t) —zo (1) || < & pour t € [tg,to + a.

2.7 Différentiabilité des solutions

Dans la section précédente, des conditions suffisantes étaient données pour garantir que la
solution x (0, ¢, f) sur a (2.3) dépend continuellement de (o, ¢, f).

Dans Cette section sont donnée quelques résultats sur la différentiabilité par rapport a
(0,0, )

Si Q est un ensemble ouvert dans R x C, soit CT (2, R"), p > 0 désigne I’espace de fonctions

prenant ) dans R™ qui ont des dérivées continues bornées jusqu’a 1’ordre p par rapport a ¢ dans

Q.

Si f € CP(Q,R"), p>1, alors la solution x (o, ¢, f) de
I'equation (2.3) a travers (o, ) est unique et continuellement différentiable par rapport a
(¢, f) pour t dans tout ensemble compact dans le domaine de définition de x (o, ¢, f). De plus,

pour chaque ¢ > o, la dérivée de x par rapport a ¢, D,z (0, ¢, f) (t) est un opérateur linéaire de
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C vers R", D,z (0,9, ) (0) = I, l'identité, et D,z (o, ¢, f)1 (t) pour chaque ¢ dans C' satisfait

I’équation linéaire variationnelle

Y (t) = Dof (t,xi (0,0, [)) Y- (2.6)

Aussi, pour chaque t > o, Dy x (0, ¢, f) est un opérateur linéaire de C, (2,R") en R", Dy
z(o,0,f) (o) = 0, et Dy x(o,¢,f)g(t) pour chaque g de C? (2, R") satisfait 1’équation de
variation non homogene

Body Math
2 (t) = Dy(f (t,z: (0,0, f)) 2 + g(t, 21 (0,0, f)))- (2.7)

Les types de retard

Lors de la phase de modélisation, il est essentiel de déterminer le type de retard qui

affecte le systeme.

Plus précisément, un retard constant ou variant dans le temps est souvent restreint a un
certain domaine de définition. Le caséchéant, les propriétés intrinséques au systeme physique

peuvent apporter des informations sur les valeurs admissible du retard. Nous avons dégagé
trois catégories principales de retard :

(a)Retards inconnus :

Dans ce premier cas, aucune hypothese sur le retard est considérée.
Qu’il soit constant ou variant dans le temps, il peut prendre toutes les valeurs dans R, .
(b)Retards majorés :

Cette seconde classe suppose la connaissance d’une valeur maximale sur le retard

0 S T(t) S Tmax

Si 7 (t) = 7 est constant, il reste en pratique incertain et la contrainte ci - dessus assure un
intervalle borné. Ce cas de figure a été trés largement considéré dans la littérature.
(c)Retards borné :
Moins abordée que le cas précédent, cette derni‘ere catégorie suppose que le retard vérifie

la contrainte
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Tmin S T (t) S Tmax

Dans le cas des retards variant dans le temps, une contrainte supplémentaire relativéa sa

drivée peut tre ajoutée

’7L (t) | < Tmax

indiquant alors une limitation sur la vitesse de variation du retard 7 (t). En pratique la
contrainte d < 1 est souvent utilisé afin d’assurer que le retard ne varie pas plus rapidement
que le temps et que les informations retardées arrivent dans 'ordre chronologique. Par ailleurs,
indépendamment du procédé physique et du type de retard associé, certains auteurs se sont
intéressés a la robustesse de la stabilité d'un systeme vis-a-vis du retard.

Il s’agit dans ce cas d’estimer les intervalles sur le retard tel que le systéme reste stable.
Un cas particulier considere un systeme a retards stable lorsque celui-ci est nul et le but est de

trouver la valeur maximale du retard telle que la stabilité du systéme soit préservée.
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CHAPITRE 3

CRITERES DE STABILITE

Dans ce chapitre, nous étudions d’abord la stabilité exponentielle des systemes différentiels

linéaires variant dans le temps a retard de la forme
T(t) = Ao (t)x(t) +i2, Ak (t) x (t — hi (1)) —i—(lh(t) B(t,s)x(t+s)ds, t>o. (3.1)

on presentons des criteres explicites pour la stabilité exponentielle de ces systemes. Ensuite,
nous traitons le probléme de la stabilité robuste du systéme (3.1) sous des perturbations variantes
dans le temps. L’approche utilisée est basée sur le célebre théoreme de Perron-Frobenius et le

principe de comparaison.

3.1 Stabilité exponentielle des systemes differentiels li-

néaires a retard variant dans le temps.

Soit k™*" doté de la norme || . || et soit J un intervalle de R. Notons par C (J,k"™*")
I’espace vectoriel de toutes les fonctions continues sur J avec des valeurs en k™*". En particulier,

C (o, 8], k™ ™) est un espace de Banach muni de la norme
= max 0) | .
I 1= gus 1 0)
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Dans ce qui suit, nous écrivons C au lieu de C' ([—h, 0] ,R™) et notons C, = {p € C:|| ¢ ||< r},
pour 7 > 0. Pour une fonction matricielle ¢ (.) : J — R™ " on dit que ¢ (.) non négative et on

le note ¢ > 0 si ¢ (A) > 0 pour tout 6 € J.

3.1.1 Criteres explicites de stabilité exponentielle

Considérons un systeme différentiel linéaire variant dans le temps a retard de la forme (3.1),
ol
(2) h(.),he () : R = R (k € m) regoivent des fonctions continues telles que 0 < h () < h; 0 <
hi (t) < hg, Vt € R, pour certains nombres positifs h, hy (k € m) et h > max {ht};
(17) Ag () R = R™"™ ke mget B(.;.): Rx[—h,0] = R sont des fonctions matricielles
continues données.
Pour ¢ € R fixe et donné ¢ € C, le systeme (3.1) admet une solution unique satisfaisant la
condition initiale

z(s+o0)=p(s), s€[—h,0] (3.2)

Cette solution est notée par x (.; 0, ¢).
Définition 3.1

Le systeme (3.1) est dit exponentiellement stable s’ils existent deux nombres positifs K, 3

tels que

Iz (to,0) I< Ke ™ o], Vt 20,

pour tout o € R et tout p € C'.

Définition 3.2

~

Pour une matrice donnée A = (a;;) € R™*™, on associe la matrice de Metzler M (A) = (a;;) €
R™" ol

a;; = lagl,i#j, i,j €n; a4 = a; 1 € n.
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on present un theoreme principale.

Soit Ag (t) = (al(-?) (t)) € R t € R.le systeme (1) est exponentiellement stable & condition
que 'une des conditions suivantes soit remplie :

(i) il existe 31 > 0 et p € R}, p> 0 tel que

(M (Ao (8)) +7y [ Ak () [0 40, |B (2,5) | *ds) p < —Pip, Vi € R

(3.3)
(17) il existe By > 0 et une matrice de Hurwitz stable By € R™*" telle que
M (Ag (1)) +1y [Ag () [0 10, 0 |B (t,5) |eP*ds < By, Vt € R; (3.4)
(i74) il existe Ag € R™*"™ et By € RY™ tel que
M (A (1)) < Ag, YVt €R, (3.5)

Ak (t) | +2h(t) |B (t,s)|ds < By, Vt € R, et Ay + By est Hurwitz stable. (3.6)
Preuve

(1) Soit p = (ay, ag, . ,ozn)T, a; > 0, Vi € n et soit ¢ € (. Choisissons un nombre

positif K > 0 tel que | (t) | < K e !p pour tout ¢t € [~h,0] et pour tout ¢ € C; définissez

u(t) = Ke P9y t € o — h,+00)
Posons z (t) = x (t;0;9), t > 0.
Ona:z(s+o) =

¢ (s), Vs € [—h,0], on pose

:t = s+ o0 donc :
z(t) = ¢(s) = ¢(t—¢), donc :

s =t —o. Alors :
lz(t)| = ¢(t—0) < ke P~ et pour—h < s < 0, donc :
o—h<s+h<o Alors:oc—h<t<o,donc: |z(t)| <u(t), Vt€[oc—h,o]|z(t)| <Kult),

Vt € [0 — h,o]. Il nous reste a demontrer que |z (t)| < wu(t) , Vt € [0, 4+00).

Supposons au contraire qu'il existe ¢y > o tel que |z (¢y) | £ u (¢y). On pose

ty =inf{t € (o,+00) : |z (t)]| L u(t)}.

Par continuité, t; > o et il existe 7o € n tel que

[z ()| <ult),t e lo,tr); | ()| = g (1) s |23 () | > wi (), VE € (81,11 +€) (3.7)
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pour certains € > 0.

Soit Ay (t) = (a) (1)) € R™" t € R, k € m et soit B(t,s) = (b (t,5)) € R™", t € R,

j
s € [—h,0]. Pour chaque i € n, nous avons

i|xi (0] = sgn (; (6) @ (1) < aid’ (6) s (1) | 4y g o) (@) |l ()] +

dt
m n k n
el () [ (8= hu (8) | +1y S bis (8, 5) [l (8 + s) |ds,

pour presque tout t € [o,4+00). Il s’ensuit que pour tout t € [0, +00)

[zt +e) | = |z (t) ]

D¥|z; (t)| = limsup
e—0t 9
t+e
= limsup - |, (s)|ds < a)) (t) |z (t) |
5_>0+ Et dS

n

0 m n k’
0y lal @) oy () ]+ o faly () [ (8 — By () |

5Ly bi (t,8) ||z (E + 5) |ds,

ou DT désigne la dérivé supérieure a droite de Dini. En particulier, il s’ensuit que

DYz, (t)| < (3.7) 40 (t1) Ke*ﬁl(tro)aio +;'L=1,j;£i0 |a(0) (1) |K6751(t1—a)aj

i0do 0]

Ll (0) [KemPmaehmt,

+?:1(1h(t1)|bioj (t1,5) | Ke Prlti=oe=Fsgyg
- —o 0 n 0 o n )
= Ke B (t1 )(agol)o (tl) (07 +j=1,j7£i0 |a§0])' (tl) |a] +k:1 j=1|a§0])' (tl) |651hk(t1)aj

i1 Sy [bios (B, 8) e ads)

< (3.3) _ BlKe_Bl(tl_U)aio _ D+Uio (tl)

Cependant, cela entre en conflit avec (3.7). Par conséquent

|z (t;0,0) | < u(t) = Ke Pty YVt > o, Yo € Ch.
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Par la monotonie des normes vectorielles, cela donne

|z (toe) || < K vt >0, Yy e O,

pour certains K7 > 0. Par la linéarité du systeme (3.1),

- Hw(tasO)H—Hx<MH H)H_Kle B0 > 0 Vo € C, ¢ £0.

Par conséquent

Iz (to,0) I< Kie™™ 7 | o ||, ¥t > 0, ¥y € C.

Ainsi, le systéme (1) est exponentiellement stable.

(27) 1l reste a montrer que (iz) implique (7). Puisque By est une matrice de Metzler Hurwitz
stable, il existe p € R’}, p > 0 de sorte que Byp < 0, par le théoreme 1.2. Par continuité, cela
implique

Bop < —np, (3.8)

pour certains n > 0 suffisamment petits .

Soit 8 comme dans (ii) et soit Sy = min{S,n} > 0. On aurra :

<M (AO (t)) +2n:1 ‘Ak (t) ‘eﬁOhk(t) +(lh(t) ’B (t, S) |6_/808ds

< (M (Ao (8) +72y 1Ak (8) €770 10, ) |B (8, 5) [e™*ds) < By, ¥t € R.

Par conséquent,

(M (Ao (1) +7y [Ai (8) [P0 40, 1B (1, s) e~ ds)

< Bop < —np < —fop, Vt €R.

Ainsi, () est vrai.
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(741) Nous montrons que (i) est vrai. Puisque Ay + By est une matrice de Hurwitz Metzler
stable, il existe p € R% de sorte que (Ag + By) p < 0, par le Théoréme 1.2 (7). Par continuité,

cela donne

(A() + €BhBo) P < —ﬁp, (39)

pour certains 5 > 0 suffisamment petits. Alors (3.3) découle de (3.5) - (3.6) et (3.9), ce qui

complete la preuve. m

Ce qui suit est immédiatement tiré du théoreme 3.1.

Corollaire 3.1

Supponsons qu’il existe Ay = (az(?)) € R et Ay € RY™, k € m et une fonction matricielle

continue C (.) : [—h,0] — RY*™ pour que (5) tienne et
|AL ()| S A, VtER kK €m; |B(t,s)| <C(s),Vt €R,Vs € [—h,0]. (3.10)

Sim  Ap +2, C(s)ds, Hurwitz stable, alors le systéme (3.1) est exponentiellement stable.
Remark (Une discussion des résultats obtenus).
(1) Dans le livre bien connu [7, page 145], il a été montré 1’équation scalaire différentielle

a retard
(1) = —a(t)x(t) =L b () (t = hy (1)),
est exponentiellement stable pour toutes les fonctions continues bornées a(.),bx (.), ke (.) €

C (R,R),k € m, a condition que
a(t)>d>0, iqlbp ()| <09, 0<8 <1, 0<hy(t) <h, pour tout t € R.

La preuve donnée dans [7] repose entiérement sur un théoreme de type Razumikhin.Cependant,
cela est immédiat a partir du corollaire 3.1.
Un résultat similaire a été trouvé dans [11, Exemple 5.1, page 74]. Plus précisément,
'équation différentielle
Body Math
T(t)=—ax(t)+b(t)z(t—h),
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otta,h>0etb(.) € C(R,R) tels que sup,>, |0 ()| < a est exponentiellement stable. Encore
une fois, cette affirmation découle du corollaire 3.1.
D’un autre c6té, sur la base d'une inégalité Halanay généralisée, il a été montré en [10] que
I’équation
i(t)=—a(t)z(t)—b(t),__x(s)ds, (3.11)
ou a(.),b(.) € C(R,R) est exponentiellement stable a condition qu’il existe des nombres

positifs a,n tels que 0 < a(t) <a,t € Ret

a(t)—7[b(t)]
U LA 7 R 12
iR 1+ 2720 (1) | Zn>0 (3.12)

Nous montrons que cela découle du théoréme 3.1. Clairement, e < 1 + %t, t € (0,5), pour

B > 0 suffisamment petit. Soit 0 < § < min {5 77} .11 résulte de (3.12) que

7

—a(t) +2, [b(t) [exp(=prs)ds < —a (t) +7[b(t) [exp (Bi7)

3
< —a(t)+7b(t)] (1 + 2517) <19 _g vieR.

Ainsi, () du théoreme 3.2 est valable et (11) est exponentiellement stable.
(77) De maniere générale, un systeme dynamique est dit positif si pour tout non négatif
condition initiale, la solution correspondante du systeme est également non négative.
Les systémes dynamiques positifs jouent un role important dans la modélisation des phéno-
menes dont les variables se limitent a étre non négatives. Ils sont souvent rencontrés
dans des applications, par exemple, des réseaux de réservoirs, des procédés industriels impli-
quant réacteurs chimiques, échangeurs de chaleur, colonnes de distillation, systémes de stockage,
systeme hiérarchiques, systemes compartimentés utilisés pour modéliser les phénomenes de trans-
port et d’accumulation des substances.
I1 est bien connu qu'un systeme différentiel linéaire invariant dans le temps de la forme
Body Math
@ () = Ao () +72, Apz (t — hy) +°,, C (s) z (t + 5) ds, (3.13)

est positif si et seulement si Ay € R™*™ est une matrice de Metzler et Ax € R}*™ pour tout

ke met C(s)eRY" pour tout s € [—h,0].
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Puis, grosso modo, Corollaire 3.3 signifie que les systemes différentiels linéaires variant dans
le temps avec retard (1) sont
«bornés ci-dessus »(dans un certain sens) par le systéme positif (13) et alors (1) est expo-

nentiellement stable & condition que (13) soit exponentiellement stable.

3.1.2 Stabilité des systemes perturbés

Dans cette sous-section, nous abordons le probleme de la stabilité de (1) sous des pertur-
bations structurées.
Supposons que toutes les hypotheses du corollaire 3.3 soient satisfaites et que (1) soit expo-
nentiellement stable. Considérons un systeme perturbé de la forme

Body Math
T(t) = (Ao (t) + Do (t) Ao () Eo () x (t) 44y Ak (B)x (t — hi (1)) +
Body Math

Dy (t) Ag (1) By (t) x (t — 71 (1)) +(lh(t) (B(t,s)+ D (t,s)d(t,s) E(t,s))x(t+s)ds, t >0
(3.14)

ol

ol

(1) 7 (.) : R — R est une fonction continue donnée pour chaque k € m telle que 0 < 7, (t) <
T < h,Vt € R, pour certains 7, € R, ;

(i) Dr () - R — R™& E () : R — R®%™ k€ mget D(;.): Rx[—h,0 — R
E(.,.): R x [=h,0] = R?™ sont des fonctions matricielles continues;

(4ii) Ap () R — R¥>% ke mget §(.,.): Rx[—h,0] = R>? sont des fonctions matricielles
continues inconnues.

On montre qu’il existe un nombre positif r tel qu'une perturbation arbitraire de I’équation
de la forme (3.14) reste exponentiellement stable chaque fois que la taille des perturbations est

inférieur a r.

Supposons que toutes les hypothéses du corollaire 3.3 soient satisfaites.

Supposons qu'il existe Dy, € R E, € R A; € R¥X% pour k € mg et Dy,yq € RV
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Epi1 € RY" 6pi () € C ([—h,O] ,leq) tel que
|Di (1) | < Dy, |Ex(t)| < Ejp, |Ap(t)] <Ap, VEeR VEemg (3.15)
et
|ID(t,s)| < Dpms1, |E(t,s)| < Epg1, [0(t,8)] < 0mer(s),Vt € R)Vs € [—h,0]. (3.16)
Alors le systeme perturbée (3.14) reste exponentiellement stable a condition

o I AR+ 1 e (5) | ds
1

-1
max || E; (Ao + Siy A + /%, C (s)ds)  Dj |

Zvje{ozl ~~~~~ m+1}

<

Remarque 3.1

Le probleme de la stabilité robuste du systéme différentiel linéaire invariant dans le temps a

retard discrets

& (t) = Aoz () +7y Agar (t—hy), t>0 (3.18)

sous les perturbations structurées invariantes dans le temps

A~ A+ D ALE, k € mg (319)

Limites de stabilité pour (18) sous réserve de la variable temporelle des perturbations struc-
turées (19) peuvent étre trouvées dans les articles mentionnés. cependant,

le probleme de la stabilité robuste de (18) soumis a des perturbations structurées variant dans
le temps est toujours ouverte et un résultat comme le théoréme 3.5 ne peut étre trouvé dans la
littérature.

Preuve Il résulte de (3.15) que
|Dk (t) Ak (t) Ek (t) | < DkAkEk, Vt € R,Vk’ € my
De plus, (3.10) et (3.16) impliquent que

|B(t,s)+ D (t,s)d(t,s)E(t,s)| < C(S) 4+ Dims10m+1 (8) Emi1, YVt €R, Vs € [—h,0].
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soit DolgEy = (mi') et soit Do (t) Ag (t) Eo (t) = (mi () et A (t) = (a)) (1)), t € R.

Donc, Ag (t) + Dy (t) Ay (t) Ey (t) = (ag»)) (t) + mg-)) (t)) . 11 résulte de (3.5) que

a7 +m@ 1) <d? +m9 vteR: vien,

et
Al () +ml) (1) < a +m),  VteR; Vi,jen, i# ]

D’apres le corollaire 3.1, le systeme (3.14) est exponentiellement stable si
M* = AQ -+ DvoEO —|—ZL:1 (Ak + DkAkEk) +(1h (C (S) + Dm+15m+l (S) Em+1> ds

est Hurwitz stable.

Supposons au contraire que pi9 = p (M,) > 0. Par le théoreme de Perron-Frobenius (Théoréme

1.1 (7)), il existe zy € R}, 29 # 0 tel que
(AO + D()A()Eo +ZL:1 (Ak + DkAkEk) +(lh (C (S) + Dm+15m+1 (S) Em—i—l) ds) To= HgZo-

Par hypothese, u (km:OAk +2, C (s) ds) < 0. Donc (uol, =g Ax =2, C (s) ds) est inversible

et cela implique
-1
(Holn —jg Ak =2, C'(s)ds) (oo DeArExto + Dinyr®p0ms1 (s) dsEmsito) = 70 (3.20)

Soit iy un indice tel que || Exg ||= {Orlnax 5 | Eizo ||.il découle de (3.20) que|| E;xq ||> 0.
1€0,1,..., m-+

Multipliez les deux cotés de (3.20) a partir de la gauche par FE;, pour obtenir
E;, (Moln —e o Ak —(lh C (s) cls)_1 (ZI:ODkAkEkxO + Dm+10_h5m+1 (s) dsEm+1a:0> = F,;,xo.
Cela donne
o |l By (ol ~g Ax ~2, € (s)ds) ™ Di ]| A | B | +

-1
| Eiy (101 =0 Ak =24 C (5)ds) Dyt [I24]l Smsr () | ds || Bmiazo =] Eigo | -

par conséquent,

-1
max I Ei (noln —f=g A =2, C (s)ds) Dy || (7o | Ak | +%4 | 6mer () || ds)

i je{0L,.om+1}
| Eizo |=| Eizo |,
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équivalent a
m 0 -1
senax B (soly —fly Ax =2, C (s)ds) - D; ||
(v 11 Ak | 425 11 Oga (5) [l ds) > 1 (3.21)
D’autre part, I'identité résolvante donne

(01, —12 A =24, C () ds) " = (oL~ A =2, C () ds)

—1 -1
= (30— 0) (0, =1Ly Ay =2, C(s)ds)  (noln g Ax =2, C (s) ds)

Puisque po > 0, le théoréme 1.1 (4i7) implique que
1 -1
(—ZL:OA,C =0, C(s) ds) > (Mofn —m o A =2, C(s) ds) >0

Cela donne,

E; <_ZL:0Ak —2,C (s) ds) D; > E; (,uofn —m o A =2, C(s) ds) D; >0,

pour tout i,j € (m+ 1),. Par monotonie d’une norme d’opérateur associée a une donnée

paire de normes vectorielles monotones, nous avons

—1 —1
| E; (—70Ae =2, C(s)ds) Dy 2] E; (poln =g Ak =2, C (s)ds)  D; || (3.22)
pour tout ¢, j € (m + 1),. Enfin, (3.21) et (3.22) impliquent que

o I A [T +2 1 g () || ds >
1

,1 .
miy || Bi (Ao +iny A+, C (s)ds) Dy ||

max; je{o,1,...,

Cependant, cela entre en conflit avec (3.17). Ceci compléete la preuve.

Soit A € R™™ donné. Considérons un systeme différentiel linéaire avec retard du formulaire
T(t) = (A4 Ao (t))x (t) +72, Ar (t) x (t — hy (1)) —|—‘1h(t) B(t,s)x (t+ s)ds, (3.23)

ot Ay() € C(RR™)(kemg) et h(.),hi() € C(RR) avec 0 < h(t), h(t) < h,

VieR(kem)et B(.;.):Rx[—h,0] = R"™™ est une fonction continue. m
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Corollaire 3.2

Supposons que M (A) est stable & Hurwitz. Alors (3.23) est exponentiellement stable a condi-
tion qu’il existe Ay € RV, kemgpet C(.) € C ([—h, 0] ,R’frx”) tel que
|Ag (1) | < Ap,VE e Rk € my; |B(t,s)| <C(s),VteR,Vse[-h,0],et

Body Math

1
ol A | +2, 1 C(s) || ds < ————.
1M (A

Body Math
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CHAPITRE 4

APPLICATIONS

Nous illustrons les résultats obtenus par quelques exemples.

4.1 Exemple 1

Considérez le systeme différentiel linéaire variant dans le temps a retard dans R donné par

Body Math

1
i(t) = <1n (1 + 90 sin’ t) —2exp (£ + 2)) z(t) +4.1 (4.1)
9 2\ 2
(4 exp (—2 —t ) sint — exp (—t ) cost) x(t+cost—1)
70

—= exp (25 —t2> cos(s+t)z(t+s)ds

sint—1

Clairement, (4.1) est de la forme (3.1) avec
10 . 2
ap (t) = In <1+9sm t) — 2exp (t +2) ,teR

et

ap (t) = Zexp (—2 — t2) sint — exp (—tz) cost,t € R

et
7 2
b(t,s):—iexp(Zs—t )cos(s+t),t€]R,s€ [—2,0].
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Soit 5=1,p=1,0na
Body Math

ao () + lax (t) [exp (1 — cost) +uyy b (¢, 5) [exp (—s) ds
10 . 2 9 2\
= In <1+981n t) — 2exp (t +2) + |Zexp (—2—t )smt—exp(l —cost) +

70

sint—1

| exp (25 - tz) cos (s +1)|exp *ds
Body Math
10 9 7
< 9~ 2exp (2) + 1 Texp (2) + B (1 —exp(—2)) <0,Vt € R.

Par conséquent, (4.1) est exponentiellement stable, d’apres le théoréme 3.1.

4.2 Exemple2
Considérons un systéme différentiel linéaire variant dans le temps a retard dans R? donné par
Body Math
i (t)= Ao (t)w (t) + Ay () (t — by (8) 425 Bt s)x (t+s)ds,t >0 >0 (4.2)

ou hy(.),h(.) e C(R,R)avec0<hy(t),h(t) <hVteRet

Body Math
—6(1+t2 exp (—t?)sint
Ap(t) = ( ( ) 1_t2( 7) ;
cost e T
2t
N _ 02 —
A (t) = (OeXp ( sin t) T t20> ,t € R,
et

B(t,s) = (O— exp (;) sin stexp (; + 8t2> cos stO) ,te€R, s €[—h,0].

Laissez-nous définir

Ay = (—611-6); A, =(0110); C(s) = <0exp gexp ;O) , s € [—h,0]
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Notez que Aq (t) et Ag satisfont (3.5) et

AL ()] < Ai, VE€R; |B(t,s)| < C(s), Ve € R, Vs € [~h,0)

et on a aussi

M= Ag+ A +°, C(s)ds = (—62 (2 —exp (—2»2 <2 —exp <—Z>>—6>

et u (M) < 0. Ainsi (4.2) est exponentiellement stable, par Corollaire 3.1.
Considérons le systéeme perturbée

Body Math
& (t) = (Ao (t) + Do (t) Ao (1) Eo (1)) x () + Ar () 2 (t = ha (1))
Body Math
+00 (B(t,s)+D(t,s)0(t,s)E(t,s))x(t+s)ds, t >0 >0,

ou

Dy (t) = (sint0); Ey(t) = (— In (1 + cos? t)OOQ((ll_—i—ti?)) , t€R,

Body Math et

2st
D(t,s) = (0cos (s —t)); E(t,s) = —expstzoO—;2 , teR, se€[—h,0],
1+ (st)
et
Ao (t) = (a cost bexp —t2) )
Body Math

J(t,s) = (cexp (st2 + S) —d(exp (s))(1 + sin st)), teR, se[-h,0],

avec a, b, c,d > 0 sont des parametres.
Notez que pour tout ¢t € R, s € [—h,0], on a
Body Math

Do (t)| < Do = (10); |[D(t,s)[ <D =(01); [Eo(t)] < Ep = (1001);

(4.3)
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Body Math
|E(t,s)| < E=(1001); |[Ag(t)| <Ap=(a b);
|0 (t,s)] <d(s)=(cexps 2dexps),
et
3 2—e3

EoM*D=EM™'D=|-— = —
18—2(2—6*5) 18—2(2—6*5)

2—6’% _ 3
18 -2 (2~ e*%)Q 18 -2 (2 e’%)Q

EsM*D=EM'D=|—-

Soit R? doté de la norme 1. D’apres le théoréme 3.2, le systéme (4.3) est exponentiellement

stable a condition que

Body Math
max {a, b} + (1 - e_h) max {c,2d} < 2 (1 + e_%) .
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CONCLURSION

A la fin de ce mémoire, nous concluons que méme si les matrices associes aux systemes
différentiels linéaires a retard ne sont pas constantes, c¢’est-a-dire qu’ils dépend de t, leur stabilité
peut étre obtenue par le théoréeme de (Perron-Frobenius) et le principe de comparaison qui
réduisons également le probleme de la stabilité des systeémes a retard qui variant dans le temps a
des retards constants par une majoration des matrices associer aux ces systemes par des matrices
constantes, au lieu de la réaliser par la méthode de Lyapunov-Razumikhin qui recherche des
fonctions qu’il doivent vérifiées des conditions pour l'atteindre. Ainsi que nous avons également
précisé que pour assurer la stabilité de ces systemes, il faut que la perturbation doivent soumis

a des conditions.
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