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Nomenclature

E : Module de Young.

u : Coefficient de Poisson.

V(z) - Fraction volumique.

h : Epaisseur de la poutre.

p : Parameétre du matériau.

q : Moment de torsion.

&V, 6u : Des variations des énergies.

k : Rotation courbure.

E;, E; :les modules de Young de la surface inférieure et de la surface supérieure de la poutre FGM.
u, uy:Les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la poutre .
w, wy: Les déplacements dans les directions X, z.

d: Dérivee partielle.

¥xz: La distorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.
@, (x, t): Larotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de lapoutre.

a : Longueur de la poutre.

b : Largeur de la poutre.

h : Epaisseur de la poutre.

&,: Déformation dans la direction x.

o,: Contraintes normales.

T+ Contraintes de cisaillement.

&Yy, - Champ de déformation transversal virtuel.

d&, : Champ de déformation longitudinal virtuel.

6U : Variation de 1’énergie de déformation.

w: La fleche maximale adimensionnelle.

u : Déplacements adimensionnelle.

a, . Contrainte axiale adimensionnelle.

0. Contraintes tangentielle adimensionnelle.

q, : La charge thermomécanique.

E,, : Module de Young du métal.

E. : Module de Young de céramique.



Abreéviations :

FGM : Matériaux fonctionnellement gradués (functionally graded materials).
HBT: La théorie des poutre (High beam theory).

CBT: La théorie des poutre classique (classical beam theory).

FSDBT: La théorie de déformation de cisaillement du premier (first shear déformation theory).
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Introduction générale

Introduction générale

Le développement industriel et technologie moderne exige que I’on utilise des matériaux
présentant des propriétés mécaniques élevées spécifiques a leur emploi, mais dont les masses
volumiques soient faibles. L’objectif est notamment de réduire la masse des structures. Les
matériaux composites sont des matériaux qui répondent aux exigences précédentes. En raison
de leur faible densité, grande résistance, rigidité importante et de leur excellente durabilité.

Une classe de nouveaux matériaux composites avancés comprend des matériaux
fonctionnels (FGM) avec des propriétés de matériaux variant en continu. Ces matériaux ont
recu une attention considérable dans de nombreuses applications d’ingénierie depuis leur
apparition en 1984 au Japon. Ce type des matériaux (FGM) offrent de nombreuses propriétés
meilleures que celles des matériaux composites classiques, comme les grandes charges et la
rigidité spécifique élevée, légéreté et la résistance aux hautes températures ou effets de barrieres
thermiques. Dans ce sens, nous avons proposé ce travail qui présent I’analyse statique de flexion
des poutres en matériaux a gradient de propriété de type P-FGM, en utilisant une théorie de
déformation en cisaillement d’ordre élevé a trois variables Les équations d’équilibres sont
obtenues en appliquant le principe des travaux virtuels. Les équations obtenues sont ainsi
résolues par I’utilisation de la solution de Navier pour le cas d’une poutre simplement appuyée.
Deux études sont présentées, comparative et paramétrique dont I’objectif de la premiere est de
montrer la précision et I’efficacité de la théorie utilisee et la deuxiéme d’analyser le
comportement mécanique de cette poutre sous I’effet des différents paramétres a savoir I’indice
matériel (k), le rapport d’épaisseur (a/h) et le type de poutre.

Le but de ce travail est d’analyser la flexion des poutres FGM en utilisant une nouvelle
théorie hyperbolique & trois variables seulement. Ce travail sera divisé en quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, en commencera par présenter quelques généralités sur les materiaux
fonctionnellement gradués. Une revue sur les Théories des poutres sera exposée dans le
deuxiéme chapitre. Le chapitre trois sera consacré a la modélisation mathématique de
problémes de flexion des poutres FGM. L’étude statique des plaques FGM et les Résultats et
Discussions sera détaillé au dernier chapitre.

Nous cldturerons ce mémoire par une conclusion générale.
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1.1. Introduction

Généralement dans les domaines aéronautiques et spatial, des matériaux
homogénes typiques a savoir les alliages d’aluminium et de titane [01] sont utilisés. Ils
présentent un rapport résistance/poids élevé et d’excellentes propriétés mécaniques. Avec le
développement technologique, I’utilisation des matériaux composites est de plus en plus
fréquente, ou deux ou plusieurs matériaux sont combinés a une échelle macroscopique afin
d’obtenir de meilleures propriétés d’ingénierie que les matériaux classiques. D’autres structures
multicouches sont employées dans ces domaines a savoir les structures en sandwich. lls sont
utilisés pour fournir une structure plus forte et plus raide pour le méme poids, ou inversement,
une structure plus légere peut supporter la méme charge qu’un élément homogéne ou
stratifié compact. Ces structures sont constituées de deux faces rigides et un noyau souple.
IIs sont largement utilisées pour construire des aéronefs, des engins spatiaux, des navires et des
véhicules automobiles. La plupart des applications récentes ont utilisé des peaux constituées
de structures stratifiées en matériaux composite anisotrope. Dans le cas de structures
intelligentes, certaines couches sont en matériaux piézoélectriques, ils utilisent I’effet dit
« piézo-électrique » qui relie I’électricité et la mécanique des champs. En outre, les nanotubes
de carbone(CNT) présentent des propriétés mécaniques supérieures et sont extrémement
prometteurs en raison de leurs caractéristiques de solidité, de légéreté et de ténacite.
Notamment, ils peuvent étre utilisés comme de trés bon fibres pour les matériaux nano
composites.

Enfin, cette discontinuité des propriétés matérielles a travers I’interface des
constituants de ces matériaux composites, provoque des concentrations de contraintes sous
des chargements mécaniques ou dans un milieu thermique ultra-chaud, la différence relative
du coefficient d’expansion thermique provoque des contraintes résiduelles importantes. A cet
effet, le concept du matériau fonctionnellement gradués (Functionally Graded Materials
«FGM») est introduit pour satisfaire la demande dans un environnement ultra chaud et aussi

pour éliminer les contraintes singuliéres.
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1.2 Définition des FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel, appelés aussi FGM par référence a leur
nomination anglaise (Functional Gradient Materials), représentent un nouveau concept de
fabrication de pieces avec des propriétés et/ou fonctions qui ne peuvent pas étre remplies par
les matériaux classiques homogenes. Leur simple structure consiste en une évolution
graduelle d’une surface a I’autre par un changement continu de la composition. Leur profil
de transition doit étre prédefini et introduit afin d’obtenir la fonction désirée. Dans ce sens,
les matériaux a gradients peuvent sans aucun doute étre classés dans une catégorie distincte
de celle des composites classiques.

Les FGM ont attiré une grande attention des chercheurs au cours de la derniére
décennie en raison de leurs propriétés graduées en chaque point dans diverses
dimensions. Les FGM sont des composites possédants une variation continue et cohérente
de composition, de microstructure [02]. Un FGM est un type de matériaux composites classé
par leur microstructure variable dans I’espace ; congue pour optimiser I’exécution des
éléments de structures par la distribution de propriétés correspondantes [03]. Les
distributions de propriété sont trouvées dans une variété de produits communs qui doivent
avoir des fonctions multiples (c’est-a-dire multifonctionnelles) comme les liaisons entre les
particules ; qui doivent étre assez dures a I’intérieur pour résister a la rupture ; mais doivent
également étre assez dures sur I’extérieur pour empécher I’usure, lorsque la distribution est
continue. Par contre, les matériaux composites présentent des interfaces entre la matrice et
le composite inséré (céramique). Cette interface peut initier des fissures qui conduiront a
termes a la rupture de la structure [04]. Dans les FGM, I’absence d’interface entre les deux
matériaux améliore les performances fonctionnelles des structures. De plus, on peut tirer
parti du meilleur de chaque matériau pour la tenue mécanique, la tenue en température ou la
résistance a la corrosion.

Dans ce cas, la composition et la microstructure de FGM changent graduellement a
I’intérieur de la piéce. Cette distribution des matériaux permet de modifier les propriétés a
I’intérieur méme de la piece. Des gradients de propriétés peuvent ainsi étre réalisés au niveau
mécanique, physique, chimique, etc... [05].

En science des matériaux, les matériaux a classification fonctionnelle (FGM) peuvent
étre caracterisés par la variation graduelle de la composition et de la structure en fonction du
volume, entrainant des changements correspondants dans les propriétés du matériau. Les

matériaux peuvent étre congus pour une fonction et des applications spécifiques. Diverses

4
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approches basées sur le volume (traitement des particules), le traitement des préformes, le
traitement des couches et le traitement a I’état fondu sont utilisées pour fabriquer les
materiaux fonctionnellement classeés.

Les FGM se distinguent des assemblages classiques par la variation intentionnelle
de la composition chimique, ce qui entraine une évolution des propriétés microstructurales,
chimiques, mécaniques et thermiques. De plus, I’absence de discontinuités a travers le FGM
permet de lisser la distribution des contraintes thermiques et diminuer I’usure excessive et la
corrosion tout en conservant leurs propriétés structurelles ainsi que I’usinabilité [06-07]. Les
FGM permettent donc de créer de nouveaux matériaux qui répondent a des exigences

industrielles spécifiques.
1.3 Structures FGM dans la nature

Les chercheurs sont toujours inspirés par la nature lorsqu’ils sont confrontés par des
problemes d’ingénierie tel que les neurones dans le cerveau humain. Les chercheurs ont copié
ce concept pour résoudre plusieurs problémes a travers I’utilisation des réseaux de neurones
artificiels, les matériaux a gradient fonctionnel ne sont pas une exception, les plantes, les os et

les dents sont parmi plusieurs exemples des FGM naturels [08,09,10].

Le bambou est un autre exemple d’un FGM naturel qui posséde des propriétés a
graduation continue distinguée par une variation micro structurelle produite par les distributions
non-uniformes des ingrédients constituants. Les avantages de la variation continuent dans les
propriétés de ce matériau inclus la réduction de la concentration des contraintes ainsi

qu’augmenter la force de collage [11,12].
La majorité des tissus et des organes humains sont constitués de FGM naturels. Nous citons :

» La peau humaine qui a un systéeme structurel complexe de multicouches (épiderme, le
derme et I’hypoderme). Chaque couche possede différentes propriétés ainsi que
différentes fonctions.

» Les articulations humaines sont constituées de tissus a gradient fonctionnel, tel que le
tendon-a-os et le cartilage-a-o0s qui contient des ligaments permettant de connecter ces
tissus.

» Le disque inter-vertebre humain qui contient I’anneau fibreux, le noyau gélatineux et le
cartilage end plates [13].

» Le tissu des os contient une variation graduelle de la densité et la distribution des
porosités.
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cancellous Bone

Articular Cartilage

Graded porosity

Graded porosity

Figure 1.1 Variation graduelle dans I’os humain [14].

La surface de dents humaines est faite de matériel dur et résistant a I’usure, tandis que la
partie interne est faite d’un matériau souple et doux qui aide a absorber le choc et aide a
prolonger la vie de la partie extérieure dure. La transition de I’émail a dentine est fournie par
des couches FGM intermédiaires, ou la composition change progressivement d’un matériau a
I’autre. Ceci est la raison pour laquelle il y a un si haut intérét de recherche dans la fabrication
de plus d’implants médicaux ainsi que des matériaux fonctionnellement gradues, parce qu’il a
été découvert que les meilleures greffes sont souvent ceux qui se rapprochent le plus possible

des tissues naturels [15].

I .4 Concept des matériaux FGM

Les matériaux a gradient fonctionnels se distinguent des matériaux composites
traditionnels grace a leurs variations graduelles et continues de leurs propriétés mécaniques et
thermiques selon une loi de fonction a travers I’épaisseur (figure 1.2). Cette derniére permet
d’éviter les concentrations de contraintes au niveau des interfaces (Provoquant le délaminage)

et d’ameliorer les propriétés mécaniques et thermiques des piéces par association de matériaux.
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Figure 1.2 Variation continue des propriétés d’un matériau FGM.

Ces matériaux sont tres souvent composés de céramique et métal permettant ainsi de
bénéficier d’une combinaison de leurs avantages respectifs. Nous mentionnons comme exemple
le cas pour lequel ces matériaux ont été concus, ou le but était d’utiliser un matériau composite
apte a résister une temperature de 2000 K sur un c6té sans que cette derniere se transmette a
I’autre cOté [14]. Dans ce cas, un matériau FGM dont la face supérieure est complétement
céramique qui varie graduellement a travers I’épaisseur jusqu’a la face inférieure 100% métal
répondrai aux exigences des chercheurs. Le choix des deux matériaux est principalement dd a

leurs caractéristiques complémentaires :
Céramique :

Résistance thermique ;

Résistance a I’oxydation ;

vV V VY

Faible conductivité thermique ;
» Faible coefficient de dilatation thermique.
Métal :

» Résistance mécanique ;

v

Conductivité thermique élevée ;

> Trés bonne ténacité.
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La transition graduelle entre les deux matériaux permettra d’éliminer les problémes de
I’interface ainsi que de relaxer les contraintes thermiques. En modifiant la microstructure de
transition, il est possible d’optimiser la distribution de la déformation, la température et des
contraintes, ce qui est demandé lors de la conception des structures thermiques aéronautiques
et spatiales (moteurs, tuyéeres, revétements thermiques, etc.). Ce concept a aussi été utilisé
afin d’améliorer la résistance a la fatigue thermique et la durée de vie des revétements
pare-feu [16,17].

Comparés aux matériaux composites traditionnels, les matériaux FGM se distinguent par
leurs caractéristiques macroscopiquement inhomogeénes étant donné qu’ils se constituent de
plusieurs couches contenant des composants différents tels que les céramiques et les métaux.
[18] a résumé cette différence dans la figure 1.3 ci-dessous, tandis que [19] a établi un modele
simple montrant les différences entre les matériaux FGM et les matériaux composites

conventionnels illustré dans la figure 1.4.

Structure
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Figure 1 .3 Comparaison entre les matériaux composites traditionnels et les FGM [18].
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Figure 1.4 Différence de la distribution [19].

1.5 Types de matériaux fonctionnellement gradués

Au debut du développement des matériaux FGM, le concept était d’éliminer
I’interface nette qui existait dans le matériau composite traditionnel et de la remplacer
par une interface progressivement variable, qui s’expliquait par la composition
chimique changeante de ce composite dans cette région d’interface.

L’intérét progressif pour ce type de matériaux a conduit a la mise au point de
différents types de FGM. Le type d’application étudiée détermine en général le
type de FGM a utiliser. Les différents types des matériaux FGM en cours de
production comprennent a présent le gradient de composition chimique, le gradient de
porosité et le gradient de la microstructure. Chacun de ces types des matériaux FGM

est décrit avec précision dans les sections suivantes [20].
1.5.1 Gradient de composition chimique des Matériaux FGM

Il s’agit d’un type des matériaux FGM, dans lesquels la composition chimique
varie progressivement en fonction de la position spatiale dans le matériau. Cela
pourrait étre sous la forme d’une seule phase, ou dans un matériau multiphasé. Une structure
FGM monophasée est produite quand le composite est fabriqué a partir d’une seule
phase, en raison de la solubilité des éléments chimiques d’une phase dans I’autre
phase. Cela se produit généralement lors du processus de frittage. Le changement graduel de la
répartition des éléments chimiques dans la phase unique entraine la formation du matériau
fonctionnellement gradué. Selon le diagramme de phase et les limitations thermodynamiques,
lorsque certains matériaux sont ajoutés a un autre matériau, le matériau qui a été ajoutée serait
soluble dans ce matériau sur une gamme de composition et des conditions de mélange.
Ce matériau deviendrait ce qu’on appelle un matériau monophasé mais de composition

chimique variable en raison de la solubilité. Ce type de FGM est moins habituel.
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Les matériaux FGM les plus couramment congus et les plus habituellement utilisés
sont ceux qui ont une composition chimique multiphase. Les phases et la composition chimique
ont fait varier a travers le volume apparent du matériau. Comme la composition
du matériau varie d’un matériau & I’autre, il en résultera différentes phases avec différentes
compositions chimiques qui permettraient de réaliser I’application souhaitée, pour laquelle la
FGM a été congue. Les différentes phases produites dépendent de la quantité de composition
du matériau de renforcement et des conditions de fabrication, telles que la vitesse de
refroidissement et le traitement thermique appliqué a ce matériau. Dans la métallurgie
des poudres, le procédé de production de FGM est en plagant couche par couche la
composition de poudre requise, et cela est suivi par le compactage et le frittage de la
poudre par la suite. Au cours du processus de frittage, certaines poudres métalliques
vont réagir pour former différents composés et phases chimiques. Celles-ci varieraient

en fonction de la position spatiale dans le matériau fonctionnellement gradué.

1.5.2 Gradient de porosité des Matériaux FGM

Le gradient de porosité des matériaux fonctionnellement gradués est un autre type de
FGM, dans lequel la porosité dans le matériau est amenée a changer avec le changement
de la position spatiale dans le matériau composite. Le diagramme schématique du gradient de
porosité typique d’un matériau fonctionnellement gradué est représenté sur la figure L.5.
Ce type de matériau a gradation fonctionnelle est trés important pour les applications
biomédicales, car le matériau naturel qu’elles entendent remplacer consiste en une porosité a
gradation fonctionnelle, laquelle faciliterait également I’intégration de I’implant et des tissus
environnants. La porosité est importante pour le processus de guérison de cet implant et

contribue également a la circulation sanguine vers les tissus intégrés.

La porosité graduée contribue également a réduire le poids total de I’implant
et a améliorer le module d’élasticité du matériau de I’implant pour correspondre a celui
du tissu humain. La porosité graduée contribue a reduire la densité du bio-implant.
Cela est nécessaire pour éviter la protection contre les contraintes qui se produit
lorsque le module d’élasticité de I’implant est supérieur a celui de I’os humain. Les
matériaux a gradient de porosité sont produits par dépdt de poudre avec un mélange
varié de formes et de tailles de particules différentes, ce qui aiderait a produire la
porosité variable nécessaire en fonction de la forme et de la taille des pores.

Les matériaux a gradient de porosité peuvent étre un gradient de densité de porosité

10
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ou un gradient de taille de pores. La densité de porosité est produite lorsque la densité

de porosité change en fonction de la position spatiale a travers le volume du matériau.

Figure 1.5 Matériaux FGM poreaux.

1.5. 3 Gradient de la microstructure des Matériaux FGM

Un matériau fonctionnellement graduée de gradient microstructural est un autre type
de FGM, dans lequel la microstructure est concue de maniere a produire différentes
microstructures dans le matériau, qui sont amenées a changer progressivement, de
maniére a obtenir les propriétés requises du matériau. La gradation microstructurale
peut étre obtenue pendant le processus de solidification, de sorte que la surface du
matériau est trempée, par exemple lors de la production d’une propriété de surface trés
dure du matériau. Le noyau du méme matériau est laissé refroidir lentement, ce qui
aiderait a produire des microstructures différentes de celles situées a la surface du
matériau et a la partie la plus interne. De plus, la gradation microstructurale peut étre

obtenue par un processus de traitement thermique controle.

1.6 Propriéteés effectives des matériaux a gradient fonctionnel

Généralement les FGM sont fabriqués par deux phases de matériaux avec différentes
propriétés classées par leur microstructure variable dans I’espace, congue pour optimiser
I’exécution des éléments de structures par la distribution de propriétés correspondantes. Une
description détaillée d’une microstructure graduée réelle et généralement non disponible, sauf
peut-étre pour des informations sur la distribution de la fraction volumique. Tandis que la
fraction volumique de chaque phase varie graduellement dans la direction de gradation, les
propriétés effectives des FGM changent le long de cette direction. Par conséquent, nous avons
deux approches possibles pour les modeles FGM :

11
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» Une variation par morceaux de la fraction volumique de la céramique ou du métal est
assumeée, et le FGM est pris pour étre posé avec la méme fraction volumique dans
chaque région, c.-a-d. couche quasi-homogeéne de céramique-metal (figure 1 -6- a) ;

» Une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal est assumé
(figure 1-6 — b), et la fraction volumique du métal peut étre représentée comme une

fonction de coordonneées (z) suivant I’épaisseur [21].

(a) (b)

Figure 1. 6 Modele analytique pour une couche d’un matériau & gradient fonctionnel.

Céramique

Figure 1.7 Géométrie d’une plaque FGM.

Les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que I’axe z est
Perpendiculaire a la surface moyenne de la plaque et dans la direction de I’épaisseur. Les
propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les faces
supeérieures et inférieures sont différentes. lls varient de fagon continue, suivant |’épaisseur
(I’axe z) soit : E =E(z) et V=V/(2).

12
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Jin et Batra [21] indiquent que I’effet du coefficient de poisson sur les déformations est
négligeable comparativement a celui du module de Young. Par conséquent, le coefficient de
Poisson peut étre supposé comme constant. Cependant, Le module de Young dans la direction
de I’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM), la fonction
exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

1.7 La différence entre les matériaux composites classiques et les FGM

Les propriéteés supérieures de matériaux composites avanceés, telles que la résistance
specifique et la rigidité élevee, ont conduit a leur utilisation généralisée dans les avions a haute
performance, astronefs, des pieces automobiles et des structures spatiales. Dans les structures
classiques de composites stratifiés, lames élastiques homogeénes sont liés ensemble pour obtenir
des propriétés méecaniques et matérielles ameliorées. Les matériaux composites sont fabriqués
par I’homme et, par conséquent, les constituants des matériaux composites peuvent étre
sélectionnés et combinés de maniére a produire un matériau utile qui a les propriétés souhaitées,
tels que la haute résistance, une rigidité élevée, une plus grande résistance a la corrosion, une
plus grande résistance a la fatigue, un faible poids et ainsi de suite. La constitution d’anisotropie
des structures composites stratifiées souvent se traduit par une concentration de contraintes dans
les matériaux et des discontinuités géométriques, figure 1-8 qui peut conduire a des dommages

sous la forme de délaminage, la fissure de la matrice et la séparation des assemblages [22].

2 z 2
X €, " o,

Figure 1.8 La variation des déformations et des contraintes a travers I’épaisseur de la plaque stratifiée.

Les materiaux a gradient de propriétés (FGM) sont une classe de composites qui ont une
variation continue des propriétés des matériaux d’une surface a une autre et alléger ainsi les
concentrations de contraintes trouvées dans les composites stratifiés. La gradation des
propriétés du matériau réduit les contraintes thermiques, les contraintes résiduelles et les
facteurs de concentration de contrainte. La variation progressive dans un matériau est tres

efficace elle est adaptée pour répondre aux besoins de la structure. Les FGM sont généralement
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fabriqués a partir de composants d’isotropie tels que des métaux et des céramiques, puisqu’ ils
sont utilisés aussi comme structures de barriére thermique dans des environnements avec des
gradients thermiques séveéres (par exemple des dispositifs thermoélectriques pour la conversion
de I’énergie, I’industrie des semi-conducteurs). Dans de telles applications, la céramique
présente une résistance a la chaleur et a la corrosion, parallélement le métal fournit la force et
la ténacité.

Les FGM sont donc des matériaux composites a caractere non homogene
macroscopiquement. Les changements continus dans leur microstructure distinguent les FGM
par rapport aux matériaux composites classiques, voir figure, 1.9, 1.10 et 1.11.

Figure 1.10 La micro structure d’un FGM [23].
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40% Cu 20% Cu 100% Ni

Figure 1.11 Micro photographie d’un FGM Cu/Ni a I’aide d’un microscope optique [23].

1.8 Techniques de fabrication des matériaux fonctionnellement gradués (FGM)

Le processus de fabrication est I’un des domaines les plus importants de la recherche
sur les FGM. Une grande partie des travaux a été consacrée au développement des méthodes de
production et traitement des FGM. La plupart des procédés de production de FGM sont basés
sur une variante de procédés de traitement classiques déja bien établis. Les procédés qui sont
capables de recevoir une étape de gradation comprennent la métallurgie des poudres [24] et les
procédés de compaction seche des poudres. En général, les procedés d’élaboration les plus
utilisés incluent le coulage centrifuge [25], le coulage par barbotine, le coulage en bande [26],
le frittage et la projection plasma. Le choix de la méthode de production la plus appropriée
dépend principalement de la combinaison de matiere, du type de la loi de mélange requise et de

la géométrie de la composante souhaitée.

1.8.1 La métallurgie des poudres (Powder Metallurgy)

Cette méthode est I’une des techniques les plus couramment employeées en raison de son
large contréle sur la composition et la microstructure et la capacité de formation de forme. La
métallurgie des poudres offre plus d’avantages grace a des colts moindres, une disponibilité
accrue des matieres premieres, un équipement de traitement plus simple, une consommation
d’énergie plus faible et des temps de traitement plus courts. Dans le traitement de la poudre, le
gradient est généralement produit en mélangeant différentes poudres en rapports variables et en
empilant les mélanges de poudre dans des couches séparées avec des épaisseurs comprises entre
0,2 mm et 1 mm. Plusieurs techniques ont été introduites pour la préparation de poudre, par

exemple par réaction chimique, dép6t électrolytique ou broyage. Ces techniques permettent des
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taux de production en masse de matériaux en poudre et une gamme de tailles contr6lables de la
quantité finale de grains. Pour le traitement de la poudre, la considération principale est centrée
sur la précision dans les quantités de pesée et la dispersion des poudres mélangées. Ces eléments
influenceront les propriétés de la structure et devraient étre manipulés de maniere trés prudente.
Dans les procédés ultérieurs, les opérations de formation sont effectuées a température ambiante
tandis que le frittage est effectué a la pression atmosphérique car une température élevée peut
provoquer une autre réaction qui peut affecter les matériaux. Des études en biomécanique ont
constaté que les FGM utilisées dans les prothéses articulaires avec des épaisseurs de couche
inférieure a 1,0 mm présentaient une faible résistance a I’usure [27]. Néanmoins des FGM ayant
une épaisseur de couche supérieure a 2 mm produits par projection plasma et par frittage et
infiltration ont des propriétés mécaniques et tribologiques meilleurs et conviennent mieux pour
I’utilisation dans des prothéses articulaires car ils présentaient un faible niveau de porosité et
par conséquent des échantillons entierement denses [28].

1.8.2 La compaction seche des poudres

Ce procedé est plus utilisé pour la fabrication de piéces de formes complexes car il se
base sur le versement successif des poudres dans des moules en acier aprés chaque fois qu’une
poudre soit versée, une faible compression sera exercée, ensuite, on effectue un compactage de
I’ensemble des couches, il sera suivi généralement, par une pression isostatique et un déplantage

des couches suivant. Finalement on effectue une densification [29].

1.8.3 Le coulage centrifuge (Centrifugal Casting)

Le coulage centrifuge est I’une des méthodes les plus efficaces pour traiter les FGM en
raison de son large contrdle de la composition et de la microstructure. La coulée centrifuge a
été principalement utilisée pour obtenir des piéces cylindriques. Les deux types de base des
machines de coulée centrifuge sont: les types horizontaux, qui tournent autour de I’axe
horizontal, et le type vertical, qui tourne autour d’un axe vertical. Les machines de coulée
centrifuge horizontale sont généralement utilisées pour fabriquer des tuyaux, des tubes, des
douilles, des douilles cylindriques ou tubulaires de forme simple. La coulée centrifuge est un
procédé dans lequel le métal fondu est canalisé dans un moule tournant (habituellement de 700
a 1300 tr/min). La rotation de la matrice crée une force centrifuge qui pousse le métal vers la
paroi du moule. La distribution graduelle dans les FGM fabriquées par la methode centrifuge
est fortement influencée par de nombreux paramétres tel que la densité entre les particules et le
métal fondu, la taille des particules, la viscosité du métal fondu, la fraction volumique moyenne
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des particules, I’épaisseur du noyau et le temps de solidification [30]. La méthode centrifuge de
poudres mixtes montrée dans la figure 1.12 est une autre méthode introduite en tant que solution
a la limitation de la méthode de coulée centrifuge dans la fabrication de FGM contenant des
particules de taille nano [31].

Particule fine (r-)

Flacon Particule fine (Ti) Matrice fondue

Rotation durant
le rempllssage du moule
Moule métallique

Cavité du moule

G
e

Exemple de Fgm
Tipur

e Matrice d"aluminium fondu

Figure 1.12 Le coulage centrifuge des poudres mixtes [31].
1.8.4 Le coulage par barbotine (Slip casting)

Cette technique consiste a couler une suspension dans un moule poreux qui va drainer
le liquide grace aux forces capillaires, elle se décompose en deux étapes essentielles a savoir la
prise ou le tesson se forme et le raffermissement dans cette étape le tesson se consolide. La
filtration peut étre considéré comme un processus d’élimination d’une partie de I’eau de la
barbotine lors du coulage, cette eau migre a travers la couche de tesson déja formée, sous I’effet
du pouvoir de succion du platre ou d’une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous
pression). Dans le cas de la fabrication de multicouches, aprés la formation du premier tesson,
le dépdt de la deuxieme couche s’effectue de maniére telle que la barbotine ne pénetre pas dans

le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.
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Figure 1.13 Principe du coulage par barbotine [31].

1.8.5 Le coulage en bande (Tape Casting)

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste a
étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces et
réguliéres. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d’un réservoir ou sabot.
La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support
figure 1.14, ce qui confére a la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. La
hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine I’épaisseur de la bande [32].
Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrélées (25-1000 um). Apres
un raffermissement de la pate, les feuillets sont démoulés et ensuite découpés.
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Figure 1.14 Principe du coulage en bande [33].
1.8.6 Le frittage (Sintering)

Cette méthode est basée sur deux étapes, la premiere consiste a fabriquer une matrice
frittée du matériau a haute température de fusion avec un gradient de porosité, la seconde est
de remplir ces porosités avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est
excellent pour la diminution de la contrainte thermique [34]. Cette technique convient a la
fabrication d’un composite fonctionnellement gradué composé de matériaux qui sont

chimiquement inertes avec des températures de fusion tres différentes.

1.8.7 La projection plasma (Plasma projection)

Cette méthode consiste a soumettre un gaz a une forte température ce qui le transforme
en état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d’un dégagement de chaleur
important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se fond
totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat. La projection plasma
des particules des divers matériaux est devenue une méthode tres utilisée pour fabriquer des
FGM. L’equipement relativement simple, le rendement élevé du dép6t des particules sur des
substrats a geomeétrie compliquée, les performances des surfaces en fonctionnement et la
compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages essentiels de cette technique
[35].
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Figure 1.15 Fabrication d’une plaque FGM avec la projection plasma [35].

1.9 Domaines d’application des FGM

Il existe une large gamme d’applications pour FGM et on s’attend a ce qu’elle augmente
a mesure que le codt du traitement des matériaux et des processus de fabrication est réduit en
améliorant ces processus [36]. Dans cette partie, diverses applications de FGM comme illustré
dans figure 1.16 ont été discutées qui pourraient étre trés utiles dans les développements. On
trouve également des applications dans le domaine de I’électronique, les composants de moteur
d’automobile, de la production d’outillage. Cette liste n’est évidemment pas exhaustive et on
imagine qu’au fur et a mesure des avancées scientifiques I’appropriation de ce type de structure
par les concepteurs permettront encore de I’élargir. Dans ce cas, nous expliquerons certaines

des applications, comme suit :
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Domaines d’application
FGM

Figure 1.16 Les différents domaines d’application des FGM.

1.9.1 Aérospatiale
Les FGM peuvent résister a un gradient thermique trés élevé, ce qui le rend approprié

pour une utilisation dans des structures et des corps d’avion spatial, des composants de moteur
de fusée, etc. Si la technique de traitement est améliorée, les FGM sont prometteurs et peuvent
étre utilisées dans des domaines plus larges de I’aérospatiale. Par exemple le centre de recherche
de la NASA propose de développer des pieces FGM pour des navettes spatiales [37]
(figure 1.17(a) ). Des problématiques similaires existent sur d’autres pieces aérospatiales telles

que les pales de turbines [38] (figure 1.17(b)).
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Figure 1.17 Piéces FGM dans le domaine aérospatial [39] a) Piece FGM pour navettes

spatiales, b) Pale de turbine.

1.9.2 Médecine

Dans le domaine biomédical, les raisons pour utiliser un gradient sont plus variées. Il
est possible, par exemple, d’utiliser un gradient de matériaux pour combiner les propriétés
mécaniques et la résistance a I’usure sur une prothése de hanche [40]. La FGM a trouvé une
large gamme d’applications dans les applications dentaires et orthopédiques pour le

remplacement des dents et des os (figure.l.18) [41].

Meétal : propriétés
mécaniques

Téte de la prothése

Piéce FGM :

- prothese de hanche Céramique :

"'\ biocompatibilité
A 4 )

Piéce FGM :
Owg)) implant dentaire

Tige de la prothése

“" Alliage base titane

Alliage base chrome-cobalt 5
Z Os alvéolaire

a) b)
Figure 1.18 Piéces FGM dans le domaine médecine, a) Prothése de hanche b) Implant dentaire [41].

1.9.3 Défense
La capacité des FGM a offrir des propriétés de résistance a la pénétration en inhibant la
propagation des fissures est une propriété attrayante qui fait que le matériau est favorisé dans
I’industrie de la défense. Les FGM sont utilisés dans I’industrie de la défense dans des
applications telles que les gilets pare-balles et les plagues d’armure.
Un autre domaine d’application clé des matériaux fonctionnels est celui des vehicules
blindés.
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1.9.4 Energie nucléaire

Les FGM sont utilisés dans les dispositifs de conversion d’énergie. Ils fournissent
également une barriere thermique et ils sont utilisés dans le générateur thermoélectrique, pile a

combustible, réacteurs nucléaires, pastilles de combustible.

1.9.5 Marine
Les matériaux a gradient fonctionnel trouvent également leur application dans I’industrie
maritime. Les applications des matériaux fonctionnels dans I’industrie marine et sous-marine
comprennent I’arbre d’hélice, les cylindres de plongée, les démes sonar, le systeme de

tuyauterie composite et la coque cylindrique sous pression.

1.10 Avantages et inconvénients des FGM

Les matériaux fonctionnellement gradués présentent des avantages et des inconvénients:

1.10.1. Avantages des FGM
Outre I’accomplissement de son objectif principal, c’est a dire de fournir les différents
requis des propriétés en divers points et des surfaces du futur produit qui, pourrait étre réalisé
par un simple revétement et beaucoup d’autres soulignent divers avantages supplémentaires des
FGM. lls énumeérent certains avantages qui en résultent principalement de la non-existence

d’une interface forte FGM, tels que :

» Diminuer les contraintes thermiques causées par les différences de coefficients de
dilatation thermique des matériaux utilisés ;

» Absence d’une interface nette de vrai conduire & un contréle d’ensemble mieux des
contraintes ;

» Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple un métal et une céramique ;

» Extension de la région fonctionnelle avant d’atteindre la valeur limite de la déformation
plastique ;

» Suppression de délaminage ;

v

Augmentation de la ténacité a la rupture ;
» Elimination des singularités des contraintes a diverse droits, tels que les surfaces libres,

des coins, des racines de fissures, etc.
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1.10.2 Inconvénients des FGM

Le principal obstacle a une application plus large des FGM est leur fabrication
compliquée en raison de I’inadéquation des propriétés différentes, par exemple, la température
de fusion, des affinités différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la
morphologie, etc. Un exemple type est un mélange d’un metal avec la température de fusion
(T1) et une céramique avec une température de fusion (T2).

Dans la plupart des cas, un tel couple est habituellement (T1 << T2). Puis, si la
température de fabrication est d’environ (T1), la céramique est encore non fondue et la structure
finale contient des particules de céramique non fondue dans une matrice métallique. Dans de
nombreux cas, une telle structure présente une grande porosité et une petite adhérence entre les
différents composants et son application générale est limitée. Cependant, pour des applications
spéciales, la présence de particules trés dures (carbures) dans une matrice solide.

D’autre part, travailler autour (T2) va absolument entrainer une oxydation rapide et de
I’évaporation de nombreux métaux. La formation de phases indésirables, etc. Les matériaux
doivent étre fabriqués dans une atmosphére protectrice ou a une basse pression et ces deux

technologies sont tres colteuses [42].
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11.1 Introduction

Les poutres lls s’imposent fermement sur les parties important dans
I’infrastructures ou les structures aéronautique ou naval et la flexion c’est un
phénomene trés important dans I’étude de comportement mécanique des structures
et Pour cela nous avons proposé Ce chapitre sur les théories des poutres.

Les solides minces sont des solides tridimensionnels ayant des
caractéristiques particulieres au niveau géométrique, cinématique et mécanique. Un
solide 3D est un objet massif dont les trois dimensions sont du méme ordre de
grandeur. Les structures minces ou corps orientés ont au moins une dimension,
appelée épaisseur, petite par rapport aux autres dimensions. On distingue :

» Plaque: solide défini par une surface plane et une épaisseur h ;
» Coque: solide défini par une surface courbe et une épaisseur h faible devant la
longueur, la largeur et le rayon de courbure ;

» Poutre droite: solide défini par une ligne droite et par une section.

L’analyse du comportement et la conception de ces structures sont des
activités importantes sur les plans techniques et économiques. Suivant [’ordre de
grandeur de [I’épaisseur h par rapport aux autres dimensions, on introduit parfois
I’adjectif mince ou épais. Cette qualification n’implique pas seulement une
caractéristique géométrique mais sous-entend également un rble particulier des
déformations dites de cisaillement transversal. La géométrie d’une structure mince
favorise le choix d’une cinématique particuliere par rapport a la cinématique

générale d’un solide [43].

11.2 Historique

La paternité de la théorie des poutres est attribuée a Galilée, mais des études récentes
indiquent que Léonard de Vinci I’aurait précédé. De Vinci avait supposé que la déformation
variait de maniere linéaire en s’éloignant de lasurface neutre, le coefficient de
proportionnalité étant la courbure, mais il ne put finaliser ses calculs car il n’avait pas imaginé
la loi de Hooke. De son c6té, Galilée était parti sur une hypothése incorrecte (il supposait que
la contrainte était répartie uniformément en flexion), et c’est Antoine Parent qui obtint la

distribution correcte.
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Ce sont Leonhard Euler et Jacques Bernoulli qui émirent la premiere théorie utile vers
1750, tandis que Daniel Bernoulli, le neveu du précédent, écrivit I’équation différentielle pour
I’analyse vibratoire. A cette époque, le génie mécanique n’était pas considéré comme
une science, et I’on ne considérait pas que les travaux d’une académie des
mathématiques puissent avoir des applications pratiques, et I’on continua a batir les ponts et les
batiments de maniere empirique. Ce n’est qu’au XIX®siécle, avec la Tour Eiffel et les

grandes roues, que I’on démontra la validité de la théorie a grande échelle.

11.3 Définition d’une poutre

En termes non mathématiques, une poutre est un solide élancé dont une dimension, la
longueur, est tres supérieure aux deux autres. Cette particularité permet de simplifier I’étude
mécanique d’une poutre par apport a celle d’un corps solide quelconque. La section d’une

poutre est définie par le plan perpendiculaire a la direction de I’élancement [20].

ot

Figure 1.1 Schéma d’un élément de poutre.
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11.4 Types des poutres
11.4.1 Poutre simple

C’est une poutre reposant sur deux supports, I’appui double et I’appui simple. Les points

d’appui sont articulés de facon a ce que les extrémités puissent se mouvoir librement pendant

la flexion [45].

waN AN

Figure 11.2 Poutre simple.

11.4.2 Poutre console

C’est une poutre encastrée dans un mur a une P’extrémité. L’extrémité encastrée ne
bouge pas pendant la flexion, tandis que I’autre extrémité est entierement libre. On appelle aussi

cette poutre, poutre en porte-a-faux ou poutre encastrée a une extrémité.

'

Porte-a-faux

Extrémité libre
Extrémite encastrée

Figure 11.3 Poutre console.

11.4.3 Poutre avec porte-a-faux

C’est une poutre qui repose sur deux appuis (un simple et I’autre double) et a une ou
deux extrémités qui dépassent de facon appréciable les appuis (porte-a-faux). On appelle aussi
cette poutre, poutre en porte-a-faux d’extrémité (Overhanging).

Les poutres sont classées suivant leurs appuis. Les trois types de poutres précédentes
entrent dans la catégorie des poutres statiquement déterminées (poutre isostatique). Car ces
poutres possedent trois inconnues reliées aux trois degrés de liberté et par le fait méme aux trois

équations d’equilibre.
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— Equilibre de translation:

Y f, =0 Translation horizontale (1.1)

Xf; =0  Translation verticale (11.2)

— Equilibre de rotation:

YM, =0 (11.3)
Rotation par rapport a n’importe lequel axe perpendiculaire au plan des forces xy.

Figure 11.4 Poutre avec porte-a-faux.

11.4.4 Poutre encastrée et supportée

C’est une combinaison des types A et B. On note que la poutre est liée quatre fois

(4 inconnues), c’est donc une poutre en équilibre hyperstatique.

t
iy

Figure I11.5 Poutre encastrée et supportée.

11.4.5 Poutre continue

C’est une poutre supportée par plus de deux supports, c’est donc une poutre en équilibre

hyperstatique.

L
=

I
Figure 11.6 Poutre continue.
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11.4.6 Poutre a double encastrement
C’est une poutre supportée par deux encastrement, c’est donc une poutre en équilibre

hyperstatique.

Y

Figure 11.7 Poutre a double encastrement.

11.4.7 Poutre supportée a double encastrement

C’est une poutre soutenue par deux encastrements et supportée par un ou plusieurs
supports, ¢’est donc une poutre en équilibre hyperstatique. Les poutres D a G sont des poutres
hyperstatiques. Elles ont plus de fixations ou supports que nécessaires. Cependant, ces supports
augmentent la capacité portante de la poutre. Les équations de la statique ne suffisent pas pour

analyser ces poutres. On doit recourir a différentes méthodes.

AEEEX1L,
A

Figure 11.8 Poutre supporte a double encastrement.

1.5 Propriétés matérielles des poutres FGM
Les matériaux a gradient de propriétés (FGM) peuvent étre produits en changeant sans

interruption les constituants des matériaux FGM avec micro structure non-uniformes et des
macro-propriétés graduées dans I’espace. Un FGM peut étre défini par la variation des fractions
de volume. La plupart des chercheurs utilisent la fonction de loi de puissance, la fonction
exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de volume [46].

Considérons une poutre rectangulaire en FGM. Comme montré dans la figure.ll.9. Les
coordonnées x et y définissent le plan de la poutre, tandis que I’axe z origine a la surface du
milieu de la poutre et dans le sens de I’épaisseur. Les propriétés du matériau dont le module de
Young et le coefficient de Poisson sur les surfaces supérieures et inférieures sont différentes
mais sont déterminées selon les demandes d’exécution. Toutefois le module de Young et le
coefficient de Poisson varient de facon continue, dans le sens de I’épaisseur (I’axe z) soit :
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E = E(2), u =u (2). Delale et Erdoganont indiqué que I’effet du coefficient de Poisson sur la
déformation est beaucoup moins important que celui du module de Young. A cet effet, on a pris
une valeur constante du coefficient de Poisson en tout point de la poutre FGM. Par contre le
module de Young change dans la direction de I’épaisseur de la poutre FGM suivant une fonction
de la loi de puissance (P-FGM), une fonction exponentielle (E-FGM) ou une fonction sigmoide
(S-FGM).

2 -

Figure 11.9 Les coordonnées et la géométrie de la poutre a gradient de propriété [46].

11.5.1 Les propriétés matérielles de la poutre P-FGM

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance [43] :

Viz) = (z+h/2)p (11.4)

h

ou p est le paramétre du matériau qui reflete le type de distribution des propriétés matérielles a
travers I’épaisseur de la structure, c’est-a-dire définir les pourcentages des particules de chaque
constituant (céramique et métal) en chaque couche de la structure et la variation (augmentation
ou diminution selon le matériau) de ces pourcentages a travers I’épaisseur h de la poutre. Une
fois la fraction volumique locale V(z) a été définie, les propriétés matérielles d’un P-FGM
peuvent étre déterminées par la loi des mélanges

Ezy = Vg E1 + [1 = V(»)].E; (11.5)
ou E1 et E2 sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z =-h/ 2) et de
la surface supérieure (z = h/ 2) de la poutre FGM, la variation du module de Young dans la
direction d’épaisseur de la poutre P-FGM est représentée sur la figure.ll.10. Il apparait
clairement que la fraction volumique change rapidement prés de surface inférieure pour p <1,

et augmentée rapidement pres de la surface supérieure pour p >1.
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Figure 11.10 La variation du module de Young dans une poutre P-FGM [46].

11.5.2 Les propriétés matérielles de la poutre S-FGM

Dans le cas d’ajouter un matériau composite P-FGM d’une simple fonction de loi de
puissance a un composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur I’une
des interfaces ou le matériau est continu mais change rapidement. Par conséquent, Chung et chi
ont defini la fraction de volume de la poutre FGM en utilisant deux fonctions de loi de puissance
pour assurer une distribution harmonieuse des contraintes entre toutes les interfaces. Les deux

fonctions de loi de puissance sont définies par [46]:

h/ 4P
Vi) = %(%) pour _h/z <z<0 (11.6)
h/ _\P
V,(z) = —l( /2 ) pour 0<z<l/, (11.7)
2 /2
En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut étre calculé par
E(2) =V,i(2).E, +[1-V,(D].E, Pour —N/,<z<0 (11.8)
E(2) = Vy(2).E, + [1 = V,(2)].E, Pour 0<z<h/, (11.9)

La figure. 11.11, montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (11.6) et
(11.7) represente les distributions sigmoides, et cette poutre FGM est appelée (Poutre S-FGM)
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Figure 11.11 La variation du module de Young dans une poutre S-FGM [46].

11.5.3 Les propriétés matérielles de la poutre E-FGM

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs
utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme [46]:
E(z) = E,. eB@+"2) (11.10)
Avec
1 E
B=—In(2) (1.11)

E;
La variation du module de Young a travers I’épaisseur de la poutre est représentée dans

la figure.11.12.
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Figure 11.12 La variation du module de Young dans une poutre E-FGM
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11.6 Les théories des poutres

11.6.1 Theorie d’Euler Bernoulli (CLASSICAL BEAM THEORY- CBT)

Il est bien connu que la théorie d’Euler-Bernoulli est basée sur la théorie élémentaire de
flexion des poutres qui ne tient pas compte des effets de la déformation de cisaillement. Il est
également connu qu’elle n’est applicable qu’aux poutres fines. Dans cette approche, le nombre
d’équations ne dépend pas du nombre de couches puisque la poutre multicouche est
homogénéisée, donc considérée comme une seule couche. Comme hypothese de cette théorie,
les déformations dues au cisaillement transversal sont négligées (pas de cisaillement sur la
hauteur de la poutre),

La section reste perpendiculaire a la ligne moyenne de la poutre et la section reste plane [44].
(figure 11.13).

Figure 11.13 Cinématique de la poutre d’Euler Bernoulli [44].

La fonction qui décrit la répartition de déplacement suivant I’épaisseur de la poutre est:
f(z)=0 (11.1)
Pour le cas des poutres élancées et d’apres la théorie classique des poutres, le déplacement d’un
point M est donné par les deux composantes suivantes :

Wo
ulx,y,z,t) =uy(x,t) —z——

dx
w(x,y,z,t) = wy(x, t) (1.2)
avec, u, et w, sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la plaque
(z=0).
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11.6.2 Théorie de Timoshenko (FSDBT)

La théorie de Timoshenko [44] est plus riche et plus générale que la théorie élémentaire
des poutres au prix d’une fonction supplémentaire. Cette solution permet d’affiner les solutions
analytiques issues de la théorie classique. Toutefois ces solutions sont entachées d’erreurs au
voisinage des appuis et de la zone indentation ou nous pouvons avoir des concentrations de
contrainte et des champs de déplacement non homogenes. Elle s’applique sur des poutres
courtes et est basee sur le principe; qu’apres déformation, la section plane reste plane mais elle
perd sa perpendicularité par rapport a la ligne moyenne de la poutre (figure 11.14). Ceci est di
au cisaillement transversal, découvert par Timoshenko, sur I’épaisseur de la poutre. Cette
théorie est analogue a la théorie de "Reissner-Mindlin" dans le cas des plaques épaisses
[Timoshenko, 1972].

Dans le cas ou nous avons un élancement faible, I’effet du cisaillement devient plus
important sur la déformée. Dans ce cas, la fonction s’écrit: f(z) = z.

Il existe un cisaillement uniforme et les déformations dues au cisaillement transversal ne sont
pas négligées. C’est la théorie de premier ordre (FSDBT). Le champ de déplacements de
Timoshenko s’écrit alors :

aw,
i ZVpy (%, £)

W(xryr Z, t) = WO(-X' t) (“3)

ulx,y,z,t) =up(x,t)—z

avec y2, est la distorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la

poutre, tel que :

_ aWO

2y, (6, t) ==L —Bo(x,t) (11.4)

et @, (x, t) étant la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.

Figure 11.14 Cinématique de la poutre de Timoshenko[44].
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11.6.3 Théorie d’ordre élevé

Dans cette (HSDT) théorie la distribution des champs de déplacement est non linéaire
selon I’épaisseur de la poutre. Elle est plus précise que la théorie du premier ordre puis qu’elle
introduit une fonction qui tient compte du phénomene de « gauchissement ». Ce phénomene
apparait lorsque la section transversale de la poutre perd sa planéité (figure 11.16). La fonction
f(2) représente le gauchissement et sa dérivée f'(z) représente le cisaillement. Le champ de

déplacement devient [59]:

adw,
ux,y,2,0) =up(x, ) = z——+ f(2)yx (. 0)
w(x,y,z,t) = w(x,t) (11.6)
Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrémes de la poutre,
on doit avoir :
flz=2/,)=0 (IL7)

C’est la condition qui nous permet d’avoir une répartition parabolique des contraintes de
cisaillement sur I’épaisseur de la poutre d’une part et de choisir correctement des fonctions

cubiques qui répondent a la condition (11.7).

e

ul
uzx

"?ru}m 2
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Figure 11.15 Cinématique de la théorie d’ordre élevé d’une poutre [44].
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Tableau I1.1 Différentes fonctions de gauchissement utilisées dans les théories des poutres isotropes

et FGM.
Théorie fonction de gauchissement f (z)
Le modeéle Euler-Bernoulli (la théorie des f(z)=0
poutres classiques) (CBT)
Le modeéle de Timoshenko ou bien la théorie f(z)=2z

du premier ordre (FSDBT)

Le modeéle de puissance avec I’approche de @) (1 422>
Z)=1Z -

(PSDBT) [Levinson, 1980], [Murthy, 1981] 3h?

et [Reddy, 1984]

Le modeéle exponentiel proposé par
(ESDBT) [Karama et al, 2003]

Le modeéle trigonométrique [Touratier 1991] f(z) = ﬁsinE
B h
Le modéle de Mechab (2009) , utilisé aussi
[par Ait Atmane et al, 2010, et El Meiche et f) = [Z cosh (E) _hnn (E)]
n 2/ 2 2
al,2011] cosh(3) -1
Modeéle de Panc (1975), utilisé aussi par
[Kaczkowski (1968), Reissner (1975), @) 5 (1 4z2>
Z)—=—2Z -
Voyiadijis et Shi (1991), Shi et Voyiadijis 4 3h?
(2011) ]
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Chapitre 11  Modélisation mathématique de probléme de flexion des poutres

111 .1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement en flexion des poutres
fonctionnellement graduées, supposons une théorie hyperbolique raffinée qui utilise seulement
trois variables, nous determinons les équations d’équilibre a I’aide du principe des travails
virtuels, et les expressions de contraints normales et tangentielles ainsi que les expressions des

déplacements.

111.2 Cinematiques et déformations

En se basant sur une nouvelle théorie hyperbolique raffinée, le champ du déplacement

est donné comme suit [46]:

ux,2,0) = o () =252 = f(2) 52
v(x,z,t) =0 (11.1)
w(x,z,t) = wy(x, t) + wg(x, t)
ou:
( Zzsmh< )
T modélel
Zsmh( )+CO h(Z
f(Z) =<1 <hsmh(10 )) L modele 2 (|||.2)
10 cos h(5) 00
|z—hsinh (%) +zcosho HBT

et Uo, Vo sont les déplacements de la fibre moyenne de la poutre, f(z) est la fonction qui définit
la distribution de la déformation transversale ainsi que les contraintes tangentielles suivant
I’épaisseur.

Le champ de déformation pour le champ de déplacement de I’équation (l11.1) est écrit

sous la forme compactée suivante :

du 6 w %w
€ = —— dxzb f dx; (111.3a)
— (1 _Y\aws _ dws
vee = (1 dz) = gt (111.3b)
oug=1-—— sont les fonctions de forme des déformations de cisaillement transversale.
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Figure 111 .1 Géométrie et coordonnées de poutre FGM.

111.3 Les équations du mouvement

Le principe du travail virtuel est utilisé ici pour dériver les équations du mouvement. Le

principe peut étre énoncé dans les formes analytiques [47] :

f—hiiiz Joloxbex + 1,,8yx,] dQdz — [ qéwdQ = 0 (111.4)
La variation de I’énergie de déformation de la poutre peut étre indiquée par :

SU = fOL fA(crx(Ssx + T2z0Vyz) dAdx = fOL (N% - M, d;i‘;vb — M d:i‘fs +Q di‘:js) dx (111.5)
ou N, M et Q sont les résultats des contraintes définies comme suit :

N = [, 0,dA (111.6a)
My = [, zo.dA (111.6b)
Mg = [, f(2) o,dA (111.6¢)
Q=[,92)1,,dA (111.6d)

La variation de I’énergie potentielle par la charge transversale appliquée g peut s’écrire :

8V = — [ q5(w, + wy) dx (1.7)

En remplacant les expressions de §U et &V par les équations (111.5) et (111.7) dans
I’équation (111.4) et en intégrant les parties de I’espace en collectant les coefficients de dw,, et

dw, on obtient les équations suivantes du mouvement de la poutre :

su: X = (111.8a)

dx
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sw,: L 1 g =0 (111.8b)
2
6w3:%+3—2+q=0 (111.8¢)

Les conditions aux limites sont de la forme :

wp Ou Qp ==L (111.92)
ws Ou Qs ===+ (111.9b)
T OuM, (111.9¢)
e oy, (111.9d)

I11.4 Les équations constitutives

FGM recommande les matériaux céramiques et métalliques. Les propriétés matérielles
des poutres FG sont supposées varier continiment dans I’épaisseur de la poutre par une loi de
puissance [48]:

P(2) = Pp+ (Pe—P)Ve. Vo= (242 . et Vy=1-V, (111.10)
ou P représente la propriété effective du matériau telle que le module de Young E, le coefficient
de Poisson. Les indices m et ¢ représentent respectivement les composants métalliques et
céramiques, et I’exposant P est I’indice de loi de puissance qui régit la gradation de la fraction
volumique. La valeur de P égale a zéro représente une poutre céramique, tandis que P infini
indique une poutre métallique. La variation de I’association de la céramique et du métal est

linéaire pour P=1. Les relations comportementales linéaires d’un faisceau FG peuvent s’écrire

comme suit :

ox = Q11(2)&, (111.11a)
Taz = Q55(2)Vxz (111.11b)
ou:

Q11(2) = E(2) (111.12a)
Qss5(2) = E(2)/2[1 + v(2)] (111.12b)

En remplagant les équations (I11.2) et (I111.3) dans I’équation (I11.12) et les résultats
suivants dans I’équation (111.6), les équations constitutives des résultats de contrainte sont

obtenues comme suit :

. du d?wy, d?wg
N _AE_B 22 Ds g2 (|||13a)
_ pdu o diwp d?wg
M,=B%_piwe_p L (111.13b)
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M, =Bsd—u—Ds%—Hsf;S (111.13¢)
Q=A4,5" dx (111.13d)
Avec :

A= [, 0::dA (111.14a)
B = [, f 2Q;,dA (111.14b)
Bs = [,2Q1, dA (111.14c)
D = [,7z*Q,1dA (111.14d)
Dy = [,2f(2)Q1,dA (111.14¢)
Hg = [, f?(2)Q,,dA (111.14f)
Ag = [, 9%(2) QssdA (111.14g)

En remplacant les contraintes résultant de I’équation (I11.14) dans I’équation (111.8), les

équations de mouvement peuvent étre exprimées en termes de déplacements (u,ws, wy)

comme :
d?u d3w, d3w
a2 P ae Pge 70
Bd3u_Dd4Wb_D d4ws+q — o
dx3 dx* S dx*
dg—u—D m—H d4WS+A d2W5+q =0
dx3 % dx* S dx* S dx?

On obtient que les solutions se présente par cette forme (Abdelbaki Chikh, 2019)

:ZOO_ U, cos(Ax)
Z W,, sin(Ax)

Z w,, sm lx
Qn est donné pour une charge uniforme
4
Q,=—°(m=1,3,5,..
mrx
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Les solutions analytiques peuvent étre obtenues a partir des équations suivantes :

G, G Gsl |y, 0

Gy G oW, =10,

G G G (W, Q,
Avec

C,, =-A4*,C,,=BA%,C,=BA°,
C,,=-A'D,C,,=-A"D,

C, =-A°A, - A*H,,
C,,=C,,C,, =C,,,C,, =C,,

I111.5 Conclusion :

Ce chapitre fournit la modélisation mathématique de flexion simple de la poutre PFGM
et la dérivation des équations du mouvement a souligné les points communs entre les théories
et leurs diffé. Pour la simulation numérique du phénomene la flexion de la poutre dans le

prochain chapitre.
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Chapitre IV Simulation, résultats et discussions

1VV.1 Introduction

D’aprés nos résultats concernant les déplacements et les contraintes, des exemples

seront traités en appliquant les parametres adimensionnels suivants :

w = 1005, (%), m=100 Emh” ) (0,-2)

qolL* 2 qolL*

_ _ h_(Lh _ h
Ox = 0x (5»5) ) Ox = 70x2(0,0)

1.2 Résultats et discussions

Dans cette partie les résultats obtenus sont présentés et comparés avec d’autres résultats
qui existent déja [48]. La combinaison entre deux matériaux métal et céramique: Al/ZrO2 et
Al/AI203 est considéree.

Les proprietés matérielles du métal et du céramique sont:
 Céramique (Pc: alumine, A1203): Ec = 380 GPa; vec = 0,3.
» Métal (Pm: aluminium, Al): Em = 70 GPa; vm=0,3.

Le tableau IV.1 présente les résultats numériques non dimensionnels de la fleche, des
déplacements horizontaux, axial et les contraintes tangentiels et normaux de la poutre PFGM
soumises a une charge uniforme qo pour différentes valeurs de I’indice de loi de puissance k et
en méme temps en faisant varier le rapport a/h de la poutre. Les résultats obtenus sont comparés
a d’autres théories des faisceaux. Sur la base des résultats présentés, ce modéle donne des
résultats qui sont généralement identiques aux autres théories du cisaillement, comme on peut
le voir dans littérature [48]. Dans le cas de poutre, on peut voir que I’augmentation de I’indice
de loi de puissance P entraine une augmentation de la fleche w a travers I’épaisseur de la poutre

PFGM sous charge uniforme.
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Tableau V.1 Résultats numériques des déplacements axiaux et les contraintes normales et

tangentielles de la poutre FGM sous la charge uniforme.

P | Method _ _ L/h= 5_ _ _ _ L/h= 20_ _
w u o, 0y w u oy 0
Model 01 [ 3.1577 | 0.9338 37849 | 0.6294 2.8958 | 0.2305 15.0087 | 0.6350
Present 3.15774 | 0.933769 | 3.78491 | 0.629414 | 2.89576 | 0.230464 | 15.0088 | 0.634737
Model 02 | 3.1654 | 0.9396 3.8014 | 0.7303 2.8962 | 0.2306 15.0129 | 0.7425
Present 3.16537 | 0.939595 | 3.80141 | 0.730245 | 2.89625 | 0.230559 | 15.0129 | 0.742358
0 | HBT 3.1654 | 0.9397 3.8017 | 0.7312 2.8962 | 0.2306 15.0129 | 0.7429
Present 3.16537 | 0.93967 | 3.80168 | 0.73132 | 2.89625 | 0.230555 | 15.0129 | 0.74355
FSDBT 3.16566 | 0.9210526 | 3.74997 | 0.5836100 | 2.89625 | 0.230263 | 15.0001 | 0.5836100
CBT 2.8783 | 0.9211 37500 | - 2.8783 | 0.2303 15.0000 | -
Present 2.8783 | 0.9213 37500 | - 2.8783 | 0.2301 15000 | —
Model 01 | 4.8189 | 1.6510 49688 | 0.6471 44638 | 0.4086 19.6946 | 0.6526
Present 481886 | 1.65105 | 4.96878 | 0.647064 | 4.46381 | 0.408561 | 19.6947 | 0.652275
Model 02 | 4.8285 | 1.6594 49916 | 0.7475 4.4644 | 0.4087 19.7003 | 0.7595
Present 482855 | 1.65935 | 4.99161 | 0.747450 | 4.46445 | 0.408698 | 19.7003 | 0.759400
05 | HBT 48285 | 1.6595 49920 | 0.7484 4.4644 | 0.4087 19.7003 | 0.7599
Present 482855 | 165948 | 4.99200 | 0.74851 | 4.46445 | 0408681 | 19.7005 | 0.76057
FSDBT 483487 | 1633118 | 4.92062 | 0.6280304 | 4.46480 | 0.4082796 | 19.6823 | 0.64903381
CBT 44401 | 1.6331 49206 | - 44401 | 0.4083 19.6825 | —
Present 4.44015 | 1.6331 492064 | — 444015 | 040827 | 19.6825 | —
Model 01 | 6.2465 | 2.2937 5.8548 | 0.6294 58041 | 0.5684 23.1982 | 0.6350
Present 6.24654 | 2.29367 | 5.85481 | 0.629413 | 580409 | 0.568389 | 23.1982 | 0.634740
Model 02 | 6.2594 | 23035 5.8827 | 0.7303 58049 | 0.5685 23.2051 | 0.7425
Present 6.25944 | 2.30350 | 5.88271 | 0.730244 | 5.80492 | 0.568540 | 23.2050 | 0.742360
1 | HBT 62594 | 23036 |58831 | 07312 58049 | 0.5685 23.2052 | 0.7429
Present 6.25944 | 2.30363 | 5.88312 | 0.73132 | 580491 | 0568526 | 23.2051 | 0.74355
FSDBT 6.25992 | 2.27219 | 579588 | 0.626777 | 5.80493 | 0.568049 | 23.1830 | 0.676887
CBT 5.7746 | 2.2722 57959 | - 57746 | 0.5680 23.1834 | -
Present 577459 | 2.2722 579586 | - 577459 | 056805 | 231832 | -
Model 01 | 8.0402 | 3.1007 6.8443 | 0.5633 7.4403 [ 0.7689 27.0896 | 0.5687
Present 8.04014 | 3.10068 | 6.84439 | 0563252 | 7.44031 | 0.768911 | 27.0896 | 0.568480
Model 02 | 8.0674 | 3.1125 6.8813 | 0.6674 7.4420 [ 0.7691 27.0989 | 0.6795
Present 8.06740 | 3.11256 | 6.88132 | 0.667440 | 7.44204 | 0.769102 | 27.0988 | 0.679420
2 | HBT 8.0675 | 3.1127 6.8819 | 0.6685 7.4420 [ 0.7691 27.0989 | 0.6802
Present 8.06754 | 3.11275 | 6.88197 | 0.66862 | 7.44205 | 0.769084 | 27.0990 | 0.68073
FSDBT 8.03030 | 3.07397 | 6.76758 | 055832 | 7.43967 | 0.768492 | 27.0695 | 0.628935
CBT 7.4003 | 3.0740 6.7676 | - 7.4003 [ 0.7685 27.0704 | -
Present 7.40030 | 3.0739 6.76760 | - 7.40030 | 0.76850 | 27.0704 | -
Model 01 | 9.7461 |3.6898 | 8.0531 | 0.4758 8.8130 | 0.9130 31.7987 | 0.4810
Present 9.74611 | 3.68975 | 8.05319 | 0.475773 | 8.81301 | 0.913040 | 31.7989 | 0.480799
Model 02 [ 9.8263 | 3.7093 8.1086 | 0.5869 8.8181 | 0.9134 31.8125 | 0.5988
Present 9.82627 | 3.70934 | 8.10854 | 0.586908 | 8.81809 | 0.913374 | 31.8126 | 0.598710
5 | HBT 9.8271 | 3.7097 | 81095 | 0.5883 8.8181 | 0.9134 31.8127 | 0.5998
Present 9.82707 | 3.70929 | 81096 | 058831 | 8.81814 | 0913351 | 31.8128 | 0.60025
FSDBT 9.64832 | 3.64964 | 7.94284 | 0.423445 | 8.80689 | 0.912410 | 31.7714 | 0.469895
CBT 87508 | 3.6496 | 7.9428 | - 8.7508 | 0.9124 31.7711 | -
Present 8.75078 | 3.6496 7.94284 | - 8.75078 | 091238 | 31.7712 | -
Model 01 | 10.8613 | 3.8609 | 9.6517 [ 0.5305 9.6856 | 0.9532 38.1235 | 0.5364
Present 10.8613 | 3.86086 | 9.65169 | 0.530476 | 9.68563 | 0.953225 | 38.1236 | 0.536245
Model 02 | 10.9369 | 3.8855 | 9.7102 [ 0.6432 9.6904 | 0.9536 38.1382 | 0.6563
Present 109370 | 3.88549 | 9.71013 | 0.643162 | 9.69043 | 0.953645 | 38.1383 | 0.656205
10 | HBT 109375 [3.8859 [ 97111 | 0.6445 9.6905 | 0.9536 38.1383 | 0.6572
Present 10.9376 | 3.88558 | 9.7111 | 0.64453 | 9.69047 | 0.953618 | 38.1384 | 0.65771
FSDBT 10.7194 | 3.80967 | 9.52280 | 0.442665 | 9.67673 | 0.952418 | 38.0912 | 0.470643
CBT 9.6072 | 3.8097 | 95228 |- 9.6072 | 0.9524 38.0913 | -
Present 9.60721 | 3.8094 9.52280 | - 9.60721 | 0.95238 | 38.0912 | -
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IVV.3 Les résultats des graphes

Les figures IV.1, IV.2 et V.3 montrent respectivement le déplacement axial U-bar et les
contraintes normales et tangentielles. Une comparaison entre les théories de déformation de
cisaillement hyperbolique présentées par les modeles 1, 2 et HBT est également montrée dans
ces figures pour différentes valeurs de I’indice de loi de puissance P. On peut voir qu’il existe
un bon accord entre ces deux modéles de déformation par cisaillement d’ordre supérieur et les

autres modeles.

05 05
—— Model 01 —— Model01
04+ 041
—— Model 02 " —— Model 02
0,3 —HBT 034 ——HBT
0,2 0,2
0,1 0,1
Q00 < oo
N
-0,14 -0,1
-0,2 0,21
0,3 -0,3 1
-0,44 -0,4
'Ox5 T T T T T T T T '0x5 T T T T T T T T
8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 84 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12
u_bar u_bar ks
(@) P=0 (b) P=0.5
0,5 0,5
—— Model 01 —— Model 01
04+ —— Model 02 0.4+ —— Model 02
034 —HBT 03- —HBT
0,2 0,2 1
0,1 0,14 \
e e
= 00 = 00
N N
-0,14 0,14
-0,2 4 -0,2 4
-0,3 -0,3
-0,44 -0,4
'015 T T T T T T T T '0v5 T T T T T T T T
8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 8 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12
u_bar « u_bar w
(c) P=1 (d) P=10

Figure 1V.1 Variation de déplacement sans dimension u (0, z) a travers I’épaisseur de la poutre
PFGM
Sous une charge uniforme avec (L = 2h).
@P=0,(b)P=05,(c)P=1et(d)P =10
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~ 00
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- 0 1 2 3 4
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031 — HBT
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0,0
'0.1 -
-0,2 4
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0,14
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—HBT

T T T
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Figure 1VV.2 Variation des contraintes normales a travers I’épaisseur de la poutre PFGM
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Figure 1V.3 Variation des contraintes tangentielle a travers I’épaisseur de la poutre PFGM

@@P=0,(b)P=05,(c)P=1et(d)P = 10.
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I1VV.4 Conclusion
La théorie raffinée proposeée est exacte et simple pour la résolution du comportement et

d’analyse statique de la flexion des poutres en PFGM. La théorie prend en compte les effets de

cisaillement transversal et la distribution parabolique des contraintes de cisaillement

transversales a travers I’épaisseur de la poutre.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Les structures des poutres des matériaux & gradient de propriétés représentent un
domaine de recherche trés vaste et des applications immenses tant il est possible de modifier a
volonté leur composition et leur architecture pour obtenir de ces matériaux les propriétés
recherchées. La conception et I’élaboration de ces matériaux nécessitent le développement
d’outils d’analyse adaptés a leurs spécificités geométriques et mateérielles.

Une nouvelle théorie hyperbolique raffinée est proposé pour I’étude de flexion des
poutres FGM. Deux différent types des théories sont proposés pour la comparaison des
solutions analytiques obtenues pour une poutres FGM simplement appuyées afin d’étudier le
déplacement axial, les contraintes normales et tangentielles, I’indice matériel pour plusieurs
valeurs de I’indice de loi de puissance « P » et rapport d’épaisseur (z/h ). Les résultats obtenus
sont en accord avec ceux prédirent par la théorie trigonométrique. Plusieurs exemples ont été
résolus afin de démontrer la validité de ce nouveau modele en comparant avec les deux autres
modeles. En perspective, il est prévu d’appliquer ce modele en changeant les conditions aux
limites de poutres. Ceci d’une part. D’autre part, il est prévu d’intégrer d’autres parameétres au
modele présenté afin de se rapprocher de la réalité pratique des structures dans leur
environnement. En plus, il serait trés intéressant d’étudier I’influence de défauts de fabrication
a savoir la porosité sur la réponse globale des structures FGM sous différentes sollicitations.
Enfin, nous pouvons dire que ce modeste travail s’inscrit dans le cadre de la contribution de la
recherche dans le domaine des matériaux composites fonctionnellement gradués et précisément
leurs comportements vis-a-vis des chargements thermomécaniques et des forces de

précontrainte.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est de présenter une théorie hyperbolique raffinée qui prend en
considération I’effet de cisaillement transverse afin d’analyser la flexion statique des poutres
épaisses fonctionnellement graduées (FGM). Cette théorie contient seulement trois variables
contrairement aux autres théories des poutres.

Le nouveau modéle satisfait la nullité des contraintes de cisaillement transversale aux surfaces
supérieure et inférieure de la poutre. Ces propriétés matérielles de la poutre FGM varient selon
une distribution de la loi de puissance en termes de fraction volumique des constituants. On
peut conclure que cette théorie est efficace et simple pour I’analyse de la réponse statique des
poutres FGM.

Mots clés : Poutres FGM, théorie hyperbolique, théorie raffinée, solution de Navier.

Summary

The objective of this memory is to present a refined hyperbolic theory which takes into
consideration the effect of transverse shearing in order to analyze Static bending of functionally
graded thick beams (FGM). This theory contains only three variables unlike other beam
theories. The new model satisfies the zero transverse shear stresses at the upper and lower
surfaces of the beam. These material properties of the FGM beam vary according to a power
law distribution in terms of the volume fraction of the constituents, it can be concluded that this
theory is efficient and simple for the analysis of the static response of FGM beams.

Keywords: FGM beams, hyperbolic theory, refined theory, Navier’s solution.
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