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Résumé

Dans cette mémoire, nous avons donné une introduction sur les bases des systemes de
réaction diffusion, ce type de systemes que nous utiliserons pour montrer I'effet de la diffusion
et de la diffusion croisée dans la formation de motifs selon le mécanisme de Turing, poisson
zebre a été choisi comme un exemple pour 1’'étude, le modele mathématique utilisé dans

I’étude, est le systeme de Schnackenberg.

Mots-Clés : Systeme de réaction-diffusion - Formation de motifs - diffusion croisée - Alan

Turing.
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Abstract

In this memory, we have given an introduction about the basics of reaction diffusion
systems, this type of systems we will use to show the effect of both diffusion and cross
diffusion in forming patterns according to the turing mechanism, the Zebrafish was chosen
as an example for the study, the mathematical model used in the study, is the Schnackenberg

system.

Key words : Reaction-diffusion systems - Pattern formation- cross diffusion - Alan Turing.
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Introduction Générale

a science de la formation des motifs traite du visible. En biologie du développement,
la formation de motifs fait référence a la génération d’organisations complexes de
destins cellulaires dans ’espace et le temps.
Le role des genes dans la formation de motifs est un aspect de la morphogenese, la création
d’anatomies diverses a partir de genes similaires, actuellement explorée dans la science de
la biologie du développement évolutif.
Les mécanismes impliqués sont bien vus dans la structuration antéro-postérieure des em-
bryons de 'organisme modele Drosophila (une mouche des fruits).
L’un des premiers organismes a avoir étudié sa morphogenese et dans les ocelles des
papillons, dont le développement est une variante du mécanisme standard (mouche des
fruits). Motifs biologiques tels que les marques d’animaux. la segmentation des animaux
et la phyllotaxie se forment de différentes manieres.
En biologie du développement, la formation de motifs décrit le mécanisme par lequel des
cellules initialement équivalentes dans un tissu en développement dans un embryon as-
sument des formes et des fonctions complexes. La formation de motifs est génétiquement
controlée et implique souvent chaque cellule dans un champ détectant et répondant a
sa position le long d’un gradient de morphogene, suivie d'une communication de cellule
a cellule a courte distance via des voies de signalisation cellulaire pour affiner le motif
initial.
Dans ce contexte, un champ de cellules est le groupe de cellules dont le destin est
affecté par la réponse aux mémes signaux d’information de position définis.
Plus généralement, la morphologie des organismes est modelée par les mécanismes de

la biologie du développement évolutif, tels que la modification du calendrier et du posi-
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tionnement d’événements de développement spécifiques dans 1’embryon.
Les mécanismes possibles de formation de motifs dans les systemes biologiques incluent
le modele classique de réaction-diffusion proposé par Alan Turing. Pour les interactions
de ce type, Turing a introduit le nouveau terme, systemes de réaction-diffusion, qui est
maintenant généralement utilisé.
Il a démontré qu'un état d’équilibre homogene est instable dans certains systemes de ce
type et que toute déviation locale minime par rapport a cet état d’équilibre suffit a déclen-
cher la formation de motifs. Ce phénomene, appelé instabilité induite par la diffusion, Les
systemes de réaction-diffusion peuvent étre utilisées pour modéliser I’évolution spatiale et
temporelle des concentrations de deux especes chimiques en interaction. Cette évolution
peut donner lieu a d’intéressants motifs, qui permettent de reproduire les motifs observés
sur le pelage de différents animaux, allant des taches de 1éopards ou de girafes aux rayures
des zebres. En effet, lors de la formation des motifs sur le pelage d’un animal, plusieurs
substances chimiques entrent en jeu : les motifs sont formés de mélamine, elle-méme pro-
duite par les mélanocytes qui réagissent a différentes substances chimiques. Les systemes
de réaction-diffusion, en tant que modeles pour I’étude de la formation des motifs, ont sus-
cité beaucoup d’intérét. De tels motifs (spirales, cercles concentriques, hexagones, bandes,
solitons dissipatifs... ) peuvent se retrouver dans divers systémes de réaction-diffusion mal-
gré d'importantes différences entre ces systemes. Une autre raison de l'intérét porté aux
systemes de réaction-diffusion est qu’ils peuvent souvent étre traités mathématiquement
par des outils d’analyse et ce bien qu’ils se modélisent par des équations aux dérivées
partielles non-linéaires.

Un systeme de réaction-diffusion est un modele mathématique qui d ’écrit I’évolution
des concentrations d’une ou plusieurs substances spatialement distribuées et soumises a
deux processus. Les systeémes de réaction diffusion sont de la forme

processus. Les systemes de réaction diffusion sont de la forme

?;; = DAu(t,z) + F(u(t,x)),x € Q,t >0 0

u(0, ) = up(x),

ou u(t,z) = (ui(t,x),us(t,z),....... ,un(t, z)),u; définie de 2 dans R", est D est une

matrice carrée diagonalisable définie positive appelée matrice de diffusion
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F :R" — R" est une application réguliere localement Lipchitzienne et généralement
non linéaire, représente la réaction.

Le propleme (1) est posée sur un domaine ouvert borné Q de R" et complétée par des
conditions initiales et des conditions sur le bord, par exemple les conditions de Dirichlet
ou les conditions de Neumann.

Notre mémoire contient trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions générales et certains définitions
préliminaires.

Dans le deuxieme chapitre on présente les origines d’un systéme de réaction diffusion et
quelques exemples.

Ainsi que 'existence local et global du solution d’un systéme et quelques exemples.

Le troisieme chapitre présente 1’étude de formation de motifs pour un type de poisson
zebre, 'auteur a utilisé le systeme de Schnackenberg comme modéle mathématique pour

cette étude, suivant le mécanisme de Turing, par I'interaction de deux especes.




CHAPITRE 1

Notions fondamentales

1.1 Notions en chimie et biologie

1.1.1 Reéaction

La réaction est une interaction entre deux ou plusieurs objects. Un exemple simple
est celui d’une réaction de décomposition donnée par ’equation differentielle ordinaire

suivante :
ou B
ot

—u.

Ex chimiques

1.1.2 Diffusion

Elle designe la tendance naturelle d'un systeme a rendre homogene les concetration
chimique. C’est un phénomene de transport invérsible que se traduite par la négation

d’espece chimiques dans un milieu

1.1.3 Le coefficient de diffussion D

Le coefficient de diffusion correspond a un grandeur caractéristque du phénomene de
diffusion de la matiere. Ce coefficient permet ainsi de mesurer le rapport entre le flux
molaire qui est provoqué et le gradient de concentration de ’espace chimique que 'on

considere ou fagon plus générale, de la varaible d’ éffort qui entraine cette diffusion.

1.1.4 Le flux

un vecteur qui pointe dans la générale du mouvement de particule. a travexs un certain

élément de surface de la zone préposéé pendant un intervalle de temps noté J
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1.1.5 Systeme inhibiteur activateur

considerons le systeme d’équation de réaction de diffusion suivant dans une démonsion

spatiale pourdeux réactifs

ou 0%u

a—du%+f(u,v)
@_d @_1_ ( )
ot~ org IV

Un systeme activater-ietribiteur est un systéme dans lequel, prés d’un point x, un reactif
(L’activateur) stimule la production du second réactif et ou le secondréactif (L’inlibiteur)
reduit la production (productios) du pemier reactif. Les systémes activateurs-inhibiteurs
sont capables d’expliquer de nombreux processus de formation de motifs dans la nature.
L’interaction de ces deux substances peut étre décrit par deux équations différentielles
simples qui intégrent I'influence de 'activateur et de I'inhibiteur I'un sur 'autre ainsi que
les processus de production, de dégradation et de diffusion.
Un ensemble d’équations différentielles d’un systéme activateur-inhibiteur est présenté et
le comportement du systeme est décrit. Enfin, un modele de réactiondiffusion alternatif a
été utilisé pour simuler les processus de formation de motifs.
Un systeme activateur-inhibiteur se compose de deux substances qui agissent 1'une sur
I’autre. L’activateur stimule sa propre production par autocatalyse ainsi que la production
de l'inhibiteur.
L’inhibiteur a son tour réprime la production de I'activateur. De plus, I'inhibiteur diffuse
plus rapidement que l'activateur de telle sorte que des schémas de concentrations d’acti-
vateur et d’inhibiteur peuvent apparaitre.
Alan Turing propose un scénario impliquant deux especes, qui’ il sappelle morphogenes
et la conjonction des proprietés suivantes :

— L’espece A active sa propre production.

— L’espece A active aussi la production de la seconde espece B.

— L’espece B inhibe la production de 'espece A.

— L’espece B diffuse plus vite de 'espece A.
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1.1.6 Diffusion croisée

Le phénomene dans le quel un gradient de concentration d’une espece induit un flux

d’une autre espece chimique.

1.2 Quelques systemes de reaction diffusion en bio-

logie

1.2.1 Le systeme de Gierer Meinhardt

Est un mécanisme activateur inhibiteur suggéré par Gierer et Meinhardt (1972) et

largement étudié et utilisé depuis lors. cet systeme est donné par

A ks A2
Z% = DaViA+ ki — ke A+ =
5 = DpV?B + kyA* — ks B

2

ou ici A est 'activateur et B I'inhibiteur. Le terme est & nouveau autocatalytique.
Koch et Meinhardt (1994) examinent les applications du systéme de diffusion par réaction
de Gierer-Meinhardt a la formation de modeles biologiques de structures complexes. Ils
donnent une bibliographie étendue des applications de ce modele spécifique et de ses

variations|3].

1.2.2 Le systeme de Thomas

Le vrai systeme empirique d’inhibition du substrat étudié expérimentalement par Tho-

mas (1975) le systeme de Thomas est donné comme suit

DA ks AB
“= = DuVPA+ky — kA —

~— =DyV?B+ks— k4B — > .
ot R R S N A

1.2.3 Systéeme Schnakenberg

Le systeme de Schnakenberg utilise des équations aux dérivées partielles pour décrire

une réaction autocatalytique avec un comportement oscillatoire possible.
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Le modele de Schnakenberg est représenté par les équations suivantes :

?%-Au—i-v(a—u—i-uzv)
a—::dAij'y(b—uQv)

Ce systeme représente le comportement de deux especes chimiques, généralement appelées
activateur et inhibiteur.

Ce modele représente le comportement de deux espéces chimiques, généralement appelées
activateur et inhibiteur. Si u est 'activateur chimique, la réaction cinétique est telle que
dans Iéquation (1) le terme u?v est la production de u en présence de v. Dans 1’équation

2p représente la consommation de v en présence de toi.

(2) le méme terme u
Le systeme ci-dessus est représenté sous sa forme sans dimension, ot aet b sont des termes
sources, d est le coefficient de diffusion et est une constante sans dimension.

Toutes les constantes a, b, d et sont positives[4].




CHAPITRE 2

Introduction sur réaction diffusion

2.1 Lois de Fick

2.1.1 Premiére loi de Fick

La premiere loi de Fick énonce que le flux de diffusion est proportionnel au gradient de
concentration. Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de la chaleur.

Mathématiquement, cette loi s’exprime de la maniere suivante :

ou
- D2
J oz

La premiere loi de fick décrit la liason entre la premiere de la contration de la substance u
et le flux 'orsqu’ en sppoeant la conservtion de la masse dans une dimension, la loi est :

en plusieurs dimension on doit utiliser le qradient V, done la loi s’éerit[1]

J = —DVu. (2.1)

2.1.2 Seconde loi de Fick

La loi de conservation des espéces indique que la variation par unité de temps de la
quantité de particules ¢, / / C;dV dans un volume donné V' est égale au flux sortant
/ J;dS du vecteur densité de courant J; de particules ¢ a travers la surface fermée S
d;élimitant le volume V' En utilisant le théoreme de la divergence, et en identifiant les

deux intégrants ci-dessous, on obtient la deuxieme loi de Fick suivante[5].

_gt///v()idv://SJZ-dS:///VVJZ-dV. (2.2)

Le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le flux sortant aug-

mente. On a donc

ac;
; = 0. 2.
S V=0 (2.3)

13
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2.1.3 Modélisation des systéemes de réaction-diffusion

Les systémes de réaction-diffusion décrivent le comportement et les interactions de
deux types de particules ou plus. Les termes Au et Av sont les termes de diffusion et
décrivent la propagation de ces particules. Les termes de réaction sont représentés par f
et g, et ces termes décrivent comment les particules interagissent les unes avec les autres. u
et v apparaissent dans les deux équations, en général, le systéme ne peut pas étre écrit en
deux équations distinctes. Les systemes de réaction-diffusion peuvent étre obtenus a partir
d’équations de conservation de la rnasse. Supposons qu’on étudie un systeme contenant P
quaptités uy, ug, . . . .U,, qui peuvent représenter des densités des concentrations de réactifs

chimiques, de population, etc. Les densités des especes sont représentées par un vecteur
u(t,x) = (ui(t, z), ua(t, x), ..., up(t,x)),t > 0,2 € Q,

ou €2 est un domaine borné et régulier de R". On note J; le flux de 'espece u; et f; son
taux de création volumique horaire. Pour tout A C 2 borné, régulier, la conservation de

la masse pour u; a U'intérieur de A s’écrit[7]

d
| v=| fie{l.2 . .. 2.4
dt/A“’+/aAJZ” /AfZ,ZE{,, P}, (2.4)

ou v est la dérivée normale extérieure sur la frontiere 0A de A.D’apres le théoreme de

Gauss Green,
d
< ui—l—/ diin:/ e {12 ph
dt /A A A J { r}
Comme A est quelconque, on obtient ’équation de conservation de la masse

8ui

ot

+divJ; = fi,i € {1,2,...p}. (2.5)

D’apres la loi de Fick, J; est proportionnel au gradient de la concentration des especes,

ce qui donne,

p
Ji:_zdiivujvi:]-7-"apu (26)
=1

ou les d;; sont les coefficients de diffusion, D = (d;),1 < i < p est une matrice diagonale

avec d; > 0,Vi = 1, ..;p on retrouve finalement le systeme de réaction-diffusion

ou
e + DAu = f(u). (2.7)
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le systéme de réaction-diffusion s’accompagne souvent de certaines conditions initiales
et d’autres aux bords selon l'origine et la nature du probleme étudié. S’il n’y a pas d’im-
migration des individus a travers la frontiere de €2 sur lequel le probleme est posé, nous
choisissons les conditions aux bords de Neumann. Et s’il n’y a pas d’individus sur la fron-
tiere, nous prenons les conditions aux bords homogenes de Dirichlet. Lorsque les données
initiales sont suffisamment régulieres, ’existence locale de solutions pour les systemes de
la forme (2.7) est bien connue.
L’existence globale est un probleme ouvert en général, et ont sait qu’elle ne peut avoir
lieu sans hypothéses supplémentaires sur les f;,termes de réaction cinétique.
Laissez-nous faire quelques commentaires sur la structure des non-linéarités f;.
Tout d’abord, on supposera toujours que le modele préserve la positivité des solutions.
Il est bien connu que cela revient & supposer que f = (fi, f2,..., fp) est quasi-positive, ce
qui signifie[5]
(Hy)Vi € {1,...,p}, f(t,x,u) > 0 pour tout (t,z,u) € (0,400) x X [0, +00)" tel que
¢ = 0.
Ensuite, pour espérer 'existence de solutions globales en temps, f doit satisfaire des hy-
potheses supplémentaires. Ces hypotheses viennent souvent Ic}u modele qu’on étudie. Par

exemple, la conservation de la masse correspond a supposer Z fi = 0. Plus généralement,
i=1

P
la masse totale décroit si (Hz) > f; <0

i=1
On vérifie facilement que les hypotheses (H;) et (Hz), avec des conditions de Neurnann
homogene au bord, garantissent que les solutions de (2.7) sont uniformément bornées dans

L'(2) étant donné que pour tout ¢ > 0
p P
/Zui(t,x)dx < / > (0, z)dz,
Qim1 Qim1

et [[ci(t)|| o) = /Qui(t,x)dx puisque ¢; est positive. Dans le cas homogene, ou les fonc-

tions u; ne dépendent pas de z, on peut remarquer qu’elles sont aussi solutions du systéme
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d’équations différentielle ordinaires associé

O
B
ot

= fi(t,z,u)

aUp

W = fp<t,l’,U)

Pour des données initiales positives, les solutions restent positives. Etant donné que

p p

Yo ui(t) < ui(0),

i=1 i=1
elles sont uniformément bornées sur leur intervalle maximal de définition. Par conséquent,
dans ce cas particulier, les solutions maximales sont globales. Il est alors naturel de se
demander si les hypotheses (Hp) et (Hs) sont suffisantes pour assurer 'existence de so-
lutions globales fortes pour le systéme de réaction diffusion (2.7). La réponse est non :
des solutions explicites d’'un systéme du type (2.7) avec les propriétés (Hy) et (Hy) ont
été construites, et ces solutions explosent en norme L°°(£2) en temps fini. Dans ce dernier
exemple, les coefficients de diffusion sont pourtant constants, et les nonlinéarités sont
bornées par des expressions polynomiales[6].
L’explosion peut méme avoir lieu en dimension N = 1, a condition que la croissance des
nonlinéarités soit assez rapide. Ceci prouve que lorsqu’on s’intéresse a l'existence globale
de solutions fortes, on doit faire des hypotheses supplémentaires sur f = (f1, fo, ..., fp) . 1l
existe de nombreuses références sur les problemes d’ existence globale pour ces systemes,
ou diverses hypotheses sur les fonctions (fi, fo, ..., fp) sont examinées [23, 14]. Pour une
vue d’ensemble.voir [2]

L’existence de solutions globales faibles est plus facile a obtenir dans le cas de coeffi-
cients de diffusion constants et pour des nonlinéarités a priori bornées pour tout 7" > 0
dans L'((0,T),9). L'existence de solutions globales faibles est prouvée. Ce résultat im-
plique que si la croissance de f; par-rapport a c est au plus quadratique, on a 'existence
de solutions globales faibles sous les hypotheses (H;) et (Hz). Ce résultat repose de fagon
essentielle sur une estimation L2 pour les coefficients de diffusion d; constants, cette esti-

mation garantit que sous les hypotheses (H;) et (Hs), les solutions de (2.7) satisfont les
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estimations a priori

VT > 0,3C = C (T, | e(0)|| c2@yp.a,) > 0+ llellz2(o.myxayp < C.

2.2 phénomene d’explosion en temps fini

2.2.1 Notion de phénomeéne

Le phénomene d’explosion se produit dans divers types d’équations d’évolution non
linéaires. Dans ce travail, nous ne traiterons que quelques exemples des équations para-

boliques.

2.2.2 Exemple de réaction diffusion

Nous considérons ’exemple suivant

?;_Au—u+up,0<x<7r t>0 (2.8)

u(z,0) =up(x) >0 O0<z<m
u(0,t) =u(m,t)=0 t>0 (2.9)

ou p est fixé. L'existence et la non-négativité peuvent étre montrées (nous en parlerons

plus tard). Nous définissons (comme fonction auxiliaire)[16]

WY(t) = /Ow u(z,t) sin xdx.

Nous pouvons donc multiplier FEDP (2.8) par sin(x) et une intégration sur [0, 7] et donc

371/) = 7r@smxdaz

ot Jo ot
:/ Ausinxdw—@/}Jr/ u? sin wdzx.
0 0

Une intégration par parties pour l'intégrale / Ausin xdx donne

/ Ausin xdx = [ sin x] / — cos xdzx.
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™ Ou

D’apres les conditions aux limites (2.9) et un autre intégration par parties pour 97 cos xdx
0o Oz
on obtient
T ] T Ou T )
/ Ausin xdx = —/ — cosxdxr = —/ usinxdr = —1.
0 0o Or 0
Finalement
oY ™
— = -2 +/ u? sin zdz,
ot v 0
de l'inégalité de Holder il vient
T ™ % T » 1—%
/ ghldz < / lglPd|” x / \h|75 d
0 0 0
1

Choisir g = u(sin x)% et h = (sinz)' "7, avec une intégration sur l'intervalle [0, 7], alors

nous obtenons

1
p

™ ™
/ usin zdr < [-/ uP sin xdx
0 0

X

1—1
P P
X

s
/ usin xdx <
0

T
/ u? sin zdx
0

s
/ sin xdx
0

ce qui équivaut a

(oo = e (]

Cette inéquation nous conduit a

p

PP §/ uP sin zdx x (2)P7
0

ce qui donne

™ p
/ uP sin xdx > L,
0 2r—1
et
0 T P
a;b = =2 —i—/o uPsinxdr > —2¢ + 21]/:_1.

Par conséquent, si nous partons d’une valeur initiale satisfaisante

»(0) = /0 up(z) sin zdx > 2577,

alors nous obtenons

aqgio) > —2¢(0) +

¥P(0) ¥r(0)
op—1 = ¢(0) [ op—1 —2

> 0,
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une fonction croissante monotone. On montre que la solution de 1’équation différentielle

f}? =Tty wf 1
$(0) = o
est
wlt) = [277 4 eV (g7t - 2)]
On a
00 = e (g - )] 2 e e 2]

Ce qui donne

8&;;} R (e pﬂp 5 o201}t i garH — o
?;f _9p2(p—1)t HZ—p + 21t <¢O—p+1 . 2—p>] p—ll} [wo—pﬂ o 2_p} '

D’autre part

—1

Y(t) = [277 4 27D (g —27) [T
Alors
W™ (P=1) — 9=P 4 L2(r—1)t (w P+l _ o p)
par suite

e2(—1)t (w p+l —p) _ ¢—(p—1) _ 9P

Remplacant dans

A — P |~ (—1) -p
5 =2 v -27].
Finalement on trouve I’équation différentielle ordinaire
o wp

AT

¥(0) = 27+ (v —277) |7 = .

La solution tend a l'infini, comme

1 2°Pp
(p=1) —_ 9—p 2(p—1)t —ptl _ 9-p) _ *
W 27P+e (w )_0<:>t_2(p_1)1n[_p_ — ]

. N 1 2-p
limy(t) = 400, t—t" ="Thax = 1

n
2(p—1) 2-p
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c’est-a-dire temps fini de I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous trouvons

||l = H/Wusinxdx
0

™
< i < i
< ["lullsinelde < llulss, | * sinallz;,

Nous savons déja que ¢ — 400, donc il en résulte directement que ||u|| 2, +00, en
cas de ¥(0) > 251
lim ||9(t)||oc = +00,t — Trnax

et donc explosion en temps fini des solutions.

2.3 Existence globale et locale d’un systeme de ré-

action diffusion

Pour démontrer I'existence des solutions des systemes de réaction diffusion, il y a plu-
sieurs méthodes telles que la méthode des régions invariantes, méthode de l'effet régulari-
sant, méthodes fonctionnelles basées sur des estimations a priori ou sur des fonctionnelles

de Lyapunov.

2.3.1 Existence locale

Théoréme 2.1

Sous les hypothéses (Hy), (Hs) et (Hj) [x1], le systéme (2.14) admet une unique so-
lution locale (u,v) sur [0, Tinax) X §2, ct il cxiste deux fonctions Ny, Ny : [0, +00) —>
[0,400) continues telles que 0 < u(t,x) < Ni(t) et 0 < v(t,x) < Ny(t) pour tout

(t,z) € [0 Thax) X 2 De plus le temps maximal d’existence T,y est caractérisé par si

Tax < +00, alors im (||u(t)||oo + [|[v(t)]|oo) = +00,t — Trnax-

2.3.2 Existence globale

Il n’existe pas de solutions générales des systemes de réaction diffusion On passe main-
tenant a l'existence globale, I'existence globale de la solution du systéme, c’est-a-dire dé-

terminer si T,,.x = 400, nous utilisons la contraposée cle la caractérisation du temps
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maximal d’existence

s’ ilexiste une fonction M : [0, +00) — [0, 4+00) continue telleque ,
[u()lloo + l0(t)l|oc < M(2) pour tout ¢ € [0, Trnax) (2.10)

alors Ti,x = +00,

c’est-a-dire, si les fonctions u(t) et v(t) sont bornées pour tout ¢t € [0,T],T < Trnax, alors,
Tmax = +00 Abdelmalek et Kouachi, a généralisé le systeme d’une matrice diagonale &
m composants, et utiliser une seule inégalité pour la condition de croissance polynomiale
des termes de réaction.

Proposition 2.1

On considére des problemes paraboliques semilinéaires de la forme

——DAu—f(u) re t>0

&

u(z,O):uo x €}

— 1 €N t>0 (2.11)

Q) cst un ouvert bornt’de R", D cst unc matrice diagonale définic positive, ditc la
matricc de diffusion. f : R™ — R™ est une fonction localement Lipchitzienne. Soit
X un espace de Banach des fonctions définies dans §2. On suppose que le probléme
(2.11) possede pour tout ug € X une solution unique u dans lintervalle [0,T], ou
T =T (up) :
Alors il existe Trax = Timax (wo) € (T, +00] avec les propriétés suivantes :

i) La solution u est continue dans l'intervalle [0, Trax) :

i) Si Tyax < 00, alors u ne peut étre continue dans [0;7) pour tout T > Tax On

appelle u la solution maximale et Ty, est son temps maximal d’existence.

iii) D’autre c6té on considere que T' =T (||ugl| ). Alors I'un des deux : Tipax = 00

ou lim ||u(t)||x = oot — Tax est satisfait.
Le principe de prolongement de la solution nous conduit a I'alternative suivante :
a) ou bien Ty.x = 400 et la solution est dite globalc

b) ou bien Ty, < +00 et la solution explose en temps fini ¢’est a dire

li = 00.
i ()l = o0
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Ainsi pour étudier l'existence globale des solutions, il suffit d’avoir des estimations
uniformes sur ces solutions. Par conséquent, pour montrer I’existence globale de solutions
classiques, il suffit de montrer que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps

d’existence.

2.4 Exemple d’un systeme de deux especes
On considere la réaction chimique
A— B

Ici, A et B sont les concentrations de deux éspeces chimiques. Le taux de réaction, c¢’est-

a-dire de la consommation de A ou de la productions de B

dA dB
— =—-KA — =KA.
dt T dt

C’est la loi d’action de masse. Le coefficient K est donné par la loi d’Arrhenius
K(T) = koe ®/HT

ou ko est une constante, E est ’énergie d’activation, R est la constante de gaz, T est la
température.

L’évolution de la température est donnée par I’équation

dT

q est la production de chaleur.
Les distributions de la température et de la concentration en espace sont décrites par les

équations de réaction-diffusion :

oT O*T
0A 0*A
2
9B _ 5,08 K(T)A. (2.14)

ot 0x?
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Ici, k est le coefficient de diffusion de la chaleur, d4 et dp sont les coefficients de diffusion
de masse.

Ce systeme d’équations doit étre completée par les conditions initiales :
T(x,0) = Ty(x), A(x,0) = Ag(x), B(x,0) = By(z), (2.15)

ou To(x) et Ag(x) et By(x) sont des fonctions données.
Si on suppose que dy = dg = d et on utilise la notation C = A + B, alors la somme des

équations (2.13) et (2.14) donne

oC 0*C

La condition initiale est la suivante : C(x,0) = A(x,0) + B(z,0). Si elle ne depend pas
de z, c’est-a-dire C(z,0) = Cy ou Cj est une constante, alors en appliquant la solution de

I'équation de réaction -diffusion homogene (2.17)

C(x,t) e_(z_y)2/4Dtdy

B CO /+oo
Var Dt J -

avec D = 2d, en faisant le changement de variable

=Y 4= _;dy
2v/Dt’ 2v/ Dt
on trouve
C(z,t) = —LMC’O - e dz,
2@ +o0
d’ou

Clz,t) = C\O/\f

= ()
Donc la solution de I’équation (2.16) est C(x,t) = Cy pour tout = et ¢. Alors,

A(x,t) = Cy — B(z,t).

1 too
U(ZE,t) = \/m/oo € ( y)2/4Dt(I)<y)dy. (217)

2.5 Analyse de l’instabilité de Turing pour les mo-
deles biologiques

La diffusion est un processus naturel par lequel un systeme donné atteint 1’équilibre

et est présente dans de nombreuses situations quotidiennes.
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Dans les systemes diffusifs composés de plusieurs substances ou especes, les phénomenes
de diffusion peuvent s’accompagner de réactions chimiques ou d’autres interactions qui
modifient localement les concentrations.

Les systemes qui incluent la diffusion et de telles interactions entre les substances sont
appelés systémes de réaction-diffusion, les modeles de réaction-diffusion peuvent évoluer
vers un modele spatial stable et hétérogene a partir d'un état homogene d’équilibre spatial,
en raison de petites perturbations dans les concentrations initiales.

Ce phénomene est connu sous le nom d’instabilité de diffusion ou d’instabilité de Turing.

2.5.1 Instabilité de Turing

En 1952, Alan Turing a écrit I'article fondateur proposant que le processus de généra-
tion de structures et de formes dans les systemes biologiques soit basé sur des processus

chimiques de diffusion qui se produisent sur eux. Trois types d’instabilités ont été trouvés :
a) oscillatoire dans le temps et uniforme dans l'espace,
b) stationnaire dans le temps et périodique dans 1’espace,
¢) oscillatoire dans le temps et 1’espace.

Le deuxieme type d’instabilité, qui induit la formation de motifs spatiaux la ou il n’y
en avait pas auparavant, est connu sous le nom d’instabilité de Turing. L.’analyse mathé-
matique des équations de diffusion des réactions permet d’arriver a des conditions qui
doivent étre vérifiées afin de permettre le développement de ce processus de génération
de motifs. [25]

Ou = Au+ Bf(u,v)

gt (2.18)

5= dAv + Bg(u, v)
ou u et v sont les concentrations des substances, f et g sont les fonctions de réaction et
d est le rapport entre les constantes de diffusion des différentes espéeces.

Dans 'analyse de l'instabilité de Turing, on suppose généralement que les flux aux

frontieres sont égaux a zéro, de sorte que le modele spatial formé ne subit aucune influence
d’aucune entrée externe. L’instabilité de Turing se produit lorsque de petites perturbations

spatiales d'un état d’équilibre homogene conduisent un systeme décrit par les équations

(2.18) a assumer un nouvel état stationnaire inhomogene. L’analyse se fait en deux étapes.
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A partir d'un état d’équilibre homogene, les conditions de stabilité temporelle sont
développées apres que de petites perturbations dans la distribution spatiale soient in-
troduites et que les conditions d’instabilité spatiale soient atteintes. Dans un systéme
homogene, avec des concentrations uniformes dans I'espace, les termes de diffusion dispa-

raissent donc les équations (2.18) peuvent étre réécrites comme :

du

gt (2.19)

ot
Un état stable, (u,v) = (ug, vg), est trouvé lorsque la dérivée temporelle des concentrations
des substances dans le systéme s’annule.

D’apres les équations (2.19), les équations suivantes doivent étre satisfaites :

[ (g, v0) = g (uo,v0) =0 (2.20)

Considérant de petites perturbations dans les concentrations w = (w*(t), w®(t))" les équa-
tions (2.19) peuvent étre écrites pour un point, (ug + w*(t),vo + w’(t)), au voisinage de
I’état d’équilibre, en utilisant le développement de la série de Taylor pour les fonctions f

et ¢g. En ne considérant que les termes linéaires, on peut obtenir le équations suivantes :

wy = fAw ol fu o (2.21)

Gu  Gu

ou les indices dans la définition de la matrice de stabilité, A, représentent les dérivées
partielles de f et g calculées a (ug, vp).

Si A est une valeur propre de SA de vecteur propre V', alors :
BAV = \V. (2.22)

Ainsi X = MV est la solution de I'équation (2.21). L’état d’équilibre d’origine est linéaire-
ment stable si Re(\) < 0, puisque, dans ce cas, la perturbation w — 0 lorsque t — co. La
détermination des valeurs propres de A se fait, comme d’habitude, en résolvant I’équation

caractéristique conduisant a

Mot = o8 (a9 £Vt 00 = 1 uge — fog) (2.23)
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De 'analyse de 'équation (2.23), il résulte que la stabilité, c’est-a-dire Re(\) < 0, est
garantie si :

fut g0 <0, (2.24)

fugv + fogu > 0. (2.25)

Les conditions ci-dessus garantissent une stabilité linéaire dans le temps pour I’état ho-
mogene d’origine, donc sans l'influence des termes diffusifs. En présence de diffusion, on
a le systeme complet de réaction-diffusion donc les perturbations spatiales et temporelles

doivent satisfaire :

w; = DAw + fAw. (2.26)

Les solutions du systeme d’équations ci-dessus ont la forme :

Z cke th (2.27)

ol les constantes ¢ sont déterminées par développement de Fourier des conditions initiales
en termes de Wy(r), qui sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres k du
probléme aux valeurs propres. Si le probleme est unidimensionnel, défini en 0 < x < a, w
est une combinaison linéaire de termes sous la forme de cos(k - x) et les valeurs propres,
k= ?%T (un ensemble discret de valeurs), sont appelées onde Nombres. La substitution

de I’équation (2.27) dans (2.26) donne pour chaque k :

AW, = BAW,, + DAW,, (2.28)
L’équation (2.28) peut étre réécrite comme :

(M — BA—K*D| Wy, =0 (2.29)

Puisque nous recherchons une solution non triviale pour le systeme cidessus, le détermi-
nant de la matrice multipliant W}, dans I’équation (2.29) doit étre égal & zéro. Ainsi les

valeurs propres (k) doivent satisfaire :
N X[R(1+d) = B (fu+g0)] +h (k) =0 (2.30)

ou

h(K?) = dk* = B (dfu + £.) k* + b (K?) + B2|Al. (2.31)
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Afin que I'état stationnaire soit instable aux perturbations spatiales, il faut imposer
pour la solution A(k) de I’équation (2.30) que Re A(k) > 0 pour un certain k # 0.
Pour s’assurer de l'existence d’une telle racine, il faut que h (kQ) < 0 dans I’équation
(2.15). De plus, puisque le coefficient de k* dans I'’équation (2.31) est positif, des valeurs

négatives de h (kZ) se produiront pour k* entre ses racines k? et k3 :
k2 < k* < k3 (2.32)

On peut montrer (2.24) qu'une condition nécessaire pour obtenir des racines positives
avec d différent de 1, est :

(df, + g,) > 0. (2.33)
Par contre, pour obtenir deux racines réelles distinctes il faut un discriminant positif :
(dfu + g0)* — 4d|A| > 0 (2.34)

En bref, les conditions qui restreignent 1’espace des parametres caractérisant ’espace de
Turing peuvent étre résumées avec ’ensemble d’inéquations suivant, obtenu a partir des

équations (2.24), (2.25), (2.33) et (2.34)

fut 90 <0 (2.35)

Jugo + fogu >0 (2.36)

dfu + 9o >0 (2.37)

(dfu+ 90)* = 4d (fugs — fogu) > 0. (2.38)

En plus de satisfaire les inégalités (2.35)-(2.38) ci-dessus, les problémes bidimensionnels
définis dans 0 < = < p,0 < y < ¢, doivent satisfaire I’équivalent de 1’équation (2.32), c’est-
a-dire les valeurs entieres des nombres d’onde dans les deux sens met n doivent satisfaire
I'inégalité suivante :

2 2
k2 < ("2 + = ) < k2. (2.39)
P

?




2.5. ANALYSE DE I’INSTABILITE DE TURING POUR LES MODELES BIOLOGIQUES 28

2.5.2 Résultats pour le modele de Schnakenberg

En utilisant le modele de schnakenberg, on suppose que les dérivées temporelles sont

s o Ou v : . . .
égal a zéro, — = — = 0, qui nous permettent de trouver 1’état stationnaire :

at ot

(g, Vo) = <a +, b) (2.40)

(a+b)?

Nos simulations ont ensuite été effectuées en utilisant le parametre décrit dans le tableau
2.1. Le domaine utilisé dans ces simulations était 0 < x < 1 et 0 < y < 1. Un maillage de
26 x 26 points a été utilisé dans les simulations :

Apres un temps égal a 8 |, nous avons collecté les résultats. La fonction odeint a renvoyé
les valeurs de la solution en utilisant 60 points également répartis.

Pour cette simulation, nous avons appliqué une perturbation de 0,9% dans la condition
initiale. Pour obtenir 'instabilité de Turing, les inégalités définies par les équations (2.35)

a (2.38) doivent étre satisfaites[25].
Jutgo=-3534<0
fuGo + fogu = 31229.96 > 0
df, + g, = 1119.36 > 0

(dfu + go)° +4d (fugs — fogu) = 107748.65 > 0

En substituant a ces inégalités les valeurs données par le tableau 2.1

Parameter | Value
a 0.1
b 0.9
d 9.1676
y 176.72

TABLE 2.1 — Parametres utilisés pour simuler le modele de Schnakenberg

on obtient, dans cette situation, m = 2 et n = 1, ou vice versa, sont des valeurs qui
satisfont a I'inégalité. Ainsi, les motifs qui peuvent étre formés sont comme lillustre la

figure 2.1.
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10 1.334e+00 10 1.055e+00
o8 08
0.6 0.6
9.9548-01 9.019e-01
04 0.4
0.2 02
1.0 6.572e-01 U_% 0 ¥] 0.4 06 o8 10 7.483e-01

u'%u 02 o4 0.6 oe

F1GURE 2.1 — Concentration de u, a gauche, et v, a droite, pour le modele de Schnakenberg

sur un maillage 2D.

2.5.3 Résultats pour le modele de glycolyse

Les valeurs qui satisfont I'inégalité sont m = 5 et n = 2, donc les motifs [25] qui
peuvent étre formés sont présentés dans la figure 2.2. Pour calculer la simulation pour ce
premier ensemble de valeurs de test, le domaine bidimensionnel 0 < x < 7wTet 0 <y <7
été utilisé. De plus, un maillage avec 61 x 61 a égale 500 ont été utilisés dans la simulation
qui a calculé 1000 points également espacés dans l'intervalle temporel analysé. Le niveau

de perturbation appliqué dans la condition initiale utilisée dans la simulation était de

0,5%.
! T 4.65864e-0] a0 U 6.57955e+01
A 25 ,
. 3.21221e-00 15 3.57086e+0
| 0. O
| 0
ﬂ h 5.62166e-01

.0 o,
%0 os Lo 15 20 25 30 e 85 o5 10 15 20 25 38

F1GURE 2.2 — Concentration de u, a gauche, et v, a droite, pour le modele de Schnakenberg

sur un maillage 2D.




CHAPITRE 3

Formation de motifs dans une

diffusion croisée

3.1 Les motifs de Turing dans un modele a deux

especes

3.1.1 Condition de nos dimensionnalisation

Soit un systeme de réaction diffusion a deux especes

%;1 = DsAA+ F(A, B)
(zf = DpAB+ G(A, B)

(3.1)

F(A,B) = ki — koA + ks A’B,
{ G(A,B) = ky — ks A’B.

Ou les Dy, Dp, k;,i = 1,4 sont strictement positives.

Le systeme (3.2) est appelé la cinétique de Schnakenberg.

On introduit L comme une échelle de longueur et on pose [4]

ks 2 ks ) 2 Dt v

Dp by (ks ? by (ks ? L2k,

Prenant la dérivée partielle de A par rapport a t* et *, donne

aA_%ﬁt_lj% aA_%ﬁx_L% (3.5)
o  otot Dot Ox*  Oxdr* Oz '

PA 1 PA 1.
“oe " mam B 39

A(x)A

30



3.1. LES MOTIFS DE TURING DANS UN MODELE A DEUX ESPECES 31

ko \ 2 0A (k) ? Qu
A - o = — .
<k53> u  donc e (k;;) o (3.7)
Da0A Dy .
Ce qui donne
0A . L?
kQ %621 k?g % L2 2
—= =|-—= * — — ) 1
<k3> o <k3> A(z )u—l—DA (k1 — k2 A + k3 A*B) (3.10)

1 1 1 1 2 1
ka\ 2 Ou ko) 2 L? ( 2>2 (k:2>2 <k2>z
— =(=) A(z* — |k — ko [ = k — — )
(k3) ot* </€3> (@) u+ Dy |"t R k3 " k3 Y
En suite, on trouye

du L2 ks 2 ko\2 (k32 o\ (ks\2 o (k22
— A ut—=— |k (2) -k (2) (2 I Y 2 . (3.12
o (“")“*DA[l(ka) 2<k3> (l@) e 3<k3> <k2> ¢ (kg) v - (312)

—~

3.11)

ou 22 ky (k)2 ,
A R PR (0 , 1
G A(ZE )U+ DA k1k2 <k2> ]{72U—|-]{52U (% (3 3)
Ce qui donne
ou N L? ki (ks\? 2
at*—A(x)u—i-D—Ak:g l@(k@) —u+uv (3.14)
On obtient la suivante
ou . L? 9
8t*:A(x)u+D—Ak2[a—u+uv}. (3.15)
D’ou
au * 2
at*:A(:c)u—ir’y[a—u—i—uv}. (3.16)
0
67:1 =A@ u+vf(u,v). (3.17)
OB _0Bor _ I*0B 0B _0Bos _ 0B .
ot ot ot Dy ot’ Oz Ox dx*  Ox’ ’
0’B 1 0°B 1 3
kg % 0B k’g % v
= (=2 = (=2 . 2
B <k3> v done v <k3) e (3.20)
Da0B _ Do\ (i Ga B). (3.21)

Lot L2
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32

0B Dg L?
= —A(")B+ —G(A, B).
5 = oA @) B+ 5-GA.B)

ks) ot Da\ks

k\? v Dy (k\? . . L?
(&) =5 (&) 20,
ks \ 2 kN[ ENE 1 /K
3 3 2 2
i (m) o (&) [(k?,) ] (kg
1
k4 k3 2 2

:dA(x*)v+7[b—u2v].

87) DB L2
= A (x* N
ot* Dy (.CL' )U+ Dy

81} DB L2
= —A(z* -
Ere DA (.CE ) v+ DA k’g

Alors
ov

ot*

d’ou

ov

=dA (%) v + vg(u,v).

Ou = Au+ vf(u,v)surQ

t
5;; = dAv + vg(u,v) sur €.
ou  Ov
—=—=0 of.
o0~ sur

3.1.2 Analyse de stabilité

ow =~yJw

. ( fu f. )
Gu  Gu (0,0

w = ae™

(/{:2)2 ov  Dp <k2>2 A(z) v+ ll)i {]{;4 — I{;3A2B} .
kg % i k2 %
ky — ks [(kg) u] <k3> U] .

(3.22)

(3.23)

(3.24)

—~

3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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3.1.3 Stabilité sans diffusion

)\2 - (fu + gy) A+ 72 (fugv - fvgu) = 07 (333)

v |:(fu + gv) + \/(fu + gv)2 -4 (fugv - fvgu)}

AL = ,
2 (3.34)
7 (Fat 90) =+ 90 = 4 (g — fuga)]
Ao = 5 .
Te(J) = fu+ g, <0, (3.35)
det(J) = fugo — fogu > 0. (3.36)

3.1.4 Instabilité induite par diffusion

ow

10
e DAw +~vJw, D = ( ) (3.37)

0 d
w = Z cke’\’“twk
k

A, + k), =0 sur Q
(3.38)
% =0 sur dN
an
Mopere™ = E2Dere + v Jepe
Apy, = DE*tpy, + T,

(M = 7] + DE?| b = 0, tel que vy # 0 (3.39)

det (AT —7J + Dk*) =0

A=7fut K —fo 0
—VYu A =g + dk’

Mt [(d+ DR = (futg)| A+ H (k) =0 (3.40)
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)\1:

Ao =

H (k) = dk" — yk? (df. + g) + 77 det(J)
M +al+5=0,
a=(d+ 1)k =7 (fu+9.), (3.41)

B = dk* — vk* (df, + g,) +~* det(J) (3.42)

k2(d+1)_7(fu+gv) >0

RO 4+d) = (futg0) VIO +d) =7 (fu+ 0] — 4H (k2)

2 2
mu+@—wn+%y?mwu+@—wh+%m—uﬂW>
2 2
dfu + go > 0. (3.43)
22, — v (dfu + gu) = 0 (3.44)

0 (dfu + gu)
k2, = g (3.45)

Hy = H (k2,) = dkj, — vk2, (dfa + g,) + 77 det(])

Hy = H (k) = [det(J) _ (‘%L%)

(dfu + 90)°

det
et(J) < w

pour k # 0, et a la bifurcation, quand H (ki) =H, =0

2
det(J) = W
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3.1.5 Le coefficients critiques

A la bifurcation, lorsque H (k:,zn) = H,, = 0, nous avons besoin de

(dfu + g0)°
4d ’

dfu+9,)°
det(‘]> = fugv - fvgu - (fz;ig)

A2f2+22fu9u — fuge)de+ g2 =0
/{2 — i (dfu + gv> o det(‘]) VvV fugv - fvgu

det(J) =

e 2, e, T Va4

3.1.6 Les conditions suffisantes pour la formation de motifs

"}/dfu +gv + \/(dfu +gv>2 —4d (fugv - fvgu)

— =1,2
kl 2d Y Z )
Ainsi,
k2 < k* < k3 (3.46)
tel que
2 7 \/ 2
2 7 \/ 2

L’expression A = A <k2) est appelée relation de dispersion. Dans un intervalle instable,
Re A (k2> > (0 a un maximum pour k,, avec d > d.. Cela implique qu’il existe un mode

de croissance plus rapide dans la somme de w. Ainsi, nous avons
k2
w=Y ey pour les grands t. (3.49)
k1

Pour récapituler nos résultats pour 'instabilité induite par la diffusion d’un systeme de

réaction diffusion de deux espéces.
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Théoréme 3.1

Considérons le systeme de réaction diffusion (3.29) avec le point d’équilibre (ug, vp) .

Les conditions pour que les motifs de Turing se forment sont

Ju=+ 90 <0, (3.50)
fugv - fvgu >0 (351)
dfu + g, > 0 (3.52)
dfu + 9.)°

4d

Ot toutes les dérivées partielles sont évaluées a (ug, vo) : Si ces conditions sont remplies,
il existe alors une gamme de motifs dépendant de vy ; les nombres d’ondes linéairement
instables donnés dans (3.46)-(3.48). Ces motifs spatiaux sont les fonctions propres 1,
avec les nombres d’onde ki et k.

Notez que cela découle de (3.50) et (3.52) ou d # 1;et f, et g, doivent avoir des
signes opposés. Par exemple, si f, > 0 et g, < 0,d > 1, cela signifie que I'inhibiteur

du systéme (3.29) doit diffuser plus rapidement que 'activateur.

3.2 Application sur le systeme de Schnakenberg

3.2.1 Le systeme de Schnakenberg

3.2.2 Les points d’équilibres
Les points d’équilibre sont obtenus par f(u,v) = g(u,v) = 0, d’ou

a—u+utv=0

b—u?v=0

(ug,v9) = (a—i—b, b >

(a+b)?
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J ( fu fo ) ( 142w  u? )
N u v N _2 —u?
Ju 9 (u0,v0) u “ (u0,v0)

par suite
b—a
b+a (a+b)7
J=1 "9 )
T —(a+0)

3.2.3 Instabilité induite par la diffusion pour le systeme de

Schnakenberg

par conséquent

0<b—a<(a+b)?

det J — Kbib() (a+b)?2| — [(Z;Z) (a+ b)?] |

[d(b—a) — (b + @)*]” > dd(b + o)™

D’ou Ainsi on a

par conséquent

0<b—a<(a+b)?

det J — Kbib() (a+ b)Q] - [(Z;Z) (a+ b)?] |

D’ou
det J = b* + a® + 2ab
=(a+b)?>>0
dfu+ 9, >0
db—a) > (b+ a)3.
Ainsi on a

[d(b—a) — (b + a)’]” > 4d(b + a)*
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0<b—a<(a+b)? (3.54)
(a+b)* >0, (3.55)
d(b—a) > (b+a)? (3.56)
[d(b—a) — (b + a)*]” > 4d(b+ o)™ (3.57)
@:Au%—a—u%—u% (3.58)
ot
@—dAHb—u% (3.59)
ot ’ ‘
+oo +oo
Y(z,y) =Y > A,cos [ ] B, cos [mﬂy] (3.60)
n=1m=1 p q
= nwx nmy
wt,z,y)=> > ¢ A cos | —| By, cos | —= |, (3.61)
n=1m=1 p q
ou
2 2
k? = r? [712+m2 , n,m € Z.
p q
Ti(a,b,d) = ki < k* < ki =~T5(a,b,d) (3.62)

On utilisons les inégalités (3.46)-(3.48), on obtient

dfu+ 90 = \/(dfut 9.)° — 44 (fug0 — fo00)

F1<a7 b7 d) - 2d

[d(b— a) — (a+b)*] = /[d(b— @) — (a+ b)3)* — 4d det(J)

['y(a,b,d) = 2d(a + ) , (3.63)
et pour
o dfu + gv + \/(dfu + gv)2 —4d (fugv - fvgu)
Iy(a,b,d) = :
2d
Ce qui donne par similaire
[d(b—a) — (a+b)3] +/[d(b — a) — (a + b)*)* — 4d det(J)
[o(a,b,d) = 2d(a + ) (3.64)
2712 472 472
2 _ [T 2 2 _
“re |:k2 :| ’YFQ(av b7 d) s 2 ’71_‘1 (CL, b7 d) (365)
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3.3 Formation de motifs dans une Diffusion et diffu-
sion croisée

Le but de cette partie est de discuter des roles de la diffusion et de la diffusion croisée
dans la modélisation de la formation de motifs.
Cette partie étudie la dynamique spatiale d'un modele zebra sh avec des diffusions croi-
sées. Des conditions suffisantes pour la bifurcation de Hopf et la bifurcation de Turing
sont obtenues en analysant I’équation caractéristique associée. De plus, nous déduisons
des équations d’amplitude basées sur une analyse a plusieurs échelles, et en outre, en
analysant.
Les équations d’amplitude, cinq catégories de motifs de Turing sont obtenues.
Enfin, des résultats de simulation numérique sont présentés pour valider ’analyse théo-
rique. De plus, certains exemples démontrent que les diffusions croisées ont un effet sur la
sélection des motifs, ce qui explique tres bien la diversité du motif zebra fish. La formation
de motifs a longtemps fasciné 'humanité, mais la nature n’est pas préte a livrer tous ses
secrets. Alors que les systemes de réaction-diffusion suggérés par Turing peuvent apporter
quelques réponses, il est difficile d’appliquer ces idées a la biologie. Bien que I'application
de systemes de réaction-diffusion soit souvent utilisée pour expliquer la génération de mo-
tifs de peau animale, a partir de nos explorations des équations, nous pouvons conclure
que les motifs émergeant de ces systemes ressemblent davantage aux motifs d’organismes

microscopiques.

3.3.1 Formation de motifs dans une Diffusion

L’utilisation de la diffusion pour modéliser la formation de motifs a une longue histoire.
Par exemple, le concept bien connu de « motifs de Turing » remonte au célebre article de
Turing [10] en 1952. Cependant, les progres mathématiques dans la compréhension de ces
modeles n’ont été réalisés que relativement récemment. Il s’avere étre un principe général
que les propriétés de stabilité d’un état stationnaire sont étroitement liées a la « forme »
de I’état stationnaire.

Dans cet partie, la formation de motifs pour un modele de Schnakenberg est étudiée en
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deux dimensions. Le modele a été étudié lorsque la diffusion est non linéaire. Les conditions
d’instabilité due a la diffusion sont appliquées a ce modele et montré que ce modele peut
formuler des motifs[10].

Le systeme de réaction dffusion sans diffusion croisée est donné par

gu _ dyAu~+ f(u,v)

IS

SRS

; - dvAv + g<u7 'U)

ou f(u,v) =7 (a —u+ UQU) et g(u,v) =~ (b — u2v>, I’état d’équilibre de ce systeme
b
est E=|a+b———=],a+b>0etb>0.
(a+0)

Dans ce cas, la matrice de diffusion, sera diagonale et aura des valeurs parfaitement
positives. Pour choisir le type de motifs, 'auteur a effectué des simulations numériques
approfondies du modele spatialement étendu dans des espaces a deux dimensions, et les
résultats qualitatifs apparaissent comme suit :

Nous pouvons observer que les motifs de rayures stationnaires et les motifs Hy émerge,

voir figure 3.1.

_—————e =l —_—awi i e————
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FIGURE 3.1 — Motifs sous forme des bandes et hexagones dans différents instants.

D’apres la figure 3.1, la figure 3.2 et la figure 3.4 | il est évident que les motifs hexa-
gonaux Hj et les motifs a rayures coexistent lorsque le systéme 2.2 n’a pas de diffusions
croisées.

Cependant, il n’y a que des motifs a rayures ou des motifs hexagonaux lorsque les termes de
diffusion croisée émergent et changent. En d’autres termes, les diffusions croisées peuvent

modifier la sélection des motifs[11].
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3.3.2 Formation de motifs dans une Diffusion croisée

Nous montrons que la diffusion croisée peut déstabiliser un équilibre uniforme qui est
stable pour les systemes cinétiques et d’autodiffusion; d’autre part, la diffusion croisée
peut également stabiliser un équilibre uniforme qui est stable pour le systeme cinétique
mais instable pour le systeme de réaction d’autodiffusion.

Dans cette partie, nous considérons les systemes réaction-diffusion avec diffusion croisée
sur des domaines bornés ou non bornés, mais nous nous concentrons sur la stabilité
linéarisée d’un équilibre constant[11].

Nous avons présenté une analyse détaillée de la stabilité linéaire pour les systemes de
réaction-diffusion avec diffusion croisée et validé nos résultats théoriques. Le systeme de

réaction dffusion avec diffusion croisée est donné par :

(g?: = d,Au~+ dy2Av + f(u,v)

(2.2)
ov
a = d21Au + dUAU + g(“? /U)

ou f(u,v) =+ (a —u+ u271> et g(u,v) =~ (b — u%), I’état d’équilibre de ce systéme est

E—<a+b, a+b>0etb>0

b
(a+ b)2> ’
sur la figure 3.2 , qui montre que les motifs hexagonaux H, prévalent sur I’ensemble du
domaine, ce qui correspond a la figure 3.3 , qui montre poisson zebre avec des motifs de
taches dans la nature. La figure 3.4 montre des mtifs de type taches et rayures, ce qui
correspond a la figure 3.5, qui montre poisson zebre avec des motifs de taches rayures
dans la nature.

Hongyong Zhao [11], a étudié la formation de motifs pour un type de poisson, 'auteur
a utilisé le systéeme de Schnackenberg comme modele mathématique pour cette étude
avec des techniques et simulation numériques, quelques catégories de motifs de Turing
sont obtenues, des taches, des bandes et des hexagonaux. En plus de l'effet de la diffusion

croisée. Les figures suivantes montrent certains types de ces motifs.
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FIGURE 3.3 — Zebrafish with spot patterns in nature.
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FIGURE 3.4 — Motifs sous forme des taches et des bandes dans différents instants.
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FIGURE 3.11 — Motifs sous forme des taches et des bandes dans différents instants.
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FIGURE 3.12 — Motifs sous forme des taches dans différents instants.

3.4 Le role de la diffusion croisée dans le modele de

Schnakenberg

Dans cette section, notre analyse se concentrera sur I'occurrence de la formation de
motifs dans un domaine rectangulaire [24] Dans cet article, nous avons étudié le mécanisme
de Turing induit par la diffusion croisée linéaire pour un systéme de réaction-diffusion de
Schnakenberg a deux variables. Nous avons déterminé I’espace des parametres distinguant,
a chaque fois, la région supercritique de la sous-critique.

En particulier, nous avons trouvé que la région sous-critique augmente lorsque d, (le
terme de diffusion croisée pour 'activateur) augmente, tandis qu’elle diminue lorsque d,,
(le terme de diffusion croisée pour I'inhibiteur) augmente[24].

En effectuant une analyse faiblement non linéaire, nous avons prédit I'amplitude et la

forme du motif. Quelques types de motifs obtenus sont représentés sur les figures comme

LA
el
LR A

Figure 13 : Motif de modes mixtes.

suit :

E E § B

Figure 8 : Motif de carrés.
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Figure 14 : Motit de super-carrés.

3.5 Motifs dans la nature

Serpents

Figure 15 : Motif hexagonal.
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Motifs de Turing chez les poissons




Conclusion

e but de cette mémoire est d’étudié 1’éffet de la diffusion croisée sur la formation

de motifs, et de comparer cet éffet avec I'éffet de la diffusion normale sur cet
formation. Nous avons utilisée le mécanisme de Turing pour la formation de motifs, le
modele mathématique utilisé dans 1’étude est le modele de Schnakenberg. Pour montrer
la formation de certains types de motifs, le poisson Zebre a été choisi pour cette étude.
Grace a I'étude, de nombreux types de motifs on été obtenus par le mécénisme de Turing,
motifs de type taches, motifs en forme de rayures, motifs contenant des taches et rayures,
et aussi motifs de types hexagonaux. pour obtenir ces types de motifs, soit prenez la
matrice de diffusion comme une matrice diagonale, et on change a chaque fois les valeurs
de ses élements, la parallele avec 1’évolution des valeurs de parametre b, soit prenez la
matrice de la diffusion comme une matrice de diffusion croisée, et de faire les memes
étapes précédentes ce que nous avons fait avec la matrice diagonale. Comme perspective,
I’éffet de la diffusion croisée sur la formation de motifs, peut étre étudié a 'aide d 'autre

modeles mathématiques, comme le modele Gray-Scott ou le modele Brusselator, ....etc.
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