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Notations

e C ([a,b],R) : 'espace des fonctions continues de [a,b] dans R.

e C¥la,b] : espace des fonctions k-fois continiment différentiables dans [a,b].
e D% : ]a dérivée au sens de Riemanne-Liouville.

e D% : la dérivée au sens de Caputo.

e [ : Vintégrale au sens de Riemanne-Liouville.

e D(T) : domaine de 'opérateur T.

e R(T) : 'ensemble d’arrivé de l'opérateur T.

_ oo a—1_-—t
. T(a) = / 2T td,
0

1
e B(a,p) = /0 (1—z)* 2P de, o, 8> 0.

e G(P)= ‘;C((II;)), la fonction du transfért.

e F'(P) :La transformée de Laplace
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Abréviations

EDF : equation différentielle fractionnaire.

EDIF : equation différentielle integro-fractionnaire.
e FPP : Fractional Power Pole.

e ZPF : zéro a puissance fractionnaire.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire confiné historiquement a quelques correspondances datantes de
1695 entre les précurseurs de ’époque, le marquis de L’hopital (1661-1704) et Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), sur la dérivation fractionnaire s’est depuis ces trois dernieres
décennies, énormément développe et pris beaucoup d’importance dans différents domaines
de la recherche scientifique. Une des raisons principales réside dans ses applications dans de
nombreuses disciplines scientifiques. Le calcul fractionnaire de par ses outils reste un moyen
tres adapté pour la résolution des systemes différentiels. Ceux-ci traduisent en général des
modeles mathématiques ou physiques de nombreux phénomenes naturels qui nous entourent.
Les équations intégro-différentielles et les systemes différentiels fractionnaires se sont révélés
tout récemment comme étant tres utiles dans le domaine de la physique, de I'ingénierie,
la diffusion,...etc. Beaucoup de contributions ont été apportées ces dernieres décennies tant
a la théorie abstraite qu’aux applications des différentielles fractionnaire. Tous les travaux
portent sur l'etude de l'existence et de I'unicité des solutions de ces équations et il a été
prouvé dans de nombreux cas que les modeéles d’ordre fractionnaires fournissent des résultats

plus appropriés et plus pratique que les modeles classiques d’ordre entiers.

Dans ce mémoire, nous étudions 'existence et I'unicité des solutions pour d’équations
intégro-différentielles fractionnaires séquentielles avec des conditions multi points données

par :

(‘D9 4 kDI Y (t) = f(t,z(t),c DPx(t), x(t)), tel0,1],
2(0) =0, 2 (0)=0,

(1)
ia.x(c.) - )\/n Mm(s)ds
Pt (A 1 0 F((s) bl

ot D7 désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a et f: [0;1] x R — R
est une fonctions continues donnée, 2 < ¢ < 3,0 < B,y < 1,k > 0et A\ a;,7e=1...,m sont
des constantes réels avec § > 1,0 <n <& <& < ... <&y < 1.
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En 2013 Bashir Ahmed et Juan J.Nieto ont examiné I’existence des solutions d’un probleme

aux limites fractionnaires séquentielles avec conditions aux limites données par :

(¢D? 4+ k°DI V) (t) = pf(t, x(t) + qIPg(t, z(t)), t €O, 1[,(2)
x(0) =0, =z(1)=0,

Le sujet principal de ce mémoire est I’étude de D’existence et I'unicité des solutions d’un
problémes aux limites intégro-différentielles par I'application de certains théorémes du point
fixe telle que : celui de Banach, Krasnoselskii et 1’ Alternative de type Leray-Schauder
et par la suite en a fait une application réelle et on va voir le role important di calcule

fractionnaire dans le domaine d’électricité exactement dans le filtrage.
Ce mémoire est réparti en trois chapitres :

¢ Dans le 1°¢ chapitre nous présentons un préliminaire concernant les outils de base du

calcul fractionnaire.

¢ Dans le 2¢"¢ chapitre nous étudions l'existence et 'unicité des solutions du probleme

intégro-différentielles fractionnaire séquentielles, et on a fait un exemple sur ce probléme.

¢ Dans le 3" chapitre on a fait une Applications : Syntheése des filtres fractionnaire analo-

giques.



Chapitre 1

Préliminaire

Ce chapitre est consacré aux définitions élémentaires et notions de bases relatives au
calcul fractionnaire tel que les opérateurs d’intégration et de dérivation d’ordre non entier,

lemme et théoremes qui seront utilisés a travers les chapitres qui suivent.

Outils de base.

e Espaces de fonctions (Métrique, Complet, Banach).

Fonctions spéciales concernant la dérivation fractionnaire.

e La fonction Gamma.

e La fonction Béta.

Intégrale fractionnaire.

Dérivées fractionnaire.

e Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.

e Dérivées fractionnaire au sens de Caputo.

e La Transformé de Laplace de la dérivée au sens de Riemanne-Liouville.
e La Transformé de Laplace de la dérivée au sens de Caputo.

EDF et EIDF.

Quelques résultats sur la théorie du point fixe.

e Théoreme du point fixe de Banach.
e Théoreme du point fixe de Krasnoselskii

e Théoréeme de I’Alternative de type Leray-Schauder.

10
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1.1 Outils de base

1.1.1 Espaces de fonctions

Définition 1.1 (Espace Métrique)

Soit E un espace vectoriel sur un corps (K ou C) et d une application de E x E dans R,
on dit que d est une distance, si d vérifie les 3 propriétes suivante :

V(r,y) € E?*  d(z,y)=0&z=uy.

V(x,y) € E? d(z,y) = d(y,x).

V(z,y) € B?  d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Le couple (E,d) est appelé espace Métrique.

Définition 1.2 (Une suite de Cauchy)
Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,)n, € N une suite des éléments dans E, on dit que

(Zn)nen est de cauchy ssi :
Ve>0; dINoeN tqg:p,ge Np>qg>Ny; = d(zp,xq) <e.

Définition 1.3 (Espace Complet)

Un espace métrique est dit Complet si touts suite de Cauchy est convergente dans F.

Définition 1.4 Espace de Banach
On appelle espace de Banach toute espace vectoriel normé sur un sous corps (K ou C),

complet pour la distance issue de sa norme.

1.2 Fonctions Utiles

Dans cette partie nous présontons les fonctions utilisés qui jouent un grande réle dans la

théorie fractionnaire, sont les fonctions Gamma, Béta.

1.2.1 La fonction Gamma

Présenter la fonction qui est trés utilisée et qui permet en générale de fournir des solutions
auzx problémes du calcul fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma qui intervient dans
un grand nombre de formules mathématiques, en particulier dans le calcul de beaucoup de

constantes dans la théorie des EDP.

Définition 1.5 Pour tout nombre compleze z telle que Re(z) > 0, on définit la fonction

sutvante appelée Gamma et noté par la lettre grecque T'.

r- R* — R
z — T(2) = [t e tat.
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FIGURE 1.1 — la fonction gamma
Une intégration par partie de cette formule nous donne
[(z+41) = 2T'(2).

En particulier T'(1) = 1 et on déduit que :

I'(n)=(n—1) Vn € N.

C’est a dire I est le prolongement de la fonction factoriel a ’ensemble des nombres complexe.

La fonction T sur R* est caractérisées par :

et pour x >0, on a :

1.2.2 La fonction Béta

FIGURE 1.2 — la fonction beta
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Définition 1.6 La fonction B(p,q) est la fonction Béta (ou intégrale eulerienne de premiére
espéce), définie de R*T dans R par :

1
B(p,q) = /0 (1—2)P'2% de,  p,g>0.
On a une égalité exprimant le lien entre l'intégrale eulérienne de premiére et seconde espéce :

L'(p)I'(q)

B(p,q) = Tptq)

Re(p) >0, Re(q) > 0.

1.3 Intégrale fractionnaire

Nous allons suivre l'approche de Riemann pour proposer la définition de l’intégrale frac-

tionnaire de Riemann-Louiville.

Définition 1.7 Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0,t]. On considére l'intégrale

1y = [ fs)as

I?f(t) = /Otds/os f(r)dr.

On permutons lordre d’intégration, on obtient :

Pr) = [ (6= 9)f)ds.

Plus généralement le n**™¢ itéré de 'opérateur I peut s’écrire :

i) = /Otdt/otl dt, /;2 dty..oon.. . /Otnlf(tn)dtn

Pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par
la fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n). Riemann rendu compte que le seconde membre de
I(”)f(t) pourrait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non entiére, il était naturel

de définir l'intégration fractionnaire comme suit.

Définition 1.8 Pour une fonction f : [0, +oo[— R, l’intégrale fractionnaire de Riemanmn-

Liouville d’ordre o > 0 est donné par :

10 = g ) (¢~ 9 o).
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Exemple 1.1 Soit f(t) =t° avec ¢ > —1. En effet :

o f(t) = F(la) /Ot(t ) leds.

En utilisant le changement de variable et la définition de la fonction Béta on obtient :

s =1z et 0<x<1; donc ds = tdzx. (1.1)
I%f(t) = 1/1[75 — tz]* et da

I'(«a) Jo

- /l[t(l —x)|* et de
I'(a) Jo

= b /1 te et (1 — z)o gtda
I'(a) Jo

- L /1 tore(1 — z)* atde

 T(a) Jo
ta+c 1 1

_ 1 — p)o—1z¢
(o) /0 (1 —2)* "2z
ta+c

= B 1
I‘\(a) (C + ) a)?

ot B est la la fonction définit par :

1
B(ry,re) = /0 1 — )2 ta avec (r1,m9 € R*T)

et comme I(r )T (1)
r1)l(r2
B(ry,rg) =
(ri,m2) [(ry+1r2)
Alors il résulte que :
o [(c+ 1)t>te
I f(t) = ( )

Fa+c+1)

1.4 Dérivées fractionnaire

La définition de la dérivation fractionnaire a joué un role important dans le développement
de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires. Il y’a beaucoup d’approche pour la

dérivation fractionnaire, nous allons citer les plus fréquentent dans les applications.
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1.4.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.9 Soient f : [0,400[—= R, a >0 et n = [a] + 1, dérivées fractionnaires au

sens de Riemanne-Liouville d’ordre o > 0 est définie par :

1

DS = pomay () [ s

= DIy~ f (1))
Propriété 1.1 1. Sia> B >0, alors pour f € L'[a,b], I’égalité
DRI £)(w) = 15" f (@), (1.2)
est presque par tout sur [a,b].

2. Pour a >0, on a :

Dg f(x) = I “ f(2)- (1.3)

Remarque 1.1 Pour a =0, on a :
D°f(x) = DIy f(x) = I f(=).
Poura=meN, ona:

Dy f(a) = D" f(a) = D™ f(x) = D™ f ().
Ainsi pour o € N, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée

usuelle.

Exemple 1.2 - La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouwville :
En générale la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

n’est pas nulle ni constante, mais on a :

D% = m(?ﬁ —a) .

- La dérivée de f(t) = (t — a)’ au sens de Riemann-Liouville :

Soit o mon entier et 0 <n—1<a<netf>-1, alors on a :

D= = g () [ o
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En faisant le changement de variable : 7 = a + s(t — a), on aura :

DOt —a)f = F(nl_a) (jt)n (t — q)n+h—o /0 "1 = syralghgs

_ F(n+ﬂ—a+1)B(n—a,,3+1)(t_8)5_a
(= )T (3 —a+ 1)

_ I‘(n+6—a+1)F(n—a)F(,8+l) (t_s),B—a

'n—a)l'(B—a+1)I'(n+p—-a+1)

B+ .
= fpoarp"

Lemme 1.1 Pour o > 0, la solution générale de ’équation homogéne
Dgu(t) =0,
dans C[0,T]N L]0, T] est :
u(t) = cot® "+ ert® M 4 eyt

ot ¢, 1 =1,2,--- ,n—1, sont des constantes arbitraires. Nous avons toujours :

Dy I u(t) = u(t)

et
IS (D§u(t)) = u(t) + cot®™™ + et " oo e gt

1.4.2 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.10 Soient f : [0,4+o00][— R, a > 0 et n = [a] + 1, dérivée fractionnaire au
sens de Caputo da droite de 0 d’ordre o > 0 est définie par :

1 t
CDYF(H) = / t— n—a—1 r(n) d
O = formay f 9 s
dn
= 17— f()).
3 )
Propriété 1.2 1. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire :

Si f est une fonction continue et « > 0,5 >0 on a :

YIS () = 1§ (=), (1.4)
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donc Uopérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration
fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

2. La dérivée de f(t) =t au sens de Caputo :
tl—oc

‘Dit = ——.
0 2 -a)

(1.5)
3. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo :

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.
°Dgc=0. (1.6)

Exemple 1.3 La dérivée de f(t) = (t —a)’ au sens de Caputo

Soit n un entier et 0 <n—1< a <mn, alors on a :

r+1)

NCETFSAOA

M) =
o
T(8+1)

Dt —a) = TR Gt

/at(t — )ty — a)ﬁfndr,

en effectuant le changement de varriable : T = a + s(t — a), on obtient :

DE(t — a)’ (= a)’ tA(lfﬁ 1eBngs

I'(3
Fn—a)l'(B—n+1
'g+1)B(n—a,—n+1)
F'n—a)l'(B—n+1)

r+1)r'n—a)'(B—n+1)

(t — a)P=e

_ —a)P@
= T TmoalG-ntn ¢ 9
D(8 + 1) .
f-nrn "

Lemme 1.2 Supposons que u € C[0,1] N L[0,1], avec u™ € C[0,1] N L'[0,1] alors :
I8 (“D§u(t)) = u(t) + co + ert + cot? + -+ + cpgt" 1,

ot eR, 1=1,23--- n—1etn=/[a]+1
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Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemanne-

Liouville

L’avantage principal de I’approche Caputo est que les conditions initiales des équations
différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme
pour les équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur
T =a.

Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la dérivée

d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est
C —
o) (r —a)~ .
Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo est également l'inverse quand on suit l'autre sens (Riemann-Liouville),
c’est-a-dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre v ou m — 1 < a < m par
I’approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par l'intégration fractionnaire
d’ordre (m — ) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu a l’ordre entier
m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o o m —1 < o < m par ’approche
de Caputo on commence par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(z) et puis on

integre d’ordre fractionnaire (m — «).

1.4.3 Transformée de Laplace des dérivées d’ordre fractionnaire

Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de la
dérivées.
La Transformée de Laplace de la dérivée de Riemanne -Liouville

n—1

L{D*f(t)} = s*F(s) = Y _ s*[D** 1 f(t)]=0

k=0
avec n—1 < a < n. Cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemanne-Liouville est bien
connue. Mais son applicabilité on pratique et limitée a cause de ’absence de 'interprétation

physique des valeurs limite es dérivées d’ordre fractionnaire pour ¢ = 0.

La Transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

n—1
L{EDf(1)} = s*F(s) — > s**1 f%(0)
k=0

avecn—1l<a<n
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1.4.4 Equation différentielles d’ordre fractionnaire (EDF)

Définition 1.11 Soient o > 0, et a ¢ N, telle quen=[a] + 1 et f: A CR? - R Alors :

Du(t) = f(t,u(t))

est appelée I'equation différentielles d’ordre fractionnaire.

1.4.5 Equation intégro-différentielles d’ordre fractionnaire (EIDF)
Soit > 0,et 0<t<1:
Du(t) = f(t,u(t), fy K (s, u(s))ds),

ou D%u(t) est appelée équation différentielle d’ordre fractionnaire et f une fonction non-linére

continue.

1.5 Quelques résultats sur la théorie du point fixe

Dans cette partie on va étudier quelques théorémes du point fixe. On commencera par
le plus simple et le plus connue entre eux : le théoreme du point fixe de Banach pour
les applications contractantes, on verra ensuite le théoréme de Krasnosselskii enfin nous

abordons le théoréeme du point fixe de L’Alternative de Leray-Schauder.

Définition 1.12 "Point fixze"
Soit X un espace de Banach et T : D(t) C X — R(t) C X. T un opérateur non linéaire.
Supposons que M = D(t) N R(t) non vide, un point x* est appelé point fixe de T si :

T(z*) = o*.

Définition 1.13 Application contractante
On dit que lopérateur T est un opérateur contractant (ou simplement une contraction) sur
Q C D(T), s’il existe L €]0,1] tel que :

Vo,y € Q: || T(x) = T(y)|| < Ll —yll,
L : s’appelle rapport de contraction.

1.5.1 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréeme de I'applica-
tion contractante) est un théoréme simple a prouver, qui garantit 1’existence d’un point

fixe pour toute application contractante, s’applique aux espaces complets et qui possede de
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nombreuses applications. Ces applications incluent les théorémes d’existences des solutions
pour les équations différentielles ou des équations intégrales et ’étude de la convergence de

certaines méthodes numériques.

Théoréme 1.5.1 "Théoréme du point fixre de Banach (ou principe de ’application
contractante)"

Supposons que l'opérateur T applique une partie fermée bornée @ C X (X est de Banach)
dans lui-méme i.e : T(Q) C Q est une contraction de rapport L sur Q.

Alors, T admet dans @ un point fixe x* et un seul.
Théoréme d’Ascoli-Arzela

Définition 1.14 "L’ensemble Relativement Compact"
Soit E2 un espace topologique et F' un sous-ensemble de E, on dit que F est relativement

compact si sa fermeture F (adhérence) est compacte.

Définition 1.15 "L’ensemble Uniformément Borné"
Soit F un ensemble relativement compact C(F) I’espace de Banach des fonctions continues

z(t),t € F donc on dit que M est uniformément borné si :

dc>0; VeeM:|zt)] <ec telle que t € F,

ou encore

lzl <e,  weM.

Ainsi donc, dir que les fonctions de M sont uniformément bornées signifie que M est borné
dans C(F).

Définition 1.16 L’ensemble des fonctions équicontinues

On dit que les fonctions de M sont équicontinues si :
Vo € MYe > 0,35 =6() >0, iy, ta € F: ||t — o] < § = ||z(t)) — 2(t2)| < e,.

Théoréme 1.5.2 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Soit F un ensemble relativement compact dans un espace vectoriel normé E et soit C(F) un
espace de Banach, formé de fonctions continues x(t),t € F, pour qu’un ensemble M C C(F),
soit compact il faut et il suffit que les fonctions de M soient :

(a) uniformément bornées,

(b) équicontinues.
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1.5.2 Théoréeme de point fixe de Krassnoseleskii

Théoréme 1.5.3 "Théoréme de point fixe de Krasnosseleskii"

Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé, borné et convexe. U; V
sont deuz applications de D dans X telles que : U est une contraction (de constante k) et V
est compacte et continue. Ux +Vy € D

Vx;y € D; Alors il existe v € D tel que Ur +Va =x

1.5.3 Théoreme de I’Alternative de type Leray-Schauder

Théoréme 1.5.4 "Théoréme de U’Alternative de type Leray-Schauder"”

Soient X un espace de Banach, C un ensemble conveze et fermé de X, U un ensemble ouvert
de C et 0 € U. on suppose que T : U — C' est un opérateur continue et compacte. Alors :
(a) T admet un point five dans U, ou bien (b) il existe x € OU (borne de U) et X €]0,1] avec
x = AF(x).



Chapitre 2

Etude de I’existence et ’unicité

Dans ce chapitre on va étudier I’existence et ['unicité de la solution pour I’équation intégro-

différentielles fractionnaire séquentielles avec des conditions multi-points.

e Présentation du probleme.
e Résultats d’existence.
e D’apres le théoreme de Banach.
e D’apres le théoreme de Krasnosselskii .

e D’apres I’Alternativele de Leray-Schauder.
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2.1 Présentation du probleme

On va étudier 'existence et 'unicité de la solution d’un probleme aux limites pour des

équations intégro-différentielles d’ordre fractionnaire.

(°DY + kDI Y (t) = f(t, x(t), DPx(t), Dz(t), te[0,1],
2(0) =0, 2 (0)=0,

m _ gyl
> air(G) = X (”F(é’)m(sms,

ot ¢D? désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a et f: [0;1] x R — R
est une fonctions continues donnée, 2 < ¢ < 3,0 < B,y < 1,k > 0et A\ a;,72=1...,m sont
des constantes réels avec § > 1,0 <n <& <& < ... <&y < 1.

Pour ce probléme on présentera trois (03) résultats d’existence, le premier est basé sur le
théoréme de point fixe de Banach et le second sur le théoreme de point fixe de Krassno-

selskii et le troisieme I’ Alternative de type Leray-Schauder.

Commengons par étudié d’abord le probleme aux limites linéaire.

Lemme 2.1 Pour tous y(t) € C([0,1],R), la fonction x € C3([0,1],R) est la solution de

léquation différentiel fractionnaire séquentielle :
(“DT+ kDI Ha(t) = y(1)

sous les conditions (2,1) si et seulement si :

kt —1 efkt _8671 s o T,]—_wq72
o) = S {A/O”” m)) ([ (] (r<q_)1> y(w)dw)dr ) ds
q—2

U Gi S(g—7
_ ;az/o e_k(Cz‘—s)</0 (F(q _)1) y(T)dT>d8}

t S(s—r q—2
+/O e—k(t—s)(/o (F(q _)1) y(T)dT)dS,

telle que :
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Preuve.D’apres le lemme (2.1) on aura que la solution générale de ce probléme est donnée
par :
1 t
o(0) + KD a(t) = s / (t — )7 y(s)ds + Co + Cit + Cot?. (2.3)
q) Jo
Ou Cy, C1, Cy sont des constantes, (2.3) peut étre exprimé par :

t
_ —k/ )ds + s / (t — )Yy (s)ds + Co + Cit + Cat®. (2.4)
0
Aprés la multiplication par ¥, on peut écrire (2,4) comme :
(z(t)eM) = ’“(l/t(t— )9 %y(s)ds + Cy + 2C; t) (2.5)
z(t)e™) =e =1 Jo 5)1 y(s)ds 1 ot ). )

En intégrant (2,5) de 0 a t et aprés la multiplication par e~**, nous obtenons
e D1 _ bo _ s (s —7)172
kt | _—kt kit —s)
2(t) = boe k(1 e k1) 4 kZ(k:t 14e +/ (/0 T y(r)dr)ds. (2.6)

En utilisant les données (z(0) = 0,2'(0) = 0) on trouve que by = 0 et by = 0, donc (2.6)

prend la forme :

bo okt k(t—s) s—1T)
o(t) = 7Rkt +/ / Sy v ) s (2.7)
) -1
En utilisant la condition Zaz (G) =X / 7) x(s)ds dans (2,7), nous obtenons la
=1

valeur de by telle que :

k2 —g)0-1 5 k(s—r T (1 —w)? 2
by = A{)\/on(nf‘(é))(/o ek )(/0 (F(q_)l)y(w)dw>d7'>ds
moG s (5 7)92
;az/o e cz—s)</0 (F(q _)1) y(r)dr)ds},

ou A est donné par (2,2), on substitue la valeur de by dans la formule (2,7), on obtient la

solution z(t). Ce qui acheve notre preuve. .

Maintenant, nous présentons quelques estimations dans nous avons besoin dans la suite.
Lemme 2.2 Pour y € C([0, 1], R), avec |[y| = supycpo 1] [y(t)], on a

U L R
’/0 771‘(6) (/oek( )/0 T(g— 1) y(w)dw ) dr) ds|

nq+6 2 .
m(kn+€ = Dyl
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y Ui S s s (s —71)172 < - —keoy Iyl
(i) ‘;ai/o e M¢ )(/0 my(T)dT)dS} S;’%’Q‘q 1<1—€ kg)w
b s (5 —7)12 -
(111) ’/0 ekt )</0 71“((]—1) y(T)dT)dS‘ < kf(q)(l_e "yl
Preuve. (i) évidemment
T (1 —w)i? B a1
b T
et
3 —k(s—T)Tqil E * —k(s—7) _ 1 _ _—ks
L gt < wm h t e

par conséquent

Y= [ e [ ()
‘/0 nr((s) (/O ok >(/0 P y(w)dw)dr) ds|

’W( _8)6_1 i —ks
<ol [ i () (= ¢ s

gty ks
< “y”m(kr(q))/() (1— e7F)ds

nq+5—2
<+
~ k2T(6)I(q)

(nk +e ¥ —1)|y].

La preuve de (ii), (iii) est similaire. Ce qui achéve notre démonstration.

2.2 Résultat d’existence et d’unicité de la solution

Cette section est consacrée aux principaux résultats concernant I'existence et I'unicité des
solutions au probléme (2, 1). Tout d’abord, nous fixons notre terminologie.
Soit X = {x 2 € C([0,1],R),* DBz € C([0, 1],R)} c’est I'espace muni de la norme

= “DPz| = t “DPx(t)|.
lzllx = llz]| + [|°D7z]] tgl[gfﬁ\él?()!ﬂren[gfﬁ! 2(t)]

(X,]|.]|) est un espace de Banach .

En utilisant le lemme (2, 1), nous introduisons un opérateur 7' : X — X comme suit :
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kt -1 + e*k't n (T] _ 3)671 S (s
T = — A —_— (s—7) 2.8
(@) A { L (28)
T — w)q_2

x(/o“

[(g—1)

f(w, z(w),¢ DPx(w), I'Yac(w))dw> dT) ds

_ i a; /OQ o k(Gi—s) ( /OS (;(_qT_)ql)Q flr,2(7),¢ DPx(r), IVx(T))dT> ds}
i—1
+ /Ot e k(t=s) ( /OS (i‘(_qi)ql_; f(rx(r),° Dﬁx(T), I’Yx(T))dT) ds.

Ainsi chaque solution du probléme aux limites (2,1) est solution du probléme (2.8) et vice

versa. Donc on doit chercher le point fixe de I'opérateur T c’est-a-dire x* € X vérifiant

I’équation Tx(t) = z(t) et ainsi ce point fixe x* est solution du probleme (2.1).

Alors pour faire des calcules fagile, on a besoin de fixé ces valeur dans les symboles : (p, p,

A, Ay, Ly, Ay) telle que :

P o= sup ——(eF+k-1),
t€[0,1] A ’ |A|( )
P = sup =—k(l—e"),
t€[0,1] A ’ |A ( )
1 = 1
A = PAy+——(1—e%), A =PA+—(2—¢F
1
L; = 1+—"—
' ASYCETA
AL = |)\|277q+i(77k +ehn— 1)+ i ‘CLZ'Kgil(l — e_kCi)i
k2T(q)T'(0) P kT (q)

et A donnée par (2,2). Maintenant nous présentons le résultat d’unicité.

2.2.1 D’apres le théoreme du point fixe de Banach

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Nous considérons 'existence et I'unicité de la solution du probléme aux limites (2.1).

Théoréme 2.2.1 Soit f:[0,1] x R® — R, une fonction continue qui satisfait la condition

sutvante :

(H1)

|f(t,x,y, Z) - f(taxlvylﬂzlﬂ < L(”x - ZElH + ||y - yl” + ||Z - Zl”).
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Pour tout t € [0,1],z,y,2,21,y1,21 € R (L est la constante de Lipschitz), donc le probléme

) <1, ou A, A1, Ly sont donnée par

Ay
2,1) admet luti ;  LLi(A + =———
(2,1) admet une solution unique si LLj(A + 2= 3)

(2,11), (2,12).

Preuve.On pose
My(A + %)

>
1—LL1(A—|— N

)

ot A, A1, Ly sont donnée dans (2,11),(2,12) avec Mo = supicjo,1|f(¢,0,0,0)], alors nous
montrons que T'B, C B, ou B, ={z € X : |z||x <r}.

Pour z € B,, en utilisant (H;), nous obtenons

[f(t2(t), DPa(t), Da(t)) — f(t,0,0,0)| + | f(£,0,0,0)]
L(|z(t)| + |°DPa()| + [I7z(t)]) + My
L=l x + l]l) + Mo

|/ (t2(t),° D7 (t), I (t)]

IA A

IN

1
F'(v+1)

IN

1
L 1—|—) x| x + M,
LLl”l'HX + MO

LL17" + M[).

IN

IN

Alors, pour x € X, nous obtenons

1—|—6 - 5—T
0] < supre | [ O[T e

T (T _w)q ? c ¥
x(/o T M), DPa(w), T x(w))]dw)ch)ds

+ Zm/ K(Ci—s) /OSm|f(r,x(7),CD%(T),m(f))uf)ds}

e~ (tfs) 87(8_7)(1_2 7, 2(7), D x(T x(7))|dT)ds
w [l ([ St Do), Patrldr)d
nq+572

PLI0)
m o g1 _e*kCi 1 1 —eik
+ Xl 0= )+ g )

< (LLyr + Mp)A.

< (LLir + Mo){ P[A| (nk +e™™ = 1)
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En prenant la norme pour ¢ € [0, 1], nous obtenons

| Tx|| < (LLyr + Mo)A.

nous avons aussi

T < [P it / /Ose_us_ﬂ

x(/ﬂ %u(w 2(w),* DPa(w), De(w))|dw)dr ) ds

< Gi . s (s—71)172
+ / ~(Gi=s) /
o led J e (),

q—1)
x|f (7, 2(7),¢ DPa(r), m(f))\m) ds}

+k:/0t e_k(t—s)(/o (;(_qT) ) |f (7, z(T ),CDﬁx(T),I’Ya:(T)HdT)dS

t (t - S)q_2 c
+ gy M () Do), Da(s)lds
nq+6—2
2T (Q)T()

IN

(LLyr + Mo){ P ||\ nk + e F1 — 1)

P PV Lok
Ll = g+ g @)
< (LLlT‘—I—Mo)Al.

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec 0 < 8 < 1, nous obtenons

ol < [ S
< (LLir+ M)A, /0 t mds
< F(;_B)(LLlr + Mo)A,.
Par conséquent
7@l = 7@+ D) 2.13)
< (LLir + My)A + ml_[),)(LLlr + Mo) Ay

N

T.
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Cela montre que l'opérateur T applique I’ensemble fermé, borné B, dans lui-méme.

Maintenant pour x,y € X et pour chaque ¢ dans [0, 1], nous obtenons

|(T)(t) = (Ty) (@)

nous avons aussi

Ce qui implique que

*DPT(2)(t) —¢ DT (y)(1)]

<

IN

IN

IN

IN

-1 s
sup ‘ + e M‘ / / e—k(s—T)
t€0,1] 0

“(f, (rql\fw () Da(0), ()
—f(w, y(w),c DPy(w), T y(w)ﬂdw)df)ds

m Cz S (S — T)q_Q
. —k(Gi—s)
el [ T

x| f(r,2(r),f DPa(r), I'2(7)) = f(7,y(7),° DPy(r), I’

s (g — 7—)(1*2

t s ( c Y
b [ e [ (e D), Pt

q—1)
—f(r,2(7),° Dﬁx(f),m(ﬂ)ydf)ds

nq+672

HP [ g @+ e =D+ et

1 —k
—(1— — ¢DPy —¢ DP
*mq)( e }Hlle =yl + [°DPz — Dy +

nq—i—& 2

LP Mg

f—/h\

i 1=l =+ g e = ]

v+ 1)
nq-i—é 2

L{P [ gapgry @ + 7 - D+ L ledc 0

1 1
N )z~ vl
LLiAljz — vy x,

I(T) () = (Ty) )] < LLiA ]z =yl x.

IN

o I'(1—-5)
LLA,

< mllx —yllx

1
L(y+1)

nh e = 1)+ 3 Jaal ¢! (1

_ o8
[ A @) - 7o) 0)lds

_ e_k'Ci)

_ e—k’Q)

_ ekaz‘)

[l —

(T)\dT) ds}
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Finalemment, nous avons

IT(x) - TW)lx = |T(x)—T)|+|°D’T(x)(t) - D°T(y)(t)|
A
< LL4A+f@{75Mx—mu.
Comme LL; (A + I‘(2Ai5)) < 1,T est une contraction.

D’apres le principe de I'application contractante de Banach, le probléme (2.1) admet une

solution unique qui est ce point fixe de T'. Ce qui acheve la démonstration. .

2.2.2 D’apres le théoreme du point fixe de Krasnosselskii

Notre second résultat d’existence est basé sur le théoreme du point fixe de Krasnosselskii.

Théoréme 2.2.2 Supposons que T : [0,1] x R? — R, est une fonction continue qui satis-

faisant (Hy). En plus de l’hypothése suivante :
(Ha) |f(t, 1,20, 23)| < p(t),Y(t, z1, 22, 23) € [0,1] x R, avec p € C([0,1],RT).

Alors le probléme (2,1) admet au moins une solution dans l’intervalle [0, 1] si

P
I'(2-p)
. ou P est donnée par (2,9) et L1, Ay sont définis dans (2,12),(2,13).

(P + )AlLLl <1

Preuve.On note sup;c(o 1) [1(t)| = [|ull, soit lensemble fermé, borné et conveze B, définit
par B, ={x € X : |jz||x <7}, on pose :
Ay
> A4+ —— . 2.14
Pz (A tg) Il (2.14)

ot A, Ay sont données dans (2,11), nous définissons les opérateurs Ty, Ty sur B, telle que :

(Tiz)(t) = /Otek@s)( /Os(‘;(_QT_);QJC(T,x(T),CD%(T),m(f))df)ds,

(Tyz)(t) = kt — 1A+ ekt {)\/On (n ;(85))61 (/Os kK (s)

X (/OT Mf(w, z(w),° DPz(w), I'Yx(w))dw) dT)dS
q—2

_g;ai /OCi e—k<<i—s>(/03 (;(_(17—)1)

x f(r,z(7),° DB,I(T), va(T))dT) ds}.
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Pour z,y € B,, en utilisant la notation (2.13), nous avons

@0+ Lo < [ e ([ (i(;?l 77, 2(r). Da(r), Da(r))|dr ) ds

kt -1 + e’kt / 6 1 / —k( )
4+ sup |———— e ST
te[o,l] ’ A {' | ( 0

x(/o (r—w) |f(w,y(w), DPy(w), I (w))]dw)dT)ds

I'(qg—1)
m Gi s — T)i—
3l [ ([ - I £ u(r) DOy(e), Py ) s
< {Pait -}l
= Allul.
Aussi
T+ w0 < | [ et ([ S‘QT_l (7). D(r), Ia(r))dr ) ds|
] [ Gt D <>ﬂx<s>>\
k — ke kt n( )5 1 S k(s T (1 —w)i?
+H—% {A/O 77r(a) (/0 e )(/0 T(g—1)
X f(w,y(w )CDﬁ dw)d7'> '
2

H 3 [k /O(;(‘QT_)D £ (). DPy(r), y(r)dr ) s

1
< {PA1+F(q)<2—e 4}l
= Ayull,
ce qui implique que
D Tatt) + T = | [ S e
<t—s> g
< /0 T T + Thulds
t(t—s)" B
< /0 r gy Mllds
< Ay
= Te-pM"

Finalement, nous obtenons
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Hﬂ$+ﬂwhf=:Hﬂ$+TwH+WDWﬂ$+TwW

(A+ - ( o)k

< T

IA

Anisi Tyx + Thy € B,., nous prouvons que To est contraction.

Soit x,y € B,., nous obtenons

_ e —35 1 s
@0 - T)0] < sup [FEE |y [T ([ e

te[0,1]

T (1 —w)?2
<( (F(q_)l)yf(w,a;(w)fp%(w),m(w))

— fw, y(w),c DPy(w), Iy (w))|dw)d7)ds
s (s—71)12
e [k [ ST () D), Do)

I'(g—1)
—[(y(r). DPy(7), Iy(r))ldr ) ds}
< PALLy|jz —y.
Aussi
/ / k — ke_kt K (77 - 5)6_1 s S—T
@O -BwOl < s T (e
T — W) 2
X(/o (F(q—)l)lf(wax(w%cD%(w%I”x(w))
— fw, y(w),f DPy(w), I (w)\dw)dT)ds
i—S) 5 (S _ T)q—? c
+Z|azr [Fere( [F Ot Date). D)
—f(ry(r),° Dﬁy(T), Y T))]dT)ds}
< PA{LL|z -y,
ce qui implique que
c t(t_s)_ﬂ / / 1 =~
DDy~ Do) < [ 5y 25 b — Thylds < g PAsLLalfe — ).

Finalment, nous obtenons
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|Tox — Toyllx < (P+ A LLylz = yl.

P
-7
Donc Uopérateur Th est une contraction.

Nous prouvons la continuité de Ty. Soit {xn}o>, C M et x € M telle que x, — x quand
n — 0o, donc la continuité de f implique que lim, oo f(t, 2, (), DPxy(t), Mz, (t)) =
f(t,x(t),c DBx(t), I"x(t)). Alors

t s (g — )42
()~ Tiate)] < [ eI ([T O (1) DR (). D7)

—f(r, (), DPx(r), Nx(7))|drds

1 —e” 7 2n(7),C DP 2 (1), Dz (T
S (1= (7). D (1), T ()
—f (7, 2(7), DPx(7), [z (7))

IN
o

nous avons ausst

ts) 87@_7)(172 T, (7)., DPap (7)), I 2y (T
[ Mo ([ S () Do (), D)
—f(r,x(7),° Dﬁx(T),IVx(T)ﬂdes

t(t— g)42
[ a0 D (5). T (s)
—f(s,2(s), DPx(s), x(s))|ds

L—e_k 7 2n(7),C DPa,y (1), Ny (T
17 (1= €T (). D). T (7))

—f(r, x(7),f DPx(7), Da(r))| +

—f(S,.T(S),C D”B.CC(S), I’Y.%'(S))’,

IN

| T{an (t) — Tra(t)]

IN

L $,2n(8), DPxp (s Tn(s
g (5.0 (). D, (3). D ()

par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo avec 0 < 8 < 1, nous obtenons

t(t_— g) B
DTy (t) = DPTya(t)] < /0}’f(l_)mF(lq)@—e-’“>|f<7,mnv),CD%nw),mn(ﬂ)

—f(r,2(7),* DPx(7), [ (7))|ds.
par conséquence

|Tia(t) ~ Tie(®)x = |Tiza(t) - Tz (@)l + [°D°Tran(t) —° DPTia(t)]

L—e_k 7, 20(1).C DP (7)), [y (T
L= 7). Do), D)

IN
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— f(r,2(r).¢ DPa(r), Da(r)
+(1)\f(s,xn<s>,CD%n<s>,mn<s>>
(s, a(s >,CD%<s> a(s))

t—s) ok

T g
!f(mn( )¢ DPay(7), [Mwn(7))
—f(r, (), DPx(7), [x(1))|ds.

Clairement || Tixy(t) — Tiz(t)|| — 0, quand n — oo, ce qui implique la continuité de Tj.

Aussi, T1 est uniformément borné sur B, nous avons

(1-e)
< = - 7
Tl < Sl
2 —e7F)
T < =)y,
t—5)d72
cpiT < /(T d

1 (2—eF
S te-p Tt "k

Donc :
—e7F) 1 (2 —e7 k)
FT(0) el + T2-53 T(g [[eell-

1
ITualx <

Maintenant nous prowvons l’équicontinue de 'opérateur Ty, soit Q = [0,1] X B, x B, X Byet
nous définissons My = sup( yyeq | f(t, (1), DBx(t), IMx(t))).
Pour 0 < t1 <ty <1, nous avons

S (s —u)i2

(Ty2)(t2) — (D) ()| = | /(fe-m?_s)( / s
X f (u, z(u), Dz (u), wa(u))du)ds

B s (s —u)12
_/0 ek )(/0 D)
X f(u, z(u)," DPz(u), wa(u))du)ds‘

2
/tl |67k(t2 s) fk(tl s ’/ s — u q
0 I'(g—1)

IN
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x| f(u, 2(u),* DPx(u), I x(u))|duds
s -2

. r2 e—k(tg—s)/ (s —u)?
0

t1 F(q - 1)
x| f (u, @), DPa(u), D (u))|duds
M, _ _
< () ([t3 — 9| + |tde M2 — tie 1)) — 0, quand

to — 1.

Aussi

t1 —S’B— _55
D))~ DT < [ =T s

S NCEERABIEI

L@ty =)~ (b))
e e e e

to
—|—/ |(t2 — s)_ﬂ|ds} — 0, quand  ty — ty.
t1

IA

Alors Th est un opérateure est équicontinue. Donc par le théoréme d’Ascoli-Arzela Ty est
relativement compact. D’aprés le théoréme du point fize de Krasnoselskii, le probéme (2,1)

admet au moins une solution.

2.2.3 D’apres le théoreme de 1I’Alternative de type Leray-Schauder.

Notre troisieme et dernier résultat d’existence est basé sur lalternative de type Leray-

Schauder.

Théoréme 2.2.3 Soit f : [0,1] x R® — R une fonction continue telle que : (Hs), il existe
une fonction ¢ € C([0,1],R") et Q une fonction croissante, sous-homogéne c’est-a-dire
(Qkz) < kQ(z) pour tout k > 1 et x € RT), Q :RT — R, telle que

£t 21, 22,23)] < SOQ2a ]l + Nazlll + llasl), V21,22, 23) € [0,1] x R,

(Hy) il existe une constante M > 0 telle que :

M
)l L12(M)

" > 1,

I'2-p)

ot A, Ay et Ly sont donnée par (2,11),(2,12). Alors le probléme (2.1) admet au moins une
solution.

(A +
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Preuve. Tout d’abord, nous montrons que l'opérateur T définit par (2.8) qui est définit dans

un ensemble bornée dans lui méme est bornée. Soit B, = {x € C([0,1],R) : ||z||x < r}.

Pour tout x € B, nous avons

T(z)(®)] <

IN

<
<
Donc
Nous avons aussi
T () ()]

sup -1 + . |)\|/ / e k(=)
tel0,1] 0

x(/of(}(_q_)l)\f(w 2w ),CD%(W),m(w))\dw)df)ds

n s (s—7)12
+i§;ai|/0 efk«ifs)(/o (F(q)l)
x| f(r, 2(7), D2 (r), Da(r))|dr )ds }

+ /Ot e_k(t_5)</os (;(_qi)ql; |f(r,2z(1),° DB.CE(T), IVx(T))’dT)dS

QU PR U
P{w/o 77r((s) </06k( )(/ TG -1 °W

0
x<Q([l2] + [°DPal| + F(fya_l)HxH)dw)dT)ds

m G - s (5_7—)(1—2
+;ai|/0 e k(¢ )(/0 m(b(ﬁ
< (|l + [°DPx] + MHJJH)CZT)dS}

t S(s—r q—2
+/0 e—kz(t—s)(/o (F(q _)1) (b(T)Q(HHCH
]l dr)ds
Yol La || x)

1
+eDPx|| + =——
D%+

1
{PAl—l- kF( )(1—6
AllollLi2(llz x)-

1T ()] < Aol L1zl x)-

k k‘ —kt s
< oy [ER [T 8en
te[0,1] 0

x(/o (TF(_q(i)j)M(w,m( ). DPa(w), Ia(w))|dw ) dr ) ds
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B o
+Z|a,]/ Bl /0 T(qg—1)
x|f(r,2(7),° DPa(r), Da(r))|dr ) ds |

t s S(S_T)q*2
o[ Sy
x| f(r,2(7), CD%(T) I’%(T))]dT)ds
+/ q_ 1 s, 2(s),c DPa(s), Ia(s))|ds

{Par+ g )<2 =) HIoI ALl x)
< ML),

IN

par la définition de la dérivée au sens de Caputo avec 0 < B < 1, nous avons

*D%(Tz)(t)]

IN

(t—S) '
[ @
t(t— g) B
< Mlsls(iel) [ = as

o I'1-25)
1
< — .
< g hlelnaly)
Finalement, nous obtenons
IT(@)lx = [IT()]+|°D°T(x)]

Ay
(8+ 55 Ielm)

Maintenant, nous montrons que T est un opérateur équicontinue. Soit t1,ta € [0,1] avec
t1 <ty et x € B, nous avons

IN

R R e e (YA

([ ot DIt Pin()ar s

m Cz - o S (S - T)q_2
_ ) k(Gi—s)
)y (),

I(g—1)
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x f(r,2(7),2 DPw(r), I'z(7))dr )ds }|

t s (s—71)12
ARV
x f(r,2(7),° DPa(7), [a(7))dr ) ds

" b2 e—k(tz—s)(/s (s —7)172
0

t1 F(q - 1)
X f(r,z(7),° ]_jﬁx(ﬂ7 I’YQS(T))dT)dS‘
k(ty —t1) + e k2 — e=kta na+o-2
< ‘ 2 1 A [| ‘kQF() (5)
(nk +ehn—1)

+Z|azr<q 1 *’f%m oL

+)/0 (e Hlt2=8) _ o~k(t1=9) (/ S‘Qliql 2du)ds

N : ek(tzs)(/os (;(_(;i)ql) u)ds| 6]l L12(r) — 0,

to — t1.

Aussi

c c ]t =) = (ta = 5)°[| 1y
D))~ DIT@)(0)] < [ B 1 ) o) s
+ t12 (ta — s)_ﬁ‘ T’(x)(s))ds
Ay bt — )7 — (t2 — 5)”]
= T1-5) {/o CEDHCED

to
+ [ Ut =9 Plas}lGILi2) — 0t —s b
1

Alors Uopérateur T est équicontinue. D’apreés le théoréme d’Ascoli-Arzela, 'opérateur T, est

compact. Enfin, pour A € (0,1), soit v = ATz nous avons

)] < {P1+ g0 = eI T lelx) < Ao L),

en prenant la norme pour t € [0,1], nous obtenons

2]l < Aol La(ll=] x)-
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Nous avons aussi

(1) < {Par+ krl(q)@ — e ) HgIULi[l2]x) < Al L[] x)-

D’apres la définition de la dérivée au sens de Caputo avec 0 < B < 1, nous obtenons

‘/t—sﬂ
—Jo

Finalement, nous obtenons

‘ds 1@ L1 2([|[ x)-

Ay
“re-p)

ool

lelx =l + [°DP @)l < (A+

Par conséquent, nous avons

]l x

Ay
(A + pg =g Il a0lalx)

<1.

Dapreés (Hy), il existe M > 0 tel que : ||z|| # M, on défint ’ensemble U = {xz € C([0,1],R)||z| <
M}. 1 est evident que Uopérateur T : U — C([0,1],R) est continue et completement conti-
nue du choix de U il n’ya pas x € OU de telle sorte que x = NXT'x pour un certain \ € ]0,1].
Par conséquent et d’aprés I’Alternative non linéaire du type Leray-Schauder, nous déduisons

que T admet un point fire x € U qui est solution du probléme (1,2). Ceci complete la preuve.

2.3 Application analytique

Cette section est consacré da la présentation de trois exemples d’applications du probléme
intégro-différentielle séquentielle pour valider nos résultats précédents.

On considére le probléme suivant :

(CD8/3 3CD5/3) ( ) _ f(t,l'(t),c D3/4£L‘(t),11/2x(t>)’t S [0,1}7

2(0) =0,z (0) =0,2(3) + 53:(5) + —x(=) + 3z(2) =

: 1.3 25 3 4 /fo(fo—s)%
0
ot g =8/3,k =2/3,8=3/4,y =1/2,a1 = 1l,a2 = 3/2,a3 = 5/2,a4 = 3,(; = i/5,i =
4, X = 1,n = 1/10, avec les valeurs données, on le trouve cela A ~ 0,6148915, A1 ~
1,287595, P ~ 1,648123, P ~ 0,527554, A ~ 2, 607218, A; ~ 1,667317, L1 ~ 2, 128379.
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Maintenant nous illustrons les résultats obtenus en choisissant différentes valeurs de

f(t,z(t),c D342 (t), IV22(t)), d’abord considérons :

F(t,x(t),c D a(t), IV ?x(t) = \/T:jﬁ< : f&'t)' + tan*l(CDB/%(t)))

1
—i-ﬁIl/Qac(t) + cos(mt/2),

évidemment L = 1/11, car

[f (8,2 (0),° DY (t), IV (1) = f(t,y(8), D/ y(t), I 2y (1)
%(Hﬂf—yllﬂLlchg/4 (8) = DY y(@)]| + 11V 2a(t) — I'2y(0)])).

Alors LLy(A + 55257) ~ 0,860389 < 1.

Ainsi, tous les conditions du théoréme (2.2.1) sont satisfaisant. Donc, par la conclusion du
théoréme (2.2.1), nous concluons que la ’existe une solution unique pour le probléme (2.16)
sur [0, 1].

Maintenant, nous montrons 'application du théoréme (2.2.2) avec la fonction non linéaire

donnée par :

3 , |cD3/*2:(t)| 3 1

toa(H).C D3 (8). TV 22(4)) = ¢ = P\ 212, -

$ta(®) D a(0), 1'22(0) = 125 (sin(e(®) + T eparay) + 35T =0 + g
Avec |z(t)] < o0,t €[0,1], (0 c’est un constant réel). dans ce cas on a ju(t) = t+20 + 10\/7r +

10, =3/20 et LL1PA; = 0,6775. Clairement, tous les conditions du théoréme (2.2.2) sont
vérifies. En conséquence, la conclusion du théoréme (2.2.2) implique que le probléme (2.16)
avec la valeur donnée de f a au moins une solution.

Finalement pour appliquer le théoréme de L’Altérnative du type Leray-Schauder, nous choi-

sissant :

1
40 +1¢

F(t, x(t),° D342 (t), I ?2(t)) = (:c(t)cos(x(t)) +° D342 (t) + \fﬂ/%(t) + 2).

Il est facile de voire cela |f(t,z(t),c D3 *ax(t), I'V?x(t))| < (2/(40 + t))(||lz||x + 1), puis, par
la condition Hy, avec Q(||z]|x) = 1+ ||z||x et ||¢|| = 1/20, nous trouvons cela M > M; =~
0,898304, comme tous les conditions du théoréme (2.2.3) sont satisfaits, alors il existe au

moins une solution pour le probléme (2.16) avec la valeur choisie de f.



Chapitre 3

Applications : Synthese des filtres
fractionnaires analogiques

Comme en a vu précédemment concernant lexistence et lunicité de la solution d’un
probléme fractionnaire utilisons les trois théoremes, aussi en veut voir le role et l’importance
du calcule fractionnaire dans le domaine électrique plus précisament dans les circuits RC.
Le traitement du signal a pour principal objet la description des signauz liée au monde
réel dans un but de traitement, d’identification, de compression, de compréhension ou de
transmission. Dans ce contexte les filtres électriques ont toujours joué un trés grand réle
qui traduise le but d’ordre fractionnaire, de telle sorte que les filtres réalisent une opération
volontaire de mise en forme d’une grandeur électrique (courant ou tension), on s’interesse

aux types de filtre pass bas pour filtrer notre grandeur utilise le calcule fractionnaire.

41
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3.1 Définitions

3.1.1 Signale

Un signal est la représentation physique de linformation, qu’il convoie de sa source @ son
destinataire. La description mathématique des signaux est [’objectif de la théorie du signal.
Elle offre les moyens d’analyser, de concevoir et de caractériser des systémes de traitement

de linformation.

3.1.2 Bruit

12.00V_2 2.00v £0.00s  1.00%/ 52

e e e e e e e e e

Freac2)=200.4 Az

FIGURE 3.1 — un model de bruit

Un bruit correspond a tout phénoméne perturbateur génant la transmission ou l’interpré-

tation d’un signal.

3.1.3 Systéme

Un systéme est un dispositif représenté par un modéle mathématique de type entrée/Sortie

qui apporte une déformation au signal (Ex : modulateur, filtre, ...).

Entré = [Systéme] = Sortie

3.1.4 filtre électrique

tension tension de
d'entrée T filtre T sortie
(afiltrer) (filtrée)

FIGURE 3.2 — représentation d’un filtre électrique

Un filtre est un circuit électronique qui réalise une opération de traitement du signal.

Autrement dit, il atténue certaines composantes d’un signal et en laisse passer d’autres.
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3.2 filtres analogiques

Les filtres analogiques permettent de transformer les signaux. Ils sont trés utilisés en électro-

nique analogique, par exemple dans les circuits de traitement des signaux audio.

3.2.1 caractéristiques des filtres
fonction de transfert
La fonction de transfert d’un filtre s’écrit avec les notations complezes (jw) ou de Laplace

(p), comme le rapport de deux polynomes :

N, @
Fp:l:a0+a1p+a2p+a3p+ +a®p tq a.BEeR
D, bo+bip+bap+bsp+ ...+ bp

Concernant cette fonction de transfert, les remarques suivantes sont d noter :

e Pour tout systeme réel le degré du dénominateur () doit étre supérieur ou égal au degré
du numérateur (o) : > a.

o Pour qu’un filtre soit stable, il faut que tous les péles de la fonction de transfert soient a
partie réelle négative.

e L’ordre d’un filtre est donné par le degré du polynome du dénominateur (B) de la fonction
de transfert.

o Toutes les fonctions de transfert peuvent étre décomposées en produit de fonctions de

transfert du premier et du deuxiéme ordre.

Gabarit du filtre

Le gabarit d’un filtre est constitué des limites de tolérance pour les différentes éléments du

filtre, a savoir :

A6 4G
FI) Sy S,
0 0 T2 »
oo %f 97/ f
Gabarit Passe bas Gabarit passe haut

FIGURE 3.3 — la représentation du gabarit d’un filtre pass bas

e La fréquence de coupure,

o L’atténuation dans la bande coupée, en dB,
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e L’ondulation dans la bande passante, en dB,

e La largeur de la bande de transition, située entre la fréquence de coupure et la zone atténuée,
car la coupure d’un filtre n’est jamais parfait,
11l peut y avoir plusieurs fréquences de coupures dans le cas de filtres autres que passe-haut
ou passe-bas :
- pour un filtre passe bas ou passe haut, f, est le bord de bande passante, fq est le bord de
bande éliminer.
- Gmin est le gain minimum que l'utilisateur exige dans la bande passante et Gpqz le gain
mazimum accepté dans les bande coupées. On définit la sélectivité k comme :

k= }C—Z, k= % pour un filtre passe bas,

Fréquence de coupure du filtre

La fréquence de coupure du filtre est la fréquence séparant les deux modes de fonctionnement

idéaux du filtre : bloguant et passant.

3.2.2 Les différentes types des filtres

AN

Passe-bas Passe-haut Passe-bande Coupe-bande Passe-tout

Filtres analogiques
linéaires invariants
dans le temps

FIGURE 3.4 — les différentes types des filtres
On s’interesse aux filtres pass bas et pass haut.

filtre passe-bas

1l ne laisse passer que les fréquences au-dessous de sa fréquence de coupure. C’est un atté-

nuateur d’aigués pour un signal audio. On pourrait appeler coupe-haut.
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A, Fig. 3a

FIGURE 3.5 — la représentation d’un filtre pass bas

A Fig. 3b

v
—

o) fs

FIGURE 3.6 — la représentation d’un filtre pass haut

filtre passe-haut

1l ne laisse passer que les fréquences au-dessus d’une fréquence déterminée, appelée "fréquence
de coupure". Il atténue les autres (les basses fréquences). Autrement dit, il «laisse passer ce
qui est hauty. C’est un atténuateur de graves pour un signal audio. On pourrait aussi ’appeler
coupe-bas.

3.3 filtres fractionnaire

Le comportement d’un filtre d’ordre fractionnaire est le plus souvent décrit par des équa-
tions différentielles ou des fonctions de transfert contenants des opérateurs d’ordre fraction-
naire. 1l existe deux types de fonction de transfert fractionnaire : la fonction implicite et la
fonction explicite.

fonction implicit :

1
GIP) = ——M
(P) (1+7.P)>

fonction explicit :

M ;
M bz Mg
G(P) _ ZZEO pl'
> ito ajpt

3.4 Contribution a la conception des filtres fractionnaires ana-
logiques
3.4.1 Modélisation

L’étude des systemes réels dans les différentes disciplines scientifiques nécessite souvent

une modélisation c-a-d. la représentation du systéeme par un modéle mathématique, dans ce



3. Applications : Synthese des filtres fractionnaires analogiques 46

contexte mous avons apporté une contribution sur la modélisation des filtres électriques par
le biais des opérateurs fractionnaires, en effet il s’agit de modéliser un filtre électrique qui
se constitue d’une résistance et un condensateur en série. Donc on cherche a obtenir une
équation différentielle qui relie ’entrée avec la sortie, pour ce faire on peut faire un appel

auz lois générales de ’électricité : Loi des mailles (somme des tensions égales d zéro) :

v,
— I
o [0
R
v, c__ |k
o e

FIGURE 3.7 — représentation d’un circuit

e+ (~vp) + (~v) = 0

=e—vp—v. = 0,

telle que v = R.i et lorsqu’on a le courant d’entré c’est le meme pour la sortie on obtient :
1= Cd;tc donc

_|_ UC7 (31)

ict on a travailler sur la dérivée d’order 1 mais pour amilioré l'intensitée du tension on a

besoin d’introduire l’order fractionnaire de la détrivée dzz’” telle que o € R, de notre coté on

peut remplacer cette dérivée par la dérivée au sens de Caputo ¢DPv, par la suite on introduise

la transformé de Laplace dans (4.1) avec la transformé de La place de ¢DPv. on trouve :

L(e) = E(P)
n—1
L(R.C°DPv;) = R.CP™.—>» P*F1fR0)  tq: f5(0)=0
k=0
et

Lve(t)) = Ve(P)
= E(P) = R.CP®V.(P)+V.(P)
= E(P) = V.(P)(RCP*+1).

D’aprés la définitoin de la fonction du transfért on trouve :

Ve Ve
GP) = E. V./(P)(R.CP>+1)
1

RCP*+1
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3.4.2 I’Approximation par la méthode de cheref

La méthode d’approximation de Charef a été introduite pour représenter le comportement
dynamique des systémes fractals, également appelés Fractional Power Pole (FPP), carac-
térisés par un diagramme d’amplitude de Bode d pente fractionnaire. Le systéme fractal,
représenté par la fonctionde transfert, est alors approrimé par une fonction de singularité
constituée d’une série de poes et de zéros dont le nombre et la distribution dépendent d’une
erreur d’approximation définie au préalable. Cette approximation peut étre obtenue en met-
tant en série plusieurs filtres passe bande dont le diagramme de Bode est constitué d’un
ensemble des droites sont allternativement des pentes de —20 dB et 0 dB. Par conséquent,
lorsque les poles et les zéros de ces filtres sont particulierement disposés, le lieu de Bode de a
fonction de transfert non entiére peut étre approximée par une fonction du transfert d’ordre
entier. Cette approrimation est d’autant plus précise que le nombre de filtres utilisés est trés
grand et que la bande de fréquence est large. La fonction de transfert entiére équivalente a
cette mise en série des filtres passe bande c’est pour cela en peut pas tracer le diagrame de
Bode dans notre cas car l'order de P est fractionnaire ce n’est pas un nembre entier, donc
en a fait un appelle au méthode d’aprorimations et en a choisie la méthode de charef pour
approximer 'order fractionnaire a un order entier/].

Alors, dans la bande de fréquence |wp,wr], Uapproximation du dérivateur d’ordre fraction-

naire est donnée par :
N

P
H (1 + zo(ab)i)

Gp(P) = P~ Kp-=*

al P
[0+ )

=0

avec Kp = l, 7= RC et w. la fréquence de coupure du ZPF a 3m dB est donnée par w. =
RC et les parametres a, b ,zo et N sont données par : a = 10/100-—m)] p — 10ly/10m] - —
weV'b, po = azgN = (mteger[%} + 1), telle que y est erreur d’approximation.

Donc lorsqu’on revient au notre calcule et en tantqu’on applique cette méthode sur (3.4) en

trouve :

G(P) =

12

R CKD( vao (1+20(1:b)i) ) 1
on note que RC =1

azo( ab )

+
sty ) + oo (14 )

G(P) =

(

TKp [l 0(
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Synthese des filtres fractionnaires analogiques

3. Applications :

Donc c’est la fonction du transfért qu’on a besoin pour tracer le diagramme de Bode.

3.4.3 Répence fréquentielle(Diagramme de Bode)

Un diagrame de Bode est un moyen de représenter le comportement fréquentielle d’un

systéme. il permet une résolution grafique simplifiée, en particuler pour l’etude de la fonction

du tramsfért d’un systéme asservie. il est utilisé afin de visualiser rapidement la marge de

gain, la marge de fase, le gain continue, la bonde passante, le regéte des perturbation et la

stabilité du systéme. son nom vient de linventeur de ce diagramme, Hendrik Wade Bode.

Voici un exemple de fléxibilité pour l'approximation de la fonction du trasfért pour nous arri-

vons a la mailleure valeure approché a la fréquence de coupure idéal c’est-a-dire un excellent

filtrage du signal.
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FIGURE 3.8 — Diagramme de bode de la fonction du transfert



Conclusion

L’objectif de notre travail est basé sur la détermination de l’existence et de ['unicité des
solutions du probléme auzx limites avec conditions multipoints, ce dernier est présenté par une
équation différentielle fractionnaire dont le terme f non linéaire dépend de la dérivée frac-
tionnaire et l'intégrale fractionnaire. La résolution de ce probléme se fait par le biais de trois
résultats d’existence d savoir : le théoréme du point fize de Banach, et le théoréme de point
fiz de krasnoselskii et enfin le théoréeme du point fixe de I’Alternative de type Leray-Schauder.

De ce fait, nous avons détérminé l’existence et 'unicité du point fixe (solution du probléme

(2.1)) par le principe de lapplication contractante. Et nous avons enchainé avec le théoréme
du point fixe de Krasnoselskii qui affirme que deux applications ['une sont contraction et
Uautre est compacte et continue, admet un point fize qui m’est pas nécessairement unique
(posséde au moins un point fize). Et enfin, nous avons conclu notre étude par le théoréme
de I’Alternative de type Leray-Schauder qui consiste d trouver une solution n’est pas forcé-

ment unique. Enfin en a vu une application dans le domaine électrique exactement dans la

spécialité du traitement du signal et on a vu l’importence et le role du calcul fractionnaire.
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