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Abstract

This memoir is devoted to the study of scattering problem of acoustic waves
by an obstacle in dimension 2. The physical phenomenon is governed by the
Helmholtz equation with impedance condition.

The uniqueness is proved via Rellich Lemma and the existence of solution
comes from Riesz theory which is based on the transformation of problem into
regularized integral equation of second type.

Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude d’un probléme de diffraction d’ondes
acoustique par un obstacle en dimension deux. Le phénomeéne physique est
régi par I’équation de Helmholtz avec condition d’impédance.

L’unicité est démontrée via le Lemme de Rellich et I'existence de la solution se
fait par la théorie de Riesz qui est basée sur la transformation du probléeme en
une équation intégrale de seconde espéece régularisée.
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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse au probleme suivant :

Trouver ue€*(Q°)n€" (ﬁ) telle que :
Au+ku=0 dans Q°,
0
) a_Z+,1u:f sur T, (P)
O iku= o(—=) 1] (S)
— —iku=o0(— r=|x|—
or VT *

Ce type de probleme modélise la diffraction d’ondes acoustiques par un obstacle immergé dans un
liquide homogene. La dimension deux représente une section suivant une direction ou la diffrac-
tion par un obstacle infini dans une direction. La condition de radiation (S) dite de Sommerfeld
modélise les ondes qui s’éloignent de I'obstacle. Le probleme mathématique consiste a résoudre
les questions d’existence et d'unicité. Lunicité est basée sur la condition de radiation et du lemme
de Rellich. L'existence de la solution est démontrée essentiellement par la théorie de Riesz. La
théorie du potentiel permet La transformation de notre probléme en un probleme basé sur I'exis-
tence d'une équation intégrale posé en domaine borné. Nos opérateurs étant faiblement singu-
liers et 'apparition de certains opérateurs qui ne sont pas compacts nous impose de régulariser
I’équation intégrale en question pour pouvoir mener a bien I'application de la théorie de Riesz.

Le mémoire est organisé comme suit :

Le chapitre 1 est consacré a un rappel d’analyse fonctionnelle dans lequel on énonce les princi-
paux outils indispensables a notre étude du probléme.

Au chapitre 2, on donne la modélisation de notre probleme et on €écrit les équations mathéma-
tiques associées.

Le chapitre 3 est destiné a la recherche de la fonction de Green et son comportement a I'infini.
On démontre aussi les formules de représentations intégrales nécessaires pour démontrer 1’exis-
tence et I'unicité de notre probleme (P).

Au chapitre 4, on donne les principaux résultats de la théorie du potentiel nous permettant par
la suite d’écrire notre probléme sous forme d’équation intégrale.

Le chapitre 5 est dédié a 'unicite et a I'existence de la solution. L'unicité se démontre par la
condtion de radiation et du lemme de Rellich. L'existence est démontrée par deux méthode, I'une
fait appel a un potentiel combiné (simple-double-couche) et]’autre est basée sur la représentation
intégrale.



Le mémoire s’acheve par une conclusion et des perspectives a envisager ainsi que 3 annexes :
L'annexe A est consacrée au fonctions de Bessel et Hankel et leurs propriétés. Dans I’annexe B,
on donne la démonstration détaillée du lemme de Rellich. Lannexe C est destinée aux opérateurs
a noyau faiblement singulier afin de pouvoir exploiter les résultats de compacité et les appliquer
pour la théorie du potentiel.







Notations

R : Corps des nombres réels.

C : Corps des nombres complexes.

%€ : Espace des fonctions continues.

€™ : Espace des fonctions m fois continiment différentiables.
€ =n meN €.

€% : Espace des fonctions Holderiennes continues.

€% % : Espace des fonctions dérivables de dérivée Holderienne.
2(R?) : Espace des fonctions € sur R? et a support compact dans R? (dit aussi; espace des fonc-
tions test).

2'(R?) : Dual topologique de 2 (R?) ou espace des distributions.
A : Opérateur de Laplace.

V : Gradient.

(.,.) le produit scalaire dans R?.
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Rappel d’analyse fonctionnelle

Résumé

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions essentielles sur les fonctions hélderiennes et les
opérateurs compacts ainsi que les principaux résultats de la théorie de Riesz-Fredholm et ses ap-
plications. A la fin de ce chapitre on énonce les formules de Green ainsi que quelques théorémes
de la continuité et de la dérivabilité sous le signe intégrale ([CK :83], [R :75], [Vo :72]).



1.1 Espaces des fonctions holderiennes

1.1 Espaces des fonctions holderiennes

Définition 1.1.1. Soit Q un ouvert borné de R". On définit 'espace des fonctions hélderiennes
continues et I'espace des fonctions dérivables de dérivée holderienne, noté respectivement, €%«
et €19 par

_ — D(x)—D
€"%*Q) = {® e € Q); M<oo, O<a<l}
X, yeQ)
X£Y
_ _ Vo (x) - VP
€LQ) = (@ € € (Q); VoW VoW _ o g<a=1y,
x, yeQ
X#y
avec leurs normes respectives
|D(x) —D(y)]
I®llg, 4,5 =supl®x)|+  sup_ |x——|“y
xeQ X, yEQ y
X£Y

[VO(x) = VO(y)|
|x—yl|@

||CI>||1’ay5:suplq)(x)|+sup|VCD(x)|+ sup
xeﬁ xeﬁ x’yeﬁ
X#£Yy

Théoréme 1.1.1. (€% %(Q), I®ll, , &) et € *Q), I®ll, , @) sont des espaces de Banach pour 0 <
a<l.
Théoreme 1.1.2. Soit0 < a <1 et Q compact. Alors les injections :

€ NQ)—€Q), j=0,1,

sont compactes.

1.2 Opérateurs compacts

Soient X, Y, Z des espaces normés.

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire A: X — Y est dit borné s’il existe une constante positive
C >0 telle que
I Axlly = Cll x llx,

pour tout x € X

On note par L(X, Y) 'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y muni de la

norme
I Ax Iy

| All= ,
xex,x20 |l xllx
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Définition 1.2.2. Aestdit compact, si pour chaque suite bornée (x,) dans X, la suite (Ax;) contient
une sous-suite convergente dans Y.

Si on note K(X, Y) I'espace vectoriel des opérateurs linéaires compacts de X dans Y, alors on
a les résultats suivants :

Théoreme 1.2.1. Si Ae L(X,Y) etBe L(Y,Z). Alors BA: X — Z est compacte si l'un des opérateurs
A ou B est compact.

Théoreme 1.2.2. Soit Y un espace de Banach et (A,) une suite d'opérateurs dans K(X,Y) qui
converge uniformément vers l'opérateur linéaire A: X — Y, i.e, |A, — Al — 0 quand n — +oo.
Alors A est compact.

Théoreme 1.2.3. Tout opérateur de rang fini est compact.

Théoreme 1.2.4. Lopérateur identité I : X — X est compact si et seulement si X est de dimension
finie.

Théoréme 1.2.5. (Ascoli-Arzela) Soit G < R" un compact et € (G) l'espace de Banach équipé de la
norme du maximum

lplloo,c = max|p(x)|.
xeG

Un ensemble U c €6 (G) est relativement compact si et seulement si il est uniformément borné et
équicontinu, i.e., s'il existe une constante C telle que :

lp(x) = C,
pour tout x € G et tout ¢ € U et pour chaque € > 0 il existe 6 > 0 tels que pour tout x,y € G, on a
lx—yl<d=1p)—pQ) ¢,

pour toute fonction p € U.

1.3 Théorie de Riesz

Soient X un espace normé, A: X — Y un opérateur linéaire compact. Posons L=1—- A ou I 'opé-
rateur identité de X.

Théoreme 1.3.1. Le sous-espace N(L) = {¢p € X; L = 0} est de dimension finie.
Théoreme 1.3.2. Le sous-espace R(L) = {L¢p € X; ¢ € X} est fermé.

Théoréme 1.3.3. Si L est injectif, alors L est bijectif et l'opérateur inverse L' = (I — A)~! existe et il
est borné.

Ce qui signifie, que si I’équation homogene
¢—Ap=0
n'admet que la solution triviale ¢ = 0, alors pour tout f € X, I'’équation non-homogene
¢p-Ap=f
admet une solution unique ¢ € X qui dépend continiment de f.

Corollaire 1.3.1. Le résultat du Théoréeme 1.3.3 reste valable si on remplace l'opérateur I — A par
lopérateur S — A oiL S est un opérateur linéaire borné ayant un inverse S~ borné.
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1.4 Théorie de Fredholm

Dans cette section, on énonce l'alternative de Fredholm qui représente un résultat fondamental
dans la théorie de Fredholm. L'alternative de Fredholm est souvent utilisée pour démontrer |’exis-
tence des solutions pour les équations intégrales de seconde espece.

Soient X et Y deux espaces normés.

Définition 1.4.1. Une forme bilinéaire (.,.) : X x Y — R est dite non dégénérée, si

VOeX,®#0,3Y €Y telleque (P,¥)#0,

VPeY,¥Y#0,30deX telleque (P,¥)#0.

On appelle deux espaces normés équipés de la forme bilinéaire non dégénérée (.,.) : un systeme
dual, et on note (X, Y).

Exemple 1.4.1. Soit Q c R? un ensemble non vide, compact et mesurable au sens de Jordan véri-

fiant Q = Q. Si €(Q) 'espace de Banach équipé de la norme du maximum, alors (€ (), €(Q)) est
un systeme dual pour la forme bilinéaire suivante :

(@,‘P):f@(x)‘l’(x)du(x), D,¥Ye€(Q).
Q

Définition 1.4.2. Soit (X,Y) un systeme dual et A: X — X un opérateur linéaire.
Lopérateur B:Y — Y est appelé opérateur adjoint de A si

VoeX,YeY, (AD,Y¥Y)=(D,BY).
Dans ce cas, on note B= A*.

Exemple 1.4.2. Soient Q2 un ensemble vérifiant les hypotheses de 'exemple (1.4.1) et K: QO xQ — C
une fonction continue. Alors dans (€'(Q2), € (Q2)), 'opérateur intégral défini par

(A®)(X)=LK(x,y)®(y)du(y), D e€ (),

possede un adjoint défini par
(A"W)(x) = fQK(y, NY(duy), YeEW.
En effet,

(AD, V)

fQ (AD) (x)¥ (x)du(x)

fg{fQK(x, y)q)(y)du(y)}‘l’(x)du(x)

fQ‘P(y) {fQK(x, VY (x)dp(x) } au(y)

fQCD(y) (A" W) (M) du(y) = (D, A"Y).
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Remarque 1.4.1. L'exemple ci-dessus reste valable, si on remplace le noyau K par un noyau fai-

blement singulier.(voir Annexe C)

Théoreme 1.4.1. (Alternative de Fredholm) Soit le systeme dual (X,Y), A : X — X un opérateur li-
néaire compact et A* :Y — Y son adjoint compact. Alors on a :

N(I-A) =0, NUI-A")=0,

ou bien,
-

ou bien,
dimN( - A)
(I-A)X)
(I-A")(Y)

AX)=X et I-AHY)=Y

dimN(/ - A*) eN*,

(f eX/(f,¥)=0,Y¥ e N(I - A")},

{g€Y/(D,g) =0,VP e N — A)}.

On donne maintenant une application directe de l'alternative de Fredholm pour les équations

linéaires de deuxieme espece :

Définition 1.4.3. Soit X un espace

de Banach et A: X — Y un opérateur linéaire compact et A* :

Y — Y son adjoint compact. L ’équation

OP-AD=f, PeX feX (1.1)

est appelée : équation linéaire de seconde espece.

Léquation

Y-A*W=g, WeY,geY (1.2)

est appelée : équation adjointe de (1.1).
On a également leurs équations homogenes respectives

O-AD 0 (1.3)
Y-A"Y = 0 (1.4)

Application : D’apres I’alternative de Fredholm on a :

Ou bien les équations (1.1) et (1.2) admettent une solution quels que soient les seconds
membres, et cette solution est unique;



1.5 Formules de Green

Ou bien les équations (1.3) et (1.4) possédent le méme nombre fini de solution linéairement
indépendantes @y,...,0, et ¥4,..., ¥, respectivement ; dans ce cas, pour que I’équation (1.1), res-
pectivement (1.2), admette une solution, il est nécessaire et suffisant que

<f’\yk>:0) kzl,-..,n,

respectivement

(Pr,g)=0, k=1,...,n.
La solution générale de I'équation (1.1) est

n
=D+ ) ap®;
k=1

et celle de 'équation (1.2) est
n
W=Wo+ ) ap¥

k=1

ou @ (resp.¥y) est une solution de I'’équation (1.1) (resp.(1.2)) et a;,...,a, des constantes arbi-
traires.

Remarque 1.4.2. Lalternative de Fredholm reste vraie si on remplace I'opérateur I — Apar U+ V,
ol U est un opérateur qui admet un inverse borné et VV un opérateur compact ou de rang fini.

1.5 Formules de Green

Définition 1.5.1. Soit Q = R? un ouvert de frontiére I'. On note
C={(x1,x%) eR% |xi1l<1, |xl<1},

C* ={(x1,x2) € C, x>0},
C%={(x1,0), Ix1l<1}.

La frontiére I est dit de classe €7, si pour chaque x € I, on peut trouver un voisinage ouvert U et
une bijection ¢ : C — U qui vérifie les conditions suivantes :

1) (pecgz(f) etw‘le%z(ﬁ).
2) p(C°)=UnT.
3) p(CY)=UnNnQ.

Définition 1.5.2. Soient u, v € €*(Q) N€(Q), ot Q c R? est un ouvert borné de frontiere dQ de
classe €2, alors la premiere et la deuxieme formule de Green sont valables :

quvdx:f u@ds—fVqudx.
Q on 0N Q
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0 0
f uAvdx—f vAudx = (u—v— v—u)ds.
Q Q oo 0n on

(.
e 77 : la normale extérieure a 0Q) et % =(VQ©),n)
n

1.6 Continuité et dérivabilité sous le signe intégrale

On aura besoin aussi des théoremes suivants sur la continuité et la dérivation d’'une fonction dé-
finie par une intégrale par rapport a un parametre (cf. [Vo :72], [R :75]).

Soit (E, A, 1) un espace mesuré et f: E x I — R, une fonction donnée, ou I est un intervalle de
R. On suppose que pour tout ¢ € I, 'application x — f(x, t) est (A, Z8(R)) mesurable, avec B(R)
est la tribu borélienne.

Théoreme 1.6.1. (Continuité d'uneintégrale par rapport a un parametre). Si f vérifie les hypotheéses
suivantes :

(i) Pour tout x € E, f(x, .) est continue sur I,

(ii) Pour tout t€ I, f(., t) € L'(E, A, p),

(iii) Il existe une fonction g € L' (E, A, ), telle que, pour tout t € I,

LfC Dl<Ig)l.

Alors, la fonction

t— F(p) :fEf(x, 1) d u(x)
est continue sur I.

Théoreme 1.6.2. (Dérivabilité d’'une intégrale par rapport a un parametre). Si [ vérifie les hypo-
theses suivantes :

(i) Pour tout x € E, f(x, .) est dérivable sur I,

(i) Pour tout t€ I, (., t) € L\(E, A, p),

(iii) Il existe une fonction g € L' (E, A, ), telle que, pour tout t € I,

of
IE(., Ol =1gx)l.

Alors,

1. La fonction

tHF(t):fEf(x, 1) dpu(x)

estdérivable sur 1.
2. Pourtouttel,

of 1 ar - [
=0l E A et dt(t)_fEat(x, 0 d p(x).



1.6 Continuité et dérivabilité sous le signe intégrale

Théoréme 1.6.3. Soit U un ouvert deR? et u une mesure surT, oitT est une courbe fermée de classe
¢! par morceaux dans R?. Soit

f:IxU—-C

(t,2) — f(t,2)

une fonction continue surl' x U, telle que pour tout t € T, la fonction z — f (t, z) est analytique sur
U. On suppose de plus que la fonction

of (t,2)
0z

(t,2) —

est continue surI' x U. Alors la fonction définie pour tout z de U par

F(Z)=frf(t,2)du(t)

est analytique dans U et on a

d of (g,
f f( Z)du(t).

—F - | A0
dz (2) T z
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Résumé

Lobjet de ce chapitre est de décrire le modele physique dont I’étude mathématique (existence
et unicité de la solution) sera développée dans les chapitres qui vont suivre. Ce modele en ques-
tion est régi par 'équation de Helmholtz qui constitue le modele le plus simple pour I'étude de la
diffraction ou de la propagation des ondes (cf. [CK :83]).



Chapitre 2. Position du probléme physique

2.1 Modele Physique

Dans ce chapitre, on donne I'origine physique du probléeme P (Modélisation). On considere Q2 un
ouvert borné de R? (en réalité (en dimension 3), Q représente la section bornée dans une direction)
vérifiant :

1. Le bord I' de Q est supposé compact de classe €>.

2. Lextérieur de Q, noté : Q° = R*\ Q, est Supposé connexe.

On s’intéresse maintenant a la diffraction des ondes acoustiques par 1'obstacle Q immergé
dans un fluide homogene de densité p. La modélisation de ce genre de problemes est déterminée
par la fait que le potentiel de vitesse de propagation des ondes w(x, t), le champs de vitesse v et la
pression p satisfont les équations suivantes :

v—1Vw = dw w 2.1)
_p ) p pO_ at Y ) °

ol py représente la pression du milieu non perturbé et y un coefficient d’absorption. En vertu de
I’équation linéarisée de la continuité (issue de la mécanique des fluide) :

L0 po)+pVr=0
2ot P POITPY-VED:

w satisfait I'’équation des ondes dissipative suivante :
Pw(x, 1) . ow(x, t)
ot? LArY
acec c est la vitesse du son dans le fluide homogene .

On s’intéresse maintenant et particulierement aux solution périodiques de I’équation (2.2) , ce
qui revient a écrire w sous la forme

AAw(x, 1) =0, (x,1)€Q®xR", 2.2)

w(x, 1) = u(x)e "L w>0 (2.3)
ol w est la fréquence (pulsation).
Léquation (2.2) se réduit alors a I’équation d’'Helmholtz

Au+ku=0 dans QF, (2.4)

w(w+1iy)
¢z
On choisira une détermination de k telle que :

Re(k)>0 et Im(k)=0.

Sur la frontiere T', les propriétés physiques de I'obstacle nous conduisent a imposer la condition
suivante :

avec k% =

(v,n)+o(p—po)=0  surl,
ol o est le coefficient d'impédance acoustique et 7 la normale extérieure a I'.
Ce qui donne moyennant (2.1) et (2.3), la condition d'impédance suivante :

9
o Au=o, 2.5)
on

avec A =iop(w+iy).
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2.2 Equations mathématiques

On définit maintenant le champ total solution de (2.4) et (2.5) comme suit :

uT:uI+uD

N

ou
— u! :le champ incident.
— uP :1e champ diffracté.
Le champ total 1’ doit satisfaire donc le probleme aux limites suivant :

AuT +k*u” =0 dansQ°
ou’
—+Au'=0 surT
on
On suppose que I'onde incidente 1’ se comporte comme une onde plane, c’est a dire qu’elle s'écrit
de la forme
ul = Aeikxv)

ou v représente la direction de propagation de 'onde plane avec |[v|=1et A€ C.

Le probléeme se réduit au probleme aux limites suivant :

AuP +K*uP =0 dans Q°

D

0
L+/luD:f sur [,
on

ou’

avec [ = ™ —Aul.
Par souci de généralité, on suppose que f une fonction connue, continue sur I" . Afin de sélection-
ner des solutions qui ont un sens physique; a I'infini uP doit satisfaire la condition suivante :

ouP 1

— —jkuP=0(—) r=|x|— +c0 ()

or VT

La condition (S) est appelée la condition de radiation (rayonnement) classique sortante de Som-
merfeld. Cette condition modélise les ondes diffractées évanescentes, en d’autres termes ; les ondes
qui s’éloignent de I'obstacle.
Le probleme complet s’'obtient en ajoutant la condition a I'infini (S) et en notant u” = u. On ob-
tient alors
Trouver ue€?(Q°)nE! (Qe) telle que :

Au+ku=0 dans Q°,
0

) a_Z+,1u:f sur T, (P)
ou

— —iku=of r=lx|—oo (8

or ﬁ)
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Fonction de Green et représentations
intégrales

Résumé

Ce chapitre est consacré au calcul de la fonction de Green du milieu non perturbé (sans obstacle)
et al’étude de son comportememt a I'infini. On démontrera aussi, dans ce chapitre, les représen-
tations intégrales de la solution de I'équation de Helmholtz dans notre ouvert et dans son extérieur
afin qu’on puisse ultérieurement démontrer I’existence de la solution.
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3.1 Fonction de Green

On se propose dans cette section de calculer la fonction de Green adaptée a notre probleme dans
le milieu non perturbé.

3.1.1 Solutions radiales:
On rappelle les coordonnées polaires (r,0) dans R? rapportées a un repere cartésien (0, x1, x2)

{ X1 =rcos0,

Xy = rsinb,
X2
avecr =\/x}+x5=|x| et = arctan(—).
X1

Définition 3.1.1. Une fonction u : R> — C est dite radiale, si u(x) = v(r), avec v : R¥ — C une
fonction donnée.

Dans ce paragraphe, on cherche les solutions radiales de I’équation de Helmholtz vérifiant la
condition (S).
Lopérateur laplacien s’écrit en coordonnées polaires comme suit :

A_li(ri)J,ia_z
Cror\ or) r2é%e°

Cherchons maintenant les solutions radiales (i.e., u(x) = v(r)) de I'équation de Helmholtz Au +

k?u = 0. Dans ce cas, les solutions sont indépendantes de 6 et on obtient :
1d{( dv
——|r=|+k*v=0.
rdr ( d r)

Posons v(r) =¥ (z), avec z = kr, I'’équation ci-dessus devient :

k( d*°¥ dv
( +—)+k2‘I’:0.

T Zdzz dz

Ce qui est équivalent a I'équation de Bessel d’ordre zéro :
ZF——tz——+ Z7¥ =0. (3.1)
La solution générale de 'équation (3.1) est donnée sous la forme suivante (voir Annexe A) :
— €] (2)
VY(z)=aH, (2)+pB H; (z), a,pPeC.

Ou encore
u(x) = aH (kr)+ B HP (k1), a, BeC,

avec H(gl) et Héz) sont respectivement les fonctions de Hankel de premiere et deuxieme espece
d’ordre 0. On suppose maintenant que la solution générale mentionnée ci-dessus vérifie la condi-
tion de radiation (S).
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Compte tenu du comportement asymptotique des fonctions de Hankel a I'infini (voir Annexe
A) etles formules de dérivations

%Ho(”(t):—Hf”(t), j=12,

ona:

du _ (1) (2)
- = —k(aH" (er) + BHP (kr))

:_k\/z(ae +ﬁe i(kr =3 )+O(r_%), r — 400,

avec Re(k)>0et Im (k) =0.
D’autre part, on a

; — 7 2 (kr kr ) _3
zku—zk\/nkr(ae i) +,6e 1 )+O(r 2), I — 4o00.
du [ 2 . x
E—lku——ZZﬁk k‘r l(kr_Z)+O(r_%)’ r — +00.

En vertu de la condition (S), on obtient :

—2i ﬂk\/;exp—z\%r——) :o(r_%), r — +00.

Compte tenu de Im(k) =0, on en déduit que g =0.
Enfin, on obtient :

Il en résulte que

u(x) = aH" (kr) = aH" (k|x)), aeC (3.2)

3.1.2 Calcul de la fonction de Green

Définition 3.1.2. On appelle fonction de Green sortante associée a I'équation de Helmholtz dans
R la fonction G (x, y) vérifiant :

1. AG(x,y) +k*G(x,y) = 8, dans R?,

0
2, —G—ikG:o(i),
ot VT

avect =|x—y|= \/(xl_yl)z + (x0_y2)°.

4 6 désigne la masse de Dirac au point 0.

T — 400,

Remarque 3.1.1. AG(x,y)+k*G(x,y) = 8, est écrite au sens des distributions et on a AG (x, y) +
KG(x,y)=0, six#y.

Cherchons maintenant une fonction de Green radiale, ce qui nous amene a trouver, via (3.2) :

G(x,y)=aHy’ (k|x-y|), xyeR’ x#y, aeC.
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Nous allons déterminer la constante . Soit ¢ une fonction test radiale, en utilisant alors les coor-
données polaires, on obtient

2n p+oo
(AG+k2G,¢>@,(R2),9(R2) :f f aHY (k) (A + K> ) TdTd0

2 1d{( do
= d@f aH" (kt) [ ( )+k2 tdt
f ar\"ar) Y (3.3)
=2na {f+ H(D(kr)— (Td_(p) dr + k2f+oo H(D(kT)(PTdT}
0 0 dr dt 0 0
=:2na{l; + I}.
En utilisant les formules de dérivations :
d
—H'@ = -,
d 1
—H@ = H'@--H @),
ainsi que le comportement des fonctions de Hankel au voisinage de 0 :
2i
1)
Hy’(z) ~ ;logz,
2i
HY () ~ -=,
nz
alors par intégration par parties, on obtient :
W] [ M
I, = [kr(p(r) H, (kr)]o _fo ko (t) H” (kt)dt
+00
- f K1 (1) (H(D(kr) H“)(kr))dr (3.4)
0

21
=—¢(0)—
b4
En substituant (3.4) dans (3.3), on obtient :
(AG+KG, Pyt 2y gy =409 (0)
=4ia(0, (P>@’(R2)’ 2(R2)"

Il en résulte que

1
l=4dia=>a=—.
4

Finalement, on trouve que

G(x, y) H(l) (k|x-y|), xyeR? x#y. (3.5)
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3.1.3 Comportement a l'infini

On donne ici le comportement a I'infini de la fonction de Green (3.5). Ce comportement a I'infini
vanous permettre par la suite d’établir une représentation intégrale de notre solution du probléme
(P).

Proposition 3.1.1. Soit G la fonction de Green (3.5). Alors pour r = |x| — +oo, ona

1
1. )=0[—|.
el
2 0G(x,y)

- ikG(x,y):o(is) :
rz2

i(aG(x,y))_ UC GO (i)
or \ on(y) on(y) '

uniformément pour tout y € K, oit K est un compact de R* etn (y) désigne la normal au point y.

3
r2

Démonstration. 1. On désigne par (r,0), (r,0') les coordonnées polaires respectives de x ety. On
a

G(x,y)=0 7=|x—y| — +oo.

vl

Comme

T=|x-y| = \/r2+r’2—2rr/cos()/),

!
avecr =|x|,r = |y| ety=0- @', alors on aimmédiatement :

G(x,y) = O(%), r — +oo.

Le résultat ci-dessus découle du fait que 7 ~ r au voisinage de +oo uniformément pour tout r’ €
[0, A].

2.0na
0G(x,y) 2, 0G(x,y) 0;

or :Z

v 0 (1,0 Xj
—ga— —HP (k|x-y)) a_
_ky M) Xj
= Z H (k]x— y|)
4l )2 |
k(xx ¥) )
=———"H,"(k{x-y]|).
47 r|x y| 1 ( |x y|)
Ce qui donne
D ikGey =2+ (xx—_;//l)H{l)(k|x—y|)+iH(§1)(k|x—y|) .
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1
En tenant compte de H{l) (H=0 (t‘i) , t— +oo et

uniformément pour tout y € K, on obtient

0G(x,y)
or

Par ailleurs, moyennant le comportement a l'infini des fonctions de Hankel, on a

—-ikG(x,y) = O(r_%) - ;—f (H{D(k|x— y|) + iHél)(k|x—y|)), r — +oo0.

HV (k|x-yp) +iHP (k|x-y]) = O(r‘%), r — +00.

Ce qui entraine
0G(x,y)

or

—ikG(x,y) = O(r_%), r — +o0.

3.0na
0G(x,y) _ i 0G(x,y)

on(y) o1 0y

n;(y)

D’autre part,ona:

ﬁzxf'(xj—yj)(n(y),x—y)

: H(l)(k x_y)
4i =t r|x_y|3 1 | |

j= -
k & xj(xj-yi)nly),x-y
00
j= —
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Ou encore
k2 X — , X —
i(aG(x,y)): (0229 (X2 9) ey
or\ an(y) 4ir|x—y|
kﬂy,x_y XxX=y
_ ( () )(3 )Hl(l)(k|x_y|)
21r|x—y|
k(x,n(y)) M
————H " (k|x—vy|).
+4ir|x—y| FED

1
En tenant compte de H{l) (H=0 (t‘i) , I — +oo et

k y - ) - k )

(n(y), y)(xsx y)zo(g), Fxn(y))zo(l), F— oo,
2ir|x—-y| r 4ir|x—y| r
(U(Y)’x_y_):o(l), (n(y),x—y)(xz,x—y)zo(l)’ r — +00,

x| rlx-yl

on trouve que

) (aG(x,y)) . 0G(x,y) BN M ()
Z —ik =0(r 2|+ —O0WM|Hy (k|x—y)—iH (k|x=y])|, r— +o0.
ar\ on(y) on (y) ) 4i (15l o= i1l yD)

D’autre part, le comportement des fonctions de Hankel a I'infini entraine
H K| x—y) - i B (k|x-y=0(r72), 1= +o0.

D’ou

i(@G(x,y))_i 0G(x,y) _
or\ an(y) on (y)

O(r_%), r — +oo.

3.2 Représentations intégrales

Soit G la fonction de Green (3.5).

Théoréme 3.2.1. Soit uc€ €*(Q)N€E! (5) solution de I'équation de Helmholtz
Au+K?*u=0, dans Q.

Alors

[{en B2 6 astn - 0 1o
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Démonstration. Pour x € Q, choisissons a > 0 assez petit pour que Sy, = {y € R?, |x— y| =a}c
Q. En appliquant la deuxieme formule de Green dans le domaine D, = {y € Q, |x— y| > a} aux
fonctions u(y) et G(x,.), on obtient

f (u(y) 0G(x,y) Gy g_z (y)) 4s(y) =0

S on ()
Donc
[{e 22 )6 bastn) == [ {utn 2 - S} asty). @o

X,

Montrons a présent que

lim {u(y)

a—0

0G(x,y) _ou
on(y) on

()Gl s () = u.

X, 0

Notons
= [ - S ot asty
-
I = f u(y) 6;;”(8;)“@)
et mau
2= | 5, WGy)as(y).

X, 0

D’apres les calculs établis dans la section précédente, on trouve

k
I = —EHf”(ka)fu(y)dS(y)-
Sx,a
__ka g lf
= ;! (ka)as u(y)ds(y).

Par ailleurs, on a via la propriété de la moyenne :

éf”mds(y) :éf(u(y)—u(x))ds(y)+$fu(X)dS(y)
g X xa Sxa

- f (u(y) - u(0)ds(y) + 2mu ().

Sx,oc
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D’autre part, en vertu du théoréme des accroissements finis, on a

1 1
;f(”(y)_”m)ds(y) < Ef|u(y)—u(x)|ds()’)
Sxya Sx,a
- éf|x—y||Vu(x+9h)|d5(J’)
Sx,a
< 2nallVullieoq).

avec0<f<leth=x-y.Dou

Moyennant le comportement au voisinage de 0 suivant :
—2i

HY (ka) ~ —

! kna

on obtient

Concernant I3, on a

ou
1§ = —Hg'(k )f%(y)dS(y)
Sx,a
Comme
ou ' 2 Ou;
— W) = — Wnj\v
0| =L 50 0)
2 0u; Vi—Xj
= ——
,Zzlayf'( ) |x—y|
<V2|Vul,
alors

an
1| < Z | k)| IIVull ooy
| 2 | \/z 0 ()
A partir du comportement au voisinage de 0 suivant :
2i
Hél)(ka) ~—In(ka),
b/

on obtient
lim I3 =0.
a—0

et
lim I%=u(x).
a—0
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Par suite, la relation (3.6) entraine par passage a la limite (@ — 0);

on(y) on

[{u 228236 as(5) = e

Si x € Q° on applique la deuxieme formule de Green dans Q (G (x,.) € &> (5)) et nous avons di-
rectement

f(u(J’) M _(;_Z (y)G(x,y)) ds(y)=0.

on(y)

D’ou le théoréeme. O

Définition 3.2.1. On dit qu'une fonction u : R> — C satisfait la condition de radiation faible sor-

tante de Sommerfeld si : )

ds=0, 3.7

0
lim '_u —iku
R—+00 61’]

Sr

ot Sg={xeR*:|x|=R}, R>Ry>0.
Lemme 3.2.1. La condition de Sommerfeld (S) implique la condition faible (3.7).

Démonstration. Soit € > 0 et supposons que (S) est vérifiée. Alors par définition, 3 Ry > 0 tel que

x|=R>R :‘(6” iku) <=
" Nan " VR
D’ou ) )
0
f—u—iku dssg—fds:Znsz.
on R
Sr Sr
Ce qui prouve que
. ou . I
lim f——zku ds=0.
R—+o0J | 0N
Sr
D’oti la proposition O

Proposition 3.2.1. Si u est solution du probléme (P), alors

flulzds: O(1), R— +oo.
Sr

Démonstration. Supposons que Sg < Q° pour R > Ry. En appliquant la premiére formule de Green
aux fonctions ku et u dans le domain Dg = {y € Q°: |y| < R}, on obtient

o ow . -

kf u—uds:kf u—uds—klklzfIulzdy+kf|Vu|2dy 3.8)
on on

Sr r Dgr Dgr
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Par ailleurs, le lemme 3.2.1 entraine

0 2 oul?

0= lim f’—u—iku ds= lim {‘_u

R—+o00J | 0N R— %00 on
Sr R

-
+|M2hu2+2nn(ku5%)}d& (3.9)

En substituant la partie imaginaire de (3.8) dans (3.9) on trouve que

. du|? 20,12 2012 2 ou
lim f —| +1kl%ul ds+21m(k)f{|k| lul®+|Vul*}dy p = —2Im kfu—ds .
e AL g Jon
R R

(3.10)
Le résultat découle du fait que les 4 membres de gauche de I'’équation (3.10) sont tous postifs
(Im (k) = 0) et sont tous bornés quand R — +oo car leur somme tend vers une limite finie. O

Théoreme 3.2.2. Si u est solution du probleme (P), alors

[{un 202 )6 plasy =] & 222

on(y) on u(x),

Démonstration. Pour x fixé dans Q°, on note Dg = {y € Q°, |y| <R} et S = {y € R?, |y| = R} avec
R > 0 supposé assez grand pour que Sz « Q°. En appliquant la deuxiéme formule de Green aux
fonctions u(y) et G(x,) dans D = {y € D, |x - y| > a} tout en choisissant a assez petit pour que
Sxa={y€Dg, |x—y| = a} < Dg, on obtient :

f (u(J/)%—G(x,y)g—z(y) ds(y) =0,

a,R

Ol\l Faf,R = FUSx,anSR'

Si on note
0G(x,y) ou

T(J/)_ (x,y)%(J’),

A =u(y)

on peut écrire alors

0G (x, 0
| amasy = | u(y)(M—ikG(x,y))— [ 6tn) (5 ) ks
Sr Sr on Sr on
=If- I}

Par ailleurs, via le comportement de G, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la Proposition 3.2.1 ci-
dessus, on obtient

1
If:oﬁg,_gzouy R — +oo0.
Par conséquent

—+00

lim A(y)ds(y) =0.
Sr
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En proceédent de la méme maniere qu’'au Théoréme 3.2.1 tout en considérant la bonne direction
de la normale, on montre que

lim AW)ds(y) =—-u(x).
a

- Sx,a

Ce qui entraine par passage aux limites (@ — 0, R — +00)

frA(y)ds(y) = u(x).

Si x € Q, on applique la dexieme formule de Green aux fonctions G(x,.) et u(y) dans Dr (G (x,.) €
C? (D_R)) et on obtient :

[ (#0702 -6 2 ) ast) =0

on ()

oul'p=TUSpg.
Comme
lim A(y)ds(y) =0,
R

R—+00Js

alors, ar passage a la limite quand R — 400, on trouve

fFA(y)ds(y) =0.

D’otui le résultat. O

Remarque 3.2.1. En vertu du Théoreme 3.2.2, on remarque que

1
u(x):O(—), | x| — +o0.
Vi °

Théoréme 3.2.3. Toute solution du probléme (P) est analytique dans Q°.

Démonstration. En effet, compte tenu de 'analyticité de la fonction G(x,.) pour les coordonnées
X1, X» de x (cf. [CK :83]) et de la continuité de la fonction

0G(x,y) ou
677()/) - G(x’y) % (y)

sur I’ x Q° les Théoremes 1.6.3 et 3.2.2 impliquent que u est analytique dans Q°. O

(%) — u(y)
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Quelques résultats sur la théorie du
potentiel

Résumé

Ce chapitre est consacré essentiellement a un rappel étendu sur les notions élémentaires de
la théorie du potentiel. On démontre ici seulement quelques résultats qui concerne le modele
étudié (cf. [CK :83], [CWZ:98]). La compacité des potentiels est basée sur la théorie des opérateurs
faiblement singuliers (voir Annexe C)



4.1 Potentiel simple-couche

4.1 Potentiel simple-couche

Définition 4.1.1. Soit ® € €(I') et G la fonction de Green (3.5). La fonction
u(x) :fCD(y)G(x,y)ds(y), XEIRZ\F, 4.1
r

est appelée potentiel simple-couche de densité ®. u possede les propriétés suivantes :
1. u est une solution de I'’équation de Helmholtz dans R? \T..
2. u est continue dans tout R?.

Théoréme 4.1.1. Supposons que la fonction K (x, y) est définie et continue pour tous x € G R?, ye
I, x # y, et quil existe des constantes positives M et a € (0,1] tels que

|K (x, )] §M|x—y|a_1 4.2)
et
|K(x,y)—K(z,y)| lex—z||x—y|O‘_2 4.3)
pour tous x,z € G,y € T avec
2|x—z|s|x—y|52. (4.4)

Alors le potentiel généralisé défini par

u(x):fK(x,y)CD(x)ds(y), xeG (4.5)
T

Avec la densité ® € € (I') appartient a l'espace € %% T). De plus

llulla,G = CallPlloo,r- (4.6)
Pour une certaine constante C,, en fonction de .
Théoreme 4.1.2. Le potentiel simple-couche u avec une densité continue satisfait :

I llgre<Call @ lloor 4.7)
pour tout0 < a < 1 avec C, une constante dépend del et .

Démonstration. Soit
u(x):fG(x,y)d)(y)ds(y), xeR?\T.
r

Il suffit de vérifier le cas x,z € I', x # z pour appliquer le Théoréeme 4.1.1. On a donc

-1
K@) = |78 E-)

M

IA

|x~ |

M|x—y| %.
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D’autre part, ona

-1 i
K@n)-Ke) = |78 -y« g1 (2= )

IA

1
2| HE (el = y)) = " (k| 2= )|
En utilisant les accroissements finis avec H (t) = H(()D (kt),ona:

K (e ) K (@) < D |-

max ‘Hl(l) (ks)’.

!
se|rnr

Ona 5
|z—y|s§|x—y|. (x.1)
Et
1
E|x—y|s|z—y|. (*.2)
de (*.1) et (*.2) on obtient :
1 - <3 5
sle=yl=lz=yl =Zlx-y[. 3
Par ailleurs, on a
1 2
— < 3 . (*.4)
|x-y| |x—y|?
D'apres (*.3) et (*.4)
1
K|x,y)-K|z,y)| = Mix-y
K=K ()] = My
1
< M|x—y| 3
x—y|2

_3
Mlx-y||x-y| 2.
. 1
Le résultat s’obtient avec a = 7 O

Théoréme 4.1.3. Le potentiel simple-couche u avec une densité €*% () satisfait :
I Vil o= Ca 1@ llar - (4.8)
pour tout0 < a < 1 avec C, une constante dépend del et a.

On désigne par les indices (+) et (—) les limites obtenues en approchant la frontiere I" de I'ex-
térieure ou de I'intérieur, et on note :

hy(x)=limh(y) et th)le/i_rgh(y), xel.

y—x
yeQe yeQ



4.2 Potentiel double-couche

Théoreme 4.1.4. Pour le potentiel simple-couche u avec une densité continue ®, nous avons

—fcp(y)aG(x’y) dS(y)Tr%CD(X), xeT,
T

on(x)
6u+—%——® sur T
on  on

4.2 Potentiel double-couche

Définition 4.2.1. Etant donnée une fonction ¥ € € (I'), la fonction

3 0G(x,y) 9
v(x)—fr‘P(y)—an(y) ds(y), xeR-\T,

(4.9)

(4.10)

est appelée le potentiel double-couche de densité V. v est aussi solution de I'équation de Helm-

holtz.

Théoreme 4.2.1. Pour le potentiel double-couche v on a les formules suivantes :

G(x,y)

ds( )+1‘If(x) xel
a ( ) y —2 ) )

vi(x) = f‘I’( ) ———

et on a immédiatement la formule du saut suivante :

vtP—v =¥ sur T.

Théoreme 4.2.2. Le potentiel double-couche v de densité continue VY satisfait

ov* _ov”
on  on

sur T.

Théoréme 4.2.3. Le potentiel double-couche v de densité ¥ € € (I') satisfait

I'vllarsCall¥lloor

pour tout0 < a < 1 avec C, une constante dépend del et .

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Démonstration. Soitx,ze T, x # z et en utilisant le comportement au voisinage de 0 de la fonction

de Hankel ainsi que les résultats de I'annexe C, on obtient

G(x,y)| |k . (n(y),x-y)

K = |7y e | = [ G-y R
1 L|x_ |
< glH el

IA
<
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D’autre part,ona:

K(x,,y)-K(zy)

De plus, on a

Car:

_ 0G(x,y) 9G(zy)

on(y)  on(y)

1 X— (1 7 —

= 4—kl.{W(n(ﬂ,x—y%W(nw),z—y}}
k[ H (klx-y]) e 1 (k|z-y|) L }
= 4i{—|x_y| (), ) 2= 7] (n(y),z-y)
_ k HY (k|x-y|) s L [H{”(klx—yl)_Hf”(klz—yl)]
- 4 |x_y| <T’(Y)’ > <77(J/)’ J/> |x_y| |z—y|
_ |k E (k|x-y]) o) x +£Hf”(k|x—y|) D
= 4i—|x_y| (n(y)-nx),x-2z) i oy (n(x),x-2z)

N e H(l) k|x J’|) Hl(l)(k|z—y|)}

ly y>[ |x -] |z
= Il+12+13

(n(y)-nx),x-z)
|x~y]
k

2 |H (klx =y [n(y) -n @] 1x - 2

| 111

k
1 |- )

1
|x~y]|

IA

C 1
——L|x-y|lx—zl ——
[x—y] [x—y

Mix—zl|x-y|™

IA

k H (k|x-y])

I
| 1] E =]

(n(x),x-2z)

5 lx—zf?
|x-y]
M ix—zl|x—y|™

IA

2|x—z| < |x—y|52

|I3] =

H (klx-y|) H" (k|]z-y])
ny),z-y)
|x—y| ERST
H (klx-y|) H" (k|]z-y])
|x—y|

IA

L|z-y[?




4.3 Quelques résultats de compacité

. . . AP (kt)
En utilisant les accroissements finis, avec H (t) = — ona:

1
H (k1) - HH{” (kt)— H" (k1)

Bl = Ml|z=y|"[|x=y|~|z~y|| max ;
SE[",I‘,] t
< Mlx—z||x—y|_1
Car:
1 3
Sl =yl=lz=yl =5 |x-yl.
D’ou
|K(x,,y)—K(z,y)|sMIx—z||x—y|_1.
D’oule résultataveca =1 . O]
Théoreme 4.2.4. Le potentiel double-couche v satisfait :
IVvi,gesCal¥lhiar- (4.15)

pour tout 0 < a < 1 avec C, une constante dépend del eta..

4.3 Quelques résultats de compacité

On se propose ici de démontrer quelques résultats de compacité des potentiels via les propriétés
des intégrales a noyau faiblement singulier (voir Annexe C).

Définition 4.3.1. On note I1(I') I'éspace lineaire de toutes les fonctions continues ¥, tel que la
dérivée par rapport la normale du potentiel double-couche W est continue sur I". On définit :

0
InrT = { Ye€ () telque: a—:est continue } (4.16)

Proposition 4.3.1. Lensemble I1(I') est non vide.

Démonstration. Soit ¥ € ‘€1® (I'). D’apres les résultats précédents, on trouve en particulier

Vve€® (). (4.17)
En vertu de I'injection
€% (T) — € @), (4.18)
on en déduit que
€LYM) cII(I).

DoncII(I') #9 . O
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Théoreme 4.3.1. Soit l'opérateur intégral suivant : S : € (I') — € (I') défini par
(S<I>)(x):2fG(x,y)(b(y)ds(y), xeTl (4.19)
r

est compact sur € (I'). De plus, ona S:€ (I') — I1(I).

Démonstration. 1. Comme @ € 6 (I'), la régularité du potentiel simple-couche entraine

S® e €% (R?)
et L
VS® € €7 (Qe).
Moyennant
[1SP]1,q = [ISPlleo + IVSDPllo,q
on obtient :
SO e €Y T).
Mais €% (') < TI(T'). Alors
SOellI(l).
2.0n pose
Sx1={yeTltelque |[x—y|<1}.
ona

s0w = 2] Glye()dst)+2[  Glxyel)dsy)
= AD () + A (%). |

A, estimmédiatement compact d’apres le théoreme (Ascoli-Arzela).
D’autre part, on a

-1
K = 166 =[5 (k=)

M|x-y|?

IA

/ 1
AlorsdM >0eta = > €]0,1] telles que

a—1

[K(x,y)| =M |x-y]
D’ou A, est compact sur Sy,;. Donc S est compact sur € (I'). O
Théoreme 4.3.2. Soit l'opérateur intégral suivant : K : € (I') — € (I') défini par :
0G(x,y)
(K®) (x) :2[ ————®(y)ds(y), xeT. (4.20)
r on(y)

Alors K est compact sur € (I).



4.3 Quelques résultats de compacité

Démonstration. De la méme maniere que pour 'opérateur S et en tenant compte de

(n(y),x-y)<Llx-y|,

ona

Kl = |5

!/

= M

Alors IM >0 et @ =1¢€]0,1] telles que |K(x,y)| <M |x—y|*"". Donc K est compact sur € (I').

O
Théoreme 4.3.3. Soit l'opérateur intégral suivant : K ¢ (') — € () défini par :
, 0G(x,y)
Ko =2 () d , I. 4.21
(Ko)w=2[ Z Do) ds(y), xe .21

Alors K’ est compact sur € (I').

Démonstration. La démonstration se fait exactement de la méme maniere que pour 'opérateur
K. O

Théoreme 4.3.4. Soit les opérateurs intégraux suivants : T, Ty : 11(I') — € (I') définis par :

0G(x,y)

TO =2 0] d , r
(T®) (x) an® Jr on (y) (J’) S(J’) Xe
et ( )
0Gy (x,y
To® =2 ()] d , r
(To®) (x) anmJr on (y) (J’) S(J’) X€
avec

-1 1
Go(x,y):Eln(W).

Alors lU'opérateur T — Ty est compact sur I1(I).

Démonstration. On a _
—1i
G(x,y)= - H" (k|x- ),

0G|x,y) -ik
2y) HY (k|x-y|)
on(y) 4

(n(y),y-=x)
x|

) 0Go(x,y) _ -1(n(y).x-y)
on(y) 21 |x—y|2 )
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Ce qui donne

N L O

an(y) Hy” (k|x=y)(n(y), x-y)

4i|x—y|2

S e D ()= Y k5]
0Go(x,y)\_  n(y) oy (x-y) .
Vx( 0] )_2n|x—y|2<n(y)’ ¥) |x_y|4<n(y), V).
D’ou
B 0G(x,y) 0Go (x,y)
Klxy) = vx( on (y) )—vx( on (y) )
k(x=y)(n(y),x-y) 2 . 4i
e e ol 0 ) -2 (s el -
kn (y) 1 4i
e e Db
Ona
K(x,y)~H(xy) = k(x_élyl.)lg_(yy)ﬁx_”{—Z(kﬂ?iﬂ)Ix—yl+k|x—Y|2(2;iln(k|x—yl))‘1§_;}
kn(y) —2i 2i
+4i|x—y|2{(kn|x—y|)|x_y|+%}'
Cependant

K (n(y),x-y)(x-y)

H(x,y) < In(k|x-y|)=H (x)

27t|x—y|2
et
/ {(n(y),x-y)(x-y
1 )| = [
27r|x—y|
/ Lk*
H (xy)| = — |x=y||In(k|x-y])|

1
< M|x—J’|(|x_y|)

/

= M.

Dot AM >0 et a =1€]0,1] telles que |K(x,y)| <M |x—y|*". Donc T - Ty est compact sur
). 0
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Existence et unicite

Résumé

Lobjet de ce chapitre démontrer I'existence et 'unicité de notre probléme (P). L'unicité est
basée essentiellement sur la condition de radiation et le lemme de Rellich. L'existence se fera par
deux méthodes, la premiére est basée sur un potentiel combiné (simple-double couche) et dans la
seconde on utilisera la représentation intégrale.



5.1 Unicité

5.1 Unicité

On rappelle d’abord notre probléeme :

Trouver ue€*(Q°)nE’ (W) telle que :
Au+kKu=0 dans Q¢,
0
) a_ZJr,m:f surT, (P)
ou iku=o( ! ) r=|x| (S)
_— = e = — OO
or VT

Lemme 5.1.1. (Rellich) Soit u € €*(Q°)n €’ (W) solution de

Au+ku=0 dans Q° k>0,

vérifiant
lim f lul?ds=0.
R—+00
SR
Alors u =0 dans Q°.
Démonstration. Voir Annexe B. O

Théoreme 5.1.1. Si u est une solution de (P) vérifiant la condition
Im (E/l) >0 sur T, ()

alors u est unique.

Démonstration. Soient u, et up deux solutions du probléme (P) et posons w = u; —uy. Alors w est
ow

solution du probleme (P) homogene (i.e., F + Aw =0 surI'). En s’inspirant de la démonstration
n

de la proposition 3.2.1, on a

. ow
Sr 1

Mais, en vertu de la condition au bord, on a

ow _
Im(kf wa—:ds) :Im(kfxllwlzds).
r r

2 —
d
+|k|2|w|2}ds+21m(k)f{|k|2|w|2+lez}dy}:—ZIm(kf wa—wds).
n
Dpg T
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Alors, en tenant compte de la condition (U), on distingue deux cas :
1.SiIm(k) >0,ona

Il en résulte que VR > Ry, w = 0 dans Dg. D’ou1 w = 0 dans Q°.
2.SiIm(k)=0,ona

lim lw|*ds =0.
R—+00

Sr

D’ou w = 0 dans Q° via le lemme de Rellich.
Ce qui entraine dans les deux cas que u; = u, dans Q°. O

5.2 Existence

Dans cette section, on va passer d'un probléme aux limites posé en donmaine non borné a un
probleme sur un domaine borné. Cela revient a étudier une équation intégrale de second espéce
et appliquer la théorie de Riesz pour démontrer I'existence de la solution.

5.2.1 Existence via un potentiel combiné

Proposition 5.2.1. Le potentiel combiné (simple-double couche)

oG (x,y)
on(y)

avec y # 0 un nombre réel arbitraire tel que yRek > 0 est une solution du probleme (P) si et seule-
ment si la densité ® € I1(I') vérifie l'équation intégrale

u(x):f{G(x,y)+i)(
r

}(D(y)ds(y), x € RA\T (5.1)

(1—im)qa—(K’+ixT+iXAK+As)q>:—2f. (5.2)

Démonstration. En effet, d’apres les résultats des chapitres précédents, le potentiel (5.1) est une
solutions de classe %> (Q°)n ¢! (@) de I'equation de Helmholtz et qui verifie la condition de

Sommerfeld. Cela revient seulement a prouver 1'équivalence de la condition d'impédance avec
I’équation intégrale. On pose alors

u(x)=up(x)+iyus(x),

avec

ul(x):fG(x,y)Q(y)ds(y), x€RA\T
r

et
0G(x,y)

r on(y)

Up (x) = ®(y)ds(y), xeR*\I.
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Si x € T, alors moyennant

0u1+ 1 / 1
:—KCD—ECD, xel,

on 2
1K<D+1(I) xeTl
u = - —, )
2+ =3 >
ona
1S<I>+' (1K®+1<D)
u =— iv|= —-d|,
* 2 ap 2
ou, 1

1 1
=—K'®O--D+iy=TO.
o 2 2 2

Ce qui entraine que

ou,
on

+Auy

1, 1. 1, 1 (1 1
—KQJ——CD+—l)(Td)+A(—Sq)+l)((—K(D+—(D))
2 2 2 2 2 2

1 . ro, .
= —5{(1—11/1)(13—(1( +1)(T+zxﬂLK+AS)CD}.

D’ot1 le résultat. O

Afin d’appliquer la théorie de Riesz, on commence dans une premiere étape par démontrer
que I'équation (5.2) homogeéne admet une solution triviale ® € I1(T').

Proposition 5.2.2. Sila condition (U) est satisfaite et si l'équation intégrale (5.2) admet une solution
® dansT1(I'), alors ® est unique.

Démonstration. En s'inspirant encore une fois de la démonstration de la Proposition 3.2.1, on ob-
tient

ou, .
—2Im kfu+ o ds _Rl—l>n;—loo f{

r Sr

ou,

on

+

2
+|k|2|u+|2}ds+21m(k)f{|k|2|u|2+|w|2}dy
Dp

Ou encore (par la condition au bord : f =0)

ZIm(%f)llmlzds)—— lim f{
R—+00
r S

R

ou,
on

2
+|k|2|u+z}ds+21m(k)f{|k|2|u|2+|w2}dy}.
Dg

Alors, en tenant compte de Im (k) = 0, on distingue deux cas :

1. Si Im(%/l) >0surl,ona
f|u+|2ds:0.
r
Douu,=0surl.

2.SiIm (%/1) =0surl, onales cas suivants:
a). SiIm(k)>0,ona
lim lul? dy=0.

R—+00
Dpr
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et donc u = 0 dans Q°. Ce qui entraine, via 'unicité de la solution, que u, =0 surT.

b). Si Im (k) =0, on obtient
lim f|u+|2ds:0
R—+00

Sr
et u; =0 surI parle Lemme de Rellich.
Par conséquent

ou,
=0 sur I
on
D’apres les propriétés des potentiel simple et double-couche, on a
Uy — U- = (U+ —w-) iy (Ugs —up-) = Y9,
ou, Ou- (6u1+ dul_) N (6u2+ duz_) _ o
opon \on oy on on )

ou e .
Comme u; =0et 0_+ =0sur I, on trouve que u_ satisfait 'équation
]

ou_
u_+i)(%:0 sur TI. (5.3)

D’apres la formule de Green, on a:

fﬁ_%ds:fIVulzdy—szlulzdy.
on
r Q Q
ixf'au_
0
" U]

— ou_
)(Im(zk)rf 'W

Moyennant (5.3), on trouve

2
ds:fIVulzdy—szlulzdy.
Q Q

D’ou

2
ds = —Im(k)fIVulzdy—Im(k)flklzlulzdy.
Q Q

Ou encore

ou_ 2
)(Re(k)f'% ds = —Im(k)fqulzdy—Im(k)flklzlulzdy.
T Q Q

Comme yRe(k)>0et Im(k)=0on obtient:

ou_ 0

on
En vertu de (5.3), on a

u_=0.

Puisque u_ = iy® surT, cela entraine ® =0surI. O



5.2 Existence

Théoreme 5.2.1. Si la condition (U) est satisfaite, I'équation intégrale (5.2) admet une solution
unique dansT1(T').

L'unicité étant démontrée dans la Proposition 5.2.2, reste a démontrer |’existence. Pour ce faire,
on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 5.2.1. Soit T:11(I') — € (I') l'opérateur défini par :

0G(x,y)
on(x)Jr on(y)

(TD) (x) =2 ®(y)ds(y), xeTl.

Alors, ona
TS=— (1+ K’) (I— K) (5.4)

Démonstration. En utilisant la représentation intégrale pour u un potentiel simple-couche de
densité e ¢ (I'),on a
0G(x,y) Ou

u+(X):Ff”+(y) on(y) ds(y)_r o

w10 2 a5(5) - [ 2 () Gley)ast), xe o

(V) G(xy)ds(y), xeQf

on(y) J on
Alors 1
uiZESCD
et
lTu _ Ouy 1 ,(0u+)_1(0u+)
2" onp 2 on 2\ on
_1 ’ 6u+
_§U+K)any
1 ou- 1 /(au_) l(au_)
“Tu_=——+-K |[—|+=|—
2 on 2 n 2\ on
n(O0u_
()
n
Par conséquent :
—Tu+:—i(I+Kj(L—KJ®,
1 / /
—Tu+:—Z(I—K)(I+K)¢>
D’ou

73@:—U+KjU—KjQ ® €€ I)

Ce qui prouve que :
rs=-(1+K)(1-K).

D’otu1 le résultat. O
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Lemme 5.2.2. Soit Im(k) > 0. Alors T : T1(I') — 6 (I) est bijectif et son inverse est donné par
n-1 n-1
Tl =-s(1-K) (14K . (5.5)

Démonstration. Soit T® = 0. Alors le potentiel double-couche v de densité ® € I1(I") est solution
des problémes intérieur et extérieur de Neumann homogene suivants :

Trouver u € €% (Q) NE! (5) telle que

Au+kK*u=0 dansQ.
ou

— =0 I.
on sur

et

Trouver u € €*(Q°) n€* (W) telle que
Au+k?u=0 dansQ°.

< O_u =0 surl

on '

u vérifie (S).

Pour le probléme intérieur, on applique directement la premiere formule de Green aux fonctions
v et v dansle domaine Q et on obtient :

fIVvlzdy:szlvlzdy
Q Q

En prenant partie imaginaire, on obtient :

0 =2Re (k) Im(k)flvlzdy
Q

Comme Re(k) >0et Im (k) >0, on trouve
v=0 dans Q.

Donc par unicité de la solution, v_ =0 sur .
Pour le probleme extérieur, il suffit de s’inspirer encore une fois de la relation (3.10) :

. ov
Sr n

On obtient, en vertu du lemme de Rellich que

2
+|k|2|v|2}ds+21m(k)f{|k|2|v|2+|Vv|2}dy =0.
Dgr

v=0 dans Q°.

Lunicité entraine encore que v, =0sur I'.



5.2 Existence

Ainsi T est injectif via la formule du saut ® = v, —v_ =0.

Soit f € € (I'). Comme Im (k) > 0, on peut aussi montrer que le probleme de Dirichlet intérieur
admet une solution triviale. En suivant la méme démarche que dans la proposition 5.2.1 (équi-
valence avec une équation intégrale) pour les problemes extérieurs de Neumann et de Dirichlet
moynnant les résultats énoncés dans [CK :83], on a

N(I—K’) — 10},
et

N((I+K)=1{0}.
L’Alternative de Fredholm entraine

N (I +K ) ~ {0}.

Comme les opérateurs K et K’ sont compacts (voir le chapitre précédent), alors par la théorie de

1 -1
Riesz on obtient que (I +K ’) et (I -K ’) existent et sont bornés. Maintenant d’apres le Lemme

précédent, on a
TS = —(1+K’) (I—K').

D’ou . .

71 = —S(I—K') (1+K') .
Donc

N1 .|

®= —S(I—K) (I+K) f

satisfait T® = f. Par conséquent T est surjectif; donc bijectif et son inverse est donné par (5.5). O

Preuve du Théoréme 5.2.1. Comme T n’est pas compact, on ne peut pas appliquer directement
la théorie de Riesz pour démontrer |'existence de la solution. Pour cela on régularise

(1-ixA)®— (K’ +iyT+ i)()LK+)15)CD =—2f
de la maniere suivante
Ay |(1=ixA) 1= (K +ix (T - T)) + ixAK + AS)| @ = iy @ = —24, f,

avec

Ay, = (Ti,) ' = =81~ K')_l (1+ K')_1

et Im (ko) > 0.
On a transformé (5.2) en une équation équivalente

iy®+BD=-2A; f (5.6)

B=Ag |- (1=ixA) 1+ (K +ix (T~ Ty,) + ixAK + 25) | .

L'opérateur B est compact car Ay, est compact et

H=:=(1=ixA) I+ (K + iy (T - Ty,) + igAK + AS)
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est borné du fait que
T~ Ty, = (T~ To) — (Tx, — To)

soit compact.
Le résultat découle immédiatement moyennant (5.6) et du Corollaire 1.3.1. O

5.2.2 Existence viala représentation intégrale

Proposition 5.2.3. Soit u solution du probleme (P). Alors la valeur ® := ur € I1(I') est une solution
de l'équation intégrale :

(1-iyA)@- (K+ SA+iyT+ iXK’A)cD: —Sf—ix(f+1<’f), (5.7)
oy #0 et yRe(k) >0

Réciproquement, soit ® € I1 (') solution de (1). Alors

v =[ o) - (1) el sl asthxerar 6o

est une solution du probleme (P) et ur = ®.

Démonstration. Soit u solution du probleme (P). D’apres la représentation intégrale, on trouve
que

Ku—S(@)—u:O,

on

Tu—K’(a—”)—a—”—o
on) on

ou
Viaa—+/1u: f surT’, on obtient avec @ := ur
n

KO+ SAD-D=Sf

et
TO+KAD+AD=f+K f.

En multipliant par iy et en sommant, on trouve :
(1-iyA)@- (K+ SA+iyT+ iﬂ('}t)@: _Sf- i;((f+1<’f).

Réciproquemt, soit ® € I1(I') solution de (5.7). Comme dans ’approche par potentiel combiné, il

0
suffit de montrer que u donné par (5.8) vérifie la condition d'impédance (ie :6—:; +Au=f ) .Ona:

1 1 1
u_—éKq)—Eq)—ES(f—/lq)),

et
ou_

1 1 1
WZETq>_§(f—AcI>)—EK (f-A®).



5.2 Existence

En multipliant par iy et en sommant on a
+1 Ou- 0 r
u-+iy——=0 surl.
X3 -
On applique la premiere formule de Green aux fonctions u, u dans Q, on obtient :

i)(f
r

En prenant la partie imaginaire, on a

gl

2
ds:f IVulzdy—sz lul®dy.
Q Q

ou-
on

ou_|?

on

ds = —Im(kz)flulzdy
Q
= —2Re(k)1m(k)f lul®dy.
Q
On multiple par Re (k) et on obtient :

Re(k)”ai

Comme yRe(k)>0et Im(k)=0.Donc:

)

Oou_
u_+i)(a—:O:>u_:0 sur I
n

2
ds:—Z[Re(k)]zlm(k)f lul>dy
Q

ou_ |?

on

ou_
ds=0=—>—=0 surl.
on

Mais

Comme u_ =0 sur I, la formule su saut donne

u+|]" = (b .
ou_ .
En vertue de 6_ =0 surl, on obtient
n
ou,
=f-10.
on )
Ce qui acheve la preuve. O

Théoreme 5.2.2. SiIm (%}L) > 0, I'équation intégrale (5.7) admet une solution unique ® € I1(I') .

Démonstration. Lunicité découle immédiatement de la Proposition précédente pour f = 0. En
suivant la méme démarche utilisée dans le potentiel combiné, on obtient I’équation intégrale ré-
gularisée suivante :

A, [(1—i)()L)I—(K+ix(T— Ti,) +ixAK +AS)| @ - iy® =Ty, [Sf+i)((f+K'f)].

D’ot1 la preuve. 0






Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire on démontré des résultats d'unicité et d’existence pour notre probleme (P) via
la théorie du potentiel. On a transformé le probleme aux limites posé en domaine non-borné en
un probleme régi par une équation intégrale de seconde espéce posée dans un domaine borné
régulier (compact).

Comme perspectives, on se propose a I'avenir :

1. d’étudier la régularité de la solution suivant la régularité de f.
2. d’étudier notre probleme dans le cas L2 et dans le cas des espaces de Sobolev avec poids.

3. d’étudier notre probléeme dans le cas d'une frontiére non bornée.
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AnnexeA

Rappel sur les fonctions de Bessel

Résumé

Dans cette Annexe nous donnons un bref apercu sur les fonctions de Bessel et de Hankel ainsi que

quelques unes de leurs principales propriétés (cf. [AS :64]).



Annexe A. Rappel sur les fonctions de Bessel

A.1 Définitions

Soit n € N. Soit I’équation différentielle suivante :

Yy +xy +(x?-n¥)y=0, xeR. (A.1)

L'équation (A.1) est appelée équation de Bessel et sa solution est donnée par

y(x) =C1Jp(x) + G Y, (x),

ou J, et Y, sont respectivement les fonctions de Bessel de premiére et de deuxieme espece d’ordre
n données par les expressions suivantes :
¥ _EDE X
IJn(x) = ( ) , NEN,
" ,CZO kl(n+k)! 2

+00

20 B Pl
o) = ZlinG;) + Clio = 2 . ay (k.)z(z)

et
2 X
Yau(x) = —ln(—)]n(x)
1+i°( Dk [w(k+1)+w(n+k+1)]( a2k
e k!(n+ k! 2
1c l(n-—k-1)! (x) Y
7 =0 k! ’
m=k 1
avec ay = Z ot v(1)=-C, w(k) = -C+ay-1, k =2et Claconstante de Euler, i.e., C=0,57721.....
m=1

On désigne respectivement par H,(QD et H,(f) les fonctions de Hankel de premiere espéce et
deuxieme espéce d’ordre n, et on €écrit

HY (x) = Ju(x) + iV, (x),
H?(x) = Ju(x) = i Vp(x),

oil i le nombre complexe tel que i2 = —1.
Remarque A.1.1. La solution générale de (A.1) peut s’écrire aussi sous la forme

y(x) = aHP (x) + BHP (x),

avec a et  des constantes complexes arbitraires.

A.2 Relations de dérivation

On énnonce maintenant des relations de récurrence concernant la dérivation des fonctions de
Hankel

d ) .
= "HY ) =-x"HD 0, j=1,2

d .
— —H (0= HY () - H,S”(x), j=12.



A.3 Comportement a l'origine

A.3 Comportement al'origine

Les relations suivantes donnent les premiers termes du comportement des fonctions de Hankel
d’ordre 0 lorsque x tend vers zéro.

21
Hél)(x)~—logx, x—0",
b2
21
HY(x) ~-=—, x—0".
X

A.4 Comportement a l'infini

Les relations suivantes donnent les premiers termes du comportement des fonctions de Hankel
d’ordre n lorsque r tend vers I'infini

2 itr—@nenr 3
HP(r) =1/ =€ =D L 0(72), 1 — +oo,
r

2 x _3
HP (1) =/ —e /07 DD 1 0(r2), r— +o0.
r
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( Sommaire

Lemme de Rellich

Résumé

On se propose ici de démontrer le lemme de Rellich énonce au chapitre 5.



Annexe B. Lemme de Rellich

On rappelle le lemme de Rellich

B.1 Enoncé dulemme de Rellich

Lemme B.1.1. (Rellich) Soit u € € (Q°)n &! (@) solution de

Au+k’u=0 dans Q° k>0,

vérifiant

Alors u =0 dans Q°.

B.2 Preuve dulemme de Rellich

Démonstration. On note (r,0) les coordonnées polaires et soit D un disque ouvert centré a I’ori-
gine tel que Q c D .Comme u est analytique réelle, alors pour x € R*\ D, on peut faire un dévelop-
pement en série de Fourier comme suit :

[e.°]

ux) = Y. ap(rem, (B.1)

n=—00

1 2n .
an(r) = —f u(r,0) e do.
271 Jo

a, (r) est solution de I'’équation de Bessel dont la solution est donnée par

a, (r) = anH,(}) (kr)+ ,BnH,(f) (kr)

oll @, et 3, des constantes . Par I'égalité de Parseval, on a

n=—oo

o0
f lul>ds = 2nR Z Ian(R)Iz.
ly|=R
D’apres I’hypothése du Lemme, on obtient
Rla, (R)* —0, R— +oo.
En vertu du comportement a l'infini des fonction de Hankel et du fait que
HY (kr)= H? (kr),

on en déduit que
a,=p,=0.



B.2 Preuve du lemme de Rellich

Par conséquent
u=0 dans R?\D.

En utilisant un argument de type prolongement analytique, on obtient que

u=0 dans Q°

car Q° est connexe.
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( Sommaire

Quelques résultats sur les opérateurs
intégraux a noyau faiblement singulier

Résumé

Dans cette Annexe, nous rappelons quelques résultats sur les opérateurs intégraux a noyau faible-
ment singulier ([K:98]). Ces résultats sont d'une grande utilité dans la théorie du potentiel.



64 ) .y s . : :
[64] Annexe C. Opérateurs intégraux a noyau faiblement singulier

C.1 Géometrie du domaine

Lemme C.1.1. SoitT de classe 6. Alors il existe une constante positive L telle que
In().{x-p<Llx-yl (C.1)

et
Inx)-n(I=sL|lx-y| (C.2)

pour toutx,y€T.

C.2 Définitions et compacité

Définition C.2.1. Soit G c R™ un ensemble compact non vide. Un noyau K est dit faiblement
singulier s'il est défini et continu pour tout x, y € G < R™, x # y et il existe des constantes positives
M et a €]0, m] telles que

| K, ) IsM|x=y|*™™, x,y€Gx#y. (C.3)

Considérons I'opérateur intégral suivant : A: € (I') — € (I') définie par

(A<1>)(x):er(x,y)d)(y)dS(y), xel, (C.4)

ol K est un noyau faiblement singulier.
Théoreme C.2.1. Lopérateur intégral (C.4) est compact sur € ().

Démonstration. -1dée de la preuve : On va approcher I'opérateur en question par une suite d’opé-
rateurs compacts. Pour cela nous choisissons une fonction linéaire et continue par morceaux
h:[0,00[— R définie par

0, O=str=

)

N =

h( =9 2;_1, %stsl,

1, 1<t<oo

Pour n € N, nous définissons la suite des noyaux continus Kj, : G x G — C comme suit

h(nlx-yDKx,y), x#y;
Ku(x,y) = {
0, x=y.
Les opérateurs intégraux A, : € (G) — € (G) correspondant aux noyaux K, sont compacts via le
théoreme d’Ascoli-Arzela.
On montre ensuite que



C.2 Définitions et compacité

I'Ap—Alloo— 0,1 — oo.

C’est ainsi que A est compact comme limite d’opérateurs compacts. O

Théoreme C.2.2. Soit K un noyau faiblement singulier. Alors dans (€ (Q2), € (Q0)), l'opérateur inté-
gral défini par

(AD)(x) szK(x, Ve duly), xegG,
possede un adjoint défini par
(BY)(x) =fGK(y,x)‘I’(y)du(y), x€G.

Démonstration. Le résultat découle immédiatement de ’exemple 1.4.2 en utilisant la suite (A;,)
(du théoréme ci-dessus)dans la preuve du théoréme précédent. O
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