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ملخص

. الظاھرة الفزیائیة 2ھذه المذكرة مخصصة  لدراسة مسالة انكسار امواج صوتیة بواسطة عائق في البعد 
تردد.التخضع لمعادلة ھلمھولتز بشرط 

مبنیة على تحویل المسألة و وجود الحل یعتمد على نظریة ریتزالنیة تبرھن بواسطة توطئة رلیشالوحدا
معادلة تكاملیة معدلة من الصنف الثانيالى 

Abstract

This memoir is devoted to the study  of scattering  problem of acoustic waves
by an obstacle in dimension 2. The physical phenomenon is governed by the
Helmholtz equation with impedance condition.

The uniqueness is proved via Rellich Lemma and the existence of solution
comes from Riesz theory which is based on the transformation of problem into
regularized integral equation of second type.

.

Résumé

Ce mémoire est consacré à l’étude d’un problème de diffraction d’ondes
acoustique par un obstacle en dimension deux. Le phénomène physique est
régi par l’équation de Helmholtz avec condition d’impédance.

L’unicité est démontrée via le Lemme de Rellich et l’existence de la solution se
fait  par la théorie de Riesz qui est basée sur la transformation du problème en
une équation intégrale de seconde espèce régularisée.
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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse au problème suivant :

Trouver u ∈C 2 (
Ωe)∩C 1

(
Ωe

)
telle que :

∆u +k2u = 0 dans Ωe ,

∂u

∂η
+λu = f sur Γ,

∂u

∂r
− i ku = o(

1p
r

) r = |x|→∞ (S)

(P )

Ce type de problème modélise la diffraction d’ondes acoustiques par un obstacle immergé dans un
liquide homogène. La dimension deux représente une section suivant une direction ou la diffrac-
tion par un obstacle infini dans une direction. La condition de radiation (S) dite de Sommerfeld
modélise les ondes qui s’éloignent de l’obstacle. Le problème mathématique consiste à résoudre
les questions d’existence et d’unicité. L’unicité est basée sur la condition de radiation et du lemme
de Rellich. L’existence de la solution est démontrée essentiellement par la théorie de Riesz. La
théorie du potentiel permet La transformation de notre problème en un problème basé sur l’exis-
tence d’une équation intégrale posé en domaine borné. Nos opérateurs étant faiblement singu-
liers et l’apparition de certains opérateurs qui ne sont pas compacts nous impose de régulariser
l’équation intégrale en question pour pouvoir mener à bien l’application de la théorie de Riesz.

Le mémoire est organisé comme suit :
Le chapitre 1 est consacré à un rappel d’analyse fonctionnelle dans lequel on énonce les princi-
paux outils indispensables à notre étude du problème.

Au chapitre 2, on donne la modélisation de notre problème et on écrit les équations mathéma-
tiques associées.

Le chapitre 3 est destiné à la recherche de la fonction de Green et son comportement à l’infini.
On démontre aussi les formules de représentations intégrales nécessaires pour démontrer l’exis-
tence et l’unicité de notre problème (P ).

Au chapitre 4, on donne les principaux résultats de la théorie du potentiel nous permettant par
la suite d’écrire notre problème sous forme d’équation intégrale.

Le chapitre 5 est dédié à l’unicite et à l’existence de la solution. L’unicité se démontre par la
condtion de radiation et du lemme de Rellich. L’existence est démontrée par deux méthode, l’une
fait appel à un potentiel combiné (simple-double-couche) et l’autre est basée sur la représentation
intégrale.



Le mémoire s’achève par une conclusion et des perspectives à envisager ainsi que 3 annexes :
L’annexe A est consacrée au fonctions de Bessel et Hankel et leurs propriétés. Dans l’annexe B,
on donne la démonstration détaillée du lemme de Rellich. L’annexe C est destinée aux opérateurs
à noyau faiblement singulier afin de pouvoir exploiter les résultats de compacité et les appliquer
pour la théorie du potentiel.
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Notations

R : Corps des nombres réels.
C : Corps des nombres complexes.
C : Espace des fonctions continues.
C m : Espace des fonctions m fois continûment différentiables.
C ∞ =∩m∈NC m .
C 0,α : Espace des fonctions Hölderiennes continues.
C 1,α : Espace des fonctions dérivables de dérivée Hölderienne.
D(R2) : Espace des fonctions C ∞ sur R2 et à support compact dans R2 (dit aussi ; espace des fonc-
tions test).
D′(R2) : Dual topologique de D(R2) ou espace des distributions.
∆ : Opérateur de Laplace.
∇ : Gradient.
(., .) le produit scalaire dans R2.
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Rappel d’analyse fonctionnelle

Résumé

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions essentielles sur les fonctions hölderiennes et les
opérateurs compacts ainsi que les principaux résultats de la théorie de Riesz-Fredholm et ses ap-
plications. A la fin de ce chapitre on énonce les formules de Green ainsi que quelques théorèmes
de la continuité et de la dérivabilité sous le signe intégrale ([CK :83], [R :75], [Vo :72]).
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1.1 Espaces des fonctions hölderiennes

Définition 1.1.1. Soit Ω un ouvert borné de Rn . On définit l’espace des fonctions hölderiennes
continues et l’espace des fonctions dérivables de dérivée hölderienne, noté respectivement, C 0,α

et C 1,α par

C 0,α(Ω) = {Φ ∈C (Ω); sup
x, y ∈Ω
x 6= y

|Φ(x)−Φ(y)|
|x − y |α <∞, 0 <α≤ 1},

C 1,α(Ω) = {Φ ∈C 1(Ω); sup
x, y ∈Ω
x 6= y

|∇Φ(x)−∇Φ(y)|
|x − y |α <∞, 0 <α≤ 1},

avec leurs normes respectives

‖Φ‖0,α,Ω = sup
x∈Ω

|Φ(x)|+ sup
x, y ∈Ω
x 6= y

|Φ(x)−Φ(y)|
|x − y |α ,

‖Φ‖1,α,Ω = sup
x∈Ω

|Φ(x)|+ sup
x∈Ω

|∇Φ(x)|+ sup
x, y ∈Ω
x 6= y

|∇Φ(x)−∇Φ(y)|
|x − y |α .

Théorème 1.1.1. (C 0,α(Ω), ‖Φ‖0,α,Ω) et (C 1,α(Ω), ‖Φ‖1,α,Ω) sont des espaces de Banach pour 0 <
α≤ 1.

Théorème 1.1.2. Soit 0 <α≤ 1 et Ω compact. Alors les injections :

C j ,α(Ω) ,→C (Ω), j = 0,1,

sont compactes.

1.2 Opérateurs compacts

Soient X , Y , Z des espaces normés.

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire A : X → Y est dit borné s’il existe une constante positive
C > 0 telle que

∥ Ax ∥Y ≤C∥ x ∥X ,

pour tout x ∈ X

On note par L(X ,Y ) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y muni de la
norme

∥ A ∥= sup
x∈X , x 6=0

∥ Ax ∥Y

∥ x ∥X
,
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Définition 1.2.2. A est dit compact, si pour chaque suite bornée (xn) dans X , la suite (Axn) contient
une sous-suite convergente dans Y .

Si on note K (X ,Y ) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires compacts de X dans Y , alors on
a les résultats suivants :

Théorème 1.2.1. Si A ∈ L(X ,Y ) et B ∈ L(Y , Z ). Alors B A : X → Z est compacte si l’un des opérateurs
A ou B est compact.

Théorème 1.2.2. Soit Y un espace de Banach et (An) une suite d’opérateurs dans K (X ,Y ) qui
converge uniformément vers l’opérateur linéaire A : X → Y , i.e., ‖An − A‖ → 0 quand n → +∞.
Alors A est compact.

Théorème 1.2.3. Tout opérateur de rang fini est compact.

Théorème 1.2.4. L’opérateur identité I : X → X est compact si et seulement si X est de dimension
finie.

Théorème 1.2.5. (Ascoli-Arzelà) Soit G ⊂ Rn un compact et C (G) l’espace de Banach équipé de la
norme du maximum

‖ϕ‖∞,G = max
x∈G

|ϕ(x)|.
Un ensemble U ⊂ C (G) est relativement compact si et seulement si il est uniformément borné et
équicontinu, i.e., s’il existe une constante C telle que :

|ϕ(x) |≤C ,

pour tout x ∈G et tout ϕ ∈U et pour chaque ε> 0 il existe δ> 0 tels que pour tout x, y ∈G, on a

|x − y | < δ⇒|ϕ(x)−ϕ(y) |≤ ε,

pour toute fonction ϕ ∈U .

1.3 Théorie de Riesz

Soient X un espace normé, A : X → Y un opérateur linéaire compact. Posons L = I − A où I l’opé-
rateur identité de X .

Théorème 1.3.1. Le sous-espace N(L) = {φ ∈ X ; Lφ= 0} est de dimension finie.

Théorème 1.3.2. Le sous-espace R(L) = {Lφ ∈ X ; φ ∈ X } est fermé.

Théorème 1.3.3. Si L est injectif, alors L est bijectif et l’opérateur inverse L−1 = (I − A)−1 existe et il
est borné.

Ce qui signifie, que si l’équation homogène

φ− Aφ= 0

n’admet que la solution triviale φ= 0, alors pour tout f ∈ X , l’équation non-homogène

φ− Aφ= f

admet une solution unique φ ∈ X qui dépend continûment de f .

Corollaire 1.3.1. Le résultat du Théorème 1.3.3 reste valable si on remplace l’opérateur I − A par
l’opérateur S − A où S est un opérateur linéaire borné ayant un inverse S−1 borné.
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1.4 Théorie de Fredholm

Dans cette section, on énonce l’alternative de Fredholm qui représente un résultat fondamental
dans la théorie de Fredholm. L’alternative de Fredholm est souvent utilisée pour démontrer l’exis-
tence des solutions pour les équations intégrales de seconde espèce.

Soient X et Y deux espaces normés.

Définition 1.4.1. Une forme bilinéaire 〈., .〉 : X×Y →R est dite non dégénérée, si

∀Φ ∈ X,Φ 6= 0,∃Ψ ∈ Y telle que 〈Φ,Ψ〉 6= 0,

∀Ψ ∈ Y,Ψ 6= 0,∃Φ ∈ X telle que 〈Φ,Ψ〉 6= 0.

On appelle deux espaces normés équipés de la forme bilinéaire non dégénérée 〈., .〉 : un système
dual, et on note 〈X,Y〉.
Exemple 1.4.1. Soit Ω⊂ R2 un ensemble non vide, compact et mesurable au sens de Jordan véri-

fiant Ω= Ω̊. Si C (Ω) l’espace de Banach équipé de la norme du maximum, alors 〈C (Ω),C (Ω)〉 est
un système dual pour la forme bilinéaire suivante :

〈Φ,Ψ〉 =
∫
Ω
Φ(x)Ψ(x)dµ(x), Φ,Ψ ∈C (Ω).

Définition 1.4.2. Soit 〈X,Y〉 un système dual et A : X → X un opérateur linéaire.
L’opérateur B : Y → Y est appelé opérateur adjoint de A si

∀Φ ∈ X,Ψ ∈ Y, 〈AΦ,Ψ〉 = 〈Φ,BΨ〉.
Dans ce cas, on note B = A∗.

Exemple 1.4.2. SoientΩ un ensemble vérifiant les hypothèses de l’exemple (1.4.1) et K :Ω×Ω→C

une fonction continue. Alors dans 〈C (Ω),C (Ω)〉, l’opérateur intégral défini par

(AΦ)(x) =
∫
Ω

K (x, y)Φ(y)dµ(y), Φ ∈C (Ω),

possède un adjoint défini par

(A∗Ψ)(x) =
∫
Ω

K (y, x)Ψ(y)dµ(y), Ψ ∈C (Ω).

En effet,

〈AΦ,Ψ〉 =
∫
Ω

(AΦ)(x)Ψ(x)dµ(x)

=
∫
Ω

{∫
Ω

K (x, y)Φ(y)dµ(y)

}
Ψ(x)dµ(x)

=
∫
Ω
Φ(y)

{∫
Ω

K (x, y)Ψ(x)dµ(x)

}
dµ(y)

=
∫
Ω
Φ(y)(A∗Ψ)(y)dµ(y) = 〈Φ, A∗Ψ〉.
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Remarque 1.4.1. L’exemple ci-dessus reste valable, si on remplace le noyau K par un noyau fai-
blement singulier.(voir Annexe C)

Théorème 1.4.1. (Alternative de Fredholm) Soit le système dual 〈X,Y〉, A : X → X un opérateur li-
néaire compact et A∗ : Y → Y son adjoint compact. Alors on a :

ou bien,

N(I − A) = 0, N(I − A∗) = 0,

(I − A)(X) = X et (I − A∗)(Y) = Y

ou bien,

dimN(I − A) = dimN(I − A∗) ∈N∗,

(I − A)(X) = { f ∈ X/〈 f ,Ψ〉 = 0,∀Ψ ∈ N(I − A∗)},

(I − A∗)(Y) = {g ∈ Y/〈Φ, g 〉 = 0,∀Φ ∈ N(I − A)}.

On donne maintenant une application directe de l’alternative de Fredholm pour les équations
linéaires de deuxième espèce :

Définition 1.4.3. Soit X un espace de Banach et A : X → Y un opérateur linéaire compact et A∗ :
Y → Y son adjoint compact. L ’équation

Φ− AΦ= f , Φ ∈ X, f ∈ X (1.1)

est appelée : équation linéaire de seconde espèce.

L’équation

Ψ− A∗Ψ= g , Ψ ∈ Y, g ∈ Y (1.2)

est appelée : équation adjointe de (1.1).
On a également leurs équations homogènes respectives

Φ− AΦ = 0 (1.3)

Ψ− A∗Ψ = 0 (1.4)

Application : D’après l’alternative de Fredholm on a :

Ou bien les équations (1.1) et (1.2) admettent une solution quels que soient les seconds
membres, et cette solution est unique ;
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Ou bien les équations (1.3) et (1.4) possédent le même nombre fini de solution linéairement
indépendantesΦ1, . . . ,Φn etΨ1, . . . ,Ψn respectivement ; dans ce cas, pour que l’équation (1.1), res-
pectivement (1.2), admette une solution, il est nécessaire et suffisant que

〈 f ,Ψk〉 = 0, k = 1, . . . ,n,

respectivement

〈Φk , g 〉 = 0, k = 1, . . . ,n.

La solution générale de l’équation (1.1) est

Φ=Φ0 +
n∑

k=1
αkΦk

et celle de l’équation (1.2) est

Ψ=Ψ0 +
n∑

k=1
αkΨk

où Φ0 (resp.Ψ0) est une solution de l’équation (1.1) (resp.(1.2)) et α1, . . . ,αn des constantes arbi-
traires.

Remarque 1.4.2. L’alternative de Fredholm reste vraie si on remplace l’opérateur I − A par U +V ,
où U est un opérateur qui admet un inverse borné et V un opérateur compact ou de rang fini.

1.5 Formules de Green

Définition 1.5.1. Soit Ω⊂R2 un ouvert de frontière Γ. On note

C = {(
x1,x2

) ∈R2, |x1| < 1, |x2| < 1
}

,

C+ = {(
x1,x2

) ∈C , x2 > 0
}

,

C 0 = {(
x1,0

)
, |x1| < 1

}
.

La frontière Γ est dit de classe C 2, si pour chaque x ∈ Γ, on peut trouver un voisinage ouvert U et
une bijection ϕ : C →U qui vérifie les conditions suivantes :

1) ϕ ∈C 2
(
C

)
et ϕ−1 ∈C 2

(
U

)
.

2) ϕ
(
C 0)=U ∩Γ.

3) ϕ
(
C+)=U ∩Ω.

Définition 1.5.2. Soient u, v ∈ C 2(Ω)∩C 1(Ω), où Ω ⊂ R2 est un ouvert borné de frontière ∂Ω de
classe C 2, alors la première et la deuxième formule de Green sont valables :∫

Ω
u∆vd x =

∫
∂Ω

u
∂v

∂η
d s −

∫
Ω
∇u∇vd x.
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∫
Ω

u∆vd x −
∫
Ω

v∆ud x =
∫
∂Ω

(u
∂v

∂η
− v

∂u

∂η
)d s.

• η : la normale extérieure à ∂Ω et
∂ (.)

∂η
= (∇ (.) ,η

)

1.6 Continuité et dérivabilité sous le signe intégrale

On aura besoin aussi des théorèmes suivants sur la continuité et la dérivation d’une fonction dé-
finie par une intégrale par rapport à un paramètre (cf. [Vo :72], [R :75]).

Soit (E ,Λ, µ) un espace mesuré et f : E × I →R, une fonction donnée, où I est un intervalle de
R. On suppose que pour tout t ∈ I , l’application x 7→ f (x, t ) est (Λ, B(R)) mesurable, avec B(R)
est la tribu borélienne.

Théorème 1.6.1. (Continuité d’une intégrale par rapport à un paramètre). Si f vérifie les hypothèses
suivantes :

(i) Pour tout x ∈ E, f (x, .) est continue sur I ,

(ii) Pour tout t ∈ I , f (., t ) ∈ L1(E ,Λ, µ),

(iii) Il existe une fonction g ∈ L1(E ,Λ, µ), telle que, pour tout t ∈ I ,

| f (., t )| ≤ |g (x)|.

Alors, la fonction

t 7→ F (t ) =
∫

E
f (x, t )d µ(x)

est continue sur I .

Théorème 1.6.2. (Dérivabilité d’une intégrale par rapport à un paramètre). Si f vérifie les hypo-
thèses suivantes :

(i) Pour tout x ∈ E, f (x, .) est dérivable sur I ,

(ii) Pour tout t ∈ I , f (., t ) ∈ L1(E ,Λ, µ),

(iii) Il existe une fonction g ∈ L1(E ,Λ, µ), telle que, pour tout t ∈ I ,

|∂ f

∂t
(., t )| ≤ |g (x)|.

Alors,

1. La fonction

t 7→ F (t ) =
∫

E
f (x, t )d µ(x)

est dérivable sur I .

2. Pour tout t ∈ I ,

∂ f

∂t
(., t ) ∈ L1(E ,Λ, µ) et

dF

d t
(t ) =

∫
E

∂ f

∂t
(x, t )d µ(x).



1.6 Continuité et dérivabilité sous le signe intégrale 13

Théorème 1.6.3. Soit U un ouvert de R2 et µ une mesure sur Γ, où Γ est une courbe fermée de classe
C 1 par morceaux dans R2. Soit

f : Γ×U →C

(t , z) 7→ f (t , z)

une fonction continue sur Γ×U , telle que pour tout t ∈ Γ, la fonction z 7→ f (t , z) est analytique sur
U . On suppose de plus que la fonction

(t , z) 7→ ∂ f (t , z)

∂z

est continue sur Γ×U . Alors la fonction définie pour tout z de U par

F (z) =
∫
Γ

f (t , z)dµ (t )

est analytique dans U et on a
d

d z
F (z) =

∫
Γ

∂ f (t , z)

∂z
dµ (t ) .
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2.1 Modèle Physique

Dans ce chapitre, on donne l’origine physique du problème P (Modélisation). On considère Ω un
ouvert borné deR2 (en réalité (en dimension 3),Ω représente la section bornée dans une direction)
vérifiant :

1. Le bord Γ de Ω est supposé compact de classe C 2.

2. L’extérieur de Ω , noté : Ωe =R2 \Ω, est supposé connexe.

On s’intéresse maintenant à la diffraction des ondes acoustiques par l’obstacle Ω immergé
dans un fluide homogène de densité ρ. La modélisation de ce genre de problèmes est déterminée
par la fait que le potentiel de vitesse de propagation des ondes w(x, t ), le champs de vitesse v et la
pression p satisfont les équations suivantes :

v = 1

ρ
∇w, p −p0 =−∂w

∂t
−γw , (2.1)

où p0 représente la pression du milieu non perturbé et γ un coefficient d’absorption. En vertu de
l’équation linéarisée de la continuité (issue de la mécanique des fluide) :

1

c2

∂

∂t

(
p −p0

)+ρ∇.v = 0,

w satisfait l’équation des ondes dissipative suivante :

∂2w(x, t )

∂t 2
+γ∂w(x, t )

∂t
− c2∆w(x, t ) = 0, (x, t ) ∈Ωe ×R+, (2.2)

acec c est la vitesse du son dans le fluide homogène .
On s’intéresse maintenant et particulièrement aux solution périodiques de l’équation (2.2) , ce

qui revient à écrire ω sous la forme

w(x, t ) = u(x)e−iωt ,ω> 0 (2.3)

où ω est la fréquence (pulsation).
L’équation (2.2) se réduit alors à l’équation d’Helmholtz

∆u +k2u = 0 d ans Ωe , (2.4)

avec k2 = ω(ω+ iγ)

c2
.

On choisira une détermination de k telle que :

Re(k) > 0 et Im(k) ≥ 0.

Sur la frontière Γ, les propriétés physiques de l’obstacle nous conduisent à imposer la condition
suivante : (

v,η
)+σ(

p −p0
)= 0 sur Γ,

où σ est le coefficient d’impédance acoustique et η la normale extérieure à Γ.
Ce qui donne moyennant (2.1) et (2.3), la condition d’impédance suivante :

∂u

∂η
+λu = 0, (2.5)

avec λ= iσρ
(
ω+ iγ

)
.
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2.2 Equations mathématiques

On définit maintenant le champ total solution de (2.4) et (2.5) comme suit :

uT = u I +uD

où
— u I : le champ incident.
— uD : le champ diffracté.
Le champ total uT doit satisfaire donc le problème aux limites suivant :

∆uT +k2uT = 0 dans Ωe

∂uT

∂η
+λuT = 0 sur Γ

On suppose que l’onde incidente uT se comporte comme une onde plane, c’est à dire qu’elle s’écrit
de la forme

u I = Ae i k(x,ν)

où ν représente la direction de propagation de l’onde plane avec |ν| = 1 et A ∈C.

Le problème se réduit au problème aux limites suivant :
∆uD +k2uD = 0 dans Ωe

∂uD

∂η
+λuD = f sur Γ,

avec f =−∂u I

∂η
−λu I .

Par souci de généralité, on suppose que f une fonction connue, continue sur Γ . Afin de sélection-
ner des solutions qui ont un sens physique ; à l’infini uD doit satisfaire la condition suivante :

∂uD

∂r
− i kuD = o(

1p
r

) r = |x| −→+∞ (S)

La condition (S) est appelée la condition de radiation (rayonnement) classique sortante de Som-
merfeld. Cette condition modélise les ondes diffractées évanescentes, en d’autres termes ; les ondes
qui s’éloignent de l’obstacle.
Le problème complet s’obtient en ajoutant la condition à l’infini (S) et en notant uD = u. On ob-
tient alors 

Trouver u ∈C 2 (
Ωe)∩C 1

(
Ωe

)
telle que :

∆u +k2u = 0 dans Ωe ,

∂u

∂η
+λu = f sur Γ,

∂u

∂r
− i ku = o(

1p
r

) r = |x|→∞ (S)

(P )
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Résumé
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3.1 Fonction de Green

On se propose dans cette section de calculer la fonction de Green adaptée à notre problème dans
le milieu non perturbé.

3.1.1 Solutions radiales :

On rappelle les coordonnées polaires (r ‚θ) dans R2 rapportées à un repère cartésien (o, x1, x2){
x1 = r cosθ,
x2 = r sinθ,

avec r =
√

x2
1 +x2

2 = |x| et θ = arctan

(
x2

x1

)
.

Définition 3.1.1. Une fonction u : R2 −→ C est dite radiale, si u(x) = v(r ), avec v : R+ −→ C une
fonction donnée.

Dans ce paragraphe, on cherche les solutions radiales de l’équation de Helmholtz vérifiant la
condition (S).

L’opérateur laplacien s’écrit en coordonnées polaires comme suit :

∆= 1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+ 1

r 2

∂2

∂2θ
.

Cherchons maintenant les solutions radiales (i .e.,u(x) = v(r )) de l’équation de Helmholtz ∆u +
k2u = 0. Dans ce cas, les solutions sont indépendantes de θ et on obtient :

1

r

d

dr

(
r

d v

dr

)
+k2v = 0.

Posons v(r ) =Ψ (z), avec z = kr , l’équation ci-dessus devient :

k

r

(
z

d 2Ψ

d 2z
+ dΨ

d z

)
+k2Ψ= 0.

Ce qui est équivalent à l’équation de Bessel d’ordre zéro :

z2 d 2Ψ

d 2z
+ z

dΨ

∂z
+ z2Ψ= 0. (3.1)

La solution générale de l’équation (3.1) est donnée sous la forme suivante (voir Annexe A) :

Ψ (z) =αH (1)
0 (z)+β H (2)

0 (z), α, β ∈C.

Ou encore
u(x) =αH (1)

0 (kr )+β H (2)
0 (kr ), α, β ∈C,

avec H (1)
0 et H (2)

0 sont respectivement les fonctions de Hankel de première et deuxième espèce
d’ordre 0. On suppose maintenant que la solution générale mentionnée ci-dessus vérifie la condi-
tion de radiation (S).
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Compte tenu du comportement asymptotique des fonctions de Hankel à l’infini (voir Annexe
A) et les formules de dérivations

d

d t
H( j)

0 (t ) =−H( j)
1 (t ) , j = 1,2,

on a :
du

dr
=−k

(
αH (1)

1 (kr )+βH (2)
1 (kr )

)
=−k

√
2

πkr

(
αe i

(
kr− 3π

4

)
+βe−i

(
kr− 3π

4

))
+O

(
r− 3

2

)
, r →+∞,

avec Re(k) > 0 et Im (k) ≥ 0.
D’autre part, on a

i ku = i k

√
2

πkr

(
αe i

(
kr−π

4

)
+βe−i

(
kr−π

4

))
+O

(
r− 3

2

)
, r →+∞.

Il en résulte que
du

dr
− i ku =−2iβk

√
2

πkr
e−i

(
kr−π

4

)
+O

(
r− 3

2

)
, r →+∞.

En vertu de la condition (S), on obtient :

−2iβk

√
2

kπ

exp−i
(
kr − π

4

)
p

r
= o

(
r− 1

2

)
, r →+∞.

Compte tenu de Im(k) ≥ 0, on en déduit que β= 0.
Enfin, on obtient :

u(x) =αH (1)
0 (kr ) = αH (1)

0 (k |x|), α ∈C (3.2)

3.1.2 Calcul de la fonction de Green

Définition 3.1.2. On appelle fonction de Green sortante associée à l’équation de Helmholtz dans
R2, la fonction G

(
x, y

)
vérifiant :

1. ∆G
(
x, y

)+k2G
(
x, y

)= δ, dans R2,

2.
∂G

∂τ
− i kG = o

(
1p
τ

)
, τ→+∞,

avec τ= ∣∣x − y
∣∣=√(

x1−y1
)2 + (

x2−y2
)2.

� δ désigne la masse de Dirac au point 0.

Remarque 3.1.1. ∆G
(
x, y

)+k2G
(
x, y

) = δ, est écrite au sens des distributions et on a ∆G
(
x, y

)+
k2G

(
x, y

)= 0, si x 6= y .

Cherchons maintenant une fonction de Green radiale, ce qui nous amène à trouver, via (3.2) :

G
(
x, y

)=αH (1)
0

(
k

∣∣x − y
∣∣) , x, y ∈R2, x 6= y , α ∈C.
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Nous allons déterminer la constante α. Soit ϕ une fonction test radiale, en utilisant alors les coor-
données polaires, on obtient

〈∆G +k2G ,ϕ〉D′(R2), D(R2) =
∫ 2π

0

∫ +∞

0
αH (1)

0 (kτ)
(
∆ϕ+k2ϕ

)
τdτdθ

=
∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
αH (1)

0 (kτ)

[
1

τ

d

dτ

(
τ

dϕ

dτ

)
+k2ϕ

]
τdτ

= 2πα

{∫ +∞

0
H (1)

0 (kτ)
d

dτ

(
τ

dϕ

dτ

)
dτ+k2

∫ +∞

0
H (1)

0 (kτ)ϕτdτ

}
=: 2πα {I1 + I2} .

(3.3)

En utilisant les formules de dérivations :

d

d z
H (1)

0 (z) = −H (1)
1 (z),

d

d z
H (1)

1 (z) = H (1)
0 (z)− 1

z
H (1)

1 (z),

ainsi que le comportement des fonctions de Hankel au voisinage de 0 :

H (1)
0 (z) ∼ 2i

π
log z,

H (1)
1 (z) ∼ − 2i

πz
,

alors par intégration par parties, on obtient :

I1 =
[

kτϕ (τ) H (1)
1 (kτ)

]+∞
0

−
∫ +∞

0
kϕ (τ) H (1)

1 (kτ)dτ

−
∫ +∞

0
k2τϕ (τ)

(
H (1)

0 (kτ)− 1

kτ
H (1)

1 (kτ)

)
dτ

= 2i

π
ϕ (0)− I2.

(3.4)

En substituant (3.4) dans (3.3), on obtient :

〈∆G +k2G ,ϕ〉D′(R2), D(R2) = 4iαϕ (0)

= 4iα〈δ,ϕ〉D′(R2), D(R2).

Il en résulte que

1 = 4iα⇒α= 1

4i
.

Finalement, on trouve que

G
(
x, y

)
=

1

4i
H (1)

0

(
k

∣∣x − y
∣∣), x,y ∈R2, x 6= y . (3.5)
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3.1.3 Comportement à l’infini

On donne ici le comportement à l’infini de la fonction de Green (3.5). Ce comportement à l’infini
va nous permettre par la suite d’établir une représentation intégrale de notre solution du problème
(P ).

Proposition 3.1.1. Soit G la fonction de Green (3.5). Alors pour r = |x| −→+∞, on a

1. G(x‚y)=O

(
1p
r

)
.

2.
∂G(x‚y)

∂r
− i kG(x‚y)=O

(
1

r
3
2

)
.

3.
∂

∂r

(
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) )

− i k
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) =O

(
1

r
3
2

)
,

uniformément pour tout y ∈ K , où K est un compact de R2 et η
(
y
)

désigne la normal au point y.

Démonstration. 1. On désigne par (r,θ)‚ (r
′
,θ

′
) les coordonnées polaires respectives de x ety . On

a

G(x‚y) =O

(
1p
τ

)
, τ= ∣∣x − y

∣∣−→+∞.

Comme

τ= ∣∣x − y
∣∣ =

√
r 2 + r ′2 −2r r ′ cos

(
γ
)
,

avec r = |x|, r
′ = ∣∣y

∣∣ et γ= θ−θ′, alors on a immédiatement :

G(x‚y) =O

(
1p
r

)
, r −→+∞.

Le résultat ci-dessus découle du fait que τ ∼ r au voisinage de +∞ uniformément pour tout r ′ ∈
[0, A] .
2. On a

∂G(x‚y)

∂r
=

2∑
j=1

∂G(x‚y)

∂x j

∂x j

∂r

=
2∑

j=1

∂

∂x j

(
1

4i
H (1)

0 (k
∣∣x − y

∣∣)) ∂x j

∂r

= −k

4i

2∑
j=1

x j − y j∣∣x − y
∣∣ H (1)

1 (k
∣∣x − y

∣∣) x j

r

= −k

4i

(
x, x − y

)
r
∣∣x − y

∣∣ H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣).

Ce qui donne

∂G(x‚y)

∂r
− i kG(x‚y) = −k

4i

((
x, x − y

)
r
∣∣x − y

∣∣ H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣)+ i H (1)

0 (k
∣∣x − y

∣∣)) .
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En tenant compte de H (1)
1 (t ) =O

(
t−

1
2

)
, t →+∞ et(

x, x − y
)

r
∣∣x − y

∣∣ = 1+O

(
1

r

)
, r →+∞,

uniformément pour tout y ∈ K , on obtient

∂G(x‚y)

∂r
− i kG(x‚y) =O

(
r− 3

2

)
− −k

4i

(
H (1)

1 (k
∣∣x − y

∣∣)+ i H (1)
0 (k

∣∣x − y
∣∣)) , r →+∞.

Par ailleurs, moyennant le comportement à l’infini des fonctions de Hankel, on a

H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣)+ i H (1)

0 (k
∣∣x − y

∣∣) =O
(
r− 3

2

)
, r →+∞.

Ce qui entraîne
∂G(x‚y)

∂r
− i kG(x‚y) =O

(
r− 3

2

)
, r →+∞.

3. On a
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) =

2∑
j=1

∂G(x‚y)

∂y j
η j

(
y
)

=
2∑

j=1

∂

∂y j

(
1

4i
H (1)

0 (k
∣∣x − y

∣∣))η j
(
y
)

= k

4i

H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ 2∑
i=1

(
x j − y j

)
η j

(
y
)

= k

4i

(
η

(
y
)

, x − y
)∣∣x − y

∣∣ H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣).

D’autre part, on a :

∂

∂r

(
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) )

=
2∑

j=1

∂

∂x j

(
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) )

∂x j

∂r

= k

4i

2∑
j=1

x j

r

∂

∂x j

((
η

(
y
)

, x − y
)∣∣x − y

∣∣ H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣))

− k

4i

2∑
j=1

x j
(
x j − y j

)(
η

(
y
)

, x − y
)

r
∣∣x − y

∣∣3 H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣)

= k2

4i

2∑
j=1

x j
(
x j − y j

)(
η

(
y
)

, x − y
)

r
∣∣x − y

∣∣2 H (1)
0 (k

∣∣x − y
∣∣)

− k

4i

2∑
j=1

x j
(
x j − y j

)(
η

(
y
)

, x − y
)

r
∣∣x − y

∣∣3 H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣)

+ k

4i

2∑
j=1

x jη j
(
y
)

r
∣∣x − y

∣∣ H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣).
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Ou encore
∂

∂r

(
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) )

= k2
(
η

(
y
)

, x − y
)(

x, x − y
)

4i r
∣∣x − y

∣∣2 H (1)
0 (k

∣∣x − y
∣∣)

−k
(
η

(
y
)

, x − y
)(

x, x − y
)

2i r
∣∣x − y

∣∣3 H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣)

+k
(
x,η

(
y
))

4i r
∣∣x − y

∣∣ H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣).

En tenant compte de H (1)
1 (t ) =O

(
t−

1
2

)
, t →+∞ et

k
(
η

(
y
)

, x − y
)(

x, x − y
)

2i r
∣∣x − y

∣∣3 =O

(
1

r

)
,

k
(
x,η

(
y
))

4i r
∣∣x − y

∣∣ =O

(
1

r

)
, r −→+∞,

(
η

(
y
)

, x − y
)∣∣x − y

∣∣ =O (1) ,

(
η

(
y
)

, x − y
)(

x, x − y
)

r
∣∣x − y

∣∣2 =O (1) , r −→+∞,

on trouve que

∂

∂r

(
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) )

− i k
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) =O

(
r− 3

2

)
+ k2

4i
O (1)

(
H (1)

0 (k
∣∣x − y

∣∣)− i H (1)
1 (k

∣∣x − y
∣∣)) , r −→+∞.

D’autre part , le comportement des fonctions de Hankel à l’infini entraîne

H (1)
0 (k

∣∣x − y
∣∣)− i H (1)

1 (k
∣∣x − y

∣∣) =O
(
r− 3

2

)
, r →+∞.

D’où
∂

∂r

(
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) )

− i k
∂G(x‚y)

∂η
(
y
) =O

(
r− 3

2

)
, r −→+∞.

3.2 Représentations intégrales

Soit G la fonction de Green (3.5).

Théorème 3.2.1. Soit u ∈C 2 (Ω)∩C 1
(
Ω

)
solution de l’équation de Helmholtz

∆u +K 2u = 0‚ dans Ω.

Alors ∫
Γ

{
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)= { −u (x) , x ∈Ω,

0, x ∈Ωe .
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Démonstration. Pour x ∈ Ω, choisissons α > 0 assez petit pour que Sx,α = {
y ∈R2‚

∣∣x − y
∣∣=α} ⊂

Ω. En appliquant la deuxième formule de Green dans le domaine Dα = {
y ∈Ω,

∣∣x − y
∣∣>α}

aux
fonctions u(y) et G(x, .), on obtient∫

Γ∪Sx,α

(
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) −G

(
x, y

) ∂u

∂η

(
y
))

d s
(
y
)= 0

Donc∫
Γ

{
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)=−

∫
Sx,α

{
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)

. (3.6)

Montrons à présent que

lim
α→0

∫
Sx,α

{
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)= u (x) .

Notons

Iα =
∫

Sx,α

{
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)

= Iα1 − Iα2 ,

avec

Iα1 =
∫

Sx,α

u
(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) d s

(
y
)

et

Iα2 =
∫

Sx,α

∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)
d s

(
y
)

.

D’après les calculs établis dans la section précédente, on trouve

Iα1 = − k

4i
H (1)

1 (kα)
∫

Sx,α

u
(
y
)

d s
(
y
)

.

= −kα

4i
H (1)

1 (kα)
1

α

∫
Sx,α

u
(
y
)

d s
(
y
)

.

Par ailleurs, on a via la propriété de la moyenne :

1

α

∫
Sx,α

u
(
y
)

d s
(
y
) = 1

α

∫
Sx,α

(
u

(
y
)−u (x)

)
d s

(
y
)+ 1

α

∫
Sx,α

u (x)d s
(
y
)

= 1

α

∫
Sx,α

(
u

(
y
)−u (x)

)
d s

(
y
)+2πu (x) .
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D’autre part, en vertu du théorème des accroissements finis, on a∣∣∣∣∣∣∣
1

α

∫
Sx,α

(
u

(
y
)−u (x)

)
d s

(
y
)∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

α

∫
Sx,α

∣∣u (
y
)−u (x)

∣∣d s
(
y
)

≤ 1

α

∫
Sx,α

∣∣x − y
∣∣ |∇u (x +θh)|d s

(
y
)

≤ 2πα ||∇u||L∞(Ω) .

avec 0 < θ < 1 et h = x − y . D’où

lim
α−→0

1

α

∫
Sx,α

(
u

(
y
)−u (x)

)
d s

(
y
)= 0.

Moyennant le comportement au voisinage de 0 suivant :

H (1)
1 (kα) ∼ −2i

kπα

on obtient
lim
α−→0

Iα1 = u (x) .

Concernant Iα2 , on a

Iα2 = 1

4i
H (1)

0 (kα)
∫

Sx,α

∂u

∂η

(
y
)

d s
(
y
)

.

Comme ∣∣∣∣∂u

∂η

(
y
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2∑
j=1

∂u j

∂y j

(
y
)
η j

(
y
)∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣ 2∑

j=1

∂u j

∂y j

(
y
) y j −x j∣∣x − y

∣∣
∣∣∣∣∣

≤p
2 |∇u| ,

alors ∣∣Iα2
∣∣≤ απp

2

∣∣∣H (1)
0 (kα)

∣∣∣ ||∇u||L∞(Ω) .

A partir du comportement au voisinage de 0 suivant :

H (1)
0 (kα) ∼ 2i

π
ln(kα) ,

on obtient
lim
α−→0

Iα2 = 0.

et
lim
α−→0

Iα = u (x) .
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Par suite, la relation (3.6) entraîne par passage à la limite (α−→ 0) ;∫
Γ

{
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)=−u (x) .

Si x ∈Ωe , on applique la deuxième formule de Green dans Ω (G (x, .) ∈ C 2
(
Ω

)
) et nous avons di-

rectement ∫
Γ

(
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

))
d s

(
y
)= 0.

D’où le théorème.

Définition 3.2.1. On dit qu’une fonction u : R2 −→ C satisfait la condition de radiation faible sor-
tante de Sommerfeld si :

lim
R−→+∞

∫
SR

∣∣∣∣∂u

∂η
− i ku

∣∣∣∣2

d s = 0, (3.7)

où SR = {
x ∈R2 : |x| = R

}
‚ R > R0 > 0.

Lemme 3.2.1. La condition de Sommerfeld (S) implique la condition faible (3.7).

Démonstration. Soit ε> 0 et supposons que (S) est vérifiée. Alors par définition, ∃ R0 > 0 tel que

|x| = R > R0 =⇒
∣∣∣∣(∂u

∂η
− i ku

)∣∣∣∣≤ εp
R

.

D’où ∫
SR

∣∣∣∣∂u

∂η
− i ku

∣∣∣∣2

d s ≤ ε2

R

∫
SR

d s = 2πε2.

Ce qui prouve que

lim
R−→+∞

∫
SR

∣∣∣∣∂u

∂η
− i ku

∣∣∣∣2

d s = 0.

D’où la proposition

Proposition 3.2.1. Si u est solution du problème (P ), alors∫
SR

|u|2 d s =O (1) , R →+∞.

Démonstration. Supposons que SR ⊂Ωe pour R > R0. En appliquant la première formule de Green
aux fonctions ku et u dans le domain DR = {

y ∈Ωe :
∣∣y

∣∣< R
}
, on obtient

k
∫

SR

u
∂u

∂η
d s = k

∫
Γ

u
∂u

∂η
d s −k |k|2

∫
DR

|u|2 d y +k
∫

DR

|∇u|2 d y (3.8)
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Par ailleurs, le lemme 3.2.1 entraîne

0 = lim
R−→+∞

∫
SR

∣∣∣∣∂u

∂η
− i ku

∣∣∣∣2

d s = lim
R−→+∞

∫
SR

{∣∣∣∣∂u

∂η

∣∣∣∣2

+|k|2 |u|2 +2Im

(
ku

∂u

∂η

)}
d s. (3.9)

En substituant la partie imaginaire de (3.8) dans (3.9) on trouve que

lim
R−→+∞


∫

SR

{∣∣∣∣∂u

∂η

∣∣∣∣2

+|k|2 |u|2
}

d s +2Im (k)
∫

DR

{|k|2 |u|2 +|∇u|2}d y

=−2Im

k
∫
Γ

u
∂u

∂η
d s

 .

(3.10)
Le résultat découle du fait que les 4 membres de gauche de l’équation (3.10) sont tous postifs
(Im (k) ≥ 0) et sont tous bornés quand R −→+∞ car leur somme tend vers une limite finie.

Théorème 3.2.2. Si u est solution du problème (P ), alors∫
Γ

{
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂u

∂η

(
y
)

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)= {

0, x ∈Ω,
u (x) , x ∈Ωe .

Démonstration. Pour x fixé dans Ωe , on note DR = {
y ∈Ωe ,

∣∣y
∣∣< R

}
et SR = {

y ∈R2,
∣∣y

∣∣= R
}

avec
R > 0 supposé assez grand pour que SR ⊂ Ωe . En appliquant la deuxième formule de Green aux
fonctions u(y) et G(x, ) dans D = {

y ∈ DR ,
∣∣x − y

∣∣>α}
tout en choisissant α assez petit pour que

Sx,α = {
y ∈ DR ,

∣∣x − y
∣∣=α}⊂ DR , on obtient :∫

Γα,R

(
u

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) −G

(
x, y

) ∂u

∂η

(
y
))

d s
(
y
)= 0,

où Γα,R = Γ∪Sx,α∪SR .
Si on note

A(y) = u
(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) −G

(
x, y

) ∂u

∂η

(
y
)

,

on peut écrire alors∫
SR

A(y)d s(y) =
∫

SR

u
(
y
)(∂G

(
x, y

)
∂η

− i kG
(
x, y

))−∫
SR

G
(
x, y

)(∂u

∂η

(
y
)− i ku

)
d s(y)

= I R
1 − I R

2 .

Par ailleurs, via le comportement de G , l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la Proposition 3.2.1 ci-
dessus, on obtient

I R
1 =O

(
1

R

)
, I R

2 = o (1) , R −→+∞.

Par conséquent

lim
R−→+∞

∫
SR

A(y)d s(y) = 0.
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En procèdent de la même manière qu’au Théorème 3.2.1 tout en considérant la bonne direction
de la normale, on montre que

lim
α→0

∫
Sx,α

A(y)d s(y) =−u (x) .

Ce qui entraîne par passage aux limites (α→ 0, R →+∞)∫
Γ

A(y)d s(y) = u(x).

Si x ∈Ω, on applique la dexième formule de Green aux fonctions G(x, .) et u(y) dans DR (G (x, .) ∈
C 2

(
DR

)
) et on obtient :

∫
Γ∪SR

(
u

(
y
) ∂G

(
x‚y

)
∂η

(
y
) −G

(
x‚y

) ∂u

∂η

(
y
))

d s
(
y
)= 0,

où ΓR = Γ∪SR .
Comme

lim
R−→+∞

∫
SR

A(y)d s(y) = 0,

alors, ar passage à la limite quand R →+∞, on trouve∫
Γ

A(y)d s(y) = 0.

D’où le résultat.

Remarque 3.2.1. En vertu du Théorème 3.2.2, on remarque que

u (x) =O

(
1p|x|

)
, |x| −→+∞.

Théorème 3.2.3. Toute solution du problème (P ) est analytique dans Ωe .

Démonstration. En effet, compte tenu de l’analyticité de la fonction G(x, .) pour les coordonnées
x1, x2 de x (cf. [CK :83]) et de la continuité de la fonction

(
y, x

) 7→ u
(
y
) ∂G

(
x‚y

)
∂η

(
y
) −G

(
x‚y

) ∂u

∂η

(
y
)

sur Γ×Ωe , les Théorèmes 1.6.3 et 3.2.2 impliquent que u est analytique dans Ωe .
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Quelques résultats sur la théorie du
potentiel

Résumé

Ce chapitre est consacré essentiellement à un rappel étendu sur les notions élémentaires de
la théorie du potentiel. On démontre ici seulement quelques résultats qui concerne le modèle
étudié (cf. [CK :83], [CWZ :98]). La compacité des potentiels est basée sur la théorie des opérateurs
faiblement singuliers (voir Annexe C)
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4.1 Potentiel simple-couche

Définition 4.1.1. Soit Φ ∈C (Γ) et G la fonction de Green (3.5). La fonction

u(x) =
∫
Γ
Φ(y)G(x, y)d s(y), x ∈R2 \Γ, (4.1)

est appelée potentiel simple-couche de densité Φ. u possède les propriétés suivantes :
1. u est une solution de l’équation de Helmholtz dans R2 \Γ.
2. u est continue dans tout R2.

Théorème 4.1.1. Supposons que la fonction K
(
x, y

)
est définie et continue pour tous x ∈G ⊂R2, y ∈

Γ, x 6= y, et qu’il existe des constantes positives M et α ∈ (0,1] tels que∣∣K (
x, y

)∣∣≤ M
∣∣x − y

∣∣α−1 (4.2)

et ∣∣K (
x, y

)−K
(
z, y

)∣∣≤ M |x − z| ∣∣x − y
∣∣α−2 (4.3)

pour tous x, z ∈G , y ∈ Γ avec
2 |x − z| ≤ ∣∣x − y

∣∣≤ 2. (4.4)

Alors le potentiel généralisé défini par

u (x) =
∫
Γ

K
(
x, y

)
Φ (x)d s

(
y
)

, x ∈G (4.5)

Avec la densité Φ ∈C (Γ) appartient à l’espace C 0,α (Γ). De plus

||u||α,G ≤Cα ||Φ||∞,Γ . (4.6)

Pour une certaine constante Cα en fonction de α.

Théorème 4.1.2. Le potentiel simple-couche u avec une densité continue satisfait :

∥ u ∥α,R2≤Cα ∥Φ ∥∞,Γ (4.7)

pour tout 0 <α< 1 avec Cα une constante dépend de Γ et α.

Démonstration. Soit

u(x) =
∫
Γ

G(x, y)Φ(y)d s(y), x ∈R2 \Γ.

Il suffit de vérifier le cas x, z ∈ Γ , x 6= z pour appliquer le Théorème 4.1.1. On a donc

∣∣K (
x, y

)∣∣ =
∣∣∣∣−i

4
H (1)

0

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣∣∣

≤ M√∣∣x − y
∣∣

= M
∣∣x − y

∣∣− 1
2 .
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D’autre part, ona

∣∣K (
x, y

)−K
(
z, y

)∣∣ =
∣∣∣∣−i

4
H (1)

0

(
k

∣∣x − y
∣∣)+ i

4
H (1)

0

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣∣∣

≤ 1

4

∣∣∣H (1)
0

(
k

∣∣x − y
∣∣)−H (1)

0

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣∣

En utilisant les accroissements finis avec H (t ) = H (1)
0 (kt ) ,on a :

∣∣K (
x, y

)−K
(
z, y

)∣∣≤ |k|
4

∣∣∣r − r
′∣∣∣ max

s∈
[

r,r ′]
∣∣∣H (1)

1 (ks)
∣∣∣ .

On a ∣∣z − y
∣∣≤ 3

2

∣∣x − y
∣∣ . (∗.1)

Et
1

2

∣∣x − y
∣∣≤ ∣∣z − y

∣∣ . (∗.2)

de (∗.1) et (∗.2) on obtient :

1

2

∣∣x − y
∣∣≤ ∣∣z − y

∣∣ ≤ 3

2

∣∣x − y
∣∣ . (∗.3)

Par ailleurs, on a
1∣∣x − y

∣∣ ≤ 2∣∣x − y
∣∣ 3

2

. (∗.4)

D′après (∗.3) et (∗.4) ∣∣K (
x, y

)−K
(
z, y

)∣∣ ≤ M
∣∣x − y

∣∣ 1∣∣x − y
∣∣

≤ M
∣∣x − y

∣∣ 1∣∣x − y
∣∣ 3

2

= M
∣∣x − y

∣∣ ∣∣x − y
∣∣− 3

2 .

Le résultat s’obtient avec α= 1

2
.

Théorème 4.1.3. Le potentiel simple-couche u avec une densité C 0,α (Γ) satisfait :

∥ ∇u ∥α,Ωe≤Cα ∥Φ ∥α,Γ . (4.8)

pour tout 0 <α< 1 avec Cα une constante dépend de Γ et α.

On désigne par les indices (+) et (−) les limites obtenues en approchant la frontière Γ de l’ex-
térieure ou de l’intérieur, et on note :

h+ (x) = lim
y→x
y∈Ωe

h
(
y
)

et h− (x) = lim
y→x
y∈Ω

h
(
y
)

, x ∈ Γ.
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Théorème 4.1.4. Pour le potentiel simple-couche u avec une densité continue Φ, nous avons

∂u±
∂η

(y) =
∫
Γ
Φ(y)

∂G(x, y)

∂η(x)
d s(y)∓ 1

2
Φ(x), x ∈ Γ, (4.9)

∂u+
∂η

− ∂u−
∂η

=−Φ sur Γ

4.2 Potentiel double-couche

Définition 4.2.1. Etant donnée une fonction Ψ ∈C (Γ), la fonction

v(x) =
∫
Γ
Ψ(y)

∂G(x, y)

∂η(y)
d s(y), x ∈R2 \Γ, (4.10)

est appelée le potentiel double-couche de densité Ψ. v est aussi solution de l’équation de Helm-
holtz.

Théorème 4.2.1. Pour le potentiel double-couche v on a les formules suivantes :

v±(x) =
∫
Γ
Ψ(y)

∂G(x, y)

∂η(y)
d s(y)± 1

2
Ψ(x), x ∈ Γ, (4.11)

et on a immédiatement la formule du saut suivante :

v+− v− =Ψ sur Γ. (4.12)

Théorème 4.2.2. Le potentiel double-couche v de densité continue Ψ satisfait

∂v+

∂η
= ∂v−

∂η
sur Γ. (4.13)

Théorème 4.2.3. Le potentiel double-couche v de densité Ψ ∈C (Γ) satisfait

∥ v ∥α,Γ≤Cα ∥Ψ ∥∞,Γ (4.14)

pour tout 0 <α< 1 avec Cα une constante dépend de Γ et α.

Démonstration. Soit x, z ∈ Γ , x 6= z et en utilisant le comportement au voisinage de 0 de la fonction
de Hankel ainsi que les résultats de l’annexe C, on obtient

∣∣K (
x, y

)∣∣ =
∣∣∣∣∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) ∣∣∣∣= ∣∣∣∣ k

4i
H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣) 〈

η
(
y
)

, x − y
〉∣∣x − y

∣∣
∣∣∣∣

≤ 1

4

∣∣∣H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣∣ L

∣∣x − y
∣∣2∣∣x − y
∣∣

≤ M
′
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D’autre part, on a :

K
(
x, , y

)−K
(
z, y

) = ∂G
(
x, y

)
∂η

(
y
) − ∂G

(
z, y

)
∂η

(
y
)

= k

4i

{
H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ 〈
η

(
y
)

, x − y
〉− H (1)

1

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣z − y

∣∣ 〈
η

(
y
)

, z − y
〉}

= k

4i

{
H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ 〈
η

(
y
)

, x − z + z − y
〉− H (1)

1

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣z − y

∣∣ 〈
η

(
y
)

, z − y
〉}

= k

4i

H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ 〈
η

(
y
)

, x − z
〉+〈

η
(
y
)

, z − y
〉[

H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ − H (1)
1

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣z − y

∣∣
]

≤
∣∣∣∣∣ k

4i

H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ 〈
η

(
y
)−η (x) , x − z

〉∣∣∣∣∣+ k

4i

H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ 〈
η (x) , x − z

〉
+〈

η
(
y
)

, z − y
〉[

H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ − H (1)
1

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣z − y

∣∣
]

= I1 + I2 + I3

|I1| =
∣∣∣∣ k

4i
H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣) 〈

η
(
y
)−η (x) , x − z

〉∣∣x − y
∣∣

∣∣∣∣
= k

4

∣∣∣∣H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣) ∣∣η(

y
)−η (x)

∣∣ |x − z| 1∣∣x − y
∣∣

≤ C∣∣x − y
∣∣L

∣∣x − y
∣∣ |x − z| 1∣∣x − y

∣∣
≤ M |x − z| ∣∣x − y

∣∣−1 .

De plus, on a

|I2| =
∣∣∣∣∣ k

4i

H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ 〈
η (x) , x − z

〉∣∣∣∣∣
≤ M∣∣x − y

∣∣2
|x − z|2

≤ M
′ |x − z| ∣∣x − y

∣∣−1

Car :
2 |x − z| ≤ ∣∣x − y

∣∣≤ 2

|I3| =
∣∣∣∣∣〈η(

y
)

, z − y
〉[

H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ − H (1)
1

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣z − y

∣∣
]∣∣∣∣∣

≤ L
∣∣z − y

∣∣2

∣∣∣∣∣ H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣x − y

∣∣ − H (1)
1

(
k

∣∣z − y
∣∣)∣∣z − y

∣∣
∣∣∣∣∣
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En utilisant les accroissements finis, avec H (t ) = H (1)
1 (kt )

t
, on a :

|I3| = M
∣∣z − y

∣∣2 ∣∣∣∣x − y
∣∣− ∣∣z − y

∣∣∣∣ max
s∈

[
r,r ′]

∣∣∣∣∣∣∣∣
H (1)

0 (kt )− 1

kt
H (1)

1 (kt )−H (1)
1 (kt )

t 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ M |x − z| ∣∣x − y

∣∣−1

Car :
1

2

∣∣x − y
∣∣≤ ∣∣z − y

∣∣ ≤ 3

2

∣∣x − y
∣∣ .

D’où ∣∣K (
x, , y

)−K
(
z, y

)∣∣≤ M |x − z| ∣∣x − y
∣∣−1 .

D’où le résultat avec α= 1 .

Théorème 4.2.4. Le potentiel double-couche v satisfait :

∥ ∇v ∥α,Ωe≤Cα ∥Ψ ∥1,α,Γ . (4.15)

pour tout 0 <α< 1 avec Cα une constante dépend de Γ et α..

4.3 Quelques résultats de compacité

On se propose ici de démontrer quelques résultats de compacité des potentiels via les propriétés
des intégrales à noyau faiblement singulier (voir Annexe C).

Définition 4.3.1. On note Π (Γ) l’éspace lineaire de toutes les fonctions continues Ψ, tel que la
dérivée par rapport la normale du potentiel double-couche Ψ est continue sur Γ. On définit :

Π (Γ) =
{
Ψ ∈C (Γ) tel que :

∂v

∂η
est continue

}
(4.16)

Proposition 4.3.1. L’ensemble Π (Γ) est non vide.

Démonstration. Soit Ψ ∈C 1,α (Γ). D’après les résultats précédents, on trouve en particulier

∇v ∈C 0,α (Γ) . (4.17)

En vertu de l’injection
C 0,α (Γ) ,→C (Γ) , (4.18)

on en déduit que
C 1,α (Γ) ⊂Π (Γ) .

Donc Π (Γ) 6=∅ .
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Théorème 4.3.1. Soit l’opérateur intégral suivant : S : C (Γ) −→C (Γ) défini par

(SΦ) (x) = 2
∫
Γ

G
(
x, y

)
Φ

(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈ Γ (4.19)

est compact sur C (Γ) . De plus, on a S : C (Γ) −→Π (Γ).

Démonstration. 1. Comme Φ ∈C (Γ), la régularité du potentiel simple-couche entraîne

SΦ ∈C 0,α (
R2)

et
∇SΦ ∈C 0,α

(
Ωe

)
.

Moyennant
||SΦ||1,α = ||SΦ||∞+||∇SΦ||0,α ,

on obtient :
SΦ ∈C 1,α (Γ) .

Mais C 1,α (Γ) ⊂Π (Γ). Alors
SΦ ∈Π (Γ) .

2. On pose
Sx,1 =

{
y ∈ Γ tel que

∣∣x − y
∣∣< 1

}
.

on a

(SΦ) (x) = 2
∫

Sx,1

G
(
x, y

)
Φ

(
y
)

d s
(
y
)+2

∫
Γ\Sx,1

G
(
x, y

)
Φ

(
y
)

d s
(
y
)

=: A1Φ (x)+ A2Φ (x) .

A2 est immédiatement compact d’après le théorème (Ascoli-Arzelà) .
D’autre part, on a

∣∣K (
x, y

)∣∣ = ∣∣G (
x, y

)∣∣= ∣∣∣∣−i

4
H (1)

0

(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣∣∣

≤ M
′ ∣∣x − y

∣∣−1
2

Alors ∃M
′ > 0 et α= 1

2
∈ ]0,1] telles que

∣∣K (
x, y

)∣∣≤ M
′ ∣∣x − y

∣∣α−1 .

D’où A2 est compact sur Sx,1. Donc S est compact sur C (Γ) .

Théorème 4.3.2. Soit l’opérateur intégral suivant : K : C (Γ) −→C (Γ) défini par :

(KΦ) (x) = 2
∫
Γ

∂G
(
x, y

)
∂η

(
y
) Φ

(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈ Γ. (4.20)

Alors K est compact sur C (Γ) .
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Démonstration. De la même manière que pour l’opérateur S et en tenant compte de〈
η

(
y
)

, x − y
〉≤ L

∣∣x − y
∣∣2 ,

on a

∣∣K (
x, y

)∣∣ =
∣∣∣∣∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) ∣∣∣∣= ∣∣∣∣−i k

4
H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣) 〈

η
(
y
)

, x − y
〉∣∣x − y

∣∣
∣∣∣∣

≤ M
′

Alors ∃M
′ > 0 et α = 1 ∈ ]0,1] telles que

∣∣K (
x, y

)∣∣ ≤ M
′ ∣∣x − y

∣∣α−1. Donc K est compact sur C (Γ) .

Théorème 4.3.3. Soit l’opérateur intégral suivant : K
′
: C (Γ) −→C (Γ) défini par :

(
K

′
Φ

)
(x) = 2

∫
Γ

∂G
(
x, y

)
∂η (x)

Φ
(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈ Γ. (4.21)

Alors K
′

est compact sur C (Γ) .

Démonstration. La démonstration se fait exactement de la même manière que pour l’opérateur
K .

Théorème 4.3.4. Soit les opérateurs intégraux suivants : T, T0 :Π (Γ) −→C (Γ) définis par :

(TΦ) (x) = 2
∂

∂η (x)

∫
Γ

∂G
(
x, y

)
∂η

(
y
) Φ

(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈ Γ

et

(T0Φ) (x) = 2
∂

∂η (x)

∫
Γ

∂G0
(
x, y

)
∂η

(
y
) Φ

(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈ Γ

avec

G0
(
x, y

)= −1

2π
ln

(
1∣∣x − y

∣∣
)

.

Alors l’opérateur T −T0 est compact sur Π (Γ) .

Démonstration. On a

G
(
x, y

)= −i

4
H (1)

0

(
k

∣∣x − y
∣∣) ,

∂G
(
x, y

)
∂η

(
y
) = −i k

4
H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣) 〈

η
(
y
)

, y −x
〉∣∣x − y

∣∣
et

∂G0
(
x, y

)
∂η

(
y
) = −1

2π

〈
η

(
y
)

, x − y
〉∣∣x − y

∣∣2 .
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Ce qui donne

∇x

(
∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) )

= k2
(
x − y

)
4i

∣∣x − y
∣∣2 H (1)

0

(
k

∣∣x − y
∣∣)〈η(

y
)

, x − y
〉

− k
(
x − y

)
2i

∣∣x − y
∣∣3 H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣)〈η(

y
)

, x − y
〉+ kη

(
y
)

4i
∣∣x − y

∣∣ H (1)
1

(
k

∣∣x − y
∣∣)

∇x

(
∂G0

(
x, y

)
∂η

(
y
) )

= η
(
y
)

2π
∣∣x − y

∣∣2

〈
η

(
y
)

, x − y
〉− (

x − y
)∣∣x − y
∣∣4

〈
η

(
y
)

, x − y
〉

.

D’où

K
(
x, y

) = ∇x

(
∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) )

−∇x

(
∂G0

(
x, y

)
∂η

(
y
) )

= k
(
x − y

)〈
η

(
y
)

, x − y
〉

4i
∣∣x − y

∣∣4

{
k

∣∣x − y
∣∣2 H (1)

0

(
k

∣∣x − y
∣∣)−2H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣) ∣∣x − y

∣∣− 4i

kπ

}

+ kη
(
y
)

4i
∣∣x − y

∣∣2

{
H (1)

1

(
k

∣∣x − y
∣∣) ∣∣x − y

∣∣+ 4i

2πk

}
.

On a

K
(
x, y

)
vH

(
x, y

) = k
(
x − y

)〈
η

(
y
)

, x − y
〉

4i
∣∣x − y

∣∣4

{
−2

( −2i

kπ
∣∣x − y

∣∣
)∣∣x − y

∣∣+k
∣∣x − y

∣∣2
(

2i

π
ln

(
k

∣∣x − y
∣∣))− 4i

kπ

}

+ kη
(
y
)

4i
∣∣x − y

∣∣2

{( −2i

kπ
∣∣x − y

∣∣
)∣∣x − y

∣∣+ 2i

πk

}
.

Cependant

H
(
x, y

)
v

k2
〈
η

(
y
)

, x − y
〉(

x − y
)

2π
∣∣x − y

∣∣2 ln
(
k

∣∣x − y
∣∣)= H

′ (
x, y

)
et ∣∣∣H

′ (
x, y

)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣k2

〈
η

(
y
)

, x − y
〉(

x − y
)

2π
∣∣x − y

∣∣2 ln
(
k

∣∣x − y
∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣H

′ (
x, y

)∣∣∣ ≤ Lk2

π

∣∣x − y
∣∣ ∣∣ln(

k
∣∣x − y

∣∣)∣∣
≤ M

∣∣x − y
∣∣( 1∣∣x − y

∣∣
)

≤ M
′
.

D’où ∃M
′ > 0 et α = 1 ∈ ]0,1] telles que

∣∣K (
x, y

)∣∣ ≤ M
′ ∣∣x − y

∣∣α−1. Donc T −T0 est compact sur
Π (Γ) .
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Existence et unicité

Résumé

L’objet de ce chapitre démontrer l’existence et l’unicité de notre problème (P ). L’unicité est
basée essentiellement sur la condition de radiation et le lemme de Rellich. L’existence se fera par
deux méthodes, la première est basée sur un potentiel combiné (simple-double couche) et dans la
seconde on utilisera la représentation intégrale.
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5.1 Unicité

On rappelle d’abord notre problème :

Trouver u ∈C 2 (
Ωe)∩C 1

(
Ωe

)
telle que :

∆u +k2u = 0 dans Ωe ,

∂u

∂η
+λu = f sur Γ,

∂u

∂r
− i ku = o(

1p
r

) r = |x|→∞ (S)

(P )

Lemme 5.1.1. (Rellich) Soit u ∈C 2 (
Ωe)∩C 1

(
Ωe

)
solution de

∆u +k2u = 0 dans Ωe ‚ k > 0,

vérifiant

lim
R−→+∞

∫
SR

|u|2 d s = 0.

Alors u = 0 dans Ωe .

Démonstration. Voir Annexe B.

Théorème 5.1.1. Si u est une solution de (P ) vérifiant la condition

Im
(
kλ

)
≥ 0 sur Γ, (U)

alors u est unique.

Démonstration. Soient u1 et u2 deux solutions du problème (P ) et posons w = u1 −u2. Alors w est

solution du problème (P ) homogène (i.e.,
∂w

∂η
+λw = 0 sur Γ). En s’inspirant de la démonstration

de la proposition 3.2.1, on a

lim
R−→+∞


∫

SR

{∣∣∣∣∂w

∂η

∣∣∣∣2

+|k|2 |w |2
}

d s +2Im (k)
∫

DR

{|k|2 |w |2 +|∇w |2}d y

=−2Im

k
∫
Γ

w
∂w

∂η
d s

 .

Mais, en vertu de la condition au bord, on a

Im

k
∫
Γ

w
∂w

∂η
d s

= Im

k
∫
Γ

λ |w |2 d s

 .
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Alors, en tenant compte de la condition (U), on distingue deux cas :
1. Si Im(k) > 0, on a

lim
R−→+∞

∫
DR

|w |2 d y = 0.

Il en résulte que ∀R > R0‚ w = 0 dans DR . D’où w = 0 dans Ωe .
2. Si Im(k) = 0, on a

lim
R−→+∞

∫
SR

|w |2 d s = 0.

D’ou w = 0 dans Ωe via le lemme de Rellich.
Ce qui entraîne dans les deux cas que u1 = u2 dans Ωe .

5.2 Existence

Dans cette section, on va passer d’un problème aux limites posé en donmaine non borné à un
problème sur un domaine borné. Cela revient à étudier une équation intégrale de second espèce
et appliquer la théorie de Riesz pour démontrer l’existence de la solution.

5.2.1 Existence via un potentiel combiné

Proposition 5.2.1. Le potentiel combiné (simple-double couche)

u (x) =
∫
Γ

{
G

(
x, y

)+ iχ
∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) }

Φ
(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈R2\Γ (5.1)

avec χ 6= 0 un nombre réel arbitraire tel que χRek > 0 est une solution du problème (P ) si et seule-
ment si la densité Φ ∈Π (Γ) vérifie l’équation intégrale

(
1− iχλ

)
Φ−

(
K

′ + iχT + iχλK +λS
)
Φ=−2 f . (5.2)

Démonstration. En effet, d’après les résultats des chapitres précédents, le potentiel (5.1) est une

solutions de classe C 2 (
Ωe)∩C 1

(
Ωe

)
de l’equation de Helmholtz et qui verifie la condition de

Sommerfeld. Cela revient seulement à prouver l’équivalence de la condition d’impédance avec
l’équation intégrale. On pose alors

u (x) = u1 (x)+ iχu2 (x) ,

avec 
u1 (x) =

∫
Γ

G
(
x, y

)
Φ

(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈R2\Γ

et

u2 (x) =
∫
Γ

∂G
(
x, y

)
∂η

(
y
) Φ

(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈R2\Γ.
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Si x ∈ Γ, alors moyennant 
∂u1+
∂η

= 1

2
K

′
Φ− 1

2
Φ, x ∈ Γ,

u2+ = 1

2
KΦ+ 1

2
Φ, x ∈ Γ,

on a

u+ = 1

2
SΦ+ iχ

(
1

2
KΦ+ 1

2
Φ

)
,

∂u+
∂η

= 1

2
K ′Φ− 1

2
Φ+ iχ

1

2
TΦ.

Ce qui entraîne que

∂u+
∂η

+λu+ = 1

2
K

′
Φ− 1

2
Φ+ 1

2
iχTΦ+λ

(
1

2
SΦ+ iχ

(
1

2
KΦ+ 1

2
Φ

))
= −1

2

{(
1− iχλ

)
Φ−

(
K

′ + iχT + iχλK +λS
)
Φ

}
.

D’où le résultat.

Afin d’appliquer la théorie de Riesz, on commence dans une première étape par démontrer
que l’équation (5.2) homogène admet une solution triviale Φ ∈Π (Γ).

Proposition 5.2.2. Si la condition (U) est satisfaite et si l’équation intégrale (5.2) admet une solution
Φ dans Π (Γ), alors Φ est unique.

Démonstration. En s’inspirant encore une fois de la démonstration de la Proposition 3.2.1, on ob-
tient

−2Im

k
∫
Γ

u+
∂u+
∂η

d s

= lim
R−→+∞


∫

SR

{∣∣∣∣∂u+
∂η

∣∣∣∣2

+|k|2 |u+|2
}

d s +2Im (k)
∫

DR

{|k|2 |u|2 +|∇u|2}d y

 .

Ou encore (par la condition au bord : f = 0)

2Im

k
∫
Γ

λ |u+|2 d s

=− lim
R−→+∞


∫

SR

{∣∣∣∣∂u+
∂η

∣∣∣∣2

+|k|2 |u+|2
}

d s +2Im (k)
∫

DR

{|k|2 |u|2 +|∇u|2}d y

 .

Alors, en tenant compte de Im (k) ≥ 0, on distingue deux cas :

1. Si Im
(
kλ

)
> 0 sur Γ, on a ∫

Γ

|u+|2 d s = 0.

D’où u+ = 0 sur Γ.

2. Si Im
(
kλ

)
= 0 sur Γ, on a les cas suivants :

a). Si Im (k) > 0, on a

lim
R−→+∞

∫
DR

|u|2 d y = 0.
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et donc u = 0 dans Ωe . Ce qui entraîne, via l’unicité de la solution, que u+ = 0 sur Γ.
b). Si Im (k) = 0, on obtient

lim
R−→+∞

∫
SR

|u+|2 d s = 0

et u+ = 0 sur Γ par le Lemme de Rellich.
Par conséquent

∂u+
∂η

= 0 sur Γ.

D’après les propriétés des potentiel simple et double-couche, on a

u+−u− = (u1+−u1−)+ iχ (u2+−u2−) = iχΦ,

∂u+
∂η

− ∂u−
∂η

=
(
∂u1+
∂η

− ∂u1−
∂η

)
+ iχ

(
∂u2+
∂η

− ∂u2−
∂η

)
=−Φ.

Comme u+ = 0 et
∂u+
∂η

= 0 sur Γ, on trouve que u− satisfait l’équation

u−+ iχ
∂u−
∂η

= 0 sur Γ. (5.3)

D’après la formule de Green, on a :∫
Γ

u−
∂u−
∂η

d s =
∫
Ω

|∇u|2 d y −k2
∫
Ω

|u|2 d y.

Moyennant (5.3), on trouve

iχ
∫
Γ

∣∣∣∣∂u−
∂η

∣∣∣∣2

d s =
∫
Ω

|∇u|2 d y −k2
∫
Ω

|u|2 d y.

D’où

χIm
(
i k

)∫
Γ

∣∣∣∣∂u−
∂η

∣∣∣∣2

d s = −Im (k)
∫
Ω

|∇u|2 d y − Im (k)
∫
Ω

|k|2 |u|2 d y.

Ou encore

χRe (k)
∫
Γ

∣∣∣∣∂u−
∂η

∣∣∣∣2

d s = −Im (k)
∫
Ω

|∇u|2 d y − Im (k)
∫
Ω

|k|2 |u|2 d y.

Comme χRe (k) > 0 et Im (k) ≥ 0 on obtient :

∂u−
∂η

= 0.

En vertu de (5.3), on a
u− = 0.

Puisque u− = iχΦ sur Γ, cela entraîne Φ= 0 sur Γ.



5.2 Existence 47

Théorème 5.2.1. Si la condition (U) est satisfaite, l’équation intégrale (5.2) admet une solution
unique dans Π (Γ).

L’unicité étant démontrée dans la Proposition 5.2.2, reste à démontrer l’existence. Pour ce faire,
on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 5.2.1. Soit T :Π (Γ) −→C (Γ) l’opérateur défini par :

(TΦ) (x) = 2
∂

∂η (x)

∫
Γ

∂G
(
x, y

)
∂η

(
y
) Φ

(
y
)

d s
(
y
)

‚ x ∈ Γ.

Alors, on a
T S =−

(
I +K

′)(
I −K

′)
. (5.4)

Démonstration. En utilisant la représentation intégrale pour u un potentiel simple-couche de
densité Φ ∈C (Γ), on a

u+ (x) =
∫
Γ

u+
(
y
) ∂G

(
x‚y

)
∂η

(
y
) d s

(
y
)−∫

Γ

∂u+
∂η

(
y
)

G
(
x‚y

)
d s

(
y
)

‚ x ∈ Ωe ,

−u− (x) =
∫
Γ

u−
(
y
) ∂G

(
x‚y

)
∂η

(
y
) d s

(
y
)−∫

Γ

∂u−
∂η

(
y
)

G
(
x‚y

)
d s

(
y
)

‚ x ∈ Ω.

Alors

u± = 1

2
SΦ

et 

1

2
Tu+ = ∂u+

∂η
+ 1

2
K

′
(
∂u+
∂η

)
− 1

2

(
∂u+
∂η

)
= 1

2

(
I +K

′)(
∂u+
∂η

)
,

1

2
Tu− =−∂u−

∂η
+ 1

2
K

′
(
∂u−
∂η

)
+ 1

2

(
∂u−
∂η

)
=−1

2

(
I −K

′)(
∂u−
∂η

)
.

Par conséquent : 
1

2
Tu+ =−1

4

(
I +K

′)(
I −K

′)
Φ,

1

2
Tu+ =−1

4

(
I −K

′)(
I +K

′)
Φ.

D’où
T SΦ=−

(
I +K

′)(
I −K

′)
Φ, Φ ∈C (Γ) .

Ce qui prouve que :

T S =−
(
I +K

′)(
I −K

′)
.

D’où le résultat.
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Lemme 5.2.2. Soit Im(k) > 0. Alors T :Π (Γ) −→C (Γ) est bijectif et son inverse est donné par

T −1 =−S
(
I −K

′)−1 (
I +K

′)−1
. (5.5)

Démonstration. Soit TΦ = 0. Alors le potentiel double-couche v de densité Φ ∈Π (Γ) est solution
des problèmes intérieur et extérieur de Neumann homogène suivants :

Trouver u ∈C 2 (Ω)∩C 1
(
Ω

)
telle que

∆u +k2u = 0 dans Ω.

∂u

∂η
= 0 sur Γ.

et 

Trouver u ∈C 2 (
Ωe)∩C 1

(
Ωe

)
telle que

∆u +k2u = 0 dans Ωe .

∂u

∂η
= 0 sur Γ.

u vérifie (S) .

Pour le problème intérieur, on applique directement la première formule de Green aux fonctions
v et v dans le domaine Ω et on obtient :∫

Ω

|∇v |2 d y = k2
∫
Ω

|v |2 d y

En prenant partie imaginaire, on obtient :

0 = 2Re (k) Im (k)
∫
Ω

|v |2 d y

Comme Re (k) > 0 et Im (k) > 0, on trouve

v = 0 dans Ω.

Donc par unicité de la solution, v− = 0 sur Γ.
Pour le problème extérieur, il suffit de s’inspirer encore une fois de la relation (3.10) :

lim
R−→+∞


∫

SR

{∣∣∣∣∂v

∂η

∣∣∣∣2

+|k|2 |v |2
}

d s +2Im (k)
∫

DR

{|k|2 |v |2 +|∇v |2}d y

= 0.

On obtient, en vertu du lemme de Rellich que

v = 0 dans Ωe .

L’unicité entraîne encore que v+ = 0 sur Γ.
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Ainsi T est injectif via la formule du saut Φ= v+− v− = 0.
Soit f ∈C (Γ). Comme Im (k) > 0, on peut aussi montrer que le problème de Dirichlet intérieur

admet une solution triviale. En suivant la même démarche que dans la proposition 5.2.1 (équi-
valence avec une équation intégrale) pour les problèmes extérieurs de Neumann et de Dirichlet
moynnant les résultats énoncés dans [CK :83], on a

N
(
I −K

′)= {0} ,

et
N (I +K ) = {0} .

L’Alternative de Fredholm entraîne
N

(
I +K

′)= {0} .

Comme les opérateurs K et K ′ sont compacts (voir le chapitre précédent), alors par la théorie de

Riesz on obtient que
(
I +K

′)−1
et

(
I −K

′)−1
existent et sont bornés. Maintenant d’après le Lemme

précédent, on a

T S =−
(
I +K

′)(
I −K

′)
.

D’où

T −1 =−S
(
I −K

′)−1 (
I +K

′)−1
.

Donc

Φ=−S
(
I −K

′)−1 (
I +K

′)−1
f

satisfait TΦ= f . Par conséquent T est surjectif ; donc bijectif et son inverse est donné par (5.5).

Preuve du Théorème 5.2.1. Comme T n’est pas compact, on ne peut pas appliquer directement
la théorie de Riesz pour démontrer l’existence de la solution. Pour cela on régularise(

1− iχλ
)
Φ−

(
K

′ + iχT + iχλK +λS
)
Φ=−2 f

de la manière suivante

Ak0

[(
1− iχλ

)
I −

(
K

′ + iχ
(
T −Tk0

)+ iχλK +λS
)]
Φ− iχΦ=−2Ak0 f ,

avec

Ak0 =
(
Tk0

)−1 =−S
(
I −K

′)−1 (
I +K

′)−1

et Im (k0) > 0.
On a transformé (5.2) en une équation équivalente

iχΦ+BΦ=−2Ak0 f (5.6)

où
B = Ak0

[
−(

1− iχλ
)

I +
(
K

′ + iχ
(
T −Tk0

)+ iχλK +λS
)]
Φ.

L’opérateur B est compact car Ak0 est compact et

H =: −(
1− iχλ

)
I +

(
K

′ + iχ
(
T −Tk0

)+ iχλK +λS
)



50 Chapitre 5. Existence et unicité

est borné du fait que
T −Tk0 = (T −T0)− (

Tk0 −T0
)

soit compact.
Le résultat découle immédiatement moyennant (5.6) et du Corollaire 1.3.1.

5.2.2 Existence via la représentation intégrale

Proposition 5.2.3. Soit u solution du problème (P ). Alors la valeur Φ := u|Γ ∈Π (Γ) est une solution
de l’équation intégrale :(

1− iχλ
)
Φ−

(
K +Sλ+ iχT + iχK

′
λ
)
Φ=−S f − iχ

(
f +K

′
f
)

, (5.7)

où χ 6= 0 et χRe(k) > 0
Réciproquement, soit Φ ∈Π (Γ) solution de (1). Alors

u (x) =
∫
Γ

{
Φ

(
y
) ∂G

(
x, y

)
∂η

(
y
) − [

f
(
y
)−λ(

y
)
Φ

(
y
)]

G
(
x, y

)}
d s

(
y
)

, x ∈R2\Γ (5.8)

est une solution du problème (P ) et u|Γ =Φ.

Démonstration. Soit u solution du problème (P). D’après la représentation intégrale, on trouve
que

K u −S

(
∂u

∂η

)
−u = 0,

Tu −K
′
(
∂u

∂η

)
− ∂u

∂η
= 0.

Via
∂u

∂η
+λu = f sur Γ , on obtient avec Φ := u|Γ

KΦ+SλΦ−Φ= S f

et
TΦ+K

′
λΦ+λΦ= f +K

′
f .

En multipliant par iχ et en sommant, on trouve :(
1− iχλ

)
Φ−

(
K +Sλ+ iχT + iχK

′
λ
)
Φ=−S f − iχ

(
f +K

′
f
)

.

Réciproquemt, soit Φ ∈Π (Γ) solution de (5.7). Comme dans l’approche par potentiel combiné, il

suffit de montrer que u donné par (5.8) vérifie la condition d’impédance

(
ie :

∂u

∂η
+λu = f

)
. On a :

u− = 1

2
KΦ− 1

2
Φ− 1

2
S

(
f −λΦ)

,

et
∂u−
∂η

= 1

2
TΦ− 1

2

(
f −λΦ)− 1

2
K

′ (
f −λΦ)

.
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En multipliant par iχ et en sommant on a

u−+ iχ
∂u−
∂η

= 0 sur Γ.

On applique la première formule de Green aux fonctions u, u dans Ω, on obtient :

iχ
∫
Γ

∣∣∣∣∂u−
∂η

∣∣∣∣2

d s =
∫
Ω
|∇u|2 d y −k2

∫
Ω
|u|2 d y.

En prenant la partie imaginaire, on a

χ

∫
Γ

∣∣∣∣∂u−
∂η

∣∣∣∣2

d s = −Im
(
k2)∫

Ω
|u|2 d y

= −2Re (k) Im (k)
∫
Ω
|u|2 d y.

On multiple par Re (k) et on obtient :

χRe (k)
∫
Γ

∣∣∣∣∂u−
∂η

∣∣∣∣2

d s =−2[Re (k)]2 Im (k)
∫
Ω
|u|2 d y

Comme χRe (k) > 0 et Im (k) ≥ 0. Donc :∫
Γ

∣∣∣∣∂u−
∂η

∣∣∣∣2

d s = 0 =⇒ ∂u−
∂η

= 0 sur Γ.

Mais

u−+ iχ
∂u−
∂η

= 0 =⇒ u− = 0 sur Γ.

Comme u− = 0 sur Γ, la formule su saut donne

u+|Γ =Φ .

En vertue de
∂u−
∂η

= 0 sur Γ, on obtient

∂u+
∂η

= f −λΦ.

Ce qui achève la preuve.

Théorème 5.2.2. Si Im
(
kλ

)
≥ 0, l’équation intégrale (5.7) admet une solution unique Φ ∈Π (Γ) .

Démonstration. L’unicité découle immédiatement de la Proposition précédente pour f = 0. En
suivant la même démarche utilisée dans le potentiel combiné, on obtient l’équation intégrale ré-
gularisée suivante :

Ak0

[(
1− iχλ

)
I −

(
K + iχ

(
T −Tk0

)+ iχλK
′ +λS

)]
Φ− iχΦ=−Tk0

[
S f + iχ

(
f +K

′
f
)]

.

D’où la preuve.





Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire on démontré des résultats d’unicité et d’existence pour notre problème (P ) via
la théorie du potentiel. On a transformé le problème aux limites posé en domaine non-borné en
un problème régi par une équation intégrale de seconde espèce posée dans un domaine borné
régulier (compact).
Comme perspectives, on se propose à l’avenir :

1. d’étudier la régularité de la solution suivant la régularité de f .

2. d’étudier notre problème dans le cas L2 et dans le cas des espaces de Sobolev avec poids.

3. d’étudier notre problème dans le cas d’une frontière non bornée.
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Rappel sur les fonctions de Bessel

Résumé

Dans cette Annexe nous donnons un bref aperçu sur les fonctions de Bessel et de Hankel ainsi que
quelques unes de leurs principales propriétés (cf. [AS :64]).
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A.1 Définitions

Soit n ∈N. Soit l’équation différentielle suivante :

x2 y ′′+x y ′+ (x2 −n2)y = 0, x ∈R. (A.1)

L’équation (A.1) est appelée équation de Bessel et sa solution est donnée par

y(x) =C1 Jn(x)+C2Yn(x),

où Jn et Yn sont respectivement les fonctions de Bessel de première et de deuxième espèce d’ordre
n données par les expressions suivantes :

Jn(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k !(n +k)!
(

x

2
)n+2k , n ∈N,

Y0(x) = 2

π
[ln(

x

2
)+C ]J0(x)− 2

π

+∞∑
k=1

ak
(−1)k

(k !)2
(

x

2
)2k

et

Yn(x) = 2

π
ln(

x

2
)Jn(x)

− 1

π

+∞∑
k=0

(−1)k [ψ(k +1)+ψ(n +k +1)]

k !(n +k)!
(

x

2
)n+2k

− 1

π

n−1∑
k=0

(n −k −1)!

k !
(

x

2
)−n+2k ,

avec ak =
m=k∑
m=1

1

m
, ψ(1) =−C , ψ(k) =−C+ak−1, k ≥ 2 et C la constante de Euler, i.e., C = 0,57721.....

On désigne respectivement par H (1)
n et H (2)

n les fonctions de Hankel de première espèce et
deuxième espèce d’ordre n, et on écrit

H (1)
n (x) = Jn(x)+ i Yn(x),

H (2)
n (x) = Jn(x)− i Yn(x),

où i le nombre complexe tel que i 2 =−1.

Remarque A.1.1. La solution générale de (A.1) peut s’écrire aussi sous la forme

y(x) =αH (1)
n (x)+βH (2)

n (x),

avec α et β des constantes complexes arbitraires.

A.2 Relations de dérivation

On énnonce maintenant des relations de récurrence concernant la dérivation des fonctions de
Hankel

d

d x
(x−n H ( j )

n (x)) =−x−n H ( j )
n+1(x), j = 1, 2,

d

d x
H ( j )

n (x) = H ( j )
n−1(x)− x

n
H ( j )

n (x), j = 1, 2.

Annexe A. Rappel sur les fonctions de Bessel
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A.3 Comportement à l’origine

Les relations suivantes donnent les premiers termes du comportement des fonctions de Hankel
d’ordre 0 lorsque x tend vers zéro.

H (1)
0 (x) ∼ 2i

π
log x, x → 0+,

H (1)
1 (x) ∼− 2i

πx
, x → 0+.

A.4 Comportement à l’infini

Les relations suivantes donnent les premiers termes du comportement des fonctions de Hankel
d’ordre n lorsque r tend vers l’infini

H (1)
n (r ) =

√
2

πr
e i (r−(2n+1)π4 ) +O(r− 3

2 ), r →+∞,

H (2)
n (r ) =

√
2

πr
e−i (r−(2n+1)π4 ) +O(r− 3

2 ), r →+∞.
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Lemme de Rellich

Résumé

On se propose ici de démontrer le lemme de Rellich énonce au chapitre 5.
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On rappelle le lemme de Rellich

B.1 Enoncé du lemme de Rellich

Lemme B.1.1. (Rellich) Soit u ∈C 2 (
Ωe)∩C 1

(
Ωe

)
solution de

∆u +k2u = 0 dans Ωe ‚ k > 0,

vérifiant

lim
R−→+∞

∫
SR

|u|2 d s = 0.

Alors u = 0 dans Ωe .

B.2 Preuve du lemme de Rellich

Démonstration. On note (r,θ) les coordonnées polaires et soit D un disque ouvert centré à l’ori-
gine tel que Ω⊂ D .Comme u est analytique réelle, alors pour x ∈R2\D, on peut faire un dévelop-
pement en série de Fourier comme suit :

u (x) =
∞∑

n=−∞
an (r )e i nθ, (B.1)

où

an (r ) = 1

2π

∫ 2π

0
u (r,θ)e−i nθdθ.

an (r ) est solution de l’équation de Bessel dont la solution est donnée par

an (r ) =αn H (1)
n (kr )+βn H (2)

n (kr )

où αn et βn des constantes . Par l’égalité de Parseval, on a∫
|y|=R

|u|2 d s = 2πR
∞∑

n=−∞
|an (R)|2 .

D’après l’hypothèse du Lemme, on obtient

R |an (R)|2 −→ 0, R −→+∞.

En vertu du comportement à l’infini des fonction de Hankel et du fait que

H (1)
n (kr ) = H (2)

n (kr ) ,

on en déduit que
αn =βn = 0.

Annexe B. Lemme de Rellich
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Par conséquent
u = 0 dans R2\D.

En utilisant un argument de type prolongement analytique, on obtient que

u = 0 dans Ωe

car Ωe est connexe.
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Quelques résultats sur les opérateurs
intégraux à noyau faiblement singulier

Résumé

Dans cette Annexe, nous rappelons quelques résultats sur les opérateurs intégraux à noyau faible-
ment singulier ([K :98]). Ces résultats sont d’une grande utilité dans la théorie du potentiel.
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C.1 Géomètrie du domaine

Lemme C.1.1. Soit Γ de classe C 2. Alors il existe une constante positive L telle que

| η(x).{x − y} |≤ L | x − y |2 (C.1)

et
| η(x)−η(y) |≤ L | x − y | (C.2)

pour tout x, y ∈ Γ.

C.2 Définitions et compacité

Définition C.2.1. Soit G ⊂ Rm un ensemble compact non vide. Un noyau K est dit faiblement
singulier s’il est défini et continu pour tout x, y ∈ G ⊂Rm , x 6= y et il existe des constantes positives
M et α ∈]0,m] telles que

| K (x, y) |≤ M | x − y |α−m , x, y ∈ G, x 6= y. (C.3)

Considèrons l’opérateur intégral suivant : A : C (Γ) →C (Γ) définie par

(AΦ)(x) =
∫
Γ

K (x, y)Φ(y)d s(y), x ∈ Γ, (C.4)

où K est un noyau faiblement singulier.

Théorème C.2.1. L’opérateur intégral (C.4) est compact sur C (Γ).

Démonstration. -Idée de la preuve : On va approcher l’opérateur en question par une suite d’opé-
rateurs compacts. Pour cela nous choisissons une fonction linéaire et continue par morceaux
h : [0,∞[→R définie par

h(t ) =



0, 0 ≤ t ≤ 1

2
,

2t −1,
1

2
≤ t ≤ 1,

1, 1 ≤ t <∞
Pour n ∈N, nous définissons la suite des noyaux continus Kn : G ×G →C comme suit

Kn(x, y) =


h(n | x − y |)K (x, y), x 6= y ;

0, x = y .

Les opérateurs intégraux An : C (G) → C (G) correspondant aux noyaux Kn sont compacts via le
théorème d’Ascoli-Arzelà.
On montre ensuite que

Annexe C. Opérateurs intégraux à noyau faiblement singulier
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∥ An − A ∥∞→ 0,n →∞.

C’est ainsi que A est compact comme limite d’opérateurs compacts.

Théorème C.2.2. Soit K un noyau faiblement singulier. Alors dans 〈C (Ω),C (Ω)〉, l’opérateur inté-
gral défini par

(AΦ)(x) =
∫

G
K (x, y)Φ(y)dµ(y), x ∈G ,

possède un adjoint défini par

(BΨ)(x) =
∫

G
K (y, x)Ψ(y)dµ(y), x ∈G .

Démonstration. Le résultat découle immédiatement de l’exemple 1.4.2 en utilisant la suite (An)
(du théorème ci-dessus)dans la preuve du théorème précédent.
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