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Abstact

During this work, we presented three non-parametric estimators of density function. The
work is concentrated on The method of estimation by histogram, the method simple es-
timation method and the kernel estimation method and we have presented the statistical
properties of each method. Our study is illustrated by simulations to show the performance
of the studied estimators.

Key words : Density of probability, Non-parametric estimation, Kernel estimator, Statis-

tical properties, Asymptotic normality.
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Résumé

Au cours de ce travail, nous avons présenté trois estimateurs non paramétrique de la densité
de probabilité. Le travail est concentré sur La méthode d’estimation par histogramme, la
méthode d’estimation simple et la méthode d’estimation par noyau et nous avons présenté
également, les propriétés statistiques de chaque méthode. Dans le but d’illustrer la perfor-
mance de ces estimateurs, nous avons fait une étude numérique sur des données simulées.
Mots clés :

La densité de probabilité, Estimation non paramétrique, Estimateur a noyau, Les propriétés

statistiques, La normalité asymptotique.
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Introduction

En théorie des probabilités, une variable aléatoire a densité est une variable aléatoire
réelle ou vectorielle pour laquelle la probabilité d’appartenance a un domaine se calcule a
I’aide d’une intégrale sur ce domaine. La fonction a intégrer est alors appelée fonction de
densité ou densité de probabilité, égale (dans le cas réel) a la dérivée de la fonction de
répartition.

Dans ce mémoire, nous voulons examiner les méthodes d’estimation non paramétriques
d’estimation pour estimer une densité de probabilité, parmi ces méthode on peut citer par
exemple I'estimation par histogramme et I’estimation par noyaux. Sous certaines conditions
concernant la densité recherchée on peut étudier la consistance de ces estimateurs. Pour
illustrer I'efficacité de ces méthodes, nous avons les étudié numériquement sur des données
simulées.

Dans le premier chapitre, nous avons rappellé des définitions quelques notions de base
utilisés dans ce mémoire. Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons deux méthode d’esti-
mation de la densité, la méthode d’estimation par les histogrammes et la méthode simple
d’estimation (estimation par les histogrammes mobiles) et nous présentons aussi, les pro-
priétés statistiques des estimateurs obtenus.

Nous allons présenté dans le chapitre 3 la méthode de noyau et ses propriétés statistiques.
Cette méthode est plus robuste que ces deux dernier, qui peut étre vue comme une extension
de la méthode d’estimation par histogramme.

Afin de prouver la performance d’estimateur a noyau, le dernier chapitre est consacré a

une étude numérique sur des donnés simulées.



Chapitre 1

Préliminaires et notions de base
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Dans cette partie, on rappelle essentiellement des définitions et des résultats utilisés dans

ce mémoire.

1.1 Définitions

En théorie des probabilités, le terme modéliser désigne 'opération qui consiste a associer a
I’éxpérience aléatoire trois objets mathématiques, notés et appelés généralement €2, I'univers,

A, I'ensemble des événements et P, la probabilité.

1.1.1 Univers

Nous appelons univers ’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléa-

toire. Généralement, ['univers est noté €.

1.1.2 Tribu

Une tribu A sur Q est une classe de parties de €2 qui vérifier les trois propriétés suivantes :
e .0 e A
e Ac A= Ac A
e Soit [ une partie finie ou infinie de N ou de Z, si (A;);cr est une famille dénombrable

d’éléments de A alors U A; € A.

i€l
1.1.3 Espace probabilisable

Nous appelons espace probabilisable lié & une expérience aléatoire le couple (€2, .A4).

1.1.4 Evénements incompatibles

Nous appelons événements incompatibles ou disjoints deux événements A et B tels que

AN B = ¢, c’est-a-dire qu’il est impossible que A et B se réalisent simultanément.

1.1.5 Probabilité

Nous appelons probabilité sur (€2,.4) une application P de A dans [0, 1] vérifiant les deux
propriétés suivantes (axiomes de KOLMOGOROV) :
o P(Q) =1.
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e Pour tout suite (A;);c; finie ou infinie dénombrable d’événements de de A deux a deux
incompatibles, nous avons
P (U Az-) =2 P(4)
icl icl

1.1.6 Espace probabilisé

Nous appelons espace probabilisable lié & une expérience aléatoire le triplet (2, .4, P).

1.1.7 Variable aléatoire réelle

Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé. Nous appelons variable aléatoire réelle (v.a.r.) toute
application de 2 dans R telle que pour tout intervalle I de R, ’ensemble
X HI)={w e Q /X(w) € I} est un événement de A.

1.1.8 Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P).Nous ap-
pelons fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction numérique réelle Fx
définie par

Ve € R, Fx (z) =P(X < z).

1.1.9 Propriétés

Vz €R, Fy (z) € [0,1].

Fx (x) est une fonctions croissante sur R.

Fx (z) est continue a droite et admet une limite a gauche en tout point de R,

Jdim Fx (x) =0, et xin}rooFX (x) =1.

Va,be R, P(a< X <b)=Fx (b) — Fx (a).

1.1.10 Variable aléatoire discréete

Définition 1.1. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, A, P).
Nous appelons variable aléatoire discréte (v.a.d.) X si l’ensemble de ses valeurs X () , est

au plus dénombrable.
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Loi d’une variable aléatoire discréte

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, A, P).

Nous appelons loi de la variable aléatoire X la donnée d’une suite numérique
P{x =k} = Px(k) € X ().
telle que
o Vk € X(Q), Px(k) > 0.
1.

® Yiex) Px(k) =

e Vz € R, P(X < x) = Y Px(k), ou ¥ désigne la sommation sur ’ensemble des
k<z k<z

k € X(Q) inférieurs ou égaux i .

1.1.11 Moments d’une variable aléatoire discréete

Soit, (£2,.A,P) désigne un espace probabilisé et X une variable aléatoire discrete (v.a.d.)
définie sur 0, X(Q) = {z;/i € I} avec I une partie de N ou de Z .
Nous posons P(X = ;) = Px(z;).

1.1.12 Espérance mathématique

Nous disons que la variable aléatoire X admet une espérance mathématique lorsque [
est fini ou lorsque la série Y x; Px(z;) est absolument convergente , c’est -a- dire
i
X € Ly(Q, A,P). Nous appelons alors espérance mathématique de X , la moyenne pondérée

notée E(X) et définie par F(X) = 3 x;Px(7;).

1.1.13 Variance et écart-type

Nous disons que la variable aléatoire discrete X admet une variance lorsque

X? e Li(Q, A,P). Alors, nous appelons variance de X la valeur
Var (X) = E((X -E(X))°)
= E(X?) -E*(X),
et on a
Var(aX + b) = a*Var(X), Va,b € R

Nous la notons également 0. Nous appelons écart-type de X la valeur /Var(X) que nous

noterons o.
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1.1.14 Propriétés

Pour tout réel a et b et pour toute variable aléatoire admettant une espérnace et une
variance, on a
o E(aX +0b) =aE(X)+b.
e Var (aX +b) = a*Var (X).

1.1.15 Variable aléatoire continue

Définition 1.2. Soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r.) définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) . Nous disons que la variable aléatoire X est continue s’il existe une fonction fx
définie sur R telle que :
e fx(t) >0 pour tout t € R.
o [L’ensemble des points de discontinuités de fx est fini et ces discontinuités sont de
premiere espéce (i.e. la limite a gauche et a droite en chaque point existe).

e Pour tout x réel la fonction de répartition Fx de la variable X est donnée par

Fy(z) = /_ Fr(t)dt.
La fonction fx est une densité de probabilité de X .

Remarque 1.1.

“+o0o
o [l faut en particulier que [’intégrale / fx(t)dt soit convergente et que :

/+°° Fe(t)dt =1

—00

. /ab Fx(z)de = Fx(b) — Fx(a) = P(a < X < b).

Moments d’une variable aléatoire continue

Dans tout ce paragraphe, (£2,.4,P) désigne un espace probabilisé et X une variable
aléatoire continue définie sur €2 et de densité de probabilité fx.
Espérance mathématique

Nous disons que la variable aléatoire X admet une espérance mathématique si 'intégrale

+oo
/ tfx(t)dt converge absolument. Nous appelons alors espérance mathématique de X, la
—00
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valeur notée E(X) et définie par

E(X) = /+: ()t

Si deux variables aléatoires réelles X et Y admettent une espérance alors, pour tout
(a,b) € R?

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).
Espérance d’une variable aléatoire

Théoréme 1 (Théoreme du transfert). Soit I un intervalle d’extrémités a et b,
(—o0 < a < b < +00), contenant X (). Soit g une fonction d valeurs dans R définie et
continue sur I sauf en un nombre fini de valeurs. g(X) admet une espérance mathématique

E(g(X)) si et seulement si/ g(t) fx(t)dt est absolument convergente et nous avons
b

E(g(2) = [ o(t)fx (1)

Variance et écart-type

Nous disons que X admet une variance lorsque X? admet une espérence. Nous appelons

alors variance de X la valeur

Var(X) = E((X — E(X))?)
= E(X?) — E(X)?,

et on a

Var(aX +b) = a®*Var(X), Va,b € R.

Nous la notons également o2. Nous appelons écart-type de X la valeur /Var(X).

1.2 Eestimateur et propriétés d’un estimateur

1.2.1 Echantillon aléatoire

Soit X une variable aléatoire réelle. Un échantillon alétoire d’effectif n > 1 est un vecteur
aléatoire X1, Xo, ..., X, a n composantes qui sont n variables aléatoires indépendantes suivant

la méme loi que X, appelée variable aléatoire parente.
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1.2.2 Estimateur

Si (X1, ..., X,,) est un échantillon aléatoire d’effectif n de loi parente la loi de X, alors nous
appelons estimateur du parametre 6 toute fonction h,, de I’échantillon aléatoire (X1, ..., X,,),

noté 6,, et on a

Remarque 1.2.

o A priori l'estimateur 0,, est a valeurs dans un ensemble ©, contenant [’ensemble des

valeurs possibles du parameétre 6.

e 0, est une v.a. de loi de probabilité qui dépend du paramétre 0.

e 0, peut étre univarié ou multivarié.

1.3 Estimation

Une fois I’échantillon prélevé, nous disposons de n valeurs observées x1, ..., x,, ce qui nous
fournit une valeur h,,(z1, ..., z,) qui est une réalisation de 6, et que nous appelons estimation.
Remarque 1.3.

e Nous distinguons la variable aléatoire 0,, de sa valeur observée, notée 0, (x1, ..., T,).
e Nous utiliserons les notations suivantes :
o (Xy,...,X,) désigne l’échantillon aléatoire de taille n et les n observations ne sont
pas encore a disposition.

o (r1,...,x,) désigne une réalisation de l’échantillon aléatoire et les n observations

sont a disposition.

1.3.1 Propriétés d’un estimateur
Le choix d’un estimateur

Va reposer sur ses qualités. Le premier défaut possible concerne la possibilité de comporter

un biais.
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Le biais et estimateur sans biais
Le biais de 6,, se définit par
Biais(0,) = E(6,) — 6.

0, est un estimateur sans biais (ou non biaisé) du paramétre 0 si Biais(f,) = 0

A

c’est-a -dire si E(6,,) = 6.

Estimateur asymptotiquement sans biais

Un estimateur 6, est asymptotiquement sans biais pour 6 si 1_131 E((?An) =46.
n oo

Ecart quadratique moyen

Si 0,, est un estimateur de #, nous mesurons la précision de 6, par I’écart quadratique

moyen noté

EQM(6,) = E((6, — 6)?)
— Var(6,) + Biais(6,).

Démonstration.
EQM(6,) = E((6, - 9)*) = E[(4, ~E(6,) + E(0.) — 6) |
= E[(6, —E(6.))" +2((6, — E(6,))(E@,) —0)) + (E@,) —6) ]
= B( (6~ E(6))") + 28((6 — E(@0)(E(6) — ) +E(
= E((6, —E(6,))") + 2(E(6,) — O)E(6, — E(6,)) + E((E(6,) - 6)")
~E((6, ~E(@6.))") +E((E((@,) - 0))
= Var(6,) + Biais(6,)

Remarque 1.4. S 0, est un estimateur sans biais, c’est-a-dire st Biais(én)2 =0, alors

EQM(6,) = Var(6,)

Propriété

Entre deux estimateurs de #, nous choisissons celui dont I’écart quadratique moyen ou le

risque est le plus faible.
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Estimateur relativement plus efficace

Un estimateur ¢/, est relativement plus efficace qu’un estimateur ¢ s’il est plus précis
que le second, c’est-a-dire si :

EQM () < EQM(6))

Estimateur sans biais optimal

Nous appelons estimateur sans biais optimal parmi les estimateurs sans biais, un estima-
teur 6, préférable a tout autre au sens de la variance c’est-a-dire I'estimateur le plus efficace

parmi tous les estimateurs sans biais.

Estimateur convergent

Un estimateur 6,, est un estimateur convergent s’il converge en probabilité vers 6 quand

n tend vers Uinfini.

Propriété

Si un estimateur est sans biais et que sa variance tend vers zéro quand n tend vers l'infini,

alors cet estimateur est convergent.

Convergence en moyenne ou dans L'[a, b]

La suite de fonctions f,, converge vers f en moyenne ou dans L'[a, ] ssi :
e Pour tout n les fonctions f, sont dans L!{a,b] ,
e Si f est aussi dans L'[a, ] ,
o Et si de plus || fn — fllL1ap) — 0.

On note alors
L'[a,b]

o — [

Remarque 1.5. On peut avoir || f, — fllLijap] — 0 sans que les fonctions f, et f soient
n [e.e]

dans L[a, b].

Convergence en moyenne quadratique ou dans LL?[a, ]

La suite de fonctions f, converge vers f en moyenne quadratique ou dans IL?[a, ] ssi :
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e Pour tout n les fonctions f,, sont dans L?[a, b].
e Sif est aussi dans L?[a, b].
o Et si de plus || fn — fllL2[ap) — 0.

On note alors

1L2[a,b]
—

I f-

Convergence en probabilité

Nous disons que la suite {X,, € N} Convergence en probabilité vers X si

Ve>0 lim P(|X,—X|>¢)=0
n—-ao0

Ceci est noté X, RN
Interprétation Cette notion de convergence peut se comprendre de la maniére suivante.
Pour tout écart ¢ fixé, lorsque devient tres grand, il est de moins en moins probable d’observer

un écart, supérieur a ’écart donné,entre X,, et X.



Chapitre 2

Méthodes d’estimation de la densité
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La densité est une notion essentielle en statistique et probabilité qui caractérise la loi de
probabilité d’une variable aléatoire. En statistique, I’estimation de la densité de probabilité
est un probleme fondamental qui a fait 'objet d’une tres vaste littérature, ce probléeme a
connu des développements théoriques et pratiques.

Nous nous intéressons a la méthode non paramétrique de ’estimation, c’est-a-dire on dis-
pose un ensemble fini d’observations x, xs, ..., x,, issu d’'une méme variable aléatoire qui a
une densité de probabilité f(z) de forme inconnue et nous regarderons en quoi consiste la
méthode d’estimation par histogramme et 1’estimateur simple ( la méthode d’estimation par

les histogrammes mobiles) de la densité de probabilité.

2.1 Estimation non-paramétrique de densité de proba-
bilité

L’approche non paramétrique prend son sens lorsqu’on ne possede aucune information sur
la forme de la vraie densité. Dans ce cas ’estimation de la densité se base sur un échantillon

d’une population statistique.

2.1.1 Estimation par les histogrammes

L’estimation non paramétrique d’une densité le plus utilisé est ’histogramme, il consiste
a estimer la densitée de la variable aléatoire X en x par n; le nombre d’occurences de réali-

sations x; appartenent a la ieme classe associée a la valeur x.

Construire un histogramme a partir d’'un ensemble d’observations (x1, s, ..., z,) qui sont
les réalisations des variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
X1, X, ..., X;, de densité f inconnue sur un intervalle fini de référence Q = [enin, €maz], CEt
ensemble est partitionné en p intervalles (classes) A, k € {1, ..., p}.

Pour construire I’histogramme nous devons choisir une origine xy et une largeur d’intervalle
h et de compter le nombre d’observations appartenant a chaque classe Ag. On dit que
I’histogramme est régulier si toutes les classes de 1'histogramme ont la méme largeur. On
note h € R, la largeur des classes qui est alors appelée le pas de I'histogramme. La valeur

de h est donnée par

(& — €mi
h — mazx mzn' (21)
b
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La largeur h controle principalement la qualitée de lissage et en générale h n’est pas constante.
Le nombre d’observations appartenant a chaque classe Aj est appelé accumulateur de la

classe Ay est noté Accy. Il est défini ([4] page 46) par :
ACCk = ZlAk(l’i> (2.2)
i=1
ou 14, () est la fonction caractéristique de I'ensemble A, définie par :

1 si x€ Ay,
14, () = (2.3)
0 sinon.
La Figure 2.1 présente un histogramme de 100 observations tirées aléatoirement d’une loi

normale NV (0, 1) centrée réduite. Ces observations sont réparties sur un intervalle de référence

2 =[5, 5]. Le pas de 'histogramme est fixée a h = 0.8 (Voir [31] BOUKHAMES et ZAIDI).

EI:I T T T 1 T T T T 1

25

15

FIGURE 2.1 — Histogramme de 100 observations issues d’une loi normale A(0,1) construit

sur une partition de pas h = 0.8 d’un intervalle de référence Q = [—5,5] .
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Relation entre densité de probabilité et histogramme des données

Une densité de probabilité peut étre vue comme la limite d'un histogramme lorsque le
nombre d’observations tend vers l'infini et que le pas de I’histogramme tend vers zéro. La
Figure 2.2 illustre, cette relation, en considérant le méme processus d’observations qu’en
Figure 2.1 avec un grand nombre d’observations (n = 100000) et un plus faible pas
(h = 0.2). En comparant la Figure 2.1 avec la Figure 2.2, on voit clairement que l'allure
de cet histogramme se rapproche de l'allure de la densité de probabilité A(0,1) quand le
nombre d’observations n augmente et le pas h diminue (Voir [31] BOUKHAMES et ZAIDI).

0.4 T T T T

0.35 densité de probabilité

/ N(0,1
o D -
J

025 /

01

0.05

1]
-5 - -3 -2 -1 0 1 2 3 4 9 5

F1GURE 2.2 — Histogramme de 100000 observations construit avec un pas h = 0.2.
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Estimateur de densité par histogramme

Soit un ensemble fini d’observations (x1, s, ...x,) de n variables aléatoires (X1, Xo, ..., X,,)
indépendantes (au sens de probabilité ) et identiquement distribuées (de méme loi de pro-
babilité) (i.i.d) de densité de probabilité commune f. Pour tout k € {1,...,p}, soit Accy
I’accumulateur associé a la classe Ay, défini par 'expression 2.2, la probabilité de Ay, (basée
sur les observations x;), notée P(Ay), est donnée par :

P(A,) = Accy,

= (2.4)

Sous certaines conditions compatibles, on peut alors construire un estimateur de la densité

f, pour tout x € Q, par :

n 12
fil(x) = 7 > P(Ag)1a (). (2.5)
k=1
Cet estimateur peut aussi s’écrire
~ 1 2
fil(x) = =" Accpla,(2). (2.6)
nh =

Dans la suite, nous émettons I’hypothese que les classes Ay, Vk € {1,...,p} forment une

p
partition de Q (c’est-a-dire @ = (J Ap et Vi,j € N : i # j,A;NA; = ¢) et définissons
k=1

pour chaque classe Ay, son centre ay telles que Vk € {1,...,p} , A = [ax — %,ak + g] et

Vk € {1, P — 1};&k+1 =ai + h.

Propriétés statistiques de I’estimateur par histogramme

Les propriétés statistiques de l'estimateur par histogramme f}} défini par I'expression
(2.6) sont présontées dans cette section.
En statistiques, il est nécessaire de mesurer la qualité d’un estimateur. Pour cela, on éva-
lue, d’'une part, I’écart entre la moyenne de 'estimateur et la densité a estimer, ce critere
d’évaluation est appelé biais, et d’autre part, la variance de l'estimateur (due au caractere
aléatoire d’observations) qui caractérise la dispersion des valeurs de l'estimateur dans 1’en-
semble d’observations. On essaye généralement de réduire au mieux ces deux quantités. Le
biais de Pestimateur f* est donné ([5] page 16), pour tout x € [ag, axs1], Vk € {1,...,p — 1}

par :

biais(fr (x)) = B(f}(x)) — f(x)
_ ;f’(x)m — 2z — ay)) + O(h?), (2.7)
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oit O est un terme résiduel et f  est la dérivée de f. f doit étre une fonction de L()
absolument continue et carrée intégrable. La variance de l'estimateur est donnée ([5] page

16), pour tout = € Q par

A

Var(fii(x)) = E((f;(x))*) — (E(fi(2)))*

_ f(x) -1
= W + O(n ) (28)

Cette variance tend vers zéro quand le produit nh tend vers I'infini quand le nombre d’obser-
vation n tend vers l'infini. Afin d’apprécier la qualité de ’estimateur, il est usuel d’évaluer la
distance entre l'estimateur et la densité a estimer. La distance la plus couramment utilisée
est celle définie par la moyenne du carré de la valeur absolue de leur différence. Elle porte
le nom d’erreur quadratique moyenne (MSE). La convergence en moyenne quadratique de
Pestimateur f} a été établie par Lecoutre [6]. Nous avons, d’aprés ([5] page 16), pour tout

YIS [aknak—‘rl]a

MSE(fi(x)) = Var(fil(2)) + biais*(f} (x))

Cf@)  f(x)?
= oh T

(h —2(x — a))? + O~ + Oh?). (2.9)

Cette erreur quadratique moyenne tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh tend vers
Iinfini quand n tend vers I'infini. Ce critere d’erreur quadratique moyenne est un critere local.
On lui préfere généralement un critere plus global obtenu en l'intégrant sur tout le domaine
2. Ce critére porte le nom d’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE). La convergence en
moyenne quadratique intégrée de l'estimateur f[} défini par (2.6) a été établie par Lecoutre

[6]. Nous avons, d’apres ([5] page 17),

2 /

— TI O™ +0(h?), (2.10)

ou R(s) = /Q (s(z))*dz, pour toute fonction s de carré intégrable. Cette erreur quadratique
moyenne intégrée tend vers zéro quand h tend vers zéro et nh tend vers l'infini quand
n tend vers l'infini. L’utilisation du critere MISE permet de définir un pas optimale de
I’histogramme notée h*. Cette valeur optimale est la valeur qui minimise ce critére pour un

nombre d’observations et une loi donnée. Cette valeur optimale est de la forme,

wl=

(2.11)
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Notons que cette valeur est inutilisable en pratique car elle fait intervenir une connaissance a
priori de densité inconnue f via I'intégrale du carré de sa dérivée (R(f')). Puisque, justement,
cette technique est dédiée a 'estimation de densités dont la loi est inconnue, la valeur de A*
est généralement inconnue. En remplagant, la valeur de h* donnée par (2.11) dans I'expression
(2.10), on obtient la valeur optimale de l'erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique

(AMISE) notée AMISE*,

wlr

(2.12)

AMISE" = lQR(f')] ' n-s.
16

Utilisation de I’estimateur par histogrammes

Utiliser un histogramme pour estimer la densité présente 'intérét de la simplicité. Cette
simplicité a cependant une contre partie désavantageuse. En effet, comme expliqué dans ([7]
pages 26-28), la représentation par histogramme de la densité & un ensemble fini d’observa-
tions n’est robuste au choix ni du pas ni de I'intervalle de référence de la partition sur laquelle
I’histogramme est bati. Nous illustrons ce manque de robustesse sur un exemple de 300 ob-
servations tirées aléatoirement d’une distribution normale N(0,1). Sur la Figure 2.3, nous
avons choisi deux valeurs de largeur de classes : h = 2.5 (Figure 2.3(a))et h = 0.1 (Figure
2.3(b)). On peut, par exemple, s’intéresser a la localisation du mode principal (c’est-a-dire la
valeur la plus fréquemment prise par ces observations) sur ’histogramme. Pour h = 2.5, la
localisation du mode est claire dans I'intervalle [0, 2]. Tandis que pour h = 0.1, la localisation

de ce mode est dans l'intervalle [—0.14, —0.06].
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0.38 T T T T T T T T T

FIGURE 2.3 — Histogramme de 300 observations construit avec un pas h = 2.5 et h = 0.1

Sur la Figure 2.4, nous avons choisi deux positions différentes de 'intervalle de référence
2 =[5, 5|(Figure 2.4(a)) et Q = [—4, 6](Figure 2.4(b)). La Figure 2.4 montre I'influence du
positionnement de €2, sur la représentation d’observations. Sur la Figure 2.4(b), la distribu-

tion semble symétrique alors qu’elle semble ne pas I'étre sur la Figure 2.4(a).
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ar T T T

FIGURE 2.4 — Histogramme de 300 observations construit sur un intervalle Q = [—5,5] et
Q= [—4,6]

Remarque 2.1. L’histogramme convient bien pour des analyses relativement grossieres.
Néanmoins, ses discontinuités n’apparaissent pas trés naturelles et ce qui est plus grave,
les points tombant prés du bords d’une classe et ceux tombant prés du milieu ne sont pas

différencies, ceci explique la variabilité des interprétations statistiques que l’on peut faire d’un
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histogramme suivant le choix de l’origine et des classes. Pour des densités raisonnablement

lisses, [’histogramme apparait donc comme un estimateur sévérement limité.

2.1.2 Estimateur simple de densité

L’estimateur simple de densité, appelé aussi la méthode d’estimation par les histo-
grammes mobiles, a été proposé par Fix et Hodges [8]. L’estimation de la densité en un
point x € €, par cette méthode, consiste & construire autour de z un intervalle (ou fenétre)
de largeur h([z — 4,z + %]) et & compter le nombre d’observations dans cet intervalle.

Partons du lien existant entre la densité de probabilité f et la fonction de répartition F',

Vo € Q, F(z) = / " fw)du, (2.13)
on peut écrire
. Plz—2<a<a+ Y
f(w) = Jim h
lim Flz+2%) - F(z -1
h—0 h

L’estimateur simple de f, noté f,’f, peut alors étre défini, pour tout x € €, par

n L{iio—2 <o <o+ 2}
fr(x) =~
n h
1 n
= o 2 Lo ey ()

), (2.14)

ou |.| est le cardinal d'un ensemble. Cet estimateur peut aussi s’écrire

A 1 & ov—uxy
V) = — : 2.15
fi@) = Ll (215)
ol w est une fonction de poids définie par
1 si xel-11],
w(z) = —23) (2.16)
0 sinon.

Cette fonction de poids n’est autre que la densité de probabilité uniforme sur l'intervalle

(=23
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Le biais de Destimateur f7* est donné ([9] page 371), pour tout = € 2, par

biais(fi(x)) = E(fi(2)) — f(x)

(Pl 5y~ P~ 0) — 1@ (2.17)

L’expression (2.17) montre que ce biais converge vers zéro quand la largeur de fenétre h tend

vers zéro. La variance de cet estimateur est donnée ([9] page 371), pour tout x € 2, par

Var(f;/ (@) = 2711]12 (Fa+ Z) — F(x - Z)) (1-F(a+ Z) + F(x - Z)). (2.18)

Cette variance tend vers zéro lorsque nh tend vers 'infini quand le nombre d’observations n
tend vers l'infini. Ce qui donne ([9] page 371) la convergence en moyenne quadratique,

si limh=0 et limnh=o0 ,MSE(f’(z)) = lim E(fi(z)— f(x))? (2.19)

n—o0 n—oo n—oo

L’inconvénient majeur de Iestimateur simple défini par 'expression (2.15) est comme l'es-
timation par histogramme de fournir une estimation discontinue. Elle est cependant dis-
continue uniquement aux points {(z; — %, T; + %)}ie{l,...,n} contrairement a l’estimateur par
histogramme qui est discontinue aux frontieres de chaque cellule et a une dérivée nulle par-
tout ailleurs. Cette discontinuité est une conséquence de la discontinuité de la fonction de
poids w définie par (2.16). Comme le souligne Silverman ([10] pages 21-22), cette méthode
d’estimation est finalement comparable a celle de I'histogramme. En effet, considérons un
histogramme construit a partir d’intervalles de largeur h. Si on suppose qu’aucune des obser-
vations ne soit aux bornes de ces intervalles et si z € ) est au centre de I'un de ces intervalles
alors I'estimateur simple, au point x, f,?(x) défini par (2.15) n’est autre que l'estimateur par
histogramme f7*(x) défini par (2.6). L’estimateur simple peut étre vu comme une maniére

de construire un histogramme ou chaque point est le centre d’un intervalle de ’ensemble

{Ag, k =1,...,p} de 'histogramme.



Chapitre 3

Estimation par noyau de densité de probabilité
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En statistique, I'estimation par noyau (ou encore méthode de Parzen-Rosenblatt) est une
méthode non-paramétrique d’estimation de la densité de probabilité d’une variable aléatoire.
Elle se base sur un échantillon d’une population statistique et permet d’estimer la densité
en tout point du support.

Il s’agit de l'estimateur le plus populaire. Il est adapté aux variables aléatoires continues.
Soit X4, X, ..., X,, un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de fonction de répartition F' et d’une densité f. L’estimateur a noyau de densité,

notée f(x) est définie par

1 & - X;
= - > K ( ) > (3.1)
=1
ou K est appelée fonction de poids ou noyau, et h est appelée parametre de lissage ou fenétre.

Définition 3.1. L’estimateur a noyau, appelé aussi estimateur de densité de Parzen-Rosenblatt

a été introduit par Rosenblatt [12] et développé par Parzen [11].

3.1 Estimateur a noyau de Parzen-Rosenblatt

En 1962, Parzen [11] a étudié les propriétés fondamentales de d’estimateur a noyau de
la densité, juste apres son introduction par Rosenblatt [12]. A partir de ce moment, cet
estimateur a noyau de la densité est devenu un objet classique étudié par les statisticiens.
Pour les statisticiens, il est déja devenu un exemple canonique d’estimateur non paramétrique
de courbe, qui utilise des résultats de la théorie d’approximation 1’analyse harmonique.
L’estimateur de la densité de probabilité par la méthode du noyau est le plus répandu
aujourd’hui, car il répond au probleme du choix des différents parametres dans 1’estimation
a histogramme et possede de bonnes propriétés. L’idée consiste a évaluer la densité f au

point x en comptant le nombre d’observations tombées dans un certain voisinage de = sur

R.

Définition 3.2. Soit z1,...,x, un échantillon de loi f(x) sur R, de fonction de répartition
F(z) = / f(t)dt. On appelle fonction de répartition empirique associé da xy,...,x,, la
fonction aléatoire F,, : R — [0, 1] définie pour tout v € R par F,(z) = 1 Z H{z; <z} On

peut également écrire de maniere équivalente

1 n
== U&))—oo (3.2)
=1

3
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La fonction de répartition empirique F,(z) est un estimateur simple de F'. Il s’avére que

cette fonction est un trés bon estimateur de F'.
& I
OZ
:l?) = Zl{x¢<z} ? B(n F( ))
i=1

ou B est la loi binomiale, dont I’espérance et la variance de F,(z) sont données respectivement
par

E(F,(z)) = F(z) et Var(F,(z)) = 711[1 — F(x)]F(x).

A partir de la définition d’une densité de probabilité (basée sur la dérivée de la fonction
de répartition) et en utilisant ’équation (3.2), la densité f peut s’écrire en ses points de

continuité

folz) = tim Tn@ D) = Fu(z = h)

Jm o , (3.3)

En posant

N[

0 stnon.
On peut réécrire (3.3) sous la forme suivante
1

nhfp(“”“) (3.4)

=1

Nous venons de définir Iestimateur a noyau dit de Rosenblatt (uniforme).
Parzen [11] a étudié une classe générale d’estimateurs. En remplacant la fonction w par une

fonction noyau K (Kernel) satisfaisant la condition suivantes
+oo
/ﬁ K(u)du = 1. (3.5)

Généralement, K est une densité de probabilité. Par analogie avec la définition de I'esti-
mateur de Rosenblatt 'estimateur a noyau (de Parzen) est

Ly (x_%) (3.6)

nh =

ou h = h(n) est un parametre qui est en fonction de n, appelé parametre de lissage.

K est une fonction définie sur R appelée noyau.
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Le noyau K vérifie les conditions suivantes

/K(y)dy=1 ,/yK(y)dy=0 et /yQK(y)dy=0%<OO-
R R R

Nous présentons dans cette partie les propriétés statistiques de l'estimateur de densité f,(x)

Lemme 3.1. Si le noyau K est positif et /K(u)du = 1, alors l'estimateur f, est une

densité de probabilité. De plus, fi, est continue si K est continue.

Démonstration.
L’estimateur a noyau est positif et continu car la somme des fonctions positives et continues

est elle-méme une fonction positive et continue. Il faut donc vérifier que l'intégrale de f

vaut un.
En effet,
Foo too 1 & T =T
e [ ()
/m @de="| nh; o)
1 (L [tee T — T
= — K “)d
1 & gt , T — T
:—Z/ K(u)hdu (changement de wvariable wu = )
nh i—1 Y h
LS 17 Ky
=22 [, K

3.2 Propriétés de ’estimateur a Noyau

Cette section est consacrée a quelques résultats théoriques sur les propriétés de I'estima-
teur a noyau, a savoir :
e Le comportement asymptotique du biais et de la variance.
e La convergence en moyenne quadratique et en moyenne quadratique intégrée.
e La convergence uniforme (en probabilité, presque compléete).

e La convergence en norme L!.
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3.2.1 Espérance, Biais et Variance de ’estimateur
Espérance de I’estimateur :

L’espérance mathématique de I'estimateur a noyau est définie par :

—+00

B(fu(e)) = f() + o " @ha(K) + O07) oK) = [ K y)dy

—0o0

Démonstration.

s -5 Ex ()

X
P )

() o

— z=t .
En posant u = %= :
+oo

E(fl) = [ K@@= hu)dy

—0o0

D’apres 'utilisation de la formule Taylor on obtient :

2,2

o~ hy) = £(&) ~ byt (@) +

f"(@)du + O(R?).

on obtient alors que :

toe ! h2u2 " 2
Efie) = [ K@)f(@) — huf'(@) + =51 (@)]du + O(h).

—+00

£ [ K du—hp @) [ uk s ) [ R de s 002),

—0o0 —0o0

On a:
/K(u)du =1, /uK(u)du =0 et /uQK(u)du = po(K)

Donc :

E(fu(x)) = f(z) + %5 f"(@)ua(K) + O(h?) . 0
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Biais de I’estimateur :
Le biais de 'estimateur fj,(x) est :
Biais (fa(z)) = E(fu(x)) — f(2)
2
= @)+ @)+ O) — f(a)
donc : 2
+o0
Biais (fu(x)) = 5 f/(@)(K) + O () = [ “yKlypdy.  (37)
Variance de ’estimateur :
La variance de l'estimateur f,(x) est définie par :
Var(fn(x)) = nlhf(x)R(K) + O(nlh) ,R(K) = /;OO K?*(u)du. (3.8)
Démonstration.
Var(fu(z)) = Var(Tllh zn: K(I ;xl))
i=1
1 - X
= WVQT(K(I . ))
1 r— X \2 1 x— X \12
= o E(E 7)) ] - e E(E )]
1 +o0 T —1\12 1,1 ptoo T —1 2
= L K swa =2 [ (K 0a)

En utilisant la substitution u = ’”T’t on obtient :

Var(f(z)) = nlh :’o K2(u) f(x — hu)du — 1(/+°° K(u)f(z — hu)du)’

n —0o0
Supposons que h est petit et que n est grand et développons f(z — hu) en série de Taylor,
on obtient :
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Pour assurer la convergence de 'estimateur fj,(x) les seules conditions imposées sont

h(n) — 0 et nh(x) — oo quand n — oc.

3.3 Comportement asymptotique du biais et de la va-

riance

Comportement asymptotique du biais

Théoréme 2 (Parzen [11]). Si on a

1. ngrglroo h(n) =0 et ygIS_loo lyK(y)| = 0.
+oo
2. sup |[K(y)] <oo et / |K (y)|dy < oo
Y -

3. /_+Oo K(y)dy = 1.

Alors, Uestimateur fr(x) est asymptotiquement sans biais c’est-a-dire

lim E(fu(z)) = f(x),

n—>-—+o0o

pour tout point x pour lequel la densité [ est continue.

Comportement asymptotique de la variance

Théoréme 3. 57 on a

1. ngrglroo h(n) =0 et yl—j_g-loo lyK(y)| = 0.
2. sup |[K(y)] <oo et / |K (y)|dy < 0.
Y —0o0
+oo
3. / K(y)dy = 1.
Alors

lin_nhVar (@) = f(2) [ K2)dy,

n—>-+oo

pour tout point x pour lequel la densité [ est continue.

3.4 Convergence de ’estimateur a noyau

Dans ce qui suit, nous allons annoncer quelques résultats qui nous indiquent les types de

convergence de I’estimateur a noyau.
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Convergence en moyenne quadratique

En remplagant les expressions finales des deux termes, le biais et la variance dans I’équa-

tion de MSE(f(x), fu(z)) = Var(fh(x)> + biais? (fn(z)) on obtient

_ fl@) e, Lowpmy [T o 2 (1 2)
MSE(f(@), fu(w) = =2 [ K2ydy+ 302 ( [ K ()ay) +0 (5-+4%). (39)
Théoréme 4. (Parzen [11]) Si, ini h(zx) =0 et gni nh(z) = 400, et K satisfait

aux conditions suivantes

1. sgle(yN <oco et lim [yk(y)] =0

+00 +oo
2. / |K(y)|dy < 0o et / K(y)dy = 1.

—00

Alors Uestimateur fr(x) est consistant en moyenne quadratique c’est-a-dire
lim MSE(fulo), f(@) =0,

pour tout point x pour lequel la densité fest continue.

Convergence en moyenne quadratique intégrée

Théoréme 5. (Parzen [11]) Si K est un noyau de Parzen-Rosenblatt, c¢’est-a-dire K vérifie
les conditions suivantes

. /RK(x)dx ~ 1 esup | K (2) |dz < oc.
. /R\K(x)ux < o0. olim K (z) = 0.

||

lim h(z) =0 lim nh(n) = co <= (Vf € L"), lim MSE(fy, f)=0.
On note par LY : I'ensemble des fonctions f sur R, telles que / |f(x)|Pdx < o0.

Convergence uniforme en probabilité

Théoréme 6. (Parzen [11]) Si lim nh(n)? = oo, si la fonction K satisfait auz conditions
sutvantes

o swlK(y<oo et lim |yK()| =0,

“+o0

. /+OO\K(y)]dy<oo e [T Ky =1

—0o0 —00

~ +o0o
Et si la transformée de Fourier K(z) = / exp(—izy) K (y)dy est absolument intégrable,

alors fi(z) est un estimateur uniformément consistant en probabilité c’est-a-dire

Ve > 0, p(sgﬂgﬁh(x) — flx)] < 5) =1
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Convergence uniforme presque complete

Théoréme 7. (Nadaraya [15]) Si K est un noyau positif a variation bornée et f est unifor-

mément continue,

n——oo

si lim h(n)=0 et Y exp(—ynh(n)?) <oo, Vy >0,
n=1

alors sup | frn(x) — f(x)| —> 0 avec une probabilité égale a 1.
Silverman [16] a donné le méme théooréme sur la convergence presque compléte en rem-

plagant la condition exp(—ynh(n)?) < oo, par les deuz conditions suivantes

n=1
: . logn
lim h(n)=0 et im nh(n) = 0.
Théoréme 8. (Silverman[16] ) Si on a
. _ logn

et K satisfait aux conditions suivantes
o K est uniformément continue et a variation bornée sur R,

o Supposons aussi que [ est uniformément continue,

+00 +oo
o [IE@Idy<oo, [ iyloglll laK(y)l < o,

. /+Oo K(y)dy =1,

—00

alors

lim SUp |fn(x) — f(x)] =0 presque sirement.

Convergence L' presque compléte

Théoréme 9. (Devroye[17]) Si

lim h(n) =0, lim nh(n) = oo,

alors
V(f e F),n@w/ |fn(z) — f(z)|de =0, presque Compléte,

ou F est l’ensemble des densités de probabilité.
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Comportement asymptotique

Théoréme 10. (Parzen[11]) Si h satisfait la condition : lim nh(n) = oo,
et si le noyau K satisfait aux conditions suivantes

+o00
o / |K(y)|dy < 0o et sup|K(y)| < oo,
—0o0 yeR

+oo
. / K(y)dy =1 et lim [yK(y)| =0,

—0o0
alors fr(x) est un estimateur asymptotiquement normal c’est-a-dire :

ful(x) % N(Efu(x), Var fu(x)).

3.5 Choix du noyau

L’estimation non parametrique d'une densité de probabilité par la méthode du noyau
nécessite le choix du noyau K. Dans cette section nous allons faire une breve présentation

de quelques noyaux usuels.

Noyau Uniforme (Rosenblatt)

Ce noyau a été proposé par Rosenblatt en 1956 [12], avantage de ce noyau est simplicité

de sa forme. Il s’écrit sous la forme :

silu| <1,
K(u) = (3.10)

0 sinon.

N =

Noyau Box (boite)

K(u) = {2 (3.11)

Noyau Triangulaire

Ce noyau a un avantage par rapport au noyau de Rosenblatt, il est continu partout, ce
qui conduit a une estimation de f; continue. Ce noyau s’écrit sous la forme :

o) = (1 —ul) si—1<u<l, (3.12)

0 sinon.
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Noyau Cosine

K(u) = (3.13)

Noyau Gaussien

L’avantage du noyau gaussien est que plus la valeur de h est élevée plus on élargit la
fenétre, ce qui a un effet de lissage globale important, mais le cotit de calcul dans le cas de

ce noyau est tres élevé du fait de son support infini. Ce noyau s’écrit sous la forme :

1 u?
K(u) = exp 2, Vu € R. (3.14)

Noyau Biweight (Tukey)

Le noyau de Tukey ou biweight est le plus intéressant car donnant une estimation dé-
rivable partout tout en étant simple a mettre en oeuvre. En fait, il s’agit du noyau le plus
simple parmi les noyaux de forme polynomial dérivable partout. Ainsi, il assure le lissage
locale de la fonction fj,. Ce noyau est d'une forme trés proche du noyau gaussien, Il est donc
préférable. il s’écrit sous la forme :

%(1—112)2 si—1<u<l,
K(u) = (3.15)

0 sinon.

Noyau Triweight

le noyau triweight s’écrit sous la fourme :

%(l—uz)3 si—1<u<l,
K(u) = (3.16)

0 stnon.

Noyau Epanechnikov

En 1969, Epanechnikov [18], a donné la forme du noyau Kp défini par :
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21— ) si xe|—v5,+VE),

0 sinon,

qui minimise le MISE asymptotique .

Denaity

08

06

0.4

02

L]

R's density() kernels with width = 1

(3.17)

gaussian
epanechnikov
rectangular
triangular
bweight
cosine
optcosine

-05 00 0.5

FIGURE 3.1 — Les courbes des différents noyaux usuels
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3.6 Choix du parametre de lissage

D’aprés la formule (3.6) on constate que l'estimateur f,(z) de f(z) ne dépend pas seule-
ment du noyau K mais aussi du parametre h, appelé parametre de lissage ou fenétre. Une
petite perturbation de ce dernier est suffisante pour que f,(x) change complétement ses ca-
ractéristiques (performances numériques ou graphiques), ce qui signifie fj(x) est fortement
lié & ce parametre. C’est pour cette raison que plusieurs travaux ont été consacrés au choix
de ce parametre.

Il existe plusieurs méthodes de sélection de ce parametre que I'on peut regrouper en deux
familles :

e Méthodes de plug-in (re-injection).

e Méthodes de Cross-Validation (Validation-croisée).

e [’approche bayésienne.
La multitude de ces méthodes et leurs diversités du point de vue principe, sont dues au
fait que ces méthodes restent incompléetes ou autrement dit, ces méthodes ont toujours des
inconvénients [19], soit au sens de la qualité de l'estimateur f;, par rapport & une norme
d’erreur bien déterminée, soit par I'allure graphique de la courbe (lissée ou non).

Dans cette section on va présenter la méthode de validation croisée non biaisée.

3.6.1 Méthodes Cross-Validation (Validation Croisée)
Validation croisée non biaisée

Cette méthode appelée Validation Croisée non Biaisée a été proposée par Rudemo [20]
en 1982 et Bowman [21] en 1984. Le critere consiste a choisir le parametre de lissage qui

minimise un estimateur convenable de

vevin) = [ [fuf@) - f@)Pde - [ fw)da
= [ fi@)dz =2 [ fulw)f(x)da.

Puisque / f*(z)dx ne dépend pas du paramétre de lissage h . On peut choisir le paramétre
R

de lissage de facon a ce qu’il minimise un estimateur de

/R F2(2)de — 2 /]R (@) f(2)de.
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Apres avoir déterminer I'estimateur de / frn(x)f(x)dx et de le remplacer dans I’équation, le
R

critere UCV (h) sera donnée, pour un noyau K , sous la forme suivante :

ZL‘ — T T —x; 2 Ti— X
UCv / DK ) d — KB
(7) 227&21{ e K R e = Do K )
1=117£3,)
(3.18)
ou R(g) = / (g(x))*dz, pour toute fonction g de carré intégrable. Nous noterons h,., 1'es-
Q
timateur de h qui minimise UCV (h) De plus, si Kest un noyau gaussien alors le critere

UCYV (h) est donné par la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit Xy, X, ..., X,, un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire X

de fonction de densité f. Utilisant le noyau gaussien on obtient :

UCV(h) = Qh\/_(n+22 Z exp (- ( 2—hxa‘)z))

i= 127'5],] 1
2 (i — x5)°
ex —).
Vs, 2, ()

Remarque 3.1. (Inconvénients de la méthode UCV) Cette méthode présente deux pro-
blémes majeurs (ou points faibles). D’une part son manque de robustesse par rapport auzx
changements de taille de [’échantillon c’est-a-dire le résultat de simulation peut se révéler
extrémement variable d’un échantillon a l'autre, d’autre part, la fonctionnelle a minimiser

a souvent tendance da présenter plusieurs minimums locaux [22].

Validation croisée biaisée

Un critere de validation croisée biaisée, a été introduit par Scott et Terrell [23] en 1987
pour remédier aux problemes de validation croisée non biaisée. Il s’agit d’introduire un biais
dans le UC'V afin de réduire sa variance.

L’Erreur Quadratique Intégrée Moyenne Asymptotique s’écrit sous la forme
ht R(K)
AMISE = —o} R(f") + ——.
Le parametre de lissage basé sur la méthode de validation croisée biaisée est la valeur h qui
minimise un estimateur du AMISE. On peut estimer le AMISE si 'on estime R(f”) .Un
estimateur naturel de ce terme est donné par R(f;') ou f, est I'estimateur de la densité qui

utilise la méthode du noyau.
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Lemme 3.2. (Scott et Terrell [23]) Supposant que le noyau K satisfait aux conditions sui-

vantes :

/ K"(u)du =0, m(K")= / WK () = 0, pa(K") = / CK" () = 2.

On obtient le développement asymptotique

R(K//)
nh®

E[R(f;)] = R(") + +O(h?).

Proposition 3.2. (Scott et Terrell [253]) Soit Xi, X, ..., X,, un n-échantillon i.i.d issu d’une

variable aléatoire X de fonction de densité f. Pour un noyau K on obtient

Bev(n) = P st ZZK(2 (X — X)) (3.19)

2
nh 4n iyt

Proposition 3.3. Soit X1, X, ..., X,, un n-échantillon i.i.d issu d’une variable aléatoire X

de fonction de densité f. en choisissant le noyau gaussien on obtient

1 j Ty — xj 2 T; — LEj 2
th\/_ 64n2h\/_ ;Z;ﬁ%: ) [( ) —12( N ) —1-12] exp [_<4h2)}
(3.20)

BCOV(h) =




Chapitre 4

Simulation
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la simulation de I'estimateur a noyau de la
densité de probabilité dans le cas ou la taille de I’échantillon est fixée. On utilise le langage

de programmation Matlab dans la simulation des différents systemes.

4.1 Plan de simulation

Nous consédérons un échatillon aléatoire X, Xo, ..., X,,, ces variables aléatoirs sont in-
dépendantes et identiquement distribuées suit la loi normale A (u, 0?) avec une densité de

probabilité f.

dans le chapitre 3 par ’expression suivante :

Le but est la simulation de ’estimateur a noyau de cette densité f, I'estimateur est donné
1

nh;n:lK( )

Nous utilisons le noyau gaussien d’espérance nulle et variance unitaire, c¢’est-a-dire

1 x?

exp ——,
V2T P

K =
(x) 5
et le bon choix du parametre de lissage h, on obtient un bon estimateur de la densité f.

4.1.1 Algorithme

Les étapes de simulation sont données comme suit :
e Générer I’échantillon X;,i = 1,2, ..,n selon la loi normale centrée réduite.
e Donner le nombre d’observation N de cette simulation.
e Donner l'intervalle de ’espace simulé.
e Choisir le noyau K(.).
e Choisir le parametre de lissage h.
e Estimer f(z) par le 'estimateurs a noyau.

e Tracer les graphes de la densité estimée et de I'estimateur a noyau.
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Conclusion

A travers ce travail, nous avons identifié la meilleure méthode de ’estimation non Paramé-
trique de densité de probabilité, a partir d’ étudier I’applicabilité, I'efficacité et la robustesse,
de ces méthodes. Ces performances ont été mesurées numériquement a ’aide de jeux de don-
nées simulés.

Premieérement, nous avons exposé les différentes méthodes d’estimation de la densité de pro-
babilité a savoir 1’estimation par I'histogramme, ’estimation par 1’histogramme mobile et
I’estimation par la méthode du noyau.

Nous nous somme intéressés a la méthode du noyau par ce qu’elle est la plus robuste, car
elle répond au probleme du chois des différents parametres dans I’estimation a histogramme
et possede de bonne propriétés. Par contre la méthode d’estimation par histogramme n’est
robuste au chois ni du pas ni de l'intervalle de référence de la partition sur laquelle 1’histo-
gramme est bati.

Ainsi qu’elle est comme l'estimateur simple fournit une estimation discontinue.

Enfin, nous avons étudié la contribution du parametre de lissage et du nombre d’observa-
tion dans l'efficacité de la méthode du noyau par une simulation numérique, les résultats de
simulation confirment qu’on obtient un bon estimateur quand le nombre d’observation "n”

augmente et le parametre de lissage” h” diminue.



Bibliographie

1]
2]

3]

[10]

[11]

Moussedek Bousseboua. Elément de la théorie des probabilités. OPU, Algérie, 2016.

Daniel Fredon, Myriam Maumy and Frédéric Bertrand. Mathématiques L1/L2 : Statis-
tique et Probabilités en 30 fiches. Dunod, 160 p., 2009, Express Sup.(hal-00400494).

Stephan Morgenthaler . Introduction a la statistique. (troisiéme édition revus et aug-

mentée), PPUR, Suisse, 2007

K. Loquin . De T'utilisation des noyaux maxitifs en traitement de I'information. PhD

thesis, LIRMM-Université Montpellier II-France, 2008.
J. S. Simonoff. Smoothing Methods in Statistics. Springer-Verlag New York, 1996.

J. Lecoutre. Contribution a l’estimation non paramétrique de la régression. PhD thesis

Université de Pierre et Marie Curie-Paris VI-France, 1982.

F. Comby. Estimation du mouvement apparent majoritaire dans une séquence d’images
vidéo par accumulation de votes bimodaux sur un histogramme approché. PhD thests,

LIRMM-Université Montpellier II-France, 2001.

E. Fix and J. Hodges. Discriminatory analysis, nonparametric discrimination : consis-
tency properties. Report No. 4, Project No. 21-49-004, USAF School of Aviation Me-
dicine, Texas, 1951.

V. Rivoirard and G. Stolz. Statistique en action. Vuibert, Paris, 2009.

B. Silverman. Density Estimation for Statistics and Data Analysis. Chapman and Hall,
London, 1986.

E. Parzen. On estimation of a probability density function and mode. Ann. Math.

Statist, 33(3), 1065-1076, 1962.



BIBLIOGRAPHIE 45

[12] M. Rosenblatt. Remarks in some nonparametric estimates of a density function. Ann.

Math. Statist, 27(3), 832-837, 1956.

[13] E. Miranda, A. Bugarin, S. Li, M. A. Gil, P. Grzegorzewski. and O. Hryniewicz, editors.
Soft Methods in Probability and Statistics, 45-52. Springer, 2006.

[14] P. HALL .Cross validation in density estimation. Biometrika, 69, 383-390, 1982.

[15] E. Nadaraya. On nonparametric estimates of density function and regression curves.

Theory Probab P.P.L, 10(1), 186-190, 1965.

[16] B. Silverman. Weak and strong uniform consistency of the kernel estimate of density
function and its derivatives. Ann. Statist, 6(1), 177-184, 1978.
[17] L. Devroye. The equivalence of weak, strong and complete convergence in L1 for kernel

density estimates. The Annals of Statistics, 11(3), 896-904, 1983.

[18] V. A Epanechnikov. Nonparametric estimation of a multidimensional probability den-

sity. Theory Probab. Appl, 14(1), 153-158, 1969.

[19] N. Zougab. Etude comparative des méthodes de sélection du parametre de lissage dans
I'estimation de la densité de probabilité par la méthode du noyau. These de magister,

Université de Bejaia, Mai 2007.

[20] M. Rudemo. Empirical choice of histograms and kernel density estimators. Scandina-

vian Journal of Statistics, 9, 65-78, 1982.

[21] A. W. Bowman. An alternative method of cross-validation for the smoothing of density

estimates. Biometrika, 71, 353-360, 1984.

[22] P. Hall and J. S. Marron. Local minima in cross-validation function. Journal of the

royal statistical society, 90, 149-173, 1991.

[23] D.W. Scott and G.R. Terrell. Biased and unbiased cross-validation in density estimation.
Journal of the American Statistical Association, 82, 1131-1146, 1987

[24] B. Silverman. Density estimation for statistics and data analysis. London : Chapman-

Hall, 1986.

[25] A. Pagan and A. Ullah. Nonparametric econometrics. Cambridge University Press, UK,
1999.

[26] J. Fan and Q. Yao. Nonlinear time series. Springer-Verlag, New York, 2003.

[27] E. Schuster. Incorporating support constraints into nonparametric estimators of densi-

ties. Communications in Statistics-Theory and Methods, 14, 1123-1136, 1985.



BIBLIOGRAPHIE 46

[28] W. Hardle. Applied nonparametric regression. Cambridge University Press, UK, 1990.

[29] P. Diggle. A kernel method for smoothing point process data. Appl. Statist, 34(2),
138-147, 1985.

[30] P. Deheuvels and P. Hominal. Estimation non paramétrique de la densité compte-tenu

d’informations sur le support. Revue de statistique Appliquée, 27(3),47-68, 1979.

[31] BOUKHAMES Oussama et ZAIDI Mohamed. Estimation Non Paramétrique De La
Densité De Probabilité et De La Fonction De Régression. These de Master, Université
M’hamed Bougara Boumerdes, Algérie, 2016.

[32] ZERNOUN Kahina. Estimation non paramétrique de la densité de probabilité et de

la fonction de répartition par des séries orthogonales. Thése de Master, Université

d’ABEDRRAHMANE Mira de BEJAIA, Algérie, 2017.

[33] Scott, D. W. Multivariate Density Estimation :Theory, Practice, and Visualization.
Wiley Interscience, New York, 1992



	Introduction
	 Préliminaires et notions de base
	Définitions
	Univers
	Tribu
	Espace probabilisable
	Evénements incompatibles
	Probabilité
	Espace probabilisé
	Variable aléatoire réelle
	Fonction de répartition
	Propriétés
	Variable aléatoire discrète
	Moments d'une variable aléatoire discrète
	Espérance mathématique
	Variance et écart-type
	 Propriétés
	Variable aléatoire continue

	Eestimateur et propriétés d'un estimateur
	Echantillon aléatoire
	Estimateur

	Estimation
	Propriétés d'un estimateur


	Méthodes d'estimation de la densité
	Estimation non-paramétrique de densité de probabilité
	Estimation par les histogrammes
	Estimateur simple de densité


	 Estimation par noyau de densité de probabilité
	Estimateur à noyau de Parzen-Rosenblatt
	Propriétés de l'estimateur à Noyau
	Espérance, Biais et Variance de l'estimateur

	Comportement asymptotique du biais et de la variance
	 Convergence de l'estimateur à noyau
	Choix du noyau
	 Choix du paramètre de lissage
	Méthodes Cross-Validation (Validation Croisée)


	Simulation
	Plan de simulation 
	Algorithme


	Conclusion

