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Résumé

Dans cette these, nous présentons plusieurs résultats d’existence et d’unicité pour cer-
taines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec des
conditions locales et non locales dans des espaces de Banach de dimension infinie.

Mots clés :Equation Différentielles, calcul factionnaire, dérivées fractionnaire au sens de

Caputo.

Abstract

In this thesis, we present several existence results for certain classes of differential
equations of fractional order in the sense of Caputo with non local conditions and local
on Banach spaces of infinite dimension.

Key words :Fractional Differential Equations, fractional calculus, Caputo fractional deri-

vatve. ..
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Notation

R, :Ensemble des nombres réels positifs non nuls.

R, C : Ensemble des nombres réels (resp. complexes).

N : Ensemble des nombres naturels.

[a,b) :Intervalle semi-ouvert d’extrémité a et b.

Re(.) : Partie réelle d'un nombre complexe.

Im(.) : Partie imaginaire d’'un nombre complexe.

[Re(a)] : Partie entiere de Re(«) .

LP(1 < p < o0) : L'espace des fonctions réelles f telles que f est mesurable et

/ﬂmwﬁ<m

L : L’espace des fonctions essentiellement bornées.

L},.(Q) :Espace des fonctions localement intégrables tel que f est mesurable et

pour tout compact K de Q : / |f(t)|dt < oo .
K

C([a, b)) : Espace des fonctions continues sur [a, b].

C'([a,b]) : f € C'([a,b]) si f est dérivable sur [a,b], et f’ est continue sur [a,b] .
C"([a,b]) : Espace des fonctions n-fois continument différentiables.

C*>([a,b]) : Si f est C* sur [a, b] pour tout k. Autrement dit, si f est indéfiniment
dérivable sur [a, b].

AC"([a,b]) : L’espace des fonctions a valeurs complexes f(z) ayant des dérivées
jusqu’a Lordre (n — 1) continues sur [a, b] telles que f@V(z) € AC([a,b]), c'est-a-

dire :

Mﬂ@@z{:@ﬂ%@dﬂ”ﬁ@emmmm(Dzi%.

AC([a,b]) : L’espace des fonctions absolument continue sur [a, b].

C(J,R) : L’espace de Banach des fonctions continues définies de J dans R.




Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine

intéressant a explorer ces dernieres années.
Selon une these d’histoire des mathématiques récente, la question des dérivées fraction-
naires fut abordée dés 1695 par Leibnitz dans une lettre a I’'Hospital, mais lorsque celui-ci
lui demande qu’elle pourrait étre la dérivée d’ordre un demi de la fonction x, Leibnitz
répond que cela méme a un paradoxe dont on tirera un jour d’utiles conséquences. Plus
de 300 ans apres, on commence seulement a venir a bout des difficultés. Des nombreux
mathématises se sont penchés sur cette question, en particuliere Euler (1730), Fourier
(1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847)..., etc. Différentes approches
ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers.

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces dernieres années. Notons que cette théorie a de nombreuses
applications dans la description de nombreux événements dans le monde réels.

Par exemple, les équations différentielles sont souvent applicables dans ingénierie, la
physique, la chimie, la biologie,...etc.

Nous intéressons a étudie certaines équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Notre objectif est de présenter quelques résultats d’existence de solutions pour quelques
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Pour obtenir I’existence des solution, des conditions suffisantes seront considérées dans
I’étude des différentes classes des problemes aux limites associés aux équations différen-
tielles d’ordre fractionnaire de cette these.

La démarche suivie consiste a ramener la recherche de 'existence (sous des condi-
tions convenables) des solutions & la recherche de I'existence des points fixes d’opérateurs
appropriés moyennant la fonction de Green en appliquant différentes alternatives non
linéaires dans les espaces de Banach, pour montrer 'existence des points fixes de ces

opérateurs qui sont les solutions de nos problemes.



Cette méthode est basé sur de théoremes du point fixe tels que, le théoreme de point
fixe de Banach.

Dans ce mémoire, ces études en donnant résultats d’existence des solutions pour cer-
taines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire, moyennant la dérivée frac-
tionnaire de Caputo dans des espaces de Banach de dimension infini, Cette étude se fera
principalement a l'aide de théoréme de point fixe de Banach combiné avec la technique
de la mesure de non compacité.

Ce mémoire comprend trois chapitres.

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires’, contient un ensemble de définitions et
résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

Le deuxieme chapitre intitulé "Introduction a la dérivation fractionnaire" nous propo-
sons quelques définitions qui s’y rapportent les dérivations fractionnaires.

Le troisieme chapitre intitulé "probleme aux limites pour des équations différentielles
fractionnaires" on s’intéresse a l’existence et 'unicité de solution pour le équation diffé-

rentielle d’ordre fractionnaire de type Caputo.



CHAPITRE 1

Préliminaire

1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.1

Soit E un espace vectoriel réel. Une application N : E — R est appelée norme sur X

si elle vérifie :

Positivité :
N(z) > 0,Vz € E.
Séparation :
N(z)=0<+=2=0.
Homogénéité

VA E€R,Vz € E,N(Az) = |A|N(z).

On dit que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

On utilise bien souvent la notation || . || pour une norme.

Exemple 1.1

Soient E = C([a,b],R) un espace vectoriel sur R. On définit les normes suivantes :

| f = / |f(t)|dt est dite norme de la moyenne.

Il f o= / |£(t)?dt)"\? est dite norme quadratique.

| f llo= Supicra|f(t)| est dite norme uniforme.

1.1.1 Espaces métriques

Définition 1.2

Une distance sur un ensemble E # ¢ est une application d : E x E — R vérifiant :

Va,y, d(z,y)=0<=z =y,



Vr,y € E, d(z,y) = d(y,z),

Va,y,z € E, d(z,y,2) <d(z,y) +d(y, 2)

Définition 1.3

Un espace métrique est un couple (E,d) ot E est un ensemble et d est une distance.

Exemple 1.2

L’application
d:RxR—=R"

définie une distance, appelée distance usuelle.

1.1.2 Espaces de Banach
Définition 1.4

Une suit (u,),en est dite suite de Cauchy dans E si :

Ve > 0,Yn > ng, || up —un [|[< e

Définition 1.5

Un espace normé (E, || . ||) est dit complet si et seulement si toute suite de Cauchy d

éléments de E converge dans F.

Définition 1.6

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.




1.1.3 Continuité dans les espaces normeés

Définition 1.7

Soit (E,|| . ||) et (E',|| . ||") deux espaces normé, et f : E — E une application. f est

continue en xg € F si et seulement si :
Ve>0,30 >0,Ve € E:||z—zo ||< =] flx) — f(zo) |I< e

alors

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Elle est dit continue sur E si elle est continue en tout point de E .

1.1.4 Compacité
Définition 1.8

Soient E un ensemble quelconque et A une partie de E. Une recouvrement de A est

une famille (B;);c; des parties de E vérifiant : A C U;erB; .

Définition 1.9

Soit (E, || . ||) un espace normé. On dit que E est relativement compact si pour tout

e > 0, il existe un recouvrement fini de E par des parties de E dans la diamétre est

inférieure a €.

Définition 1.10

Un espace normé (E, || . ||) est dit compact s’il est relativement compact et complet.

Théoréme 1.1

Soit (E.|| . ||) un e.v.n sur E oi C de dimension fini. Alors les parties compactes de

E sont les parties fermées et bornées de FE.

1.1.5 Convexité

Définition 1.11

On dit que C C E est un ensemble convexe si :

vt € [0,1],Y(a,b) € C*, ta+ (1 —t)b € C.




1.1.6 Contraction

Théoréme 1.2

Le principe de contraction de Banach est le résultat le plus élémentaire dans la théorie

du point fixe. Comme il est basé sur un processus itératif, alors il peut étre rendu
effectif sur un ordinateur pour trouver le point fixe d’une application contractante ; il
peut ainsi réaliser I'exactitude désirée tout en jouant sur le nombre d’itérations dont

on a besoin.

Ce théoreme est S.Banach en 1922, il s’agit d’une abstraction de la méthode classique
des approximations successives introduite par Liouville en 1837 et développe systéme
pratiquement pour la premiere fois par Picard en 1890.

Définition 1.12

Soit (E,d) un espace métrique, une application f : E — E est dite Lipschitzienne de

rapport k > 0 si :

d(f(x), f(y)) < kd(x,y), pour tout x,y € E.

k est dite constante de Lipschitz.

Remarque 1.1

Une application Lipschitzienne est nécessairement continue.

Définition 1.13

L’application Lipschitzienne f est applée non expansive si k < 1. contraction si k < 1.

Définition 1.14

Soit (E,d) un espace métrique, et f : E — E une application, on dit qu’un point

x € F et un point fixe de f si et seulement si f(z) =x

Théoréme 1.3 (théoréme du point fize de contraction)

Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une contraction avec k sa
constante de Lipschitz. Alors f admet une unique point fixe u € X.
En outre, pour tout
ve X, lim f(z) = u.
avec o

d(f"(2),u) < T

d(z, f(z))




Preuve 1.1

— Unicité : Supposons qu’il existe x,y € X tel que

= f(z) et y=f(y).

Alors
d(z,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Par conséquent, d(z,y) = 0 ce qui entraine x = y.
— Existence : Soit x € X. Nous allons établir que f"(x) est une suite de Cauchy.

Pour tout n € N, on a :

d(f"(x), [ (@) < kd(f"H(2), (@) < .. < KMd(z, f(2)).

Ainsi, pour m >mn, oun >0, on a :

d(f"(x), f™ (@) < d(f" (@), f*H @) +d(f" (@), [ @)+ (T @), [ (@),

< kd(z, f(x)) + ... + K" d(z, f(2)),

< Knd(m, )L+ K+ R+ K,

Ceci montre que {f"(x)} est une suite de Cauchy et comme X est espace com-
plet, alors il existe u € X tel que nlgg() f(x) = u.

De plus, la continuité de f entraine que

v=lim " (z) = lim f(f"(2)) = f(v).

n—o0 n—oo



par conséquent, u est un point fixe de f. Ainsi si m — oo alors
n

A (@))€ £

d(z, f(x)).

donne un résultat dans ce sens.

1.1.7 Théoremes de point fixe

Nous avons besoin des théoreme de point fixe suivants :

Définition 1.15
Soit X et Y deux espaces de Banach et T : X — Y, un opérateur linéaire, on dit que

T est compact si pour tout B, on a T(B,) est relativement compacte avec

By ={ze X ||z |<u}.

Remarque 1.2

L’ensemble {Tx,/x € X}, est dit relativement compacte dans X si non adhérence est

compact.

Théoréme 1.4 (Théoréme d’Arzéla Ascoli)

Soit I un intervalle fermé et borné de R. Un sous ensemble A de C(I,X), est dit

relativement compacte dans C(I,X), si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :

i A est uniformément borné, c¢’est a dire 3k > 0,Vu € A on a
| w [|oo= sup |u(z)| < k.
zel
ii A est équicontinue, c’est - a - dire
Ve > 0,30, > 0,Vay, 29 € [,Vu € A,

telle que

(lzr = @2 < 6:) = | f(z1) — fla2)| <e.

Théoréme 1.5 (Théoréme de point fize de Banach)

Soit (U, d) un espace métrique, complet et soit T : U — U une application telle que :




Ve,y € U, d(T,, T,) < kd(x,y), avec k € [0, 1],

alors I'application T" admet un unique point fixe u* € U.

Théoréme 1.6 (Théoréme de Krasnoselskii)

Soit X un espace de Banach et soit M un sous ensemble convexe, fermé et non vide
de X. Soit A, B deux opérateurs telles que :
— Ax + By € M, pour tous x,y € M.

— A est compact et continu.

— B est contractant. Alors il existe z € M tel que z = Az + Bz.

10



CHAPITRE 2

Introduction a la dérivation

fractionnaire

2.1 La dérivation fractionnaire

L’idée principale de la dérivation et I'intégration fractionnaire est la généralisation de
la dérivation et d’intégration itérées. Le terme fractionnaire est un terme trompeur mais

il est retenu pour suivre 'usage dominant.

2.1.1 Outils de base

2.1.2 Fonction Gamma

En mathématiques la fonction Gamma est une fonction complexe, considérée égale-
ment comme une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des
nombres complexe (excepté en certains points).

Définition 2.1

Pour o € C tel que Re(a) > 0, on définit la fonction suivante :

+oo
' a— / ettt (2.1)
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi - plan complexe ot la partie réelle est

strictement positive. En intégrant par parties, on peut voir que
[a+1) =al(«a), Re(a)>0. (2.2)

En particulier

I'n+1)=mn!, VneN. (2.3)

11



2.1.3 Fonction Béta

Fonction Béta (qui est un type de U'intégrale d’Euler, au méme titre que la fonction

Gamma) est une fonction définie par

1
Blp,q) = /0 7711 — )7 Ydr, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (2.4)
2.1.4 Liens entre la fonction Gamma et la fonction Béta

I'(p)I'(q)
L(p+q)

L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]. Soit f une fonction continue sur 'intervalle

B(p,q) = , Re(p) > 0, Re(q) > 0. (2.5)

[a, b]. On considere 'intégrale
10 f(@) = [ pt

T t
IDf(z) = / dt / F(uw)du.
En permutant 1'ordre d’intégration, on obtient

19f(@) = [ (@= 0@

Plus généralement le n'“™¢ itéré de I'opérateur I peut s’écrire

I™f(z) = /ax dzxy /azl dz,... /axn_l f(z,)dz,

1" () = (n —1 1)!

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par

/ (x —t)" L f(t)dt, pour tout entier n. (2.6)

la fonction Gamma :

(n—1)! =T(n).

Riemann rendu compte que le seconde membre de (2.6) pourrait avoir un sens méme quand
n prenant une valeur non-entiere, il était naturel de définir I'intégration fractionnaire
comme suit :
Définition 2.2

soit f € Cla,b], « € R, I'intégrale

18 (@) = oo [ =0Vt (2.7)

12



est appelée intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-Liouville d’ordre «,telle que

a €] — 00, +00[. et I'intégral.
I f(z) = — / b(w — )@ f(1)dt. (2.8)

est appelée intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann - Liouville d’ordre «,telle que

b €] — 00, +00[. et I'intégral.

Remarque 2.1

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l'intégrale (a gauche).

Théoréme 2.1

Pour f € Cla,b], L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la proprété

de semi - groupe .

LY f(2) = 157 f(x), pour a >0, B>0. (2.9)

a

Preuve 2.1

La preuve découle directement de la définition

1 (6) B 1 @ dt v f(u)
](i+) [Iaé f(z)] = T'(a)T(b) /a (s—t)*—1 /a (t—u)t — Bdu'

Or f € Cla,b], d’aprés le théoréme de Fubini on et par le changement t = u+ s(z —u),

on obtient

@@ ppy = BB = f) L e,
L) = astn f o = @)

Ou B(a, ) désigne la fonction Béta.

Proposition 2.1.1

Transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann - Liouville pour a = 0

d’une fonction f qui posséde la transformée de Laplace F(s) dans le demi plan Re(s) >

0 est
L(I“f)(s) = s *F(s).
Exemple 2.1
On a f(t) = (t —a)™. A laide de changement de variable T = a + x(t — a) on trouve :
1t
I“(t—a)™ = F(a)/a (t —7)* N1 — a)™dr,

13



1 a+m ! a—1,_m
= gt /0(1—35) P de,
L atmg(m a
—m(t—a) Blm+1,a),
_ I'(m+1) _ gjm
B F(oH—m—i—l)(t )

Pour a =0.5,m =1 et a =0, on aura

[0.5<t> — F(2> t1'5 — Z/zi

2.2 Dérivées Fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les

approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

2.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, ], alors la dérivée fractionnaire d’ordre p ( avec

n—1<p<n)ausens de Riemann-Liouville est définie par :

1
['(n— p)dt®

dTL

"D (1) = [e=ryrip@ar = i), @ao)

Remarque 2.2

Si f est de classe C", alors en faisant des intégrations par parties et des dérivations

répétées on obtient

a)(t —a)kP 1
E—p+1)  T(n-p

n—1 (k) ¢
"oy - 3 I [ =7y ) =5 D7)

Dans ce cas I'approche de Gronwall-Lettonie et 'approche de Riemann-Liouville sont

équivalentes.

Exemple 2.2

— La dérivée non entiere d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville.

En générale la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-

14



Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

=t

— La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Riemann-Liouville.
Soit p non entiecret 0 <n—1<p<neta>—1, alors on a :

L d- /t(t — )" P (1 —a)¥dr

R.Dpt— a__ - =
(t=a) ['(n—p)dth Ja

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura :
t

1 a"
RDP t—a)® = t— n+a—p/ 1— n—p—1 o
(#=0)" = pg g~ T [

_Tn+a—-p+1)B(n—pa+1)
N L(n —p)
F'n+a—p+1)I'(n—pl(a+1)

(t — ).

- F(n—p)F(a—p+1)F(N+@—p+1)(t_a)a_p'
_ Tla+1) e
_F(a—p+1)(t )

alors

I(1.5
RpO-50-5 — LL5) _ ['(1.5).

Proposition 2.2.1

1. Composition avec l'intégrale fractionnaire l'opérateur de dérivation fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche de I'opérateur d’inté-

gration fractionnaire,
EDP(IPf(1) = f(1),

en général on a :

EDP(If(t)) =" DML ().
et sip—q <0,
RDPAf(t) = I f ().
En général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commutent pas

RDP(RDIfF(1) = RDIP (1)~ [FDI f( (t—a™t
ot aF(p—k—i—l)’

a

avec m—1 < g < m.
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2. Composition avec les dérivées d’ordre entier La dérivation fractionnaire et la

dérivation conventionnelle (d’ordre entiere) ne commutent que si :

f®(a) =0, pour tout k=0,1,2,--- ,n— 1.

dr

SLRDPE() = RDREE).
mais p 2)( )k
14 i — Rpntp . t—CL I
(G f®) = ED™7f () z e

3. Composition avec les dérivées fractionnaires.

Soitn—1<p<netm—1<q<m, alors

"DUDLS W) = D) = YD (t”t:‘IM’
Rq(R R o+ S R+ (t—a) "
DD 0) = D70 - S e

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire DP et ®D? (p # q),

ne commutent que si et
[DP=* f(t)],—a = 0, pour tout k =1,2,....,n

et
D% f(1)],—a = 0, pour tout k =1,2,...,m

2.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 2.3

Pour une fonction donnée f sur Iintervalle [a,b] la dérivée d’ordre fractionnaire au

sens de Caputo de f, d’ordre o > 0 est définie par :

D) = e [ (=) ns)ds = 107D 1),

I'n—a)/a

icin = [a] + 1 et [o] désignant la partie entiere de c.

Proposition 2.2.2

Nous donnons les propriétés suivantes :

16



1. Si f est une fonction continue on a
CDO{]OLJ[‘ — f‘

2. On suppose quen—1 < a <n, m,n €N, a¢€R et soit la fonction f(t) telle
que °D*f(t) I'existe, alors

DUDTE() = DT f(E) £ DD f().

3. Soitn—1<a<n, n€N, o€ Retsoit f(t) telle que “D® f(t) I'existe alors,
on a les propriétés suivantes pour I'opérateur de Caputo.

lim <Df(t) = f™(¢).

a—n

lim  “Df(t) = V() — 7 10).

a—n—1
4. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur. Soit n — 1 < a <

n, n€N, a,\ e C linéaire

“DUAS(1) + g(1) = A°D*[(1) +° D g(1).

Lemma 2.2.3

Six € AC™([0,1]), alors La Dérivée de Caputo D f(t) existe presque par tout sur
[Oa 1]; ou

AC™([0,1]) = x € AC™ ([0, 1]),

(") est absolument continu , et n est le plus petit entier supére ou égal a a

Lemma 2.2.4

Soit o > 0, alors I'équation différentielle,

DO f(t) = 0.

admet la solution

f(t) =co+ it + Cgtz + ...+ Cnfltnil,

tel que :¢; €R,i=0,1,2,...n—1,n=[a] + 1

Preuve 2.2

supposons que D f(t) = 0, d’aprés la définition de la dérivée fractionnaire au sens
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de Caputo en obtient

()" f(t) = 0.

c’est a dire :
1

Fn—a-1)
puisque I'(n —a — 1) # 0, on a

/ ‘(= )1 f(s)ds = 0.

/ "t — §)"01 f(s)ds = 0.

et par suite
A f*(s) =0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de I'égalité.

L(t" " s fO(t)) () = L(0)(s) = 0.F(s) = L(f)(s)

on obtient

I'(n — n

T = 0) () — 3 snk £ 0)) = 0.

s k=0
alors
s"F(s) — Z s”’kf(kfl)(())) =0.
k=0

donc

F(s) = 305" 00(0),

on applique maintenant la transformée inverse de Laplace

n

LY (F(s)) = L1 (2 s 5D (0))(1).

k=0

il s’ensuit que :
n

Ft) =23 f"HO) L (™)),

k=0
tk_l

en faisant le changement de variable i = k — 1 on trouve

pour
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Supposons maintenant que :
n—1
f)y=> at'.
i

on applique 'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres
de I'égalité :
n—1
"D (1) = DY et
=0

n—1
= Z CiDati
=0

n—1
d
_ Z Ci]ﬂ—@(f)ntz.
= dt
puisque (0 <i<n—1<n)ona

DO f(t) = 0.

Lemma 2.2.5
Soit o > 0, alors

I°°Df(t) = f(t) +co+ it +eot® + oo+ t™

pourc; € Rii=0,1,2,...,n—1,n=[a] + 1.

Preuve 2.3

On a d’apres
“DUf(t) = I ().

Appliquant aux deux membre de I'égalité

(1D f(t) = o™ f™ ()

ndn

—
dtm

f(@t).

on a par n
()" (1),

(),
J— dn
~

"D £ (1)

RL an (t)

f(t).
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donc
(I)°D*f(t) = (I")FE D" f ().

(YRED0) = ) = 32 gy = )0
= (D" (),
on pose k =n —j,
n—1 tk

n—1 (k)
= f(t)+ > cxt” avec ¢ = S k:'<0)
k=0 :

Théoréme 2.2

Soient, a € R avecn — 1 < a < n, n € N, alors la relation entre I'opérateur de

Riemann-Liouville et de Caputo est :

tkfa

D)= PP X O

Exemple 2.3

La différentiation de la fonction constant pour I'opérateur de Caputo est.

1 t
‘D% = 7/ t— )" Mz = 0.
I'(n—a)Jo (t-=2) ‘
Alors

‘D =0, k= const.
Et pour Riemann-Liouville.

k
BLDof = —— 1740, k= t.
T —a) #0, cons
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CHAPITRE 3

Probléeme aux limites pour des
équations différentielles

fractionnaires

Ce chapitre est consacré de I'existence du solution d’un probleme aux limites fraction-

naire.

3.1 Présentation du probleme

On s’intéresse dans ce chapitre a un probléme fractionnaire (3.1) engendré par ’équa-

tion suivante :
“Di.y(t) — f(ty(t) =0, te(0,1), (3.1)

a laquelle on associe les conditions

y(0) + 4 (0) +y 0,

y(n) +y () +y'(n) =0,

y() +y () +y (1) =0.

ot °D{. est la dérivée de l'ordre fractionnaire de Caputo, f € C([0,1] x E, E). (E
est de Banach) et 2 < ¢ <3

1"

Lemma 3.1.1

Pour ¢ > 0 et y(t) € C|0; 1], I'équation fractionnaire homogéne
“Dy(t) = 0.
possede une solution

y(t) = co + ert + cot® + ..+ eyt

ot ¢; eR,i=0,1,.n—1, et n=][q]+1.
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Lemma 3.1.2
On suppose que u € C[0,1] N L'[0, 1] alors

(IL)°DLy(t) = y(t) + co + ext + cot® + oo+ cprt" 1,

oi ;€Ri=1,2,..,.n—1, et n=1[¢]+1, ¢>0.

Commencent d’abord par la résolution du probléme auxiliaire.

Lemma 3.1.3

fractionnaire suivant

naire.

Preuve 3.1

Appliquant le lemme (3.1.1) on trouve :

y(t) = /Ot (t;iq);_f(s, y(s))ds + c1 + cat + cst?.

On peut avoir

22

‘Dgry(t) — f(t,y(t) =0, te(0,1),
y(0) +y'(0) +y"(0) =0,
y(n) +y' () +y (n) =0,
y(1) +y (1) +y (1) =0.
est donnée par
o) = [T s + (S 3 [ w6 e ds
A=Y 1 2=t /01 T (5) (s, y(s))ds, ot
A= (n*=nT(q) #0,
B(s)=(n—s)""+(g—1)(n—5) "+ (q—3¢+2)(n—s)"",
(s) = (L= )1+ (g = 1)(1 — )72 + (g — 3q + 2)(1 — 5)7

en utilisant la condition (3.2) a y en (3.4) et par des calculs algébriques.

Soit f(t) € C|0, 1] une fonction donnée et 2 < q < 3. La solution unique du probleme

(3.2)

Si est seulement si y est une solution du probléme de la valeur limite d’ordre fraction-

(3.4)



3 [ ) s, (spyas + (LD 20,

1
X / U*(s)f(s,y(s))ds — ¢; — cot — c3t? = 0.
0

Or, la premiére condition dans (3.2) implique que

y(0) = =y (0) =y (0).

5] | @5 (s y()ds — %] /01 T (5)f (5, y(s))ds — 1 = 0
donc
er = <1 @)1 y(s))ds — o [ ()1 (s, yl5))ds] (3.5)
et
y (0) = —y(0) —y (0)
2t -3 n?+2n — 2nt

A /077 O(s)f(s,y(s))ds + A /01 U*(s)f(s,y(s))ds — co — cst = 0.

_Ag /On O(s)f(s,y(s))ds + 77+2Z_2’7t /01 U () f (s, y(s))ds = .
alors :
€y = i[(n2 +21) /01 W (s)f(s,y(s))ds — 3/0" O (s)f(s,y(s))ds]. (3.6)
et on a
y (0) = —y(0) =y (0)

2 n 277 1 .

Z/o () f(s,y(s)ds — 1 | W (5)F(5,y(s))ds = 205,
Donc : 1

‘= i[/on%)f(s?y@))ds —n [ W (5)f(s.y(s)ds). (3.7)

En substituant les valeurs de ¢y, co,c3 a (3.4) on obtient (77).
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3.

1.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Dans cette section on démontre 'existence et 'unicité de la solution dans I'espace de

Banach F' = C([0,1], £) muni de la norme

ou

|y [lrp=sup [ y(t) [|e-
0<t<1

FE est un espace de Banach.

Théoréme 3.1

Supposons 2 < q < 3, f : [0,1] x E — FE alors le probléme (3.1) est équivalent a

I’équation intégral

i) = [ S feo)s + (=3
[ (6170, ytods + DI o P 4) s,y ).

Preuve 3.2

Supposons que y € X est solution de (3.1) et de notons le membre droit par W (t),alors

t(t—s)r! 2 —3t+1 1
W) = [ g e uods + 1 x [T @(s)7 s, (s))ds
LR E0) P )15, y(s))as,
= [ Fsaends 0 =34 1) [0 s p(s))ds
LGP 1) 42 = 0) [ W (5) 75, y(5))ds,
= 13 (s, yls))ds + [ @(s) 1 (s y(s)ds
+i(n2(t — 1) +nt(2—1)) /01 W*(s)f(s,y(s))ds.
et on a
W) = 1 o)+ 2 [ 0(s) 7yt T2 [T (5) 5, () s

(3.8)

par une dérivation de (3.8), on trouve

W (0) = 1572 (s, w()ds + 5 [ () Gssy())ds = X [0 fs,()ds
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b ([ @)1 y(s))ds — [ 0, ()ds,
et comme
= <[ @), (6 ds = [0 (5) 1,y
donc
w" (t) = Ig;zf(s, y(s)) + 2¢3
et on a
n— d"
Do f(8) = 15 (5 1 (1)

alors

‘DLW (t) = I*"W' (t)
Dy W (1) = I3 f (s, y(s)) + 2¢3)
= f(s,y(s)) +0
= f(s,y(s)).

en d’autres termes on peut vérifier que

"

y(0) +y'(0) +y
y(n) +y () +y
y(1)+y (1) +y"

par la suite y € F' une solution de (3.1)

17

(1) =

Réciproquement : Soit y € E une solution du probléme (3.1), par la méthode
utilisée dans la preuve du lemme (3.1.3), on obtiens que y € E est une solution de

I'équation (3.1).

Tout le long de cette section, on supposera que f € C([0,1] x E; E) et on définit

l'opérateur intégral

T:E—F
par
1yt) = [ slsds + [=gx [ 00 (s
+[77 1) X 72 t)] /01 U*(s)f(s,y(s))ds.
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Alors on a le lemme suivant

Lemma 3.1.4
La fonction y € E est solution du probléeme fractionnaire (3.1) si et seulement si

Ty(t) = y(t), pour tout t € [0,1].

Théoreme 3.2
Soit f :[0,1] x E — E (E est de Banach), une fonction continue on suppose que

elle satisfaisant les conditions
|| f(t’y) - f(t7y*) HFS k || y_y* HF7 k > 07 yvy* € Fu te [07 1] (39)

et soit d, r deux réel positive, 0 < d < 1 si

2 2
—ME<d;, —M.N < (11— .
AMk:_d, AMN_(I d)r (3.10)

tq :
N = supsepa)|f(,0)] et M = supieioq)|P(t)|.

Alors le probleme aux limite (3.1) admet une solutions unique dans F

Preuve 3.3
On va transformer le probléme aux limites fractionnaire a un probléme de point fixe.

D’apres le lemme (3.1.2), le probléme fractionnaire (3.1) posseéde une solution si seule-

ment si P'opérateur T" admet un point fixe dans E. Soit ’ensemble fermé borné,
B, ={y € F, supepy | y(t) lp< 1}
* on montre que T'(B,) C B,. Soit

ye B || Ty(t) |le

Héwtéff@mm@M+ntj§“A%mﬁ@mmwm

4 TR0 M) (5, y5))ds s

< [ st e s+ 13 [ @060 7G5t
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L 2(t—1) +nt(2

* LICZ0) [t 7o, 905 I s

on a

o)< [195 wfsm»MM&wi%Wwwnﬂmm»mw

H”Uﬂvwmuww@wmw

(5,99 Ll s+ || [ 101 7G5, 0(s)

+/(5,0) = f(5,0) ||z ds + IZ\/O ()l f(s,4(s)) = f(s,0) + f(5,0) || ds

< [T G wto) e s+ 5 [ 806) | Fsu(s) e

b [0 1 £ 0) e [ 006) 15,0 s+ [0 ) | F(s,006)) I

+Z/o U (s) || £(5,0) ||m ds+Z/O W (s) || £(s,0) || ds.

onane(0,1)et

I Ty |lF= suprep.y | Ty () |l

< [ Spi—sumenn | Fouyto)) e+ [ sumen®(s) | 7o) F(s.0) 1 ds

2 1
+Z/’wmmﬂwwuf@nnmd&
0
Donc
1 1
1Ty lles gy ) (L= ssmmecoar |5, (5) I
2 1
+K/o supt€[071}¢(8)supte[o,1] | f(s,9(s)) — f(5,0) ||r ds
2 1
+K/ Supte[o71](p(5)3upt€[0,1] || f(SaO) ||F ds

2 1
< & [ sumcpu®k 1 (s) e ds+ 5 [ supcon 1| 2(5) llr N,
A Jo A

2 2
< —M. —M.N
< MK [ y(s) e+
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2 2
< —M.k. —M.N.
S kT+A

on applique la conditions (3.9), on obtient
| Ty [|[p< dr+ (1 —d)r=r.

ce implique que T'(B,) C B,.

* On va montrer que l'opérateur T est contractant sur B, soit

y,y" € By, [ Ty(t) — ||E</ || f(s,y(5)) = f(s,y7(s)) ||z ds

o [ 006) 1 £ ()~ 5,57 (s)) ||Eds+£ /Olws) | /(s 95D (5,5 (5) N ds.

pourn € [0,1] et

1
supioa) | Ty(t) = T = 5 [ supl®()sup | £(s.u(s)) = f(s,5°(s) | ds

[ cupla(s)sup | £ 9(5) — £(5.5"(5) s ds.

donc

” Ty —Ty* HFS i/ol “ @(8) HF ‘ ” f(S,y(S)) . f(S,y*(S)) HF ds
e [0 0 £ 0(9)) — S5 e .

on utilise la condition (3.8) on trouve :

1
Mk y—y e

1
ME |y =y llr+

Ty—T
| Ty yHFA

2
< —Mk
< My =y

et la conditions (3,9) donne

| Ty =Ty [[p<d|ly—y" |lr.

on conclut que l'opérateur T est contraction. Alors le théoréme du point fixe de

Banach T admet un point fixe unique ce qui il est la solution du probléme (3.1)
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3.2 Application

Exemple 3.1

Considérer le probléeme de la valeur limite a trois points d’ordre fractionnaire

3e2ty

(19 + 5e2)(3 + y)’
y(g) + y'(OQ) + y”(O)2 =0,

y(g) + y,(g) + y”(g) =0,

y(1)+y (1) +y (1) =0.

“D*y(t) = t € (0,1).

3672ty

fty(®) = (19 + 5¢2)(3 + y)

et ¢q=2.6 et F=C(0,1],R).

x Soit y,y* € F

36_2ty 36—2ty*

|f(ty@) — f(ty ()| = ‘(19 +5¢2)(3 + y) - (19 + 5e2)(3 + y*)|

*

e 2t ! y Y
19+5e2"3+y  3+y*
36—2t
< 2=
— 19 + be?t

ly—y*| .
on a .
e 2t 3
<« 2
19 + He2t — 24

donc
* 3 *
I y®) = fy @) 1< 5 Ty =y Il
Alors f(t,y(t)) est vérifié (3.8) avec k = 234 maintenant on vérifie la condition (3.9)

k=—
avec 24

4B DI 1 1)
~TEeE

Alors d’aprés le théoreme (3.2) le probléme (3.1) admet une solution unique.

| =042 < 1.
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