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Introduction

QUAND on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer
le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par la méme introduire la dérivée
seconde. Puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opérateur inverse de la
dérivée, peut éventuellement étre comme une dérivée d’ordre " moins un'. On peut aussi se
demander si ces dérivées d’ordre successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du 17eme

siecle(voir [17]), I"époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul dif-

férentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole —= pour désigner la n®"*

n
dérivée d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a l’Hgl;ital (apparemment avec
I’hypothese implicite que n € N), ’'Hopital a répondu : Que signifie CZ{ sin = ; cette lettre
de I'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que
nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’Hopital a demandé spécifiquement
pour n = ;, c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette
partie des mathématiques.

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire d’ordre et les définitions les plus
utilisées sont celle de Riemann-Liouville et de Caputo. Chaque définition utilise I'intégration

fractionnaire de Riemann-Liouville (voir[14]).
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Ce travail est divisé en trois chapitres comme suit :

Le premier chapitre, nous allons mentionner les concepts des certaines fonctions spéciaux,
intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo ainsi que certaines
de leurs caractéristiques et la relation entre eux.

Deuxiéme chapitre : Ce chapitre est consacré a prouver l'existence et l'unicité des so-
lutions des problémes de type Cauchy pour des équations ordinaires d’ordre fractionnaires
sur un intervalle fini de ’axe réel dans ’espace des fonctions continues et sommables. Des
équations fractionnaires non linéaires et linéaires sont considérées.

Le troisieme chapitre portera sur « stabilité des systemes différentiels d’ordre fractionnaire
» On présentera des techniques qui donnent une information sur la stabilité d’'un systeme
en ordre entier vers lordre fractionnaire ainsi que méthodes de Lyapunov. Enfin, on termine

par la stabilité de I’équation de Basset.



Résumé

Dans ce travail, on traite un probléme de type de cauchy pour des équa-
tions ordinaires d’ordre fractionnaire. On obtient ainsi quelques résultats sur
I'existence et l'unicité de la solution zéro pour I’équation fractionnaire de
Basset En suite, on étudie la stabilité du systéme, et on donne des conditions
suffisantes pour la stabilité de la solution par rapport aux ordres de dérivation
fractionnaire.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, théoréme de point fixe ,I'inégalité de type

Gronwald Letnikov, Stabilité de I’équation de Basset



Chapitre 1

Généralité sur les systemes différentielle

D’ordre fractionnaire

1.1 Préliminaires

Dans cette section nous présentons des définitions et quelques propriétées

pour les fonctions : Gamma, Béta et Mittag-Leffler.

1.1.1 Fonction Gamma
Définition 1.1. (voir [20]) La fonction Gamma est une fonction de base dé-
finie par 'intégrale :
400
M(z) = [ t" e dt, Re(z) >0, 2 €C. (1.1)

0
avec I'(1) =1 et T'(07) = 400

On va citer quelque propriétés sur la fonction Gamma
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Propriétés
1. Une propriété importante de I'(x) est la relation de récurrence suivante :
['(x+1)=2al(x), Re(x) >0, z € C.

2. En particulier

['(n) =(n—1)!, Yn € N*.
3. comme conséquence de cette propriété, on a :
I'(n+1)=n! VYn e N".

ce qui permet de dire que la fonction généralise la notion de factoriel.

4. Vr € R{0,—-1,-2,...},Ym e C :
Fz4+m)=z(@+1)..(r+m—1)I(z).

Exemples

Exemple 1. on montre que I'(1) =1

400 +00
(1) = / et ldt = / e ldt = —e 7| = 1.
0 0

Exemple 2. On montre que I'(3) = /7.

Pour x = % , on a par définition
1 oo 1 1
— D— _t -2
F(Q)_./‘e "2y,

0

posons t = u? donc dt = 2udu, il s’ensuit :

(A W e
['(2)= / —e " 2udu = 2 / e " du.

o U 0
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L’intégrale de Gauss est donnée par :

+00 1

/ e du = §ﬁ

D’ou :
r() = V7
Preuve.
1. Montrons que
M(z+1) = Te‘%“*l)—ldt.
0

par intégration par parties

u=1" = u = xt*

V=elt=v=—e"
400 +00 400
['(z+1) = / et 1dt = —e 7|+ / et ldt = o / e 't" tdt = aD'(x).
0 0 0

2. Nous allons montrer la formule I'(n + 1) = n! par récurrence sur n.
*Sin =0, alors

PO+1)=T(1)=1=0.

*Supposons la formule vérifiée pour (n — 1)et considérons le cas n,

c’est a dire que nous supposons que
'(n=1)+1)=T(n)=(n-1),

est vérifié,
alors

['(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl

Donc la proposition (2) est démontré.
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1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. (Voir[2]) La fonction Béta (qui est un type d’intégrale d’Fu-

ler, au méme titre que la fonction Gamma) est une fonction définie par :
/ £ (1 — )Yt (1.2)

Propriétés

1. Le changment de variable (u = 1—t) permet de montrer que la fonction

Béta est symétrique c’est-a-dire que :
B(z,y) = By, ).

2. Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivants :

1 a . _
B(z,y) = am+y—1/o t*Ya — t)V1dt.
+00 et
B(z,y) :/0 Wdt

Blx,y) = /OT2r sin®1(0) cos® 1 (0)do.

1.1.3 Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta

Une dérivation simple de la relation peut étre trouvée dans le livre d’Emil
Artin The Gamma Function. (voir [4]) Pour dériver cette relation, écrivez le

produit de deux factorielles sous la forme

R (13)
[(x)l(y) = /uo:Oe “u’tdu, /_ “UvYldw,

o0 —u v x 1 1
= / v dudo.
v=0 Ju= 0
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Changer les variables par u = z — t et v = 2(1 — t) produit :

%) 1
D)T(y) = [ [ e (=" (z(1—1)" 2dudz
_ [~z aty-1 L -1
= /Zzoe 25Ty dz./tzot (1 —¢t)Y " dt

= D[(z +y).B(z,y).

La division des deux cotés I'(x + y) par donne le résultat souhaité.
L’identité déclarée peut étre vue comme un cas particulier de l'identité de

I'intégrale d’une circonvolution . Prise :

1.1.4 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.3. La fonction Mittag-Leffler est nommée d’aprés un mathé-
maticien suédois qui l'a défini en 1903 (voir[18]). Cette fonction est une
généralisation directe de la fonction exponentielle,e®, et il joue un role ma-
jeur dans le calcul fractionnaire.

* La représentation de la fonction Mittag-Leffler a un seul paramétre est dé-

finie par la fonction suivante :

Eo(z) = ;iF(o;lzm (1.4)

la fonction de Mittag-Lefller a deux parametres joue également un role

tres important dans la théorie du calcul fractionnaire.Cette derniere a été in-
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troduite par Agarwal et ele est définie par le développement en série suivant :

l’k

E.5(x) = /;OF(@/WF/B)’ (a>0,8>0). (1.5)

Pour =1, on retrouve la relation

De Définition (1.5), il en résulte que :

o slz) = 1“(15) 2B ().

En effet, par déffinition on a :

Eas(®) = L 50D F(ak + B)

k=0

00 k—i—l
RN )

0 xak

- T L T @)

1
= % + SUEa,oHrﬂ(x)'

Cas particulier pour « =0,1,2 et § = 2 alors :

ONE T SR
x) = =Sz
o k=0 (1) k=0 l—x
D=3 " T,
b i D(k+1) 5K
E = = h
91(7) kz_or(%+ D kZ:‘f)( 201 = cosh z.
00 xk 1 oo ghtl et -1
Eio(x) = —
)= G TR R T
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1.1.5 Formule de Dirichlet

Définition 1.4. Soient h(z,y) une fonction continue et o , 3 des réels posi-

tifs. L’expression suivante est dite formule de Dirichlet

fy =)y [M@ =) hey)dy = [ dy [ (t=2)" @) b, y)dr.

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’une intérét parti-
culier.

Par exemple, si on prend :

et

Alors :

/ot(t —z)* /Ox(l" — )" f(y)dy = B(a, ) /t

1.2 Intégration fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche de I'analyse dont 1’étude se rap-
porte aux opérateurs d’intégration et de dérivation d’ordre non entier. Dans

cette section , on donne les différentes définitions de la dérivée fractionnaire.

1.2.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Définition 1.5. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. On

considere ['intégrale :
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= [ f(t)dt

on a aussi

[2f(x):/1f du—//f
= [ dw(t)dt = /%x—wﬂww.

a

Plus généralement la n-ieme itération de [’opérateur I peut s’écrire :

I"f(x / de‘l/ dxs.. /x (@) day,
= n—l '/ F)dt, (1.7)
Pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation

du factoriel par la fonction Gamma :
['(n)=(n—1),

Riemann rendu compte que le second membre de (1.7) paurait avoir un sens
méme quand n prenant une valeur non-entiere, il définit l’intégrale fraction-

naire de la maniéere suivante :

1.2.2 Intégrale au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.6. (Voir [18]) Soit Q = [a,b], un intervalle fini sur R. et f une
fonction intégrable sur Q. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville I,

d’orde réel o > 0, est définie par :

U2 0@ = s [ =97 f O (> 0050, (18
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ot I'(«v) désigne la fonction Gamma définie dans (1.1). La formule (1.8)
s’appelle intégrale fractionnaire d’ordre o a gauche.
Quand o = n € N la définition (1.11) concide avec la n'*™® intégrale de

Riemann-Liouville de la forme :

I $)W) = [ dsy [ dtoee [ F(s)ds,

1

= oD [t =) f(t)dt, (n € N). (1.9)

Propriétés :
Soit h € Cla,b] alors :I = h(x)
L opérateur intégral IV est linéaire.
Proposition :
Soit f une fonction intégrable et bornée ,et o et B deux nombres réels

strictement positifs. Alors :

() 117 f(x) = I77 f(2).

(b) (I8 f(x) =137 (), (@ > 1).
(¢) lim (I3 f)(t) = f(t), (> 1).

a—0t

Preuve.

(a) On montre la premiére égalité :

1

1’1 (z) = ) [ @ =927t [[(s = )7 f(t)dtds.

en utilisant le théoréme de Fubini, on pourra permuter 1’ordre d’in-

T

tégration et on obtient :

1010 f(x) = M)lm) [ O @ = 57 (s = 1) sl
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En effectuant le changement de variables s =t + (z — t)y

1

BT = Fapga L 70 1 =00 =) e = 0]~ g

1 T at+p—1 1 a—1, -1
_ F(a)F(B)/a FO) @ =)™ [1(1 = y)*ty" dydt.

T

D’aprés la définition de la fonction Béta on :

[(a)0(B)

fy =y yidy = B(B.a) = [

et par la suite on aura :
1 x
I°IPflz) = ——— t)(x — )P dt = 1970 f ().
@ = g k10— O f (o)

(b) On montre maintenant la deuxiéme égalité :

@) = e [ =0

a

1 d, sz .
= Tt @0 o)
puisquue f(t) et (x —t)*"! sont continues donc I'application :

t— (z =)' (1),

est continue et on a Alors :

@) = fo [ @ =0
_ F;)/j(a — Dz — > 2f()dt
— e L@
_ F(al_ 5 [ @002 f (1)
= I f(2).

D’ot le résultat.
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(c) Pour la dérniére identité, on considére la fonction f € C%([a,b]).

on a
« _ 1 t . a—1
(DO = gy [, =77 B
De la relation (1.13), On peut écrire :
(t —a)" +
I*1(t)) = > 1 :
(121(t)) Dla+1) quand o — 0

Donc,

210 = fots PO = g [ (¢ =7 f (o)

e [ = ]

- p(la)/at(t — 1) f(r) = f(t)]dr
N r(la) /at_é@ —7)* 7 f(r) = f()|dr
F(log) /tt—é(t — 7)) = f(t)|dr.

(1.10)

D’une part, on a f est continue sur [a, bjqui nous permet écrire :
Vi, 7 € [a,b],Ve > 0,30 > 0: |1 —t|0 = |f(7) — f(t)] <e,

ce qui entraine :

[j—l(t — 1) f(r) = fFt)|dr < 5/t st~ = ()

i— o

D’aute part



1.3 Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaires 15

1 t—o a1 1 t— a1
T E= O = f@ldr < s [ =) T S + f@)dr
< 2sup| f(¢ \/ — 7)Y dr,Vt € [a, b]
—an(= _{j),
o M = supcefap] f(C)]- (1.12)

Une combinaison de (1.11) et (1.12) nous donne :

o (t —a)" o 0 sa
(15 F)(t) — F(&Jrl)f(t)‘ < &F(?) 6" +2M((t — a)* — d°)]
= W[séa +2M((t — a)* — 0%)].
en faisent tendre o vers 0", on obtient :
lim |(12)(8) - S p ) < <
a—0t a F(a + 1) -7

autrement dit :

lim (I3 f)(t) — f()] < & Ve >0,

a—07F
c’est-a-dire que :

lim (15 f) ()] = F(2).

a—07t

1.3 Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaires

Exemple 3. Considérons la fonction f(x) = z”.
En remplagant dans la fonction de l’intégrale de Riemann-Liouville, on

obtient :

1 e
a,. B _ _ ona—1,8
Ia:_Fa)/O(:c D,
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t
En faisant le changement de variable : t = ur = u = —, on obtient :
x

1 1
Iz’ = F(oz)/o (1 —w)* Lzl Y (zu) zdu

_ 1 a+p 1 I} a—1
= @x /Ou(l—u) du.

donc on a :
_ F(ﬁ + 1) a+p
1“(04)3(5+1’a) = F(a—i—ﬁ—l—l)x te
D’ou :
Iaxﬁ _ F(ﬁ + 1) xa—i—ﬂ

Mla+B+1)

La formule précédente est une généralisation du cas o = 1.

En effetpour oo =1 on obtient :

B — ['(B+ 1)xﬂ+1

LG+ 2)
PB+Y g 1 g

B+OTB+1 B+

En particulier, pour a = % et pour 5 =0,1,2 on a :

1 I'(1
I22Y = (5)x5 :2\/T.
') ™

De ce qui précede, on déduit que ['intégrale fractionnaire d’ordre o d’une

constante k est donné par :

k
(. —
T(a+1)"
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Exemple 4. Soient a >0, 3 > —1 et f(x) = (z — a)” alors :

1

(I¢f)(z) = ) | @ =) = o) dt. (1.13)

En effectuant le changement de variable ,
t=a+ (zr—a)y, (0<1),

Alors (1.13)devient :

EN) = o [ e =0 o)
_ F(la) [l —a—(z - e+ (@ —aly— 2’z — a)dy.
= Fag =A==y
= Cxi;é?;QJuélCl-y)alyﬂdy
— (:c;(c;))aw/;(l )0y B gy
En tenant compte de la fonction Béta (1.6) puis de la relation (1.7)
@ = E B+

(z — a)**" T(a)l (e, B + 1)
T(a) TD(a+p+1)
['(1+p)

_ _ o \atp
= Ta+grD @)™,
ainsi on obtient :
(I3(t—a)’) = F(OH-ﬁ—I-l)(aj a)* . (1.14)

1.4 Dérivation fractionnaire

Connaissait les contributions de nombreux mathématiciens qui ont

donné plusieurs approches de dérivations fractionnaires, dans cette sec-
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tion on wva restreindre a trois approches les plus populaires et les plus
praticable qui sont : ['approche de Grimwald Letnikov, de Riemann-

Liouwville et [’approche de Caputo.

1.4.1 Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald Letnikov

L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Grinwald -Letnikov est
de donner une généralisation de la définition classique de la dérivation
entiere d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraire. Ce qui permet
d’exprimer la dérivée d’ordre entier p(si p est positif) et l'intégrale ré-
pétée (p) fois (si p est négatif), d’une fonction f comme ceci :

Pour une fonction f donnée, d’apres la définition classique de la déri-
vation (la dérivée premiére (d’ordre 1) d’une fonction f) en un point t

(voir[}]) on a :

o df@) L f(t) = f(t—h)
fi(t) = T }Llil’(l) , : (1.15)
L’application de cette définition deux fois nous donne la dérivée se-
conde :
ey CFE) () = fE—h)
F ==t = | h
@)= ft—h) f{t—h)— f(t—2h)
= lim h h
h—0 h
S0 —2f (= h) + f(t —2h)
50 h?2 '

En utilisant(1.15) nous obtenons :

iy @) P = BF( )+ Bt~ 2h) — (¢~ 3h)
S0 = "gp = 1 X |

et par récurrence pour n nous obtenons :
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F() = d”dJ;(L) Lohl ZO(_1)T<:)f(t_m)7 L16)
ny ['(n+1) _nn—-1)..(n—r+1)
(7“) CTr+1)(n—r+1) -l : (1.17)

Remarque 1.1. La formule (1.16) s’appelle dérivée d’ordre n a gauche,
de méme, en prenant les différences a droite, on obtient une dérivée

d’ordre n (a4 droite)

I = i v (1) -

i) =

Pour la simplicité on va considerer que la dérivée (a gauche) dans tous
ce qui suit.

Considérons maintenant I’expression suivante généralisant (1.16)

() = lim — i(—nr(”)f(t—m), (1.18)

h—0 h" r

ou p et n sont deux entiers arbitraire, remarquons que pour p < n on

a .
PO = iy 0 (7)o
— pm sy (P IR r (P
= i 20 (2 g 8 (7)o
1 P
= Jim o 2 (1) f)f(t—rh).

En tenant compte du fait que (pi ) = 0 pour tout 5 =1,.
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On remarquant que :

)

Alors :
SLDe f(1)

Cas particuliers :

Cas pour « =1 on a :

GLflf(t) _

—GL D F(t) = lim — >

. ['a+1)
(=1) Fir+ 1) a—-r+1)
cala—1)..(=r+1)

1 o Tr+a)

h=0 h= T (r + 1)T'(a)

f(t—rh).

1 » Tr+1)
) h i ZO To o’ ¢
;lfﬂ%ﬁ Z f(t=rh).

En tenant compte de t — nh = a et f est continue alors :

ST (1) =
Cas pour a =2 on a :

GLIQf(t)

| ft=y)dy = [ f(r)dr
= lmh Y PIrt2) ey

=0 S D+ 1DI(2)

= limh Z(T + 1) f(t —rh).
h—0 [,

En faisant le changement de variable t — h = 2z , on déduit que :

n+1

CEPf(t) = lim h EZZO(Th)f(Z —rh) =

]azh(t —2)dz = /(z — 1) f(T)dT.
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Et par récurrence on peut généraliser :

LI f(t) — lim b Y (@)ﬂt —oh) = e [ = (e

r=0 r a
1.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.7. Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée

fractionnaire d’ordre p (avec n —1 < p < n) au sens de Riemann-

Liouville est définie par :

"DI0) = s ()

= (4) o),

Remarque 1.2. i f est de classe C",alors en faisant des intégrations

[t =) f(r)dr (1.19)

a

par parties et des dérivations répétées on obtient

0t —a)

& Th-prD) Ty

RDPE(t) = [t =7y O ()

(1.20)

Dans ce cas l’approche de Grinwald-Letnikov et [’approche de Riemann-

liouville sont équivalentes.

FExemple

(a) La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens
de Riemann-Liouville
En générale la dérivée non entiere d’une fonction constante au sens
de Riemann Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a :

Rpre = ————(t —a)™?. (1.21)
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(b) La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Riemann-Liouville

Soit p non entier et 0 <n—1<p<neta>1, alors on a :

1 d\" rt
Rpp(t — q) — () — e —a)odr, (1.2
(=)= 5y @) LE-7 77 —ardn (122
En faisant le changement de variables T = a + s(t — a), on aura :
1 d\" t
RDp Ve T () __ \n+a-p 1 — n—p—1 _«
(t—a) Tln —p) \dt (t —a) /a (1—y9) s%ds
_ 'n+a—p+1)B(n—p,a+ 1)(t—a)°‘_p
[(n —p)
_ Teta-pa Dn-pl@t) o,
- Tn—pT(a—p+1I'(n+a—p+1)
['(a+1) _
— t— )P,
Ma—prnt

*Propriétés
(a) Composition avec l’intégrale fractionnaire

- L'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire

"DP(IP (1) = f(t), (1.23)

en générale on a
EDr(1ef(t)) =" DIf(h), (1.24)
et sip—q<0RDPaf(t) = I9Pf(t).

- En générale la dérivation et ['intégration fractionnaire ne com-

mutent pas
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(b)

m —a ok
"DHEDES ) <" D = S D 0) gy
~la (1.25)

avecm—1 < qg<m.

Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle(d ordre
entiére)ne commutent que si - f*)(a) = 0 pour toutk = 0,1,2,...,n—

1.

d n
(5) () =* D), (1.26)
masis
pp ([N 2\ e FO@) (= )t
D <<dt> f(t)) =D = X i ey (12D
Composition avec les dérivées fractionnaires
Soitn—1<p<netm—1<qg<m, alors
m — —p—k
“DADE() <1 D) 3 D]
- (1.28)
et
m _q) 1k
RDq(Rqu(t)) :R Dp+Qf(t) o kzl [RDp_kf(t)L:O F((t_q f)]{? + 1) .
- (1.29)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire ®DP et R®DP(p #
q), ne commutent que si et [FDP~F f(t)];—o = 0 pour toutk = 1,2,....n

, et TDTF f(1))i— pour tout k =1,2,...,m
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1.4.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivation partielle dans le sens de Riemann-Liouville a joué un role
actif dans le développement de micro-calcul en mathématiques pures
et appliquées a la fin les années 1960 ont nécessité une révision qui
a conduit de nombreux auteurs, dont Caputo, a trouver une nouvelle
définition de la dérivation fractionnaire en raison de problemes appliqué

a la fexibilité optique et la mécanique.

Définition 1.8. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonc-
tion f(t) donnée sur l'intervalle [a,b] et n € N est définie par la relation

sutvante :

1 /t S0 ] =n—1. (1.30)

ZD?f(t) - F(n — Oz) (t _ S)aJrlfn

a

avec [a] désigne la partie entiére de «.

Définition 1.9. On appelle dérivée fractionnaire (@ gauche)de Caputo

d’une fonction f(t) la relation suivante :

t

el _ 1 f"(s)
e D) = 5o / gt V> a

Définition 1.10. On appelle dérivée fractionnaire (da droite) de Caputo

d’une fonction f(t) la relation suivante :

1 f"(s)

b
B _ n

Théoréme 5. Pourn—1 < a < n, si f(z)"(|a,b]) la dérivée <. Dy f(t)
presque partout sur [a, b|.

i) Si a ¢ N la dérivée § D f(t) peut étre représentée par :

g
CDy (1) = F(ll—a) / (tfs)ijl_nds = [2°D (). (131)
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en particulier, si 0 < a < 1 et f(t) €[a,b]

CDNf(t) = / f/ ds— I'7°DF (). (1.32)

n—a
i) Sioao=n €N
DR f(t) = ().

1.4.4 Relation entre la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville et celle de Caputo

Le théoréme suivante établit le lien entre la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo et celle au sens de Riemann-Liouville.

Soit p >0 avecn —1 < p <n, (n €N, supposons que [ est une

fonction telle que C DY et BDY existent alors :

p (s _R - ( )(t—a)k‘p

On déduit que si fF)(a) =0 pour k =0,1,2,....,n — 1 on aura :
“DPf(t) =" DPf(2).

1.4.5 Equations et systéme d’équations différentielles frac-

tionnaires

Avant de commencer laisser nous introduire une définition d’une équa-
tion différentielle fractionnaire EDF L’équation différentielle fraction-

naire est une équation qui contient une ou des dérivées fractionnaire.

Définition 1.11. Soit a > 0,a ¢ Nyn=[a] + 1 et A C R* = R alors

D (@) = flz,y(x)), (1.34)
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est appelée équation différentielle de type Riemann-Liouville . Comme

condition initiales pour ce type d’EDF on utilise :

Dy (0) = by (k = 1,2, n = 1), lim I"y(2) = by

z——07t

De la méme maniére

“D(z) = f(z,y(2)), (1.35)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Cputo et dans

ce cas on utilise comme conditions initiales :
v (0) = by; (k=10,2,...,n — 1).

Remarque 1.3. L utilisation de conditions initiales de différents types
pour les EDFs (1.34) et (1.35) nous assure 'unicité des solutions de

I’EDF' correspondante.

Le systeme fractionnaire est un systéme qui est décrit par des équations

diffrentielles fractionnaires.



Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le calcul intégral fraction-
naire et dérivation fractionnaire,nous avons défini les fonctions Gamma,
Béta, et la fonction Mittag-Leffer. Ces fonctions jouent un réle impor-

tant dans la la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire.



Chapitre 2

Existance et Unicité d'un probleme

fractionnaire

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a prouver [’éxistence et ['unicité des solutions
des problemes de type Cauchy pour des équations ordinaires d’ordre
fractionnaires sur un intervalle fini de l’axe réel dans l’espace des fonc-
tions continues et sommables. Des équations fractionnaires non linéaires

et linéaires sont considérées.

2.1.1 Equations différentielles avec des dérivées fractionnaires

de Riemann-Liouville

Dans cette section nous donnons des conditions pour une solution unique

au probleme de type Cauchy
D2 y(t) = F(ty(0)); O<a<l, t>a). (21)

DY tylar) = bb e R, (2.2)
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Dans Uespace L(a,b) défini pour o € R(aw > 0) par
L%a,b) ={y € L(a,b) : Dy y € L(a,b)}. (2.3)

Ici L(a,b) = Li(a,b) est Uespace des fonctions sommables dans un

intervalle fini [a,b] de l'aze réel R défini par :

| f = [ 1f@®)dt. (2.4)

Les recherches sont basées sur la transformation des problemes consi-
dérés aur équations intégrales de Volterra du deuxieme forme et sur

l'utilisation du théoréeme du point fixe de Banach.

Nous présentons le théoreme classique du point fize de Banach dans un

espace métrique complet.

Théoréme 6. Soit (U,d) un espace métrique complet non vide , soit
O<w<1letsoitT:U — U une contractante telle que, pour chaque

u,v € U, la relation
d(Tu, Tv) < wd(u,v). (2.5)

est vérifée. Alors l'opérateur T a un point fize unique u* € U . En outre,

si T"(k € N) est la séquence des opérateurs défnis par :
T'=T e TF=TT"", (ke N 1), (2.6)

alors pour tout ug € U, la séquence {T*uo}*=' converge vers le point

fixe u* .

Nous notons que, si la contractante T : U — U wvérifie la condi-

tion (2.5), est appelée une contraction, ou une application contractive

(preuve voir([6]))
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2.1.2 Equivalence entre le probleme de type Cauchy et I’équa-

tion intégrale de Volterra

Dans cette sous-section (voir [8],[9]) nous montrons que le probléme de
type Cauchy (2.1)-(2.2) et l’équation intégrale de Volterra

b 1

T a/t )" f(s,y(s))ds,  (t>a), (2.7)

Equivalente dans le sens que, si y(t) € L(a,b) satisfait une de ces rela-

tions, alors elle satisfait ['autre .

Lemme

L’opérateur d’intégration fractionnaire I¢T avec a € R(0 < aw < 1) est

borné dans L(a,b) :

()“

gl (2.8)

Lemme

Soit y(t) € L(a,b) , nous prouvons pour n’importe quel t € [a,b] que
(2.8) est vérifiée
Nous avons :

]‘” —1 t d
I(a) a/ >
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alors
¢ 1t
129 = | ( /t—s d5‘<'r(a>/‘ = )" [l g Il ds
t
< 1/t—s°‘1ds,(t—$>0)
_ ngll o)
(t—a)
Fg -
T(a+1)
car al'(a) =T'(a+ 1) , et comme (t —a) < (b—a) , nous obtenons
(b—a)"
12 s S gl

Théoréme 7. Soit « € R (0 < a < 1) . Soit G un ensemble ouvert
dans R,

et f: (a,b) x G — R wune fonction telle que f(t,y) € L(a,b) pour
toute y € G.

Siy(t) € L(a,b), alors y(y) satisfait les relation (2.1)-(2.2) si, et seulment
si, y(t) satisfait l’équation intégrale (2.7).

D’abord nous prouvons la nécessité. Soit y(t) € L(a,b) satisfait les re-
lations (2.1) et (2.2). Depuis que f(t,y) € L(a,b), (2.1) signifie que
D% + y(t) existe dans L(a,b).

Selon (1.14)

d

Sy (Ley)(#) = y(). (2.9)

Dy y(t) =

et d’aprés (2.9) nous voyons que I..* € AC'[a,b]. Et comme ['™* =
DaTly(t), alors DY inAC[a,b]. Selon le lemme 2.1.2 , lintégrale
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IS, f(s,y(s)) existe dans L(a,b). Appliquant l'opérateur IS, sur les deux
cotés de (2.1)

19, D% y(t) = I8 f(ty(0) = o [ (=) F(s.y(s))d42.10)

D’autre part nous avons :

I3, D y(t) = ylt) — FE‘;) (t—a)*! (2.11)
~ 9lt) = pgt =)

D’aprés (2.10) et (2.11) nous oubtenons :

) = st =)+ s [ = 9 Fs(s)ds L (2> o)

avec 0 < a < 1, et par conséquent la nécessité est prouvée.

Maintenant nous prouvons la suffisance . Soit y(t) € L(a,b) satisfait
’équation (2.7).

Appliquant Uopérateur DS, aux deus cotés de (2.7), nous avons :

DEo(t) = s (DE (0= )™ + (DL Fy0). (212)

Daprés (1.31) nous avons D*(t —a)* 1 =0 car a > a — 1, et selon la

relation (?77) nous obtenons

Do A5 f(ty(t) = I f(ty(t) = ft,y(t)).
Alors par conséquent (2.12) prend la forme :

D2 y(t) = F(ty(), (0<a <1, t>a)
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et donc nous arrivons a l’équation (2.1).

Maintenant nous prouvons que la relation (2.2) aussi réalisée. Pour ceci

nous appliquons l'opérateur Dg;l aux deux cotés de (2.7).

b
Dt = py (e (t = )" ) + (DT St y(®). - (213)
Daprés la relation D®_(t —a)’ = F(g(f Z Jlr)l) (t—a)?~ nous trouvons
que :
r
Do (t—a)* ! = F((Cf)) =T(a). (2.14)

et selon la rtelation (2.13) nous avons :
Do I f(ty() = Iy f(ty(t) = L f(ty(t)  (2.15)
= [ (s.(s))ds.

Daprés (2.13),(2.14) et (2.15) nous arrivons a :
a—1 t
Daty(t) = b+ [ f(s,y(s))ds. (2.16)
Nous prenons dans (2.16) la limitet — a+ ; nous obtenons la relation :
Da7'y(at) = b

Ainsi la suffisance est prouvée, qui accomplit la preuve du Théoréme

2.1.83

Corollaire 8. Soit 0 < a < 1, soit G un ensemble ouvert dans R, et
f :]a,b] x G — R une fonction telle que f(t,y) € L(a,b) pour toute
y e G.

Siy(t) € L(a,b), alors y(t) satisfait les relations (2.1) et (2.2) si, et

seulment si , y(t) satisfait [’équation intégrale (2.7).
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2.2 Existence et unicité de la solution du probleme

de type Cauchy

Dans cette sous-section nous établissons [’existence d’une solution unique
au probléme (2.1)-(2.2) de type Cauchy dans [’espace L*(a,b) défini
dans (2.3) sous les conditions du théoréme 2.1.3, et la condition de
Lipschitz sur f(t,y) par rapport d la deuziéme variable. Pour toutes

ylayZEGCR

[F(ty) = F(ty2)l < Alyr — 2 (A >0). (2.17)

ot A > 0 ne dépend pas de t € [a, .

Théoreme 9. Soit a € R (0 < a < 1), soit G un ensemble ouvert
dans R,

et f:|a,b] x G — R une fonction telle que f(t,y) € L(a,b) pour toute
y € G et la condition (2.17) est satisfaite.

Alors il eziste une solution unique y(t) au probléme de type Cauchy

(2.1)-(2.2) dans U’éspace L*(a,b).

Preuve.

D’abord nous prouvons 'existence d’une solution unique y(t) € L(a,b)

Selon le théoreme 2.1.3 il est suffsant de prouver 'existence d’une so-
lution unique

y(t) € L(a,b) a l’équation intégrale non linéaire (2.7) de Volterra. Pour
ceci nous appliquons la méthode connue, pour des équations intégrales
non linéaires de Volterra, deprouver d’abord le résultat sur une partie

de l'intervalle [a, b].
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L’équation (2.7) semble raisonnable dans n’importe quel intervalle
la,t1] C [a,b](a < t; < D).
Choisissons t1 telle que 'inégalité :

(t1 —a)"
I'a+1)

est vérifiée, et puis prouvons l'existence d'une solution unique y(t) €

<1. (2.18)

L(a,t;) a I’équation (2.7) sur I'intervalle [a, t1]. Pour ceci nous utilisons
le théoreme 2.1.1 du point fixe de Banach pour 'espace L(a, t1), qui est

clairement un espace métrique complet avec la distance.

A o)l — ol = [ 1o (8) — (). (2.19)

Nous réecrivons 1’équation intégrale (2.7) sous la forme y(t) = (T'y)(t)

(T) = ) + 5 /(¢ = ) (5.9 (2.20)
avec b y
Yo(t) = F(a)(t —a)*, (2.21)

Pour appliquer le théoréme 2.1.1 du point fixe nous devons prouver ce
qui suit :

(1) si

y(t) € L(a,ty),alors(Ty)(t) € L(a,t1), (2) pour toutes yy,y» € L(a,t1);
I’évaluation suivante est vérifée :

(t1 — a)°
I'(a+1)
Il découle de que yo(t) € L(a,b) : Depuis que f(t,y) € L(a,b); et
d’aprés le lemme 2.1.2 (avec b = t; et g(t) = f(t,y(t)), 'intégrale

1Ty — Tyl < [lyr — 1l , w=A (2.22)

dans le c6té droit de appartient également a L(a,; 1), et par conséquent

(Ty)(t) € L(a, t).
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Maintenant nous prouvons l'évaluation (2.22). D’aprés (2.2)- (2.2)et
(2.3) (définition de L*(a,b)), utilisons la condition de Lipschitz (2.17)
et appliquant la relatio(avec b = t; et g(t) = f(t,y1(t)) — f(t,y2(%))

nous avons

1Tyr = Ty2lln@ey < 16l Ey(8) = F(E g2 (O
4

1
< AHQ)/ (t1 — )" ya(s) — ya(s)|ds| ()

[(a) Ja
A t a—1

< F(a)“yl - ZUQHL(a,tl /a (t1 — 8) ds
(t1 —a)”

< Ai - a — — a .
Dot vt~ Yellan = wlyr = vellzcean

ce qui donne (2.22). Selon (2.18) vérifie 0 < w < 1, et par conséquent
(d’aprés le théoréme 2.1.1) il existe une solution unique y*(t) € L(a,t;)
a I’équation (2.7) dans l'intervalle [a, ;] :

D’aprés le théoreme 2.1.1, la solution y* est obtenu comme une limite

de la séquence convergente (T™yg)(t) :

lim ||T™y5 — y*|| = 0. (2.23)

M550

ou y;(t) est n’importe quelle fonction dans L(a,b) : Si au mois un b # 0

dans les conditions initiales (2.2), nous pouvons prendre yj(t) = yo(t)

avec yo(t) définie par (2.2).

D’aprés I'équation (2.2), la séquence (T™yg)(t) est définie par la formule

de récurrence

(T 30)(0) = 0l0) + Fs (0= 9" S soa (s (m=1.2...).

(2.24)

Si nous dénotons y,,,(t) = T™y; alors la derniére relation prend la forme

8) = mlt) + e [/ = 9" S = 1(s)ds (m €N, (225)
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et (2.23) peut étre récrit comme suit :

lim Hym — y*HL(a,h) = 0 (226)

m—o0

Ceci signifie que nous avons appliqué réellement la méthode d’approxi-
mations successives pour trouver une solution unique y* a 1’équation
intégrale (2.7) dans [a, t1] :

Aprés, nous considérons Uintervalle [t1,ts] , ot to =t +h , h > 0 et

vérifie t9 < b : Réecrivons ’équation (2.7) sous la forme

W) = gy [ =9 )6 + s (= o 221
+ F(la)/a“(t — ) L f (s, y(s))ds.

Depuis que la fonction y(s) est uniquement définie sur Uintervalle [t1, to] ;
la derniére intégrale peut étre considéré comme fonction connue, et nous
réecrivons la derniére équation comme :
1 t B
vt = o (®) + oy 0= T sy(ds. (229

ol yo1(t) est définie par

yor(t) = F(boz)(t —a)" '+ F(loz) /atl (t—8)* "1 f(s,y(s))ds. (2.29)

est la fonction connue. Utilisons les mémes arguments comme ci-dessus,
nous concluons qu’il existe une solution unique y*(t) € L(t1,t2) al’équa-
tion (2.7) dans Uintervalle [t1, %] : Prenons l'intervalle suivant [to, t3],
ou t3 =ty + hy et hy > 0 telle que t3 < b, et par la répétition de ce pro-
cessus, nous concluons qu’il existe une solution unique y*(¢t) € L(a,b)
pour 1'équation (2.7) sur l'intervalle [a,b] Ainsi, il existe une solution

unique
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y(t) = y*(t) € L(a,b) a I'équation intégrale (2.7) de Volterra, et par
conséquent au probléme de type Cauchy (2.1)- (2.2). Pour terminer la
preuve du théoreme 2.1.5, nous devons prouver que la solution y(t) €
L(a,b) est unique et appartient a l'espace L(a,b) : Selon (2.3), il est
suffisant de prouver cela DS, € L(a,b) D’aprés la preuve ci-dessus, la

solution est une limite de

2 (=1)* 1311y o)
Galt) = 3= St E (1)

—0
La séquence y,,(t) € L(a,b) :

Jim | ym —y [1=0. (2.30)
avec le choix de certain y,, sur chacun [a,t1], ..., [t;—1, b]. Daprés (2.7)

et (2.8) nous avons

I D% ym — Doy =l f(Eym) = fEy) 1< Al ym =y [, (2.31)

Ainsi, d’aprés (2.15) et (2.16), nous obtenons

Jim || DGy ym — Dyyy [lhi= 0.

et par conséquent DS y(t)(a, b) : Ceci accomplit la preuve du théoreme

]

2.2.1 Equations différentielles fractionnaires

Equation différentielle fractionnaire & un seul terme

Considérons [’équation différetienlle d’ordre fractionnaire linéaire a co-

efficients constants suivante (voir[}]) :

aDy = f(t), (n—1<a<n), (2.32)
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D" y()=o =0, (k=0,1,...,n—1), (2.33)

Appliquant la transformée de Laplace sur les deux cotés de l’équation

(2.17) nous obtenons

as®Y (s) = F(s),

et comme

. 1 t0— 1
G, el G
0 =L = )
ou G1(t) est appelée la fonction fmctzonnazre de Green a un seul terme.

Sous les conditions initiales données, la solution y(t) de l’équation (2.17)

est obtenue par la convolution

o [= 9 s = L)
0

= [Galt = 5)[(s)d

Exemple
: L., .
Si nous prenons a =1, f(t) =1 et a = 3 [’équation est devenue
1
Dgy(t) =1, (2.34)

o [Do‘_ly(t)] =0, (2.35)

La solution est donnée par :

y(t) = — [(t—s) 2 ds = —=Vi.

2.2.2 Equation différentielle fractionnaire a deux termes

Considérons [’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a co-

efficients constants suivante :

aDyy(t) + by(t) = f(t), (n—1<a<n), (2.36)
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avec les mémes conditions définies par (2.2).

L utilisation de la transformée de Laplace donne :
as“Y (s) + bY (s) = F(s). (2.37)

Nous pouvons aussi écrire (2.22) sous la forme

et comme :

1 b
- e

Galt) = L7+

a s +

ou G(t) est appelée la fonction fractionnaire de Green a deux termes ,
et Eo g la fonction Mittag-Leffer de deux parametres.

La solution y(t) de ’équation (2.2) est obtenue par la convolution

y(t) = [ Galt = 5)[(s)ds.
0

1
Exemple 10. Si nous prenonsa=1 ;b=1; f(t)=1 ;a= 5 nous

obtenons :

1
Dgy(t) +y(t) = 1,
avec la méme condition initiale (2.2) :

La fonction de Green est donnée par :

Go(t) =t7 E

11
272

la solution prend la forme

O\H_
M‘H
M‘H

Cﬁ
=
|
|
S
5
N
5
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2.2.3 Equation différentielle fractionnaire a trois termes
Nous considérons [’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire
a coefficients constants suivante :

aDyy(t) +bDGy(t) + cy(t) = f(t),(n—1<a < B <n),  (238)

avec les conditions (2.22) et [Dg_k_ly(t)} (k=0,1,...m — 1) Sous

t=0’

ces conditions, la transformée de Laplace donne
1

Y(s) = F

(5) as’® + bs® + ¢ ();
Nous posons
1
9(s) = as’® + bs® + ¢

Et comme nous avons supposé que B > a, nous pouvons écrire g(s)

sous la forme

1 es7“ 1

S . 2.
9(s) casP~> 4+ | cs (2:39)
R S—
asP~a 4+ b
1 > c g~ ok—a
= =Y (=1)F(=)H . 2.40
R (2.40

Nous appliquons la transformée inverse de Laplace sur les deux cotés

de (2.24), on obtient :

12 (=1)F ¢, 1k b 5
(0= > ) O, pran(—t7)
Ou G3(t) la fonction de Green, et E), la fonction de Mittag-Leffer de
deux parametres, avec
d" < (5 + k)2
Bl = ——Eyu(z) =

(k) ™ dzh wnl2) ,goj!F(Aj—i—AkﬂLu)

Finalement, la solution de ’équation (2.23) est donnée sous forme de

(k=0,1,2,..).

convolution déffinie par :
t

y(t) = [ Gs(t = 5)f(s)ds.

0
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Exemple 11. Si nous prenonsa=1;b=1;c=1; f(t) =1«

et = % , alors ’'équation (2.23) est écrite sous forme :
Dgy(t) + Dy (t) +y(t) =1,
et la fonction Gs(t) déffinie par

2 (=1)* 1 311) k)
Galt) = X OV ().



Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné des conditions pour une solution
unique au probléme de type Cauchy pour des équations ordinaires d’ordre
fractionnaires sur un intervalle fini de [’axe réel dans [’espace des fonc-

tions continues et sommables.



Chapitre 3

Stabilite des systemes différentiels d’ordre

fractionnaire

3.1 Stabilité des systemes d’ordre entier

Soit le systeme suivant :

i(t) = flz(t),z € U C R",

(3.1)
x(to) = x9,10 € I CR,

Ou:f:UCR"—=R""n>2.

3.1.1 Notion sur la stabilité

Dans cette section, on va présenter les notions de stabilité, on ordre

entier au sens de Lyapunov.

Définition Systémes non autonomes

Les systemes non autonomes sont les systemes qui dependant du temps

et d’état.
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La principale difféculté dans l’étude de tel systeme est que les solutions

depend de [’instant initial t

3.1.2 Définition Systéme autonomes
Un systeme est dit autonome ou systeme invariant si [ ne dépend pas
explicitement du temps

Remarque 3.1. On peut toujours transformer un systéme non auto-
nome dans R™ en syséme autonome dans R™ (ou t n’apparait pas

explicitement) on pose :

F:JxQcCR"™ o R"™ par F(t,z) = (1, f(t,2)),

(;) B (f(tl, x>) = Flt)

3.1.3 Point d’équilibre

Soit le systeme non linéaire autonome décrit par [’équation d’état
flz) = 2.
Le point x. est un point d’équilibre (ou état d’équilibre) du systéme s’il

est solution du systeme d’équations algébriques

f(ze) = 0.

Remarque 3.2. e Les points d’équilibre sont obtenus en résolvant I’équa-
tion f(ze =0)
e Un systéme non linéaire peut avoir plusieurs points d’équilibre isolés

e Le point d’équilibre x. vérifie également la propriété suivante

z(ty) = e = (t) = ¢, Vt > 1.
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Exemple 12. Soit le pendule simple décrit par la représentation d’état

)] = (o)

[

F1GURE 3.1 — Point d’équilibre d’'un pendule simple

Les points d’équilibre sont donnés par :

5132:0,

g . -
Ty — =sinx; = 0.

[
Soit xo =0 , sinxy =0, ce qui conduit aux deuzr points d’équilibre
z. = (0[27],0) et . = (w[27],0).
Ils correspondent physiquement auz positions verticales vers le haut et

vers le bas.

Stabilité au sens de Lyapunov

Soit x. un point d’équilibre du systéme x = f(x) . Ce point d’équilibre

est dit stable si et seulement si :

Ve > 0,36(e) > 0: ||x(ty) — xo|| < (e) = z(t) —x. ||[< e, VE>to.
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Le point d’équilibre est dit instable s’il n’est pas stable.

3.1.4 Stabilité asymptotique

Définition(Point attractif)

Le point d’équilibre x. du systeme x = f(x) est dit attractif si et seule-

ment st

Iy >0 x(to) —ze ||<y= lim [Jz(t) — x| = 0.

t—+00

Définition(Stabilité exponentielle)

On dit que lUorigine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement
stable (noté ES), s’il existe un voisinage de l'origine noté U(0), I\ > 0
et Ay > 0, tels que

L 2(t) 1< M || 2o || €247,V € U(0), Vo > 0.

Dans ce cas , la constante Ay est appelée le tauxr ou aussi la vitesse de
convergence.

* L’origine x = 0 est un point d’équilibre globalement exponontiellement
stable (noté GES), si U(0) = R".

Remarque 3.3. Il est important de remarquer que la propriété de la
stabilité exponontielle du systeme entraine nécessairement la stabilité

asymptotique de ce dernier.

3.1.5 Méthode de Lyapunov

(Voir [5]) A.M.Lyapunov a proposé deux méthodes pour ['étude de la
stabilité des systémes non linéaire. La premiére méthode consiste a cal-

culer les points déquilibre afin de linéariser autour de ces points pour
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¢valuer la stabilité ou bien [’instabilité, cette méthode consiste a exami-
ner les valeurs propres de la matrice Jacobienne. La deuxriéme méthode
est une généralisation de ['idée de l'énergie du systéme, le but est de
trouver une fonction qui décroit le long des trajectoires du systéme,
cette fonction est appelée "fonction Lyapunov”.

Définition :

Fonction définie positive : Une fonction scalaire V() continiment dif-

férentiable (par rapport a X) est dite définie positive dans une région U
autour de Uorigine si : V(0) =0 et V(X) >0, VX e UX #0.
Fonction définie semi-positive si : V(0) = 0 et V(X) > 0, VX €
UlX #0.

Fonction quadratique définie positive : La fonction quadratique est dé-

finde par V(X) = XTQX , ou Q une matrice n x n réelle symétrique
est définie positive si toutes les valeurs propres de la matrice sont stric-

tement positives.

Principes de Lyapunov :

Soit S un systéme dynamique de vecteur d’état X ,possédee un point

d’équilibre X.. Soit Bx. une boule de R" centrée en X, .

S’il existe une fonction scalaire V(X) : (Bx. — R) continiment dé-

rivable , posséde les propriétés suivantes :

Stabilité locale

o V(X,) =0.

o V(X) > 0 définie positive VX € Bxe, X # X,.
° V(X) < semi-définie négative VX € Bxe,.

Alors X, est un point d’équilibre localment stable dans Bx..
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Stabilité locale et asymptotique

L’état d’équilibre X, = 0 est globalement asymptotique stable s’il existe
une fonction continuellement dérivable V(x) telle que :

o V(X,) =0.

o V(X) > 0 définie positive VX € Bx. , X # Xe.
o V(X) < 0 définie néfative VX € By.,.

o V(

/(X) = —o0 quand || X|| = oo.

3.2 Meéthodes d’analyse de stabilité des systemes

non linéaires

3.2.1 Premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiere méthode de Lyapunov se base sur l’analyse du comporte-
ment du systeme non linéaire autour de son point d’équilibre x. (linéa-
risé ce systeme au voisinage de x. ). Cette stratégie s’appelle méthode
de linéaisation. Donc, on étudie les valeurs propres i du systéme de la

matrice Jacobienne déduite au point d’équilibre x,

. . t1 = fi(z1, 12),
Avec un systéme de deuxiéme ordre :

:15'2 = fg(xl, 3}2).

la matrice (matrice Jacobienne) évaluée au point d’équilibre aura [’ex-

Pression !

oh oh
_8.%’1 8:152
T \on of

8x1 81}2 X,
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3.2.2 Deuxiéme méthode de Lyapunov (méthode directe)

La deuxieme méthode de Lyapunov est basée sur l’aspect physique fondamental
de [’énergie. St l’énergie totale d’un systeme, linéaire ou mon-linéaire, est
continument dissipée (on parle de systéme dissipatif), alors le systéme doit
converger obligatoirement vers un point d’équilibre. Alors, la philosophie de
Lyapunov, pour étudier la stabilité d’'un systeme, est d’analyser la variation
d’une seule fonction scalaire (appelée la fonction de Lyapunov) dépendant
de [’énergie totale du systeme. C’est a dire, on va définir cette fonction de
Lyapunov décroissante le long des trajectoires du systeme a l'intérieur du

domaine d’attraction.

Proposition 3.1. Si xe est un équilibre et toutes les valeurs propres de la
matrice Jacobienne D f(x.) ont les parties réelles strictement négatives, alors

T est asymptotiquement stable.

Si au moins une valeur propre a la partie réelle strictement positive, alors x.

est instable.

Exemples explicatif

Exemple 13. Soit le systeme dont on veut connaitre la stabilité :

i —ex’t +x = 0 Le passage en équations d’état : x1 = =, xo = 7.

1’:1 = T2,
Ainsi :

l:g = 6.%% — X,
Ce systeme possede un point d’équilibre (1, x2) = (0,0).
e Analysons la stabilité de ce systeme avec la fonction candidate de Lyapu-
nov :

2?4 23

V(ZCl,ZL’Q) = 9 .
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e la dérivée de V(x) :

. 6-‘/ . av . . . 2 2 2 2
V(xy, x9) = — 21 + — 29 = 2181 + ToZiy = 11X — T1X9 + T[T = Ex{X5.

(9561 83}2

e Donc :

V (w1, x9) = exias.

Ainsi , V(x) est une fonction d'finie positive qui est strictement décroissante
le long de toutes les trajectoires possible si e < 0

e FEn wvertu de la théorie de Lyapunov, le systeme est globalement stable st
e=0.

e [l est globalement asymptotiquement stable si e <0 (V(z)> 0 pour x # 0).

e Sinon il est globalement instable .

ZL:1 = 2331(33% — 1),
Exemple 14. Soit :

.flfQ = —xg(l'% + 1),

e Le point d’équilibre est (x1,z2) = (0,0) .On vérifie la stabilité avec la fonc-
tion de Lyapunov :
x] + a3

2 )

(z1,29) =

En dérivant :

V(.Il, SL’Q) = :Ulsc'l + LUQZlfQ

= 256%(%% —1)— x%(w% +1)

_ 2.2 2 2 _ 2
= xiTry — 227 — 227 — 75.

La condition de stabilité :

V(xy, 1) < 0= 2ia3 — 202 — 22 < 0,
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Cette condition peut étre réécrite comme suit :

V( )< 0= 23 < 20y
r1,T x —
b > (@l-1)
e Fssayons ce second candidat :

r} + 223

Vo(x1,x0) = 5

On trouve alors :
Vo(w1, 19) = —2(2f + 23) < 0.

Ce qui méne a conclure que le systeme est globalement asymptotiquement
stable.

Conclusion : le choix de la fonction candidate de Lyapunov influe sur le

type de stabilité du systeme.

3.2.3 Stabilité des systemes d’ordre fractionnaire :

Les systemes d’ordre fractionnaires sont des systemes décriés par des équa-
tions différentielles ou ses dérivées sont d’ordre non entier, le probleme de la
stabilité consiste a étudier le comportement d’un systeme donné aprés qu’il
ait subi une perturbation venant [’écarter de sa position d’équilibre.

Dans tout ce qui suit, on considere le systeme différentielle suivant :
Dx(t) = f(t x(1)). (3.2)

ou

0<a<l,z=(r,20,....,2,) €R" f:RxR" = R".

une fonction continue et “D%x(t) désingne la dérivée de Caputo.
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Point d’équilibre :

Prenons le systéme (3.2), avec condition initiale x(ty) = xy , Pour évaluer

les points d’équilibre du systéme (3.2), il suffit de résoudre l’équation :
Dx(t) = 0.

Si x. est une solution de l'équation , alors : f(z.) = 0.

3.2.4 Stabilité des systemes linéaires autonomes

Dans la théorie de la stabilité des systemes linéaires a temps tnvariant, nous
savons bien qu’un systeme est stable si les racines du polynome caractéristique
sont négatives ou a parties réelles négatives si elles sont complexes conjugés
donc situées sur la moitié gauche du plan complexe. Par ailleurs, dans le
cas des systéemes fractionnaires linéaires a temps invariant, la définition de
la stabilité est diférente des systémes d’ordre entier. En effet, la notion in-
téressante est que les systemes fractionnaires peuvent bel et bien avoir des
racines dans la moitié droite du plan complere (MATIGNON, Denis. Sta-
bility results for fractional di§erential equations with applications to control

processing. In : Computational engineering in systems applications. 1996. p.

963-968.)
Théoreme 15. soit le systeme autonome suivante :

D%x(t) = Ax(t), (3.3)
I’(to) = X2y,

Telle que x e R", 0 <a <1 et AeR"xR".

(a) La solution z(t) = 0 du systéme (3.3) est asymptotiquement stable

m
si et seulement si | arg(\) [> g OU A sont toute les valeurs propres
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de la matrice A , De plus le vecteur d’état x(t) tends vers O et verifie
la condition suivante : || z(t) ||[< Nt~ t > 0,a > 0

(b) La solution x(t) = 0 du systéme (3.1) est stable , si et seulement si la
condition : |arg(\)| > ozg est vérifie pour toute \ valeur propre de la
matrice A , et les valeurs propres critiques satisfont d |arg(A\)| = af
ont une multiplicité géométrique qui coincide avec leur multiplicité
algébrique.

(¢) La solution x(t) = 0 du systéme (3.3) est instable , si et seulement

si s'il existe une valeur propre de A vérifiant | arg(\) |< aF.

Remarque 3.4. Sil < a < 2, le systeme (3.3) est asymptotiquement stable,
7
si et seulement si larg(\;) > ag , pour touti=1,2,3,....,n

La figure suivante montre les régions stables et les régions instables .

I

stable

stable

instable

Re

instable

stable

FIGURE 3.2 — Région de stabilité d'un systeme d’équations différentielles fractionnaires

linéaire d’ordre o € (0, 1)

Corollaire

Si g # ag # ... # «p et tous les a; sont des nombres rationnels entre 0 et

U.
1, tel que oy = —;u;,v; € kKk*, soit m le plus petit commun mulitple des
U
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dénoménateurs u; avec i = 1,net en posant p = % ;alors le systeme (3.3) est

asymptotiquement stable sv toutes les racines de [’équation
det[diag([N"*, ..., A™]) — A] = 0. (3.4)

i
satisfont |arg(\)| > Py
1. Ce corollaire dit que dans le cas des ordres rationnelles [’équation caracté-
ristique peut etre transformée en une équation polynomiale d’ordre entier.

2. Le degrée de stabilité d’un systéme d’ordre fractionnaire dépend avec [’ordre

fractionnaire o

3.2.5 Stabilité des systemes linéaires non autonomes

Dans cette section, on étudie la stabilité d’un systeme différentiel fraction-
naire linéaire non autonome avec la dérivée de Caputo, de la forme :
Dx(t) = Az(t) + B(t)z(t), t > to, (3.5)

Q?(to) = Xy,
ouzx € R", la matrice A€ R" xR" |0 < o<1 et B(t) : [ty, +oo[— R" x R"

est une matrice continument différentiable.

Théoréme 16. Si VA, € spec(A) # 0, | Arg(N) |> ();T , telles que les
valeurs propres critiques qui satisfont |Arg(A)| = oz27r possedent la meme

multiplicité algébrique et géométrique et :

+00
[ 1Bt
to

est borné .

Alors : la solution du systéme (3.5) est stable .
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Remarque 3.5. On obtient la solution du systéme (3.3) en utilisant la trans-

formation de Laplace et la transformée inverse de Laplace.

x(t) = Eo(A(t — to)™)zo + /(t — 1) B o (At — 1)) B(T)z(T)dr.  (3.6)

Théoreme 17. Si la matrice A satisfait VN, € spec(A) # 0 ,| Arg(\) [> O;T
et |B(t)||=0(t—1t) —1<y<1—a,ty>0) pourt > 0.

Alors : la solution du systéme (3.5) est asymptotiquement stable.

3.2.6 Stabilité de I’équation de Basset

Un probléme particuliérement important est [’étude d’une sphére soumise a la
pesanteur, qui a été considérée d’abord par Basset dans ([3]), et plus tard dans
([4]), qui a présentéé une force hydraulique spéciale, généralement connue
sous le nom "force de Basset'.

Mainardi et autres a présenté une nouvelle formulation de cette force, appelée
la force généralisée du basset, basée sur la dérivée fractionnaire de Caputo

CD8‘+(O < a < 1) et sur un modéle généralisé qui considéré par Basset.
V() =a(®DE V) + V() =1, a>0, 0<a<l). (3.7)
avec V(04) = Vi. Nous pouvons écrire I'équation (3.7) sous la forme :
(V(t)=1)+aDg (V(t)— 1)+ (V(t) — 1) =0.

En tenant compte que ‘Do, (1) = 0. Si nous posons y(t) = V(t) — 1 nous
obtenons :

y'(t) + a(“Dg.y) (1) + y(t) = 0, (3.8)
avec (0 < a < 1), et en prend a € R et y(0+) = 1.
Dans cette section nous étudions la stabilité de [’équation de Basset dans les

deur cas @ = 3 et o = i La discussion sera déroulée selon les valeurs du

1
3
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paramétre a(a € R).
Premier cas a = %
1- Premiére forme

Considérons l’équation de Basset sous forme :
DI 4 y(t) +aC Dy y(t) = 0, (a=73). (3.9)

avec la condition initiale y(0+) = 0,a € R et “D§, dénote la dérivée frac-

tionnaire de Caputo.

D’aprés le (théoréme 11) nous pouvons écrire I’équation ((3.9) sous forme de

systeme comme suit :

“Dfya(t) = (1), (3.10)

Le systéme (3.10) a la forme :
“Dg = AY (t).
tels que CD8+Y(t) - (ODg—i—yl (t)vc D8+y3(t>7 Y(t) - (yl (t)7 y2(t)7 y3(t))T; et la

matrice associé au systéme (3.9) est donnée par :

0O 1 0
A=l0 0 1| , a€eR
—1 —a 0

Il est clair que le seul point d’équilibre du systéme (3.10) est (0,0,0) :

Discussion ( en tenant compte que ag = § = 0.523598775).

Nous discutons la stabilité du point d’équilibre (0;0;0) selon les valeurs de

a(la € R) : D’aprés (sec 10.[12]) le polynome caractéristique associé a la
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matrice A est donné par :
P(A) =N +aX+ 1.
Les calculs par MAPLE donne les résultats suivants :

e Sia=-1.45

Le polynome caractéristique est :
P(\) = X% — 1.45)\ + 1.

Les valeurs propres sont : A\ ~ —1.46098 , Xy ~ 0.73049 + 0.388397 , A3 ~
0.73049 — 0.38839:.
Les valeurs absolues des arguments sont :

™

larg(A\)| =7 > a2,

|arg(a3)] =~ 0.48868 < O/;

D’aprés le théoréme de la stabilité précédente, le point d’équilibre (0,0,0) est
instable.

Si a = —1.38672255

Le polynome caractéristique est :
P(\) = X% — 1.38672255)\ + 1.

Les valeurs propres sont :
A >~ —1.44225 , Ao ~0.72112 4 0.416347 , A3 ~ 0.72112 — 0.4163¢

Les valeurs absolues des arguments sont :
jarg(\) = 7 > aZ: arg(Aag)| = 0.523598775 = =, (aZ = o),

Alors d’prés le théoréme 3.2.2, le point (0,0,0) est stable.
eSia=0

Le polynome caractéristique est :

P(A) =\ +1.
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Les valeurs propres sont :

1 V3 1 V3

M=—1,; ==+ —1 ; Ag= = — —1.
1 ’ 2 9 + 9 L ;A3 9 9 ?
Les valeurs absolues des arguments sont :
T m 7 T m
AN)=T>a- = —; A =—->a- ==
‘CL?“g( 1) ™ 052 67‘0/'“9( 2;3)| 3 052 6

alors d’aprés le théoréme 3.2.2 le point d’équilibre (0,0,0) est asymptotique-
ment stable.

Conclusion (5 = —1.38672255)

Sia € ]—o00,B] le point d’équilibre (0,0,0) est instable, et donc la solution
zéro de l’équation (3.7) est instable.

Sia € ]8,4+00[; le point d’équilibre (0,0,0) est asymptotiquement stable, et
donc la solution zéro de l’équation (3.7) est asymptotiquement stable.

Sia = B; le point d’équilibre (0,0,0) est stable, et donc la solution zéro de
I’équation (3.7) est stable.

Deuxiéme forme

Considérons maintenant [’équation de Basset sous forme :
“Dity(t) + a“Dity(t) +y(t) =0, (=), (3.11)

avec la condition initiale y(0) =0 et a € R :
D’aprés (le théoréeme 2.11) l’équation (3.11) s’écrit sous forme de systéme

suvant :
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Le seul point d’équilibre de ce systéme est (0,0,0), Nous suivons les mémes

étapes comme ci-dessus nous obtenons la matrice A définie par :

0O 1 O
A=l 0 0 1 , a€R,
-1 0 —a

le polyome caractéristique associé a la matrice A est donné par :
PN =X +a\+1, acR.

Discussion(en tenant compte que ay = ¢ = 0.523598775) Les calculs par

MAPLE donne les résultats suivants :
0S7 a = —1.38672255

Le polynome caractéristique est :
P(\) = X* — 1.38672255)\% + 1.

Les wvaleurs propres sont : A\ ~ —0.69336 ; Xy ~ 1.04004 + 0.600467 ;
A3 ~ 1.04004 — 0.60046¢

Les valeurs absolues des arguments sont :

larg(M\)| = m > af ; Jarg(Xae3)| = 0.523598775 = § = af, alors d’aprés le
théoréme 3.2.2 le point d’équilibre (0,0,0) est stable.

Maintenant nous donnons quelques résultats concernant la stabilité du point

(0,0,0) sur le tableau suivant :



3.2 Méthodes d’analyse de stabilité des systémes non linéaires 61

valeurs de a | valeurs propres () | arg(\) | nature
-70.1 A1 = 70.0997 larg(M2) | =0 instable
Ao= 0.11953 |arg(As) | =7
A3 =-0.011933
-40.1 A1 =40.09937 | arg(As) | =0 instable
Ao= 0.15823 larg(As) | =7
A3 = -0.15360
-10.1 A1 =10.09017 | arg(As) | =0 instable
Ao= 0.31976 |arg(Xs) | =7
A3 = -0.50993
-1.88672255 stable
+10.1 A= -10.10978 larg(A\) | =7 asym.st
Aas = 0.00489 || arg(hes) | = 1.55241
+0.314464
+40.1 A1 = -40.10062 larg(\) | =7 asym.st
Aog = 0.00031 || arg(Aeg) | = 1.56882
+0.157924
+70.1 A1 = -70.10020 larg(A\) | =7 asym.st
Aa3 = 0.00010 | arg(Ma3) |= 1.56994
+0.119444
conclusion

(v = —1.38672255)
Sia €] — 00,7, ; le point d’équilibre (0;0;0) est instable, et donc la solution
zéro de [’équation (3.6) est instable.

Sia = v, le point d’équilibre (0;0;0) est stable, et donc la solution zéro de
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’équation (3.6)est stable.
Si a €]y,00[ , le point d’équilibre (0;0;0) est asymptotiquement stable, et

donc la solution zéro de l’équation (3.6) est asymptotiquement stable.

.x 1
Deuxiéme cas o = 1

1. Premieére forme

Considérons l’équation de Basset sous forme

“Diy(t) + a°Diy(t) = 0, (a=7), (3.12)

avec la condition initiale y(0) = 0 et a € R D’aprés le (théoreme 2.11) I’équa-

tion (3.12) s’écrit sous forme de systéme comme suit :

D8+yl(t) = 1a(t),
D¢ t) =
01y2(t) y3(1), (3.13)
Dy ys(t) = yu(?), a€R
D ya(t) = —aya(t) — i (t)
Le seul point d’équilibre de ce systeme est (0,0,0,0) :
Ce systeme prend la forme :
Dy, Y (t) = AY (¢), (3.14)

tels que :

Cr Y (t) = (CL. (1), CF (1), CF “ys(t), 3 “ya(t) 5 Y (£) = (ya(t), w2 (t), ys(t), yall
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et la matrice associé au systéme (3.11) donnée par :

0O 1 00

0O 0 10

A= ;ae R.
0O 0 01
—1 —a 0 0

le polynome caractéristique associé a la matrice A est donné par :

p(\) = M +a)+ 1.

Discussion

(en tenant compte que ozg = g = 0.39269908)

On va discuter la stabilité du point d’équilibre (0;0;0;0) selon les valeurs de
a; (aeR)

e Sia=—1.40

Le polynome caractéristique est :

p(A) = A — 1.40) + 1.

Les valeurs propres sont :

A2 ~ —0.74340 £ 1.01166¢ A3a ~ —0.74340 £ 0.28607: Les valeurs
absolues des arguments sont :

T m T m
| arg(A12) |~ 2.20451 > ag =g | arg(As4) |~ 0.36734 > ag =g Alors

le point d’équilibre (0;0;0;0) est instable.
e Sia=—1.34920697

Le polynome caractéristique est :

p(\) = At — 1.34920697\ + 1.
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Les valeurs propres sont :

Ao >~ —0.74117 £ 0.30700: , Agq ~ —0.74117 £ 1.00221¢ Les wvaleurs
absolues des arguments sont :

T 0w T 0w
| arg(A12) |~ 0.39269908 = a5 =3 | arg(As4) |~ 2.20757 > ag =3
D’aprés le théoreme 3.2.2 le point d’équilibre est stable.

e Sia=-—1.20
Le polynome caractéristique est :

p(A) = At —1.20) + 1.
Les valeurs propres sont :
A2 ~ —0.73489 £ 0.97379: , Az3a ~ 0.73489 £ 0.36309¢ Les wvaleurs
absolues des arguments sont :

T m T T
| arg(A19) |~ 2.22288 > ag =g | arg(As4) |~ 0.45428 > a5 =3
D’aprés le théoréme 3.2.2 le point d’équilibre (0;0;0;0) est asymptotiquement
stable.
e Sia=0

Le polynome caractéristique est :
p(\) = M4 1.

Les valeurs propres sont :

V2 V2, V2 V2,

Mg = > + 7@ , N34 = 5 + 72 Les valeurs absolues des arguments
sont :

V3
| arg(Ai2) | \{f > cvg = g . arg(Asa) | 47T > 047; = g D’aprés le

théoréme 3.2.2 le point d’équilibre (0;0;0;0) est asymptotiquement stable.
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Conclusion

(6 = 1.34920697)Sia€| — 00, 4| , le le point d’équilibre (0,0,0,0) est instable,
et donc la solution zéro de l’équation (3.12) est instable.

a = 0 , le point d’équilibre est stable, et donc la solution zéro de l’équation
(3.12) est stable.

e Sia €]d, 00, le point d’équilibre est asymptotiquement stable, et donc la

solution zéro de l’équation (3.12) est asymptotiquement stable.

2. Deuxiéme forme
Considérons l’équation de Basset sous forme

“Dyty(t) +a“Dity(t) + y(t) =0, (o =), (3.15)

avec la condition initiale y(0) = 0 et a € R Nous suivons les mémes étapes

comme ci-dessus nous obtenons le systeme et la matrice A déffnies par :

Dg yi(t) = ya(t),

D ya(t) = ys(t), (3.16)
D, ys(t) = ya(t), a€R

D§,ya(t) = —aya(t) — yi(t),

0O 10 O
0O 01 O

A= , a€ R.
0 00 1
—1 0 0 —a
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Le polynome caractéristique est donné par :
PA)=M+a)+1 acR

Aprés les calculs par MAPLE, nous avons obtenu les mémes résultats pour
les intervalles des stabilité est l'instabilité comme ci-dessus (premiére forme),
c’est-a-dire :

o Sia €] —o0,d0[, (6 = —1.34920697) le point d’équilibre (0,0,0,0) est
instable, et donc la solution zéro de l’équation (3.2.6) est instable.

a = 0 , le point d’équilibre est stable, et donc la solution zéro de l’équation
(3.2.6) est stable .

e Si a =6, +o0[,le point d’équilibre est asymptotiquement stable, et donc la

solution zéro de l’équation (3.2.6) est asymptotiquement stable.

Exemple 18. Si nous prenons a = 0

Le polynome caractéristique est :
p(A) =\t + 1.

Les valeurs propres sont :

)\1’2 \g_ + £ )\374 £ + \é_l
Les valeurs absolues des arguments sont :

T 78 78 \/377' T T
| arg(M2) | T > 045 =g | arg(As4) | —— > oz§ 3

D’aprés le théoreme 3.9 le point d’équilibre (0,0,0,0) est asymptotiquement
stable.



Conclusion

Nous avons vu dans ce travail que [’existence et ['unicité des équations dif-
férentielles ordinaires d’ordre fractionnaire tient compte de la continuité et
le caractere Lypschitzien de la fonction donnée. De plus cette existence est
comme le cas classique seulement local sur un intervalle borné [0,T]. Nos fu-
turs travauz seront généralisés au cas global dans [’axe réel tout entier. Pour la
stabilité des solutions, nous avons vu a travers ce travail que, contrairement
au cas classique, la stabilité est liée a léordre fractionnnaire de dérivation.
Dans tout le travail, les démonstrations sur la stabilité ont été articulées sur

le théoreme de Lyapunov et ['argument des valeurs propres.



Bibliographie

[1] A.A.Kilbas and S.A.Marzan. Cauchy Problem for Differentieal
Equation with caputo Derivative. Fra.Cal. App. App .ISSN (2004)
1311-0454.

[2] A.A.Kilbas ,H.M.Srivastava,J.J. Trujillo. Theory and Applications
of Fractional Differential Equations. Elsevier , Amesterdam (2006)

[8] A. B. Basset. A Treatise on Hydrodynamics wol. 2, Cambridge
University Press., England, 1888

[4] A. B. Basset. On the descent of a sphere in a viscous liquid Quart.
J. Math., 41, A910) 369-381.

[5] A.E.M Salah Les systhémes chootiques da dérivées fractionnaire

mémoire magistére d’Université Mentouri-Constantine(2009)

[6] Ali Benlabbes. Problémes aux conditions auz limites et d dérivées

fractionnaires . These de Doctorat ; Université Djillali Liabes de

Sidi Bel Abbes

[7] F.Nier , D.Iftimie. Introduction a la Topologie. Licence de Mathé-
matique Univercité de Rennes 1.

[8] Artin , Emile . La fonction Gamma (PDF) page.18-19 . Archivé
de loriginal (PDF) le 12-11-2016.Récupéré le 11-11-2016



BIBLIOGRAPHIE 69

[9] 1. N’doye. Généralisation du lemme de Gronwall-Bellman pour la
stabilisation des systemes fractionnaires. Theése de Doctorat Univ.
Henri Poincaré-Nancy 1et Univ Hassan I Ain Chock- Casablanca
(2011)

[10] I. PODLUBNY Fractional Differential Equations, Academic Press,
San Diego, CA, 1999.

[11] Kamel Haouam. FExistace et non existance de solution des équa-
tions différentielles fractionnaires. These de Doctorat . Université
Mentouri Constantine (2007)

[12] K. Diethelm , J . F .Newville . Multi-order fractional differential
equations and their numerical solution . Applied Mathematics and
Computation 154(2004) 621-640

[13] K. S. Miller, B. Ross. An Introduction to the Fractional Calculus
and Fractional Differential Equations. Wiley and Sons, New York,
1995.

[14] M.Benchohra , S.Hamani, S.K. Ntouyas , Boundary value pro-
blems for differential equations with fractional order and nonlocal
conditions. Nonlinear Anal. 71 (2009) , 2391- 2396

[15] M.C.Ho,Y.C.Hung,C.H.Chou Phys. Lett. A 296 (1) (2002) 43.

[16] R. L. BAGLEY and P.J. TORVIK "On The Fractional Calculus
Model of Viscoelastic Behavior" Journal of Rheology .

[17] Ross B. (1977) The development of Fractional calculus 1695-1900.
Historia Mayh 4 :75-89.

[18] S. G .Samko ,A. A .Kilbas, O. I. Marichev Fractional Integral

and Derivatives (Theary and Applicatins). Gordon and Breach |,
Switzerland , 1993.



BIBLIOGRAPHIE 70

[19] T. J. Anastasio The fractional-order dynamics of brainstem vesti-

buleoculumotorneurons, Biol. Cybern. 72 (1994) 69579.

[20] T.Menacer. Synchronisation des systémed Dynamique da déri-
vées Fractionnaires. Mémoire Magistere d’Université Mentouri-

Constantine.

[21] Tidjani Menaser Synchronisation des systémes Dynamiques Chao-
tiques a Dérivées Fractionnaires. These de Doctorat . Université

Mentouri - Constantine 01 (2014) .



Notations

[(x) La fonction Gamma de la variable x

Bz, y) La fonction Béta de variable x ety

E, 3 La fonction de Mittag-Leffler a deux parametre

I Intégration d’ordre o

RL Do La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Rieman-Liouville de la fonc
“pDa La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f

f(t)*g(t) Convolution des fonctions f et g

Te Point d’équilibre
R L’ensemble des nombres réel
C L’ensemble des nombres complexes

Spec(A)  Spectre de la matrice A

e exponentielle de A

D(p) La discriminant du polynome p(\)
L[X] Fonction de Lyapunov



Résumé

L’analyse fractionnaire est une branche da ’analyse mathématique.

Tout d’abord nous avons rassemblé qulques outils pour notre travail, la fonc-
tion Gamma, Mittag-Leffler et nous rappelons les notions des intégrals et

dérivées fractionnaires de Rieman-Liouville, Caputo et Grunwald Litnikov.

Puis nous avons étudié l’existance et ['unicité des solutions de quelques pro-

blemes de type de cauchy pou des équations ordinaires d’ordre fractionnaire.

en fin donnerons les définitions et les théoremes qui concernent la stabilité de
la solution zéro pour les équations différentielles d’ordre entier avec quelques

exemples .

Ainsi nous étudierons la stabilité de la solution zéro pour l’équation fraction-

naire de Basset et de Bagley-Torkiv.
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