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Problème Non Linéaire pour Équation Différentielle et Stabilité d’Ulam

Résumé

L’objéctif de ce mémoire est d’étudier l’existence, l’unicité et la stabilité au sens d’Ulam des

solutions pour équations différentielles fractionnaires de Caputo d’ordre α. Présentons théorème

de point fixe de Banach pour démontrer l’existence et l’unicité. Puis nous étudions quatre types

de résultats de stabilité d’Ulam dans le cas où 0 < α < 1 et b = +∞. Enfin, nous donnons des

exemples pour illustrer nos résultats théoriques.

Mots clés :

Équations différentielles fractionnaires ; Dérivée Caputo ; Théorème de Banach ; Existence et

Unicité ; Stabilité d’Ulam .
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Nonlinear Lineair Problem For Fractional Differential Equation and Ulam

Stability

Abstract

The objective of this memory is to study the existence, uniqueness and stability in the sense

of Ulam of the solutions for fractional differential equations of Caputo order α. Presenting

Banach fixed point theorem to prove existence and uniqueness. Then we study four types of

Ulam stability results in the case where 0 < α < 1 and b = +∞. Finally, we give examples to

illustrate our theoretical results.

Key words : Fractional differential equations ; Caputo derivative ; Banach Theorem ; Existence

and Uniqueness ; Ulam stability .
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Notations
Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées tout au

long de ce travail.

R : Ensemble des nombres réels.

∥.∥∞ : Norme infini.

C([a, b]) : Espace de fonctions continues sur [a, b].

AC([a, b]) : Espace de fonctions absolument continues sur [a, b].

Lp([a, b]) : L’espace des fonctions p-intégrables sur [a, b].

Γ(α) : Fonction Gamma.

B(α, β) : Fonction Betta.

Iα
a+ : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α.

Iα
b− : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α.

Dα
a+ : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α.

Dα
b− : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α.

cDα
a+ : Dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d’ordre α.

cDα
b− : Dérivée fractionnaire de Caputo à droite d’ordre α.
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Introduction Générale

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) sont le sujet du siècle. Ses théories sont

considérablement développées au cours du 19 ème et 20 ème siècles et ont été largement utilisée

par des mathématiciens ainsi que des chimistes, des ingénieurs, des économistes, des biologistes

et des physiciens.

Parce que le calcul fractionnaire a une bonne performance de corrélation globale pour reflé-

ter l’historique processus de dépendance du développement des fonctions du système, et peut

également décrire les attributs de la système dynamique lui-même, il devient un puissant outil

mathématique pour décrire certains mouvements complexes, phénomènes irréguliers, caracté-

ristiques de la mémoire et autres aspects. (voir [12]).

La stabilité de l’équation fonctionnelle a été soulevée à l’origine par Ulam en 1940 dans une

conférence donnée à l’Université du Wisconsin. Le problème posé par Ulam était la suivante :

Dans quelles conditions existe-t-il une cartographie additive près d’une application approxi-

mativement additive [18]. La première réponse à la question d’Ulam question a été posée par

Hyers en 1941 dans le cas des espaces de Banach en [7]. Par la suite, ce type de stabilité est

appelé la stabilité d’Ulam-Hyers dans 1978, Rassias a fourni une remarquable généralisation

d’Ulam-Hyers stabilité des applications en considérant des variables. Le concept de stabilité

pour une équation fonctionnelle apparaît lorsque nous remplaçons l’équation fonctionnelle par

une inégalité qui agit comme une perturbation de l’équation voir les monographies de Kilbas

[2] et Podlubny [12].

l’obejectif de notre mémoire est de démontrer l’existence et l’unicité de la solutions pour

le problème de Cauchy d’une équation diffirentielle non linéaire avec dérivée fractionnaire au

sens de Caputo et la stabilité d’Ulam, par introduction les quatre types de définitions de

stabilité d’Ulam pour les équations différentielles fractionnaires : stabilité d’Ulam-Hyers, stabi-

lité d’Ulam-Hyers généralisée, stabilité d’Ulam-Hyers-Rassias et stabilité généralisée. Stabilité

Ulam-Hyers-Rassias et on présentons les quatre types de résultats de stabilité d’Ulam pour

une équation différentielle fractionnaire dans le cas 0 < α < 1 et b = +∞. Les résultats pré-



sentés dans ce mémoire sont les résultats de l’article sous le titre : "Ulam Stability and Data

Dependence For Fractional Differential Equation With Caputo Derivative".[10]

1. Le premier chapitre est réservé à des définitions et notions de base qui seront utiles dans

l’étude de problème.

2. Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions de

problème de Cauchy d’une équation diffirentielle non linéaire avec dérivée fractionnaire

au sens Caputo et la stabilité d’Ulam.

À la fin de ce mémoire, pour la commodité des lecteurs intéressés par une autre investigation

sur ces et d’autres sujets étroitement liés, on inclut une Bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions spécifiques qui seront utilisées tout

au long de ce mémoire. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie de

calcul fractionnaire ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des

notions et des résultats fondamentaux de la théorie danalyse fonctionnelle qui représentent un

outils indispensable dans notre étude.

1.1 Notions générale

1.1.1 Espace normés

Dans la suite K = R ou K = C.

Définition 1.1. [9] Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une application

N : E → R+ qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Pour tout x ∈ E, λ ∈ K, on a N(λx) = |λ| N(x) (la norme est dite positivement

homogène).

2. Inégalité triangulaire : si x, y ∈ E, alors N(x + y) ≤ N(x) + N(y).

3. Propriété de séparation : si x ∈ E, N(x) = 0 ⇔ x = 0.

▶ Une application qui satisfait les propriétés 1 et 2 mais pas forcément 3 est appelé une semi-

norme sur E.

Habituellement une norme est notée par N(x) = ∥x∥ ou N(x) = |x| .

Il est important de retenir l’inégalité suivante, conséquence immédiate de l’inégalité triangu-
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laire : si ∥.∥ est une semi-norme sur E, alors :

∀x, y ∈ E, |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x − y∥ .

Un espace vectoriel normé est la donnée d’un espace vectoriel E et dune norme∥.∥ sur E.

1.1.2 Espace de Banach

Soit E un espace vectoriel normé. On dit que (xn)n∈N est une suite de Cauchy si :

∀ϵ > 0, ∃nϵ : n, m ≤ nϵ ⇒ ∥xn − xm∥ < ϵ.

Une suite de Cauchy est convergente si pour ϵ > 0, il existe N ∈ N tel que :

∀n1, n2 ≥ N, ∥xn1 − xn2∥ ≤ ϵ.

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c’est-à-dire toute suite de Cauchy

dans E est convergente (par rapport à la topologie définie par la distance associée à la norme),

1.1.3 Espace de Hilbert

Ce chapitre est consacré à une classe d’espaces normés particulièrement importante, tant

du point de vue théorique que de celui des applications. On considère E espace vectoriel sur

K = R ou C.

Définition 1.2. [9](produit scalaire ) On appelle produit scalaire sur E toute application ⟨.|.⟩ :

E × E → K telle que :

1. Pour tout y ∈ E, l’application ⟨.|y⟩ :→ K définie par x → ⟨x|y⟩ est linéaire.

2. (a) Si K = R, ∀x, y ∈ E, ⟨y|x⟩ = ⟨x|y⟩ (propriété de symétrie).

(b) Si K = C, ∀x, y ∈ E, ⟨y|x⟩ = ⟨x|y⟩ (propriété de antisymétrique).

3. Pour tout x ∈ E, ⟨x|y⟩ ≥ 0 (positivité).

4. Pour tout x ∈ E, ⟨x|y⟩ = 0 ⇔ x = 0 (définie positive).

▶ Une application satisfaisant les propriétés 1, 2, 3 et 4 est appelée un produit scalaire.

Le couple constitue d’un espace vectoriel E et d’un produit scalaire sur E est appelée un espace

pré-hilbertien réel si K = R ou complexe si K = C.
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Définition 1.3. Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet pour la norme définie

par son produit scalaire

1.1.4 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.4. [3] Soit Ω = [a; b], (−∞ < a < b < +∞) un intervalle bornée de R.

1. Pour (1 ≤ p ≤ +∞), l’espace Lp(Ω) est l’espace des fonctions f réelles sur Ω telles que

f est mesurable et ∫ b

a
|f(x)|p < ∞.

2. Pour p = ∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque

partout sur Ω.

Théorème 1.1. Soit Ω = [a; b], (−∞ < a < b < +∞) un intervalle bornée de R.

1. Pour (1 ≤ p ≤ +∞), l’espace Lp(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

∥f∥p =
( ∫ b

a
|f(x)|p

) 1
p

.

2. L’espace L∞(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

∥f∥∞ = inf{M ≥ 0 : |f(t)| ≤ Mp.p sur Ω}

1.1.5 Quelques résultats de la théorie du point fixe

Dans cette partie, on étudie théorème du point fixe de Banach. Etant donnés un ensemble

X et une application T : X −→ X on s’intéresse à donner des conditions suffisantes sur T et

X pour que T ait un point fixe.

Théorème 1.2. (Théorème du point fixe de Banach)[[1]] Soient X un espace de Banach

et T : X → X une application contractante. Alors T admet un point fixe unique, autrement

dit :

∃!x ∈ X : Tx = x.

1.2 Dérivées fractionnaires

Dans cette section nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation au sens de

Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que les fonctions spéciales.
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1.2.1 Les fonctions utiles

Dans cette section nous présentons des définitions et quelques propriétés sur les fonctions :

Gamma, Bêta et Mettag-Leffler.

1.2.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction de base de calcul fractionnaire. Cette fonction géné-

ralise le factoriel n!, et permet a n de prendre des valeurs réelles ou même complexe .

Définition 1.5. la fonction Gamma est définie par l’intégrale :

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−tdt.

qui converge sur le demi-plan R(z), en intégrant par partie, nous montrons que :

Γ(z + 1) = zΓ(z); R(z) > 0.

en particulier

∀n ∈ N; Γ(n + 1) = n!.

Γ(1) = 1 Γ(1
2

) =
√

π.

1.2.1.2 La fonction Bêta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire : La fonction Bêta. Cette fonction joue

un rôle important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction Gamma.

Définition 1.6. La fonction Bêta est définie par

B(z, w) =
∫ ∞

0
tz−1(1 − t)w−1; R(z) > 0; R(w) > 0

Lien entre la fonction Gamma et la fonction Bêta

Nous pouvons démontrer que :

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w)

.
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1.2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b] ; On considère l’integrale :

I1
af(x) =

∫ x

a
f(t)dt.

La primitive second de f définit comme suite :

I2
af(x) =

∫ x

a

( ∫ u

a
f(t)dt

)
du.

Permutant l’ordre d’intégration, on obtient :

I2
af(x) =

∫ x

a

( ∫ x

t
du

)
f(t)dt,

I2
αf(x) =

∫ x

a
(x − a)f(t)dt.

Le nime itéré de l’opérateur I peut s’écrire :

In
a f(t) =

∫ x

a
dx1

∫ x1

a
dx2...

∫ xn−1

a
f(xn)dxn

= 1
(n − 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1f(t)dt, n ∈ N.

donc

I(n)
a = 1

Γ(n)

∫ x

a
(x − t)n−1f(t)dt.

Cette formule a un sens même quand n prenant une valeur non-entière, on définit l’intégrale

fractionnaire de la manière suivante :

Définition 1.7. Soit f : [a, b) −→ R. On appelle intégrale de Riemann-Liouville de f lintégrale

définie par la formule suivante

Iα
a = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x − t)α−1f(t)dt.

Exemple 1.2.1. Considérons la fonction f(x) = (x − a)δ; on calcule l’intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville

Iα
a = (x − a)δ = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x − t)α−1(t − a)δdt.
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Pour évaluer cette intégrale, on pose le changement de variable : t = a + (x − a)z,

alors dt = a + (x − a)dz ; d’où

Iα
a (x − a)δ = (x − a)α+δ

Γ(α)

∫ 1

0
zδ(1 − z)α−1dz = (x − a)α+δ

Γ(α)
B(δ + 1, α)

Après l’utilisation de la relation entre la fonction gamma et bêta on a :

Iα
a (x − a)δ = Γ(δ + 1)

Γ(α + δ + 1)
(x − α)α+β.

Proposition 1.3 (loi de composition). Soient δ et α deux réels strictement positifs et f une

fonction intégrable, on a :

Iα
a (Iδ

af(x)) = Iδ
a(Iα

a f(x)) = Iα+δ
a f(x).

Preuve. on a :

Iα
a (Iδ

af(x)) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x − y)α−1Iδ

af(y)dy

= 1
Γ(α)Γ(δ)

∫ x

a
(x − y)α−1

∫ y

a
(y − t)δ−1dtdy.

D’aprés le théorème de Fubini on a :

Iα
a (Iδ

af(x)) = 1
Γ(α)Γ(δ)

∫ x

a
f(t)dt

∫ y

a
(x − y)α−1(y − t)δ−1dy

Par le changement de variable y = t + τ(x − t) ; 0 ≤ τ ≤ 1

alors,

dy = (x − t)dτ

On obtient

Iα
a (Iδ

af(x)) = 1
Γ(α)Γ(δ)

∫ x

a
(x − t)α+δ−1f(t)dt

∫ 1

0
(1 − τ)α−1τ δ−1dτ

= B(α, β)
Γ(α)Γ(δ)

∫ x

a
(x − t)α+δ−1f(t)dt

= 1
Γ(α + δ)

∫ x

a
(x − t)α+δ−1f(t)dt.

Donc :

Iα
a (Iδ

af(x)) = Iα+δ
a f(x).
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1.2.3 Dérivée Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires. Dans cette partie on va présenter

la dérivée de Riemann-Liouville, qui est la plus utilisée.

Définition 1.8. Soit f une fonction intégrable sur l’intervalle [a, b]; la dérivée ordre non entier

(n − 1 < α < n; n ̸= 0) au sens de Riemann-Liouville définit par :

Dα
a = dn

dxn
[In−αf(x)]

Dα
a = 1

Γ(n − α)
dn

dxn

∫ x

a
(x − t)n−α−1f(t)dt.

où n = [α] + 1.

En particulier, si α = 0 on aura

D0
af(x) = f(x)

De plus si (0 < α < 1), alors n = 1 d’où

Dα
a = 1

Γ(1 − α)
dn

dxn

∫ x

a
(x − t)−αf(t)dt.

Exemple 1.2.2. On calcul la dérivée fractionnaire d’ordre α de la fonction f(x) = (x − a)β

Dα
a = dn

dxn

[
In−α(x − a)β

]
.

L’intégrale a calculé dans l’exemple précédent

Dα
a (x − a)β = dn

dxn

[ Γ(β + 1)
Γ(n + β − α + 1)

(x − a)n−α+β
]
.

On dérive n fois, on obtient :

Dα
a (x − a)β = Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x − a)β−α.

Comme cas particulier α = 1

Da(x − a)β = Γ(β + 1)
Γ(β)

(x − a)β−1.
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Da(x − a)β = (x − a)β−1.

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la dérivée classique

pour α ∈ N.

Remarque 1.2.1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante n’est pas ni nulle ni

constante

Dα
a C = C

Γ(1 − α)
(x − a)−α.

Proposition 1.4. L’opérateur de dérivée fractionnaire possède les propriétés suivantes :

1. la différentiation est un opérateur linéaire

Dα
a (λf(x) + µg(x)) = λ(Dα

a f)(t) + µ(Dα
a g)(t).

2. soit α > 0 et f ∈ Lp([a, b]) ; (1 ≤ p ≤ +∞) alors :

Iα
a Dα

a (f(x)) = f(x)

presque partout sur [a, b]

3. soient (0 < α < 1) ; f ∈ L1([a, b]) et I1−α ∈ AC[a, b] on a :

Iα
a Dα

a (f(x)) = f(x) − (I1−αf)(a)
Γ(α)

(x − a)α−1.

AC l’espace des fonctions absolument continue sur [a, b].

1.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

1.2.4.1 L’operateur fractionnaire de caputo

Définition 1.9. La dérivée fractionnaire de Caputo cDα
a+ d’ordre α ∈ R+ d’une fonction f

donnée est définit par :

cDα
a+ = In−αf (n)(t) = 1

Γ(n − α)

∫ t

0
(t − x)n−α−1f (n)(x)dx.

avec n − 1 ≤ α ≤ n ; n ∈ N∗
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1.2.4.2 Propriétés fondamentales

Remarque 1.2.2. On note l’operateur Dn, n ∈ N différentiation de l’operateur d’ordre entier

i.e :

Dn = dn

dtn
.

Proposition 1.5. [13] Les deux opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo

ne coïncident pas i.e :
cDαf(t) ≠ Dαf(t).

Lemme 1.6. [16, 17] Soit α > 0, alors l’équation différentielles

c
aDαh(t) = 0.

admet les solutions h(t) = c0+c1t+c2t
2+. . .+cn−1t

n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n−1, n = [α]+1.

Du lemme ci-dessus, nous d’eduisons le lemme suivant :

Lemme 1.7. [16, 17] Soit α > 0, alors

Iαc
aDαh(t) = h(t) + c0 + c1t + c2t

2 + . . . + cn−1t
n−1,

pour ci ∈ R, i = 0, 1, . . . , n − 1, n = [α] + 1.

1.2.4.3 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire de Caputo

Linéarité

Lemme 1.8. Soit n − 1 < n < n − 2; n ∈ N et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles que
cDαg(t) existent. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire :

cDα(λf(t) + µg(t)) = λcDαf(t) + µcDαg(t)

.

Preuve. On a :
cDαf(t) = In−αf(t)
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cDα(λf(t) + µg(t)) = In−αDn[λf(t) + µg(t)]

= λµIn−αDn[(f + g)(t)].

Comme la dérivée n-iéme et l’intégrale sont linaires, alors :

cDα(λf(t) + µg(t)) = λIn−αDnf(t) + µIn−αDng(t)

= λ(cDαf(t)) + µ(cDαg(t)).

Non-commutativité

Lemme 1.9. Soit n − 1 < n < n − 2 ; (m, n) ∈ N2 ;α ∈ R et soit la fonction f(t) telle que
cDαf(t) existent, alors :

cDαDmf(t) =c Dα+mf(t) ̸= DmcDαf(t).

Définition 1.10. [7] La dérivation du Caputo d’ordre α pour une fonction f : [0, +∞) → R

peut t’écrire comme suit :

cDαf(t) = Dα
a

(
f(t) −

n−1∑
k=0

tk

k!
f (k)(0)

)
, t > 0, n − 1 < α < n.

Soit ϵ un réel positive, f : [a, b) × R → R un opérateur continu et φ[a, b) → R+ une fonction

continue.

▶ Pour étudier la stabilité de la solution, on doit considérer léquation différentielle frac-

tionnaire suivante

cDαx(t) = f(t, x(t)), α ∈ (0, 1) (or(1, 2)), t ∈ [a, b) (1.1)

On obtient les conditions suffisantes pour la stabilité de la solution pour (1.1). En particulier,

quatre types des résultats de stabilité de type Ulam sont discutés. Cest la stabilité dUlam-Hyers,

la stabilité généralisée dUlam-Hyers, la stabilité dUlam-Hyers-Rassias et la stabilité généralisée

dUlam-Hyers-Rassias.

Définition 1.11. [7] Léquation (1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers sil existe un nombre

réel cf > 0 tel que pour chaque ϵ > 0 et pour chaque solution y ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R))

de l’inéquation
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|cDαy(t) − f(t, y(t))| ≤ ϵ, t ∈ [a, b) (1.2)

il existe une solution x ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) de l’equation(1.1) avec :

|y(t) − x(t)| ≤ cfϵ, t ∈ [a, b).

Définition 1.12. [7] L’equation(1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers généralisé s’il existe

θf ∈ C(R+,R+), θf (0) = 0, tel que pour chaque ϵ > 0 et pour chaque solution y ∈ C1([a, b),R)

ou (C2([a, b),R)) de l’inéquation

|cDαy(t) − f(t, y(t))| ≤ φ(t), t ∈ [a, b), (1.3)

il existe une solution x ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) de l’equation(1.1) avec :

|y(t) − x(t)| ≤ θf (ϵ), t ∈ [a, b).

Définition 1.13. [7] L’equation(1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias par rapport à

φ ∈ C([a, b),R+) s’il existe un nombre réel cf,φ > 0, tel que pour tout ϵ > 0 et pour chaque

solution y ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) de l’inéquation

|cDαy(t) − f(t, y(t))| ≤ ϵφ(t), t ∈ [a, b), (1.4)

il existe une solution x ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) de l’equation(1.1) avec :

|y(t) − x(t)| ≤ cf,φϵφ(t), t ∈ [a, b).

Définition 1.14. [7] L’equation(1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias-généralisé par

rapport à φ ∈ C([a, b),R+) s’il existe un nombre réel cf,φ > 0, tel que pour chaque ϵ > 0 et pour

chaque solution y ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) de l’inéquation

|cDαy(t) − f(t, y(t))| ≤ φ(t), t ∈ [a, b), (1.5)

il existe une solution x ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) de l’equation(1.1) avec :

|y(t) − x(t)| ≤ cf,φφ(t), t ∈ [a, b).
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Remarque 1.2.3. il est clair que :

(i) (1.11) ⇒ (1.12); (ii) (1.13) ⇒ (1.14); (iii) (1.13) ⇒ (1.11).

Remarque 1.2.4. Une fonction y ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) est une solution de in-

égalité (1.2) si et seulement s’il existe une fonction g ∈ C1([a, b),R) ou (C2([a, b),R)) (qu’est

dépendante de y) tell que :

(i) |g(t)| ≤ ϵ, t ∈ [a, b);

(ii) cDαy(t) = f(t, y(t)) + g(t), t ∈ [a, b).

Lemme 1.10. (Lemme de Gronwall [2]) Soient z, w : [0, T ) → [0, +∞) deux fonctions conti-

nues oú T ≤ ∞. Si w(.) une fonction non négative, localement intégrable sur [0, T ]. Supposons

qu’il existent des constantes κ ≥ 0 et q > 0 tel que :

z(t) ≤ w(t) + κ
∫ t

0
(t − s)q−1z(s)ds; t ∈ [0, T ),

alors

z(t) ≤ w(t) +
∫ t

0

[ ∞∑
n=1

(κΓ(q))n

Γ(nq)
(t − s)nq−1w(s)

]
ds, t ∈ [0, T ).

Si w(t) = a, est constante quand 0 ≤ t < T , alors l’inégalité ci-dessus réduite à :

z(t) ≤ aEq(κΓ(q)tq), 0 ≤ t < T,

oú Eq est un fonction de Mittag-Leffler définie par :

Eβ(y) =
∞∑

k=0

yk

Γ(kβ + 1)
, y ∈ C, Re(β) > 0.

Remarque 1.2.5. Il existe un constant M∗
κ > 0 indépendant de a tell que :

z(t) ≤ M∗
κa pour tout 0 ≤ t < T



Chapitre 2

Existence, Unicité et Stabilité au sens

d’Ulam de la Solution de Problème

Fractionnaire

Introduction

Ce chapitre a été consacré à l’existence, l’unicité et la stabilité au sens d’Ulam des solutions

de l’équation différentielle fractionnaire non linéaire muni de la condition aux limites suivante :


cDαx(x) = f(t, x(t)), 0 < α < 1, t ∈ [a, +∞).

x(a) = y(a).
(2.1)

Où cDα est la dérivée fractionnaire de Caputo, 0 < α < 1.

Maintenant, on transforme le problème aux limites initial sous forme d’une équation intégrale

qui est également utilisée dans l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité.

Lemme 2.1. Soit h ∈ C1([a, b),R) une fonction et x ∈ C1([a, b),R) est une solution de l’équa-

tion intégrale fractionnaire suivante :

cDαx(t) = h(t), t ∈ [a, +∞). (2.2)

avec condition aux limites admet une solution unique donnée par :

x(t) = y(a) + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1h(s)ds,
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Preuve. Nous commençons par résoudre l’équation (2.2), on applique lintégrale fractionnaire

Iα
a des deux cotés, on obtient :

Iα
a

cDα
a x(t) = Iα

a h(t), t ∈ [a, +∞). (2.3)

De lemme(1.7) l’équation (2.3) devient :

x(t) + c0 = Iα
a h(t), t ∈ [a, +∞). (2.4)

Appliquons la condition x(a) = y(a) on trouve que c0 = −y(a) donc on obtient :

x(t) − y(a) = Iα
a h(t), t ∈ [a, +∞). (2.5)

2.1 Résultats d’éxistence et d’unicité

Notre résultat d’existence est basée sur le théorème de l’application contractante de Banach.

soit X = {x : x(t) ∈ C(I)} et muni de la norme ∥x∥X = supt∈I |x(t)| oú C(I) est l’espace de

suites des fonctions continue à valeurs réelles sur I = [a, +∞), il est connu que (X, ∥.∥) est un

espace de Banach.

Lemme 2.2. Supposons α ∈ (0, 1), f ∈ C([a, +∞) × R,R) une fonction continue, alors le

probleḿe (2.1) est équivalent à l’équation intégrale :

x(t) = y(a) + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, x(s))ds, t ∈ [a, +∞). (2.6)

Théorème 2.3. Nous supposons :

(H1) f ∈ C([a, +∞) × R,R).

(H2) ∃mf > 0 tel que : |f(t, u1) − f(t, u2)| ≤ mf |u1 − u2| , ∀t ∈ [a, +∞), ∀u1, u2 ∈ R.

Alors le problème (2.1) admet une solution unique si :

mf <
Γ(α + 1)
(t − a)α

.

Preuve. considérons l’opérateuer F : X → X definie par :

(Fx)(t) = y(a) + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, x(s))ds.
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Posons M = supt∈I |f(t, 0)| et montrons que F (Br) ⊂ Br oú Br = {x ∈ X, ∥x∥ < r} et

r ≥
|y(a)| + (t−a)α

Γ(α+1)M

1 − K
, où K = (t − a)α

Γ(1 + α)
mf .

|(Fx)(t)| =
∣∣∣∣∣y(a) + 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, x(s))ds

∣∣∣∣∣
≤ |y(a)| + 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t

a
(t − s)α−1f(s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤ |y(a)| + 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1 |f(s, x(s))| ds

≤ |y(a)| + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1 |f(s, x(s)) − f(s, 0) + f(s, 0)| ds

≤ |y(a)| + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1[|f(s, x(s)) − f(s, 0)| + |f(s, 0)|]ds

≤ |y(a)| + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1[mf |x(s) − 0| + M ]ds

≤ |y(a)| + 1
Γ(α + 1)

(t − a)αmf .r + 1
Γ(α + 1)

(t − a)αM

≤ r,

ce qui implique que F (Br) ⊂ Br.

Supposons maintenant que x, y ∈ X et t ∈ [a, +∞), nous avons :

|(Fx)(t) − (Fy)(t)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, x(s))ds − 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣
= 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1 |f(s, x(s)) − f(s, y(s))| ds

≤ 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1mf |x(s) − y(s)| ds

≤ mf

Γ(α + 1)
(t − a)α |x(s) − y(s)| ds

≤ mf (t − a)α

Γ(α + 1)
|x(s) − y(s)| ds.

Par hypothèse mf (t − a)α

Γ(α + 1)
< 1, alors F est une contraction. En appliquant le principe de

l’application contractante de Banach, on d’éduit que le problème (2.1) admet une solution

unique.
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2.2 Résultat de Stabilité d’Ulam

Dans cette partie on étudie quatre types de stabilité d’Ulam de l’équation différentielle frac-

tionnaire dordre α (2.1) qui sont dUlam-Hyers, Ulam-Hyers généralisée, Ulam-Hyers-Rassias et

Ulam-Hyers-Rassias généralisée.

Lemme 2.4. Si y ∈ C1([a, b),R) est une solution de l’inéquation différentielle fractionnaire

pour chaque ϵ > 0,

|cDαy(t) − f(t, y(t))| ≤ ϵ, (2.7)

alors y est une solution de l’inégalité intégrale suivante :

|y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, y(s))ds| ≤ (t − a)α

Γ(1 + α)
ϵ. (2.8)

Démonstration. Soit y ∈ C1([a, b),R) une solution de l’inéquation (2.7) pour chaque ϵ > 0.

Ensuite, à partir de remarque 1.2.4 et du lemme 2.2 pour une fonction continue g(t) telle que

|g(t)| ≤ ϵ, t ∈ [a, b), on a :

cDαy(t) = f(t, y(t)) + g(t), ∀t ∈ [a, b),

on utilise les propriétés de Iα, ce qui conduit à :

y(t) − y(a) = 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, y(s))ds + 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1g(s)ds, t ∈ [a, b),

Ensuite,

|y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, y(s))ds| = | 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1g(s)ds| (2.9)

≤ 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1|g(s)|ds

≤ ϵ

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1ds

≤ (t − a)α

Γ(1 + α)
.ϵ.

La preuve est complète.

Théorème 2.5. On suppose que les hypothèses (H1), (H2) soient vérifiées. Alors le problème

(2.1) est stable au sens de Ulam.Hyers.
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Démonstration. Sous (H1), (H2), le problème (2.1) à une solution unique. Soit y ∈ C1([a, b),R)

une solution de l’inéquation (2.7), alors pour chaque t ∈ [a, b) :

|y(t) − x(t)| = |y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ a

t
(t − s)α−1f(s, x(s))ds|

≤ |y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ a

t
(t − s)α−1f(s, y(s))ds|

+ | 1
Γ(α)

∫ a

t
(t − s)α−1(f(s, y(s)) − f(s, x(s)))ds|

≤ (t − a)α

Γ(1 + α)
.ϵ + mf (t − a)α

Γ(1 + α)
∥x − y∥C([a,b)).

Ainsi :

∥y − x∥C([a,b)) ≤ (t − a)α

(1 − k)Γ(1 + α)
.ϵ

Ensuite, il existe un nombre réel cf = (t−a)α

(1−k)Γ(1+α) > 0, tel que

|y(t) − x(t)| ≤ cf .ϵ. (2.10)

Ainsi(2.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers est établit, ce qui complète la preuve.

Corollaire 2.6. On suppose que toutes les hypothèses du théorème 2.5 sont satisfait. Alors le

problème (2.1) est stable au sens de Ulam-Hyers. généralisée.

Démonstration. Soit θ(ϵ) = ϵ.cf = ϵ.
(t − a)α

(1 − k)Γ(1 + α)
dans (2.10) alors θ(0) = 0 et le problème

(2.1) est stable au sens de Ulam-Hyers.généralisée.

▶ Dans le prochaine section, on introduit l’hypothèse suivante :

(H3) Soit φ ∈ C([a, b),R) une fonction croissante qui satisfait la propriété Iαφ(t) ≤ λφ,αφ(t),

0 < α < 1, pour une constante λφ,α > 0.

Lemme 2.7. On suppose que φ satisfait (H3). Si y ∈ C1([a, b),R) est une solution de l’inéqua-

tion

|cDαy(t) − f(t, y(t))| ≤ ϵ.φ(t), ∀ϵ > 0. (2.11)

alors y est une solution de l’inégalité intégrale suivante :

|y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, y(s))ds| ≤ ϵ.λφ,αφ(t). (2.12)
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Démonstration. Soit y ∈ C1([a, b),R) une solution de l’inéquation (2.11), pour chaque ϵ > 0.

de la remarque 1.2.4 et du lemme 2.2, pour une fonction continue g(t) tel que |g(t)| ≤ ϵφ(t) et

pour chaque ϵ > 0, t ∈ [a, b), on a

|y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, y(s))ds| = | 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1g(s)ds| (2.13)

≤ 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1|g(s)|ds

≤ ϵ.
1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1φ(s)ds,

≤ ϵ.λφ,α.φ(t)

ce qui complète la preuve.

Théorème 2.8. On suppose que les hypothèses (H1) − (H3) soient vérifier, alors le problème

(2.1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias par rapport à φ.

Démonstration. Sous (H1) − (H2) le problème (2.1) a une solution unique en C([a, b)R). Soit

y ∈ C([a, b)R) une solution de l’inéquation (2.11), alors pour chaque t ∈ [a, b) :

|y(t) − x(t)| = |y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, x(s))ds|

≤ |y(t) − y(a) − 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s, y(s))ds|

+ | 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1(f(s, y(s)) − f(s, x(s)))ds|

≤ ϵ.λφ,α.φ(t) + mf (t − a)α

Γ(1 + α)
∥x − y∥C([a,b)).

Il s’ensuit qu’il existe un nombre réel cf,φ = λφ,α.φ(t)
1 − k

, tel que

|y(t) − x(t)| ≤ ϵ.
λφ,α

1 − k
.φ(t) = ϵ.cf,φ.φ(t), t ∈ [a, b). (2.14)

Cela donne le résultat souhaité et complété la preuve.

Corollaire 2.9. Sous l’hyopthèse de théorème 2.8, le problème (2.1) est stable au sens de

Ulam-Hyers-Rassias généralisé par rapport à φ ∈ C([a, b),R).

Démonstration. Soit ϵ = 1 et cf,φ = λφ,α

1 − k
, ceci nous permet de déterminer que le problème

(2.1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.généralisé.
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Exemple 2.2.1. Dans cette section, nous donnons des exemples pour illustrer notre résultats

théoriques.

Soit 0 < α < 1, On considère dans ce cas B = R l’équation :

cDαx(t) = 0, t ∈ [a, b), (2.15)

soit y ∈ C1([a, b),R) est une solution de l’inéquation différentielle fractionnaire pour chaque

ϵ > 0,

|cDαy(t)| ≤ ϵ, t ∈ [a, b), (2.16)

pour une fonction g(t) telle que :

i)|g(t)| ≤ ϵ, ∀t ∈ [a, b).

ii)cDαy(t) = g(t), ∀t ∈ [a, b). (2.17)

On utilise les propriétés de Iα, ce qui donne :

y(t) = y(a) + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1g(s)ds; t ∈ [a, b).

pour tout c ∈ R, on a

|y(t) − c| =
∣∣∣∣∣y(a) − c + 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1g(s)ds

∣∣∣∣∣
≤ |y(a) − c| + 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1 |g(s)| ds

≤ |y(a) − c| + ϵ

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1ds

≤ |y(a) − c| + (t − a)αϵ

Γ(α + 1)
, t ∈ [a, b).

Si on prend c = y(a), on obtient

|y(t) − c| ≤ (t − a)αϵ

Γ(α + 1)
, t ∈ [a, b).

Si b < +∞, alors

|y(t) − c| ≤ (b − a)αϵ

Γ(α + 1)
, t ∈ [a, b).
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Alors l’équation (2.15) est stable au sens d’Ulam-Hyers .

Soit b = +∞, la fonction

y(t) = (t − a)αϵ

Γ(α + 1)

est une solution de l’inégalité (2.16) et

|y(t) − c| =
∣∣∣∣∣(t − a)αϵ

Γ(α + 1)
− c

∣∣∣∣∣ → +∞, quand t → +∞.

Donc, l’équation (2.15) n’est pas de stabilité d’Ulam-Hyers dans l’intervalle [a, +∞).

Soit y ∈ C1([a, b),R) est une solution de l’inéquation différentielle fractionnaire :

|cDαy(t)| ≤ φ(t), t ∈ [a, +∞). (2.18)

et x(t) = y(a), t ∈ [a, +∞) une solution unique de l’équation (2.15), on obtient :

|y(t) − x(t)| = |y(t) − y(a)|

≤ 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1φ(s)ds,

≤ λφ,αφ(t), t ∈ [a, b), ∀t ∈ [a, b),

ceci nous permet de déduire que le problème (2.15) est de stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias

généralisée.
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Théorème de point fixe de Banach

Définition 2.1. [13] Soit (X, ∥.∥) un espace de Banach et l’application F : X → X . On dit

que F est une application lipschitzienne sil existe une constante positive k ≥ 0 tell que pour

tout x, y ∈ R on’a :

∥Fx − Fy∥ ≤ ∥x − y∥ .

Théorème 2.10. [13] Soit (X, ∥.∥) un espace de Banach et l’application F : X → X contrac-

tante avec la constante de contraction k alors Fadmet un unique point fixe x ∈ X

Preuve. L’existence

Considérons la suite (xn)n∈N définie par :
xn = F (xn−1), n ≥ 1.

x0 ∈ x.

On doit prouver que est une suite (xn)n∈ N de Cauchy dans X.

Pour m < n on utilise linégalité triangulaire :

∥xn − xm∥ ≤ ∥xm+1 − xm∥ + ∥xm+2 − xm+1∥ + ... + ∥xn − xn−1∥ .

Puisque F est une contraction, alors

∥xp+1 − xp∥ = ∥F (xp) − F (xp−1)∥ .

En répétant cette inégalité, on obtient :

∥xn − xm∥ ≤ (km + km+1 + km+2 + ...kn−1) ∥x1 − x0∥

≤ km(1 + k + ..kn−m−1) ∥x1 − x0∥

≤ km

1 + k
∥x1 − x0∥ .
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On déduit que (xn)n ∈ N est de Cauchy dans X qui est complet, donc (xn)n ∈ N converge vers

x dans X.

Par ailleurs puisque F est continue alors

x = lim
x→∞

xn = lim
x→∞

F (xn−1) = F ( lim
x→∞

xn−1) = F (x).

Donc x est un point fixe de F .

L’unicité

Supposons que Fx = x et Fy = y :

Alors

∥x − y∥ = ∥Fx − Fy∥ ≤ k ∥x − y∥ .

Puisque k < 1 ; on déduit que ∥x − y∥ = 0 c’est-a-dire x = y ; d’où l’unicite du point fixe de

F .
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Themistocles M. Rassias

Eet un mathématicien grec et professeur à l’Univer-

sité technique nationale d’Athènes, en Grèce. Il

a publié plus de 300 articles, 10 livres de recherche et

45 volumes édités en mathématiques de recherche ainsi

que 4 manuels de mathématiques (en grec) pour les étu-

diants universitaires. Ses travaux de recherche ont reçu

plus de 18 000 citations selon Google Scholar et plus de

5 500 citations selon MathSciNet. Son indice h est de

48. Il est membre du comité de rédaction de plusieurs

revues mathématiques internationales.

Son travail s’étend sur plusieurs domaines de l’analyse mathématique. Il comprend l’analyse

fonctionnelle non linéaire, les équations fonctionnelles, la théorie de l’approximation, l’analyse

des variétés, le calcul des variations, les inégalités, la géométrie métrique et leurs applications.

Il a contribué à un certain nombre de résultats dans la stabilité des sous-variétés minimales,

dans la solution du problème d’Ulam pour les homomorphismes approchés dans les espaces

de Banach, dans la théorie des applications isométriques dans les espaces métriques et dans

l’analyse complexe (inégalité de Poincaré et applications harmoniques).

Il a obtenu son doctorat. en mathématiques de l’Université de Californie à Berkeley en juin

1976. Le professeur Stephen Smale et le professeur Shiing-Shen Chern ont été respectivement

sa thèse et ses conseillers académiques
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Stanislaw Ulam

Etait un scientifique polono-américain dans les do-

maines des mathématiques et de la physique nu-

cléaire. Il a participé au projet Manhattan, est à l’ori-

gine de la conception Teller-Ulam des armes thermo-

nucléaires, a découvert le concept de l’automate cellu-

laire, a inventé la méthode de calcul de Monte Carlo

et a suggéré la propulsion par impulsions nucléaires. En

mathématiques pures et appliquées, il a prouvé quelques

théorèmes et proposé plusieurs conjectures.

Né dans une riche famille juive polonaise, Ulam a étudié

les mathématiques à l’Institut polytechnique de Lwów,

où il a obtenu son doctorat en 1933 sous la direction de

Kazimierz Kuratowski et Wodzimierz Stoek.

En 1935, John von Neumann, qu’Ulam avait rencontré à Varsovie, l’invita à venir passer

quelques mois à l’Institute for Advanced Study de Princeton, New Jersey. De 1936 à 1939,

il passa des étés en Pologne et des années universitaires à l’Université de Harvard à Cambridge,

Massachusetts, où il travailla pour établir des résultats importants concernant la théorie ergo-

dique. Le 20 août 1939, il s’embarqua pour les États-Unis pour la dernière fois avec son frère

de 17 ans, Adam Ulam. Il est devenu professeur adjoint à l’Université du Wisconsin-Madison

en 1940 et citoyen américain en 1941.

Ulam a examiné le problème de la propulsion nucléaire des fusées, qui a été poursuivi par le

projet Rover, et a proposé, comme alternative à la fusée thermique nucléaire de Rover, d’ex-

ploiter de petites explosions nucléaires pour la propulsion, qui est devenue le projet Orion. Avec

Fermi, John Pasta et Mary Tsingou, Ulam a étudié le problème Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou, qui

est devenu l’inspiration pour le domaine de la science non linéaire. Il est probablement mieux

connu pour avoir réalisé que les ordinateurs électroniques rendaient pratique l’application de

méthodes statistiques à des fonctions sans solutions connues, et que les ordinateurs se sont

développés, la méthode de Monte Carlo est devenue une approche courante et standard pour

de nombreux problèmes.
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