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Résumé
Le but de cette mémoire est de prouver 'existance globale en temps de so-
lutions pour un systeme de réaction-diffusion Avec une matrice de diffusion , et
non homogene Conditions aux limites et des termes de réaction non linéaires et
supossée a croissance polynomiale , Notre techniques sont basées sur des régions
invariantes et des méthodes de fonctionnelles de Lyapunov.

G—= Mots clés : Systeme de réaction-diffusion , Région invariante , Exis-
tance globale , Fonction de Lyapunov .
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Abstract

The purpose of this thesis is to prove the global existence in time of solutions
for a reaction-diffusion system With diffusion matrix , and non-homogeneous
Boundary conditions and nonlinear reaction terms and assumed polynomial growth.
Our techniques are based on invariant regions and Lyapunov functional methods.

G Key words : Reaction-diffusion system , Invariant region , Global exis-
tence , Lyapunov function .




Notation

() : Domaine de R”

Q) : La fermeture de Q.
0Q) : La frontiere du O
A : Laplacien.

V : Le gradient.

A; : une valeur propre associée a une matrice.
% : La dérivée normale extérieure a 9Q).
T

.+ : Transposé de la matrice .

M, :Ensemble des matrices carrées n x n a coefficients dans IR.

|.| :Valeur absolue.

||| : La norme associée a 1'espace .
Det : Déterminant d une matrice.
Tr : Trace d"une matrice.

L : Fonction de Lyapunov

SR D : Systeme de réaction-diffusion
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Introduction

Le systéme de réaction-diffusion a été initialement formulé par le mathématicien
Alan Turing dans les années 1950, dans le but d’expliquer comment les motifs et les struc-
tures se forment dans le développement embryonnaire. Turing a montré que des réactions
chimiques locales combinées a la diffusion des substances réactives peuvent conduire a
la formation de motifs réguliers, tels que des rayures ou des taches, dans un systéme

biologique.

Depuis lors, le concept de réaction-diffusion s’est étendu a d’autres domaines scien-
tifiques et a été utilisé pour expliquer divers phénoménes naturels, tels que la formation

de motifs de coquilles d’escargots, les motifs de pigmentation animale et bien d’autres.

Les SRD sont des systemes d’équations aux dérivées partielles de type parabolique

semi-linéaires qui s’écrivent formellment :

E;—l: — DAu = f(u) sur Ox]0,T|,

Avec des conditions aux limites et initiales données. () est un ouvert de R" le terme de
diffusion DAu , u(x,t) est un vecteur a m composantes,D est une matrice diagonal d’order
m. f : R"™ — R™ (terme de réaction) est une application non linéaire. Ces équations
modélisent des phénoméns qui apparaissent dans des sécteurs variés, tels que : la Chimie,
la Biologie, la Neurophysiologie, la Génétique, des populations,...etc. Depuis longtemps,

du coté mathématique, I'existence d"une solution globale positive pour les SRD en temps,

iv



était I'objet de plusieurs études.

L’étude de I'exstence globale en temps des solutions des systémes appelés de réaction-
diffussion constitue 'une des questions fondamontales de la théorie générale des equa-
tions aux dérivées partielles,et devenues aujourd’hui 'un des thémes important de la

compréhension scientifique.

Dans ce mémoire qui se compose de trois chapitres , On s’ interesse a I’ étude de I’

existence globale des solutions pour deux types de SRD :

Dans le premier chapitre , on donne un rappel d’analyse fonctionnelle , d’algebre , des

principaux résultats préliminaire et théorémes utiles pour aborder les chapitres suivants.

Le second chapitre est consacré a 1'étude de l'existence globale des solutions d'un

systéme de réaction-diffusion a matrice de diffusion diagonale de la forme :

a—u—dlAu = —f(u,v) sur RT xQ

%t
v
5 doAv = f (u,v) sur RT xQ

avec des conditions aux limites (Neuman) homogénes et des conditions initiales proposé
par S.Kouachi et A.Youkana [15] . Pour ce but on a supposé que les conditions initiales
sont positives et bornées et on a montré en utilisant la notion des régions invariantes et
la fonctionnelle de Lyapunov que la solution du probleme est globale en temps et unifor-

mément bornée .

Dans le troisieme chapitre , nous construisons des régions invariantes uniquement
en termes de valeurs propres et des eléments de la matrice de coefficients de diffusion

associée qui est suposée pleinne, (i.e) de la forme :

0
—? —ap1Au — apAv = f (u,0) sur Rt x Q)
a—z; — ap1Au — apAv = g (u,v) sur RT x Q,

avec des conditions aux limites de type Robin non homogénes et des conditions initiales

, proposé par S.Kouachi et Eid M. Al-Eid [19].



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre contient Quelques rappels d’analyse fonctionnelle et d"algebre , des prin-

cipaux résultats préliminaires et théoremes utiles pour aborder les chapitres suivants .

1.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Les espaces L¥

Soit Q un ouvert de R” On désigne par L!(Q) I'espace des fonctions integrables au

sens de lebesgue sur () a valeurs dans R, On pose :

Jull = /Q lu(x) | dx.

Définition 1.1.1 .

Soit p € R 1 <p <oco,Onpose:
LP (Q) = {u: Q — R; umesurable et |u|’ € L' (Q)},
Muni de la norme :

fullr = | [ 1P " (1.1)

Définition 1.1.2 .



1.1. QUELQUES RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Soit p = oo, on pose :

L® (Q)) = {u : QO — R; u mesurable et il existe une constante C > 0 telle que |u (x)| < Cp.p
sur O},

Muni de la semi-norme :

||| o = Inf{C >0, |u(x)| < C p.psurQ}.

oo
R 1.1.1

emarque Les espaces L? (Q2) munis de la norme (1.1) sont des espaces de Ba-
nach .

En particulier L? (Q)) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u,0) :/Qu(x)v(x)dx.

Définition 1.1.3 .
Soit X un espace de Banach , On désigne par LP (0, T, X) I'espace des fonctions mesurables

u:)0, T[= X, tel que :
T
L (0,T,X) = {u mesurable de [0, T : / ullfdt <0, 1<p< 00},
0

Munis de la norme : )
p 2
Il = | [ Il

Définition 1.1.4 .
On dit que M est le sup ess de u sur Q) , Si l'ensemble {x € Q,u(x) > M} est nulle,

Ona:
L=(0,T,X) = { u mesurable de [0, T] — X, sup ess |[u]x < 00}.
te[0,T]

Muni de la norme :

||u||LP(O,T,X) = sup ess ||ulf|x.
t€[0,T]
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1.1. QUELQUES RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1.2 Les espaces de Hilbert

Définition 1.1.5 .
Soit H un espace vectoriel , Un produit scalaire (u,v) est une forme bilineaire de H x H dans R ,
symétrique , définie positive .

Rappelons qu’un produit scalaire vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwarts :

N—
NI—

|(u,0)] < (u,u) Vu,veH.

(v,0)

Rappelons aussi que :

|ul|| = (u,u)% est une norme .

Définition 1.1.6 .

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (u, v) et qui est complet

1
pour la norme (u,u)? .

1.1.3 Les espaces de Sobolev

Définition 1.1.7 .
Pour tous m € IN , On définit les espaces de Sobolev H™ (Q)) par :

Pourm =1

H!' (Q) = {uELZ(Q),%ELz(Q),lgign},
1

Muni de la norme :

n
2
_ it |
o (/Qru\ o+

Définition 1.1.8 .

N|—

2 \? 2
du dx> = (/ |u\2dx—|—/ |Vu|2dx) .
ox; Q Q
H} (Q) est I'adhérence de D (Q) dans H! (Q) et on écrit :

H} (Q) = {u e H L ulr =0},

De fagon générale pour m € IN , On définit :
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1.2. FORMULE DE GREEN

H" (Q) = {u € L?(Q),D* € [*(Q),Va € N" : |a| < m},
muni de la norme :

%
lullgn(y = ( Ziajzm [ 1D ul? ) = (Ljajzm ID* ]2
0 ()

H™(Q) =2 (Hf (Q),R) est'espace dual de H .

1
2

R 1.1.2 . . érivé d’
erharque Si u est une fonction et & € IN" , On note D*u la dérivé d’ordre a de

u:

1.1.4 Inégalités fondamentales

Lemme 1.1.1 Inégalité de cauchy

2 b2

b< —+—.
ab < > + 5

Lemme 1.1.2 [négalité de Young

Pourl<p,q<00,telleque%+%zleta,b>0,ona:

p q
abga—er—.
p q

Lemme 1.1.3 Inégalité de Holder

SoituELPetveanveclSpgoo.alorsu.veLlet:

[ 10l < e ol

1.2 Formule de Green

On se donne Q) un ouvert borné de frontiere réguliere Q) et v~ = (y7,..,1,") la
normale extérieure au point x .

Soient u une fonction de H? (Q) et v une fonction de H' (Q).
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1.3. SEMI-GROUPES

Alors la formule de Green s’écrit :

/Au.vdx:/a—uvdﬂ— VuVudx. (1.2)
Q r dy 9

Remarque 1'2'1La forme vectoriel de la formule de Green est :

/ Vu.v = /u.vdﬂ—/ v.Voudx,
(@) T (@)

Avec :

V (u.v) = Vuv+u.Vo,

et:

V(Vu) =Au.

1.3 Semi-groupes

Définition 1.3.1 .
Soit X un espace de Banach. A Une famille a un parametre T(t), 0 < t < oo, des opérateurs

linéaires bornés de X dans X est un semi-groupe de opérateurs linéaires bornés sur X si :

T(0) = I, (I est l'opérateur d’identité sur X).
T(t+s)=T(t)T(s) Vt,s >0

Définition 1.3.2 .
Le semi-groupe (T (t))s>0 est dit fortement continu a l'origine, ou de classe Cy si de plus

Vx e X, lim;,o T (t) x = x.

Définition 1.3.3 semi-groupe Analytique
soit A = {z:¢1 <arg.z < @z, ¢1 <0< @a} et pour z € A soit T(z) un opérateur linéaire

borné . La famille T (z) est un semi-groupe analytique dans A si :
i) z — t(z) est analytique dans A .

ii) T(0) = Ietlim,_,o T(z)x = x pour tout x € X
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1.3. SEMI-GROUPES

iii) T(z1+2z2) = T(z1)T(2z2) pour z1,z1 € A

Définition 1.3.4 .

On appelle générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe (T (t));>0 , un opérateur A défini sur

I'ensemble :
D(A) = {Vx € H, lim (t)x = existe},
t—0
Par :
Ax = Tim L) ¥ = * Vx e D(A).
t—0

Théoreme 1.3.1 (Hlll-YOShlda) [ ]
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur A fermé de domaine
dense dans X soit un générateur d'un semi-groupe fortement continu est qu’il existe

w € R tel que :
e (Al — A)~! existe pour tout : Re A > w,

o H(/\I — A)_kH < ﬁ, k=1,2...pour Re A > w,

1.3.1 Probleme de Cauchy non-homogéne

Soit (X, ||.||) un espace de Banach et soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire,

f : X — X.Etant donné u(y € X; considérons le probleme non homogene a valeur initiale :

du
E—Au—f(u) t>0 13)

u(0) = ug

Définition 1.3.5 .

Une fonction u : [0, T[— X est une solution (classique) de (1.3) sur [0, T[ si u est continue sur
0, T|, continument dérivable sur [0, T[, u(t) € D(A) pour 0 < t < T et (1.3) est satisfaite sur
[0, T[.
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1.4. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

Théoréme 1.5.2° 141 Soit X un espace de Banach réflexif et soit A le générateur

infinitésimal d"un Cy semi-groupe T'(f) sur X . Si f est lipschitzienne continue sur [0,
T] , alors pour tout x € D(A) le probleme de la valeur initiale (1.3) a une unique

solution u sur [0, T] .

1.4 Quelques rappels d’algébre linéaire

1.4.1 Déterminant

Soit A = (ﬂz’j)lgi,jgn est une matrice carée et symétrique , on définit les déterminants

principaux de A par :
a1]  eeee .. A1p
a1 aip 17 O / fy )
detl = a;1,det2 = ,detn =
az1 a2
an1 Ann

1.4.2 Valeurs et Vecteurs propres

Définition 1.4.1 .
Soit A une matrice de #,(K) , Un scalaire A dans K est appelé valeur propre de A , si l'une des

conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
i) Ker (A — AlL,) #0,
ii) det (A — AL,) =0,
ii1) il existe un vecteur non nul x de K", solution de I'équation
Ax = Ax

Le vecteurs x est alors sont appelés vecteurs propres de A associés a la valeur propre A.

Proposition 1.4.1 .

Un scalaire A est un valeur propre d une matrice A si et seulement si, A est racine de son polynome

caractéristique p 4.
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1.4. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

( Le polynome caractéristique d’'une matrice A de M, (K) est le polynéme de K|x] défini par :
pa = det (A —xI) ).

Définition 1.4.2 (Matrice transposée)
La matrice transposée d'une matrice A € K"™*" est la matrice AT € K™*" obtenue en échangeant

les lignes et les colonnes de A.

Définition 1.4.3 (Matrice symétrique)

Une matrice symétrique est une matrice qui est égale a sa propre transposée (A = AT).

Proposition 1.4.2 .

Une matrice a les mémes valeurs propres que sa transposée .

Démonstration 1.4.1 .
Soit A € M, (K) et A € R ,On a les équivalences suivantes :

A est un valeur propre de A

& (A — Aly)non inversible
& (A — ALy)T non inversible
& (AT — AL, )non inversible

&\ est un valeur propre de AT .

1.4.3 Matrice définie positive.

Définition 1.4.4 .
Une matrice symétrique A de .4, (K) est dite définie positive si pour tout X € R" non nul , on
a:

XTAX > 0.

Définition 1.4.5 .
Une matrice symétrique A est définie positive si toutes ses valeurs propres sont strictement posi-

tives .
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1.4. QUELQUES RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

1.4.4 Formes quadratiques

Définition 1.4.6 .

Soit A = (ai]')l <ij<n UNE matrice symétrique , alors une forme quadratiqgue T = (uq, up, ...Up)
associé a la matrice A est un polynome homogeéne du secend degrée de n variable , qui se represente

sous la forme :

T = (ul,uz,...un) = Z AjjUil; Ou ajj = aj; et i =1..n. (1.4)
ij=1
Définition 1.4.7 .
Une forme quadratique est dite définie positive (ie. A(u,u) > 0,u # 0)

Ssi toute les déterminant principaux successifs de sa matrice des coefficients sont positifs
det1>0,det2 >0,..detn >0.

Théoréme 141 1151 Une forme quadratique est définie non-négative Si et

seulment si tous les déterminants principaux de sa matrice des coefficients sont

non-negatives .

1.4.5 Condition de la parabolocité d’une EDP d’ordre 2

Définition 1.4.8 .

L'EDP

ou 0%u ou ou ou

Ou A,B,C,D, E,F, G sont des fonctions de x,y qui ne s’annulent pas .

u(x,y) = u est la solution . est dite parabolique Si :

B(x,y)* —4A(x,y)C(x,y) = 0.
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1.5. SYSTEMES DE REACTION DIFFUSION

1.5 Systemes de réaction diffusion

Définition 1.5.1 (SRD)
Les SRD sont des systemes d’equations aux derivées partielles de type parabolique semi-linéaires

qui s’ecrivent sous la forme :

%—? — DAu = f(u) sur Ox]0, T|

Avec des conditions aux limites et initiales données.
* () est un ouvert de R" le terme de diffusion DAu,
* u(x,t) est un vecteur a m composantes,
* D est la matrice de diffusion , est une matrice d’order m ,

e f: R™ — R™ (terme de réaction) est une application non linéaire.

1.6 Région invariante

Définition 1.6.1 .
Un sous ensemble fermé . € R? est appelé un région invariante pour un systeme de réaction-
diffusion , si toute solution (u(x,t),v (x,t)) ayant ses valeurs initiales et aux limites dans ¥,

reste dans X pour tout x € Q et pour tout x € [0, Tynax] -

Définition 1.6.2 .
On appelle fonctionelle de lyaponov associée a un systeme de réaction-diffusion formé de m équa-
tions toute fonctions : L:R" - R",t— L(¢)

Tel que :

) <o, (1.5)
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Chapitre 2

Existence globale d"un systeme de

réaction-diffusion a matrice diagonale .

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude de 1'existance et 1'unicité des solutions uni-

formément bornées pour une classe de systémes de réaction-diffusion a matrice de diffu-

sioin diagonale.

2.1 Position du probléme

On considere le systeme de réaction-diffusion suivant :

g—? —diAu=—f(u,v) sur Rt xQ
(2.1)
v
5 dyAv = f (u,v) sur RT xQ
Avec des conditions aux bords (Neuman) :
du _9v _ 0 sur R™ x oQ. (2.2)
a0

Et des données initiales :
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2.1. POSITION DU PROBLEME

u(0,x) = up(x)
sur () (2.3)
v(0,x) = vg (x)

Q) est un ouvert borné de classe C! de R" a frontiere I (0Q)) suffisamment réguliere; %

désigne la dérivée normale extérieur a 0Q); d; et dy sont deux constantes strictement po-

sitives; les données initiales sont supposées dans une région . définie par :
Y = {(up,v0) €ER* : uy>0;0v9 >0}

f est une fonction continument différentiable dans R™ x R™, non négative avec f(0,s) =

0 pour touts > 0, et

lim {l"(lﬂc(“))} <af Vr>0 (2.4)

S—>—+00 S

ot = 8> (2.5)

o ugle (d1 — da)?

Notre but est d’établir I'existance globale en temps d"une solution du systeme (2.1)-
(2.3) ou on utilise la technique de la fonctionnelle de Lyapunov ( voir [15] , [18] ).
En génerale pour démontrer 'existance globale en temps des solutions d"un systeme de
réaction diffusion , il suffit de montrer que les termes de réaction sont dans

L ([0, Tyax[, LF(Q)) pour certain p > 5 ( D.Henry[6]).
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2.1. POSITION DU PROBLEME

2.1.1 Exemples des systémes de réaction-diffusion :

Exemples

le transfert oxygéne et dioxyde de carbone par ’hémoglobine dans les poumons est

décrit par les deux réactions chimique suivantes :

Hb + Oy <+ HbO,
Hb+ C0, ++ HbCO,

La modélisation de ces deux réaction conduit au systémes de réaction-diffusion suivant :

& [;tl g [Hb] — kq [Hb] [O2] + ky [HbO3] — k3 [Hb] [CO2] + kg [HHCO]
% = d1A [Oy] — k1 [HD] [O2] + ka [HbOy]
@ = d3A [HbO,| + ki [Hb] [O2] — ko [HbO,)]
) _ 4,7 [COM) — ks [HB] (O3] + k4 [HBCO
@ = dsA [HbCO,) + k3 [Hb] [CO,] — kg [HBCO;]

sur Q) X [0, +oo[, ou [Hb], [Oy], [HbO;], [CO,] et [HVCO,] désignent réspectivement les concen-
trations en hémoglobine , oxygéne , oxyhémoglobine , dioxyde de carbone de carboxy-

hémoglobine , avec conditions aux bords appropriées et données initiales positives (voir

[15] K.Saoudi ).

Le modele de propagation des pulsations éléctrique a travers 1’axe nerveux d'un ani-

mal marin de grande taille ( a Squid ) , conduit a une équation de la forme :

ou  d*u
o o T/

ou u désigne le voltage , [15] K.Saoudi .
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2.1. POSITION DU PROBLEME

Théoréme 2.1.1 Soit I’equation :

( g—?—Auzf(t,x,u) sur [0, T[xQ
S a—u:0 sur [0, T[x0Q)
o

u(0,x) = up(x) surQ)

(2.6) est globale ( voir [6] D.Henry ) .

(2.6)

Si f(t,x,u) est dans L*([0, T[, L” (€))) pour certain p > % ou, alors la solutions de

Remarque 2.1.1
f(t,x,u) € L([0, T[, L* (Q2))

Alors

sup [|f(t, %, 1)|[ppq) < +o0
0<t<T,xeQ)

/Q f(t,x,u)|P <c Vtelo,T]

Ce qui montre que la solution est globale ( voir [6] D.Henry ) .

2.7)

2.8)
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2.2. EXISTENCE LOCALE ET POSITIVITE

2.2 Existence locale et Positivité

2.2.1 Existence locale

On transforme le systeme (2.1)-(2.3) en une equation différentielle abstraite du pre-

mier ordre dans I’espace de Banach X = C(Q)) x C(Q)) , muni de la norme :

1Zlx = llullciq) + ol (2.9)
OuZ = (u,v)et
ullciq) = sup |u(x)] (2.10)
De la forme
aa_f — TZ(t) + F(Z(t)) >0
(2.11)
Z(0) = Zo
Zy = (ug,v9) € X, et
Z:RT =X
b= Z(t) = (u(t),o(t))
Et
T:D(A)xD(A) - X
Un operateur linéaire définit par :
TZ(t) = (d1Au(t),drAv(t))
Avec
Au=Au sur D(A)
Ou
D(A) = {ueC(Q);AueC(Q) etg—Z:O} (2.12)
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2.2. EXISTENCE LOCALE ET POSITIVITE

Et

F(Z(t)) = (= f(u,0), f(u,0))

Il est clair que la fonction abstraite (vectorielle) F est localment lipschittzienne en Z ,
et l'opérateur linéaire T engendre un semi groupe analytique d’opérateur linéaire sur

X,Alors d’aprés le théoreme 1.3.2 le systéme admet une unique solution locale forte .

Théoreme 2.2.1 poyr toute donné initiale Zy € X le probleme (2.11) admet une

solution locale unique forte définit sur [0, Tyuax[ ( voir [4] A.Pazy ).

2.2.2 Positivité

Pour la positivité des solutions du systeme (2.1)-(2.3) , on va utiliser la technique du

régions invariantes et du principe du maximum . on a besoin des résultats suivants :

Théoréme 2.2.2 congiderons le systeme de réaction diffusion suivant :

aa—L;—dlAu:f(u,v) sur RT x Q
(2.13)
% —dyAu =g (u,v) sur RT x Q

f(0,0) >0,Vo >0 etg(u,0>0,Vu >0,

Alors la région X définie par Def (1.6.1 ) est invariante pour ce systéme .

Preuve (voir J.Smoller [13])

Application au systéme étudié :
Pour la premiere équation du systéeme (2.1)-(2.3) ,on a:
—f(0,v)=0>0,Yv >0,
Pour la deuxieme :

f(u,0) >0,Yu >0,
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

Puisque f est par définition positive .
Alors siug (x) > 0etvg (x) > 0sur Q, on déduit que u(t, x) > 0 et

v(t,x) > 0sur [0, Tyax[X QY.

2.3 Existence globale

Quand on utilise les méthodes classique , la preuve de 'existence globale des solu-
tions du (2.1)-(2.3) n’est pas évident ,telle que la méthode des région invariantes qui vu
la complexité et la difficulté des termes de réaction de certain systéme de réaction- diffu-
sion.

Pour cela , nous sous appliquons une méthode basé sur la fonctionelle de "lyaponov"

qui a donné des résultats satisfaisants pour l'existence globale des solutios du systéme

(2.1)-(2.3) a I’alternative .

Théoreme 2.3.1  poyr toute solution (u(t,x),v(t,x)) du probleme (2.1)-(2.3) , on

i) Soit ||u (t,0) +v (t,0)|, est bornée sur [0, Tyux| et la solution est globale

loo

(i.e Tyax = +00) .

ii) Soit t li:Irn ||t (t,0) + v (t,0)||, = +o0 etla solution n’est pas globale ot on dit
— max

qu’elle explose en temps fini Ty, ou bien qu’elle cesse d’exister .

Dans tout ce qui suit on suppose que ug € L*(Q),
Pour la bornitude de u on va utiliser le principe du maximum dont 1'une des formes les

plus simplifiées est la suivantes :
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

Théoreme 2.3.2 [15] (Principe du maximum)

Si u(t, x) vérifie

g_?_dlAuSO sur [O,Tmax[XQ

< (2.14)
ou <0 sur [0, Tyax[ %00

(91

Alors

u(t, x) < maxug(x)
x€Q)

Alors le probléeme qui reste a aborder est la bornitude de v par la technique basée
sur la fonctionnelle de "lyaponov" ( définition 1.7.1), , il suffit d’estimer uniformément
| f (u,v)Hp sur [0, Tyax| pour p > 5 (voir [6] D.Henry ) .

La résultat principale suivant répond a cette préoccupation :

Théoreme 2.3.3 oy (u(t,.),v(t,.)) solutions du probleme (2.1)-(2.3) , alors :
La fonctionnelle :

ts L(1) ::/"(A4-u(nxg)—vexp(ﬁlaa,x))dx (2.15)
Q
est décroissante sur [0, Tiuqx[, pour toutes constantes positives § et 7, telles que

4d1d,
M —_— 2.16
p <Y< =) (2.16)
et tout M satisfaisant :

1ol < M (2.17)

Page 18



2.3. EXISTENCE GLOBALE

Démonstration

La continuité de la solution u(f,x) et la condition (2.17) argumentent le fait que la
fonctionnelle de Lyapunov est bien définie pour tout t > 0 et pour des raisons conve-
nables, on peut supposer qu’elle est bien définie pour tout t > 0 Pour que L soit décrois-

sante, il faut et il suffit qu’elle admet une dérivée négative :

L' (t) = aLa—Et) - %/Q(M—u)_Veﬁv

[(M —u) " eﬁv] dx

= (=) (M=) 7 e 4 B (M =) 7 (o) e dx

ydy (M —u) "7 oAy + Bdy (M —u)™ 7 eﬁz’Av] dx

A
A
— /Q :fy (d1Au— f) (M — u)f%1 ePv + B (daNo + f) (M —u)™ 7 eﬁ”} dx
A
/Q [ﬁ (M—u) 7" —~y (M- u)_v_l} f.ePodx

I+

1= [ [rdy (M= )77 e+ B (M )—“Ye%v} dx
/Q [ ’ydl —u) 1> eﬁU) Vudx—l—/ ’)’dl <( u)—'y—1> eﬁ”) dr}
/Q [V ﬁdz —u)"’ ) eﬁ”> Vodx +/ 5 ) <( u)—v—l) eﬁv) dr}

Et
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

Donc

19 (o (M=) 7)) a5 (i (M=) 7) ) Vi L
== /Q[%h (VM =u) " ) 4 (M=) 7V () Vuldx

- /Q (B (V (M~ )7 ef) + (M~ )7 (&) Vo) dx

= - /Q[Wh (v = 1) (=Vu) (M —u) " 2ef* 4 (M — u) 77" Bef? (Vo) Voldx
- /Q[ﬁdz ((=7) (=Vu)) (M —u) 7" ef? + B (M —u) ™7 e (Vo)) Voldx

- - /Q [ydy (7 +1) (M —u) "7 2eB? |Vu| 24 B(M — u)~7eb?. Vu. Vo) dx

- /Q[ﬁdz (7 (M — u)‘H) PNV UV o + B(M — u) eIV " dx

S /Q['ydl (74+1)|Vo| 2+ B(M — u)VuVo + Byy(M — u)VuVo

+ BPdy(M — u)? |Vo| 2)(M — 1)~ 2ePdx.

[ =— o T(Vu, Vo) (M —u) "7 efldx,
Ou
T(Vu, Vo) = ydi (v +1)|Vo| 2+ By(di + do) (M — u)Vu.Vo + B2da(M — u)?| Vo| 2.
T est une forme quadratique enVu et Vv, c-a-d :
[T(x,y) = apx* + appxy + a22y2

Pour confirmer que I est négative , nous devons assurer que la forme quadratique T est
non négative, ce qui entraine , compte tendu du théoréeme (1.4.1) que tous ces détermi-

nants principaux de sa matrice des coefficients doivent étre non négative , c’est a dire :

detl > 0et det2 >0
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

en effet :

detl =di(y+1) >0

Et par suite ,on a:

By(di+da)(M —u)

diy(y+1) >
det2 = By(dy + dzz)(M —u) B2y (M — 11)?

iy + 1) Bp(M — ) — B D) (M = u)?

4
Ay (y + DBL(M = w)?)  BoA(dy + dg) (M — u)?
4 4
_ 4(dry(y + DM — )?) — BA(ds + dp)A(M — )
4

D'ou:
det2 > 0= BA(M — u)?(4yds (v + 1)d2 — 7*(dy + d2))?
Ce qui entraine
ddydyy(y +1) — y*(d1 +d2)> > 0
= 4dydyy? + 4dydoy — v (d3 + d3 + 2d1dp) > 0
= 4dydyy? + Adydyy — (22 + 2d3 + 292dyda) > 0

= (29y%dydy — v*d} — 7*d5 4 4dyday) > 0

= —y2(=2dydy + d% + d3) + 4dydyy > 0
il vient :

4d1dyy — y*(d1 +da)* > 0

Ce qui donne :

4dydyy > v (dy — dp)?

4dydr(y +1)
-s (dq —da)?

Et pour que

J= [ [BM = 0)77 = (M = )77 febax
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

soit aussi négative , il faut et il suffit que :
BM—u)™" —y(M—u)™7"1 <0
(M= u)" 7 H(B(M —u) =) <0

= BM—u)—7<0

comme
Vu,0 <u <M
Alors
(M—u)"71>0
Siy>pM

Ona: pM—-pu—y<y—pPu—vy=—pu<0
Ainsi pour pour tout y et 8 positives ,telle que :

4did,

PM <7< ga — 2

onal <0et] <0.etdonc sous les condition (2.15) et (2.16) L'(t) < 0.

corollaire 2.3.1 .

Supposons que la fonction f(r,s) est différentiablement continue sur R* x R™ non négative ,

avec f(0,s) = 0 pour tout s > 0 et vérifie la condition (2.4), alors :

Toutes solutions de (2.1)-(2.3) avec les données initiales dans la régions X, sont globales en temps

et uniformément bornées sur |+oo0, —oo[ x Q).
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

Preuve

Il est visiblement clair que la région X est invariante pour le systeme (2.1)-(2.3) (theo-
reme (2.3.1)),ce qui assure une couverture théorique permettant d’étudier 1’évolution des
solutions positives quelque soit le temps.

Comme la réaction f est continue dans R* x R™ et 0 < u < M, alors on peut justifier que
la limite de (2.4) est uniforme pour tout r dans [0, M] et dans ce cas , on peut choisir une

constante « positive telle que :

lim [ln(Hf(r’s))} <a<a* Vr>0

S—00 S

réste uniforme pour r dans [0, M|, alors

Ve < 0,48 >0:Vs >0, pour s > B,

In(1+f(r,s)) —«a

<eg
D’oti:
In(1+ f(r,s)) < as
In(14f(r,s)) < p+as < In(1+f(r,s)) <In(c) +as.In(e);In(c) = B
& In(1+f(r,s) < In.cets

(1+ f(r,8) < ce**® pour tout s > 0 et tout r € [0, M]

Conséquence du théoreme 2.3.3

L'estimation utilisées dans ce théoreme par le biais de la fonctionnelle de "Lyapunov "
,nous permet d’en déduire des résultats importants considéres comme le pierre angulaire
de la théorie d’existence globale des solutions des systemes de réaction-diffusion, auquel

on a montré que :
L'(t) <0

Ce qui signifie que cette fonctionnelle :
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

L(t) < ccte,
Et par suite , en vertu de la définition de celle-ci, on déduit le résultat suivant :
/ (M —u)"7efPdx < 400
Q
& |[(M— u)*”eﬁ”VHLl(Q) < 400 VO <t< Ty
& sup |[(M —u) 2P| < o0

On aboutit au résultat suivant

(M — u) %P7 € L®(]0, Tyax[, L} (Q)) (2.18)

Maintenant , par une démarche analogue a celle introduisant (2.18), tenant compte du fait

que:
(M—u)=>M7"
On aboutit au résultat suivant :
(M — u)~%eP7 € L*(]0, Tyax[, L'(Q2))
= M7 € ([0, Tynax[, L}(Q0))
= M—v/ﬂeﬁvdx <400,V 0<t< T
= ef? € L¥([0, Tynax[, L1 (QY))

qui entraine que

/ Pdx < 400 (2.19)
@)
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

Conséquence du théoréeme 2.2.1

Ici, aussi, une autre estimation utilisée par le biais de la condition (2.4) qui découle

immédia- tement du fait que pour tout s > 0 et pour toutr € [0, M] on a

(14 f(r,s)) < ce*?

D’ou

f(r,s) <ce*®
Par suite :

fu,v) < ce*? (2.20)
De plus

8d,d
< 142 .

n ol (d1 — d1)

D’ou

n 4d1d2

a<
2 il (d1 — dr)?

On peut choisir pour p > 7, tel que :

4dd»
[tt0]| oo (d1 — 1)

pa <

et posons B=pa, d’ou

adyd,
u <
ﬁ” 0Hoo (d1d2)2

Alors nous pouvons choisir y et M tel que (2.16)-(2.17) soient satisfies et utilisons les

conséquences du théoréme (2.3.3) et du corollaire (2.3.1), nous déduisons que :
ePo = plPr)v — o
eP? = eP)Y = (2P ¢ L2([0, T*[, L1 (Q)))
Par conséquent

ef? € L=([0, T*[, LP(Q)))
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2.3. EXISTENCE GLOBALE

et de (2.19), nous obtenons :
f(u,0) € L=([0, T*[, LP(Q))p > 3

Par les remarques préliminaires , nous pouvons conclure que la solution de (2.1)-(2.3)
est globale en temps et uniformément bornée sur R x (), et ainsi la démonstration du

corollaire se trouve achevée.
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Chapitre 3

Existence globale d"un systeme de

réaction-diffusion a matrice pleinne .

Dans ce chapitre , nous allons étudier le probleme de 1’éxistence globale en construi-
sant des régions invariantes uniquement en termes de valeurs propres et des éléments de
la matrice de diffusion associée a une classe de systemes de réaction diffusion avec une

matrice de diffusion pleinne et des conditions aux limites non homogenes .

3.1 Position du probleme

On considere le systéeme de réaction-diffusion suivant :

0

a—btl —apnAu —apAv = f(u,v) sur RT x Q (3.1)
Jv +

5 ap Au —apAv =g (u,v) sur RT x Q) (3.2)

Avec des conditions aux limites :
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3.1. POSITION DU PROBLEME

sur R™ x 0Q) (3.3)

J
)\v+(1—/\)£:[52,

\

ot1 (3.3) sont des conditions de type Robin non homogenes (0 < A < letf; €
R,i =1 et 2) Ou des conditions aux limites de Neumann homogenes (A = B;
= 0,1 = 1 et 2) Ou des conditions aux limites de Dirichlet homogenes (1 — A =
Bi=0,i=1et2),

Et les données initiales :
u(0,x) = ug(x)

sur () (3.4)

v (0,x) =vo (x),

ot1 Q) est un ouvert (domaine ) borné de classe C! de RN a frontiere T (9Q)) suffisam-
. d . . . .
ment réguliere , 5 désigne la dérivée normale exterieur a Q) ,Les constantes a;;, (i,j =
U

1,2) sont supposées positives et satisfaisant :
(a2 + a21)* < (4an1a2,) (3.5)

qui refléte la parabolicité du systéme et implique en méme temps que la matrice de diffu-
sion
a11 412
A=
dz1 a2
est définie positive (Définition 1.5.2) , Alors les valeurs propres A et Ay (A1 < Ap) de sa

transposée sont positifs. Les données initiales et (51, f2) sont supposées dans la région

suivante :

{(uo, ZJ()) € R? tel que Moo < apiug + axpvg < )\200} ,
= ou (3.6)

{(uo,vo) € R? tel que Aug < ajjug + appvy < )\zuo} .
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3.1. POSITION DU PROBLEME

On traitera le premier cas, le second sera discuté a la derniere section. Nous supposons
que les termes de réaction f et g sont continiment dérivables, polynomialement bornés
sur X, (f(r,s),g(r,s)) est dans X pour tout (7,s) dans 9X (on dit que (f, g) pointent dans

Y. sur dY) , ’est-a-dire

Ag(r,s) < axf(r,s)+axng(r,s) pour tout r et s tels que Ays = ajpr + axps
et (3.7)

ax f(r,s) +ang(r,s) < Ag(r,s) pour tout r and s telle que ap17 + axs = Ajs

et pour des constantes positives C et & > a2y — Ay suffisamment proches a axy — Ay,

on a

ar f (u,v) +Cg (u,v) < Cqp (ap1u + av + 1) Pour tout u et v dans X (3.8)

ou C; est une constante positive .

Remarque 3.1.1 ) . .
Les composantes u(t, x) et v(t, x) représentent soit les concentrations

chimiques ou les densités de populations biologiques et le systeme (3.1)-(3.2) est un

modele décrivant divers phénoménes chimiques et biologiques

3.1.1 Historique

Le cas trivial olt a1y = a1 = a11 — ax = 0, des solutions non négatives existent glo-
balement dans le temps. Toujours dans ce cas avec des conditions aux bords ( Neuman)
mais quand ay; # ap (cas diagonal), N.Alikakos [17] a établi I'existence globale et L*

-bornitude des solutions pour des données initiales positives lorsque

g(u,v) = —f(u,v) = uvb, (3.9)

et
(n+2)

1<B<
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3.1. POSITION DU PROBLEME

Les réactions données par (3.8) vérifient en fait une condition analogue a (3.7) et forment
un cas particulier puisque (f,g) pointent dans X sur 0¥ en prenant ¥. = R* x R
K.Masuda [14] a montré que les solutions de ce systéme existent globalement pour tout
B > 1 et convergent vers un vecteur constant lorsque t — co . A.Haraux, A.Youkana [3]
ont généralisé la méthode de K.Masuda en traitant les non-linéarités uF(v) qui forment
un cas particulier du notre; ils ont aussi pris & = R x R .

Récemment S.Kouachi, A.Youkana [18] ont généralisé la méthode de A.Haraux et
A.Youkana au cas triangulaire (a1, = 0) et en prenant des non-linéarités f(u,v) de crois-
sance exponentielle faible. J.I.Kanel, M.Kirane [10] ont prouvé I'existence globale, dans

le cas g(u,v) = —f(u,v) = uv" et n est un entier impair, sous la condition
a2 — a21]| < Cp, (3.10)

ou Cp contient une constante issue d’une estimation de Solonnikov. Puis ils ont amélioré

leurs résultats dans [11] pour obtenir 1'existence globale sous les conditions restrictif

ax < ai1 + 4z

app < €9 = a1182> (411 +a21—a2) . < 211
12 0 <ﬂ11“22+(a11+ﬂ217a22) Si apn < ax < ap +an ( )

ajp < min {%(6111 + 021,80)}

Et
IF (0)] < Cr (14 [o"*°), (3.12)

Ot ¢ et Cr sont des constantes positives avec ¢ < 1 suffisamment petit et
8(u,v) = —f(u,0) = uk(v).

Toutes les techniques utilisées par les auteurs cités ci-dessus sont limités car certaines
sont basées sur le théoreme d’enchdssement (embedding theorem) de Sobolev comme
Alikakos [5], Hollis — Martin — Pierre [22], , ... un autre comme Kanel — Kirane [10]
ont utilisé une propriété de la fonction de Neumann pour I'équation de la chaleur pour

laquelle I'une de ses restrictions, le coefficient de —Au dans I'équation (3.1) doit étre plus

Page 30



3.2. L'EXISTENCE LOCALE

grand que celui de —Av dans 'équation (3.2) alors que ce n’est pas le cas du probléeme

(3.1)-(3.4).

Dans ce chapitre en s’interrese au cas considéré par S.Kouachiet EidM.Al — Eid,

[19].

3.2 L’existence locale

Dans cette section, nous prouvons que si (f, g) pointe dans X sur dX alors X est une
région invariante pour le probleme (3.1)-(3.4) .
A ce stade quand les régions invariantes se construisent les problemes d’existence locale
et globale deviennent plus faciles a établir : pour le premier probleme, nous démontrons
que le systeme (3.1)-(3.2) avec des conditions aux limites (3.3) et (1o, vg) € X, 19, vo bornés
sur () est équivalent a un probléme pour lequel 'existence locale dans tout l'intervalle
[0, Tiuax| peut étre obtenu par une procédure connue et pour le deuxiéme , nous utili-
sons des techniques usuelles basées sur des les fonctionnelles de Lyapunov qui ne sont
pas directement applicable au probléme (3.1)-(3.4) et nécessite des régions invariantes .
S.Kouachi et EidM.Al — Eid, [19]
Le résultat principal de cette section est le suivant
Supposons que (f,g) pointe dans X sur 0% , alors pour tout (ug,vp) dans X la solution
(u(t,.),v(t,.)) du probleme (3.1)-(3.4) reste dans X. pour tout f dans [0, Tyax| -
Soit T* < Ty un nombre arbitrairement positif et soit A1 et Ax(A; < Ap) les valeurs
propres de la matrice Al associées respectivement aux vecteurs propres (x11 x12)t et
(x21 x2)' . Pouri = 1,2 fixé , En multipliant 1’équation (3.1) respectivement par x;;
(i = 1,2) et1’équation (3.2) respectivement par xj (i =1,2) .

On obtient :

ou

Exn — allanu — allelAv = xllf (Ll, 7)) sur ]R+ x ) (1)
Ju +
§x21 — a21x11Au — lllzleAU = lef (u, U) sur R x Q) (2)
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0

a_zt)xlz — Ay X1oAu — apx1oAv = x12¢ (u,0)  sur RT x Q) (3)
a'U 4

gxzz — Ay X AU — apxpnAv = xp¢ (1,v)  sur RT x Q) 4)

En rassemblant les équations résultantes on obtient :

(1)+(3) implique :

g(uxn +ovx12) — (@1x11 + axx12) Au — (a1px11 + axx12)Av = x11f (1, 0) + x128 (4, v),
(2)+@)implique :

0

E(Wzl +vx22) — (@111 + a1 X22) Au — (A12X21 + a22X20) AV = X201 f (1, 0) + x228 (1, v),

et comme A; est une valeur propre de AT associée au vecteur propre (x11, x12)T

Ona:
()2
X12 X12
(/\13(11) o a1 as (XH)
A1x12 ap a4y | \¥12
a11x11 + do1x
(ilin) _ [ ¥ T azxn 5)
1712 a12x11 + a22X12
Alors :
. . d(uxq1 + vx
(1) + (3)implique : ( Hat 12) — AMx118u — Ax1pAv = x91f (1, 0) + x128(u, v)
. . d(uxyq + vx
implique : ( Hat 12) — AMA(x1u + x120) = x11f (1, 0) + x128(1, V)
0
= % —MAw = F (wl,wz) .
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Avec wi = (x11u + xlz’U) .

et comme A, est une valeur propre de AT associée au vecteur propre (x1,x22)7

Ona:
(z) - (2)
X22 X22

(Azle) [ an (le)
)\23(22 ay Ay x22

(7\2X21> [ anxo +anx ©
A2z a12X21 + a2 Xx2)

Alors :

d(uxy + vxy)

(2) + (4)implique : 5

— Apxo1Au — ApxopAv = xp1 f (1, 0) + x20¢ (1, v)

8(ux21 + TJXZQ)
ot

implique : — AaA(xp1u + x20) = X011 (1, 0) + x228 (14, 0)

implique : % — M Awy = F, (w1, w»)

Avec wy = (xp1u + X00) .

Finalment on obtient le probleme suivant :

% — AlAwl = Fl (wl, ZU2) sur ]0 T*[XQ (3.13)
awz *
7 — Azsz = P2 (wl, ZUz) sur ]O T [XQ (3.14)

Avec des conditions aux limites

Aw; + (1 —A) aaai;l =p;, i=12 sur |0 T*[x0Q) (3.15)

Et des donnés initiales :

w;(0,x) = w? (x) sur () (3.16)
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Ou
w; = (xilu + xizv)(t, X), i= 1,2 sur ]0 T*[XQ (317)

Pour tout (t,x) dans |0 T*[xQ),

pi = (xpp1+xpP2), i=1,2

Et
Fi(wy,wp) = (xi1f + xog), i=1,2 Pour tout u et v dans Q. (3.18)

Remarque 3'2°1Notons que la condition (3.5) de parabolicité du systeme (3.1)-(3.2)

implique celle du systeme (3.13)-(3.14) , puisque ¢a implique la positivité des déter-
minants de A qui est avec la positivité de ses éléments qui donne la positivité des

valeurs propres Aq et Ay (A1 < A;) de la matrice AT .

Dans ces conditions on peut conclure que le probleme (3.13)-(3.14) avec des coeffi-
cients de diffusion A; et A, est équivalent au probleme (3.1)-(3.4) et pour prouver que X%
donnée par (3.6) est une région invariante pour le systeme (3.1)-(3.2) il suffit de prouver

que la région :

{(w?,wg) € R? tel que w? >0,i= 1,2} =R"xR™" (3.19)

est invariante pour le systeme (3.13)-(3.14) et

Y= {(uo, Vo) € R? tel que w? = (xj1u0 + xjpvg) > 0,i = 1,2} . (3.20)

Comme (x1; Xo;)! est un vecteur propre de AT associé a la valeur propre A; ,i = 1,2,
alors si nous supposons sans perte de généralités que aj; < ax»
On a d’apres (5) :
Mxn = anxin + axxi

AMX12 = a1pX11 + a22X12
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Ce qui implique que :
x11(a11 — A1) +a1x12 =0 (a)
x12(a2 — A1) +a1px11 =0 (b)
Et d’apres (6) :
AaXo1 = a11X21 + 21X
AaXop = a12X21 + 422X
Ce qui implique que :
xp1(a11 — A2) + a1 =0 (c)
x22(a22 — A) + a12x21 =0 (d)

De (a) et (¢) on obtient:

(a11 — Aj)xip +anxp =0,i=1,2.
Etde (b) et (d) :

(a2 — Aj)xjp +appxyp =0,i =1,2

Si nous choisissons x1, = 417 — A1 et x2p = Ay — a1 dans (a) et (b) on obtient :

(a11 — A1) (%11 +4a21) =0
(a2 — A2)(x21 —a21) =0

Donc:
X11 = —ap1 et xp1 = ap

Alors :

(xj1up + xpv9) > 0,i = 1,2,
& —ayug + (a11 — AM)vo >0,

ay g + (Ay —ag1)vo > 0.
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& —anup + (A —ax)vg >0,
aynuo + (ax — A1)vg > 0.

Alors (3.20) et prouvée (3.17) s’écrit :

wy = —apu+ (Ay —ap)vetwy, = apnu + (ap — Aq)v

Maintenant, pour prouver que la région R™ x R™ est invariante pour le systeme (3.1)-
(3.2), il suffit de montrer que F; (w1, wy) > 0 pour tous (w1, wy) tel que w; = 0etwy > 0
et F(w1, wy) > 0 pour tout (w1, wy) tel que wy; > 0 et wp, = 0 (voir Théoréme 2.2.2) , en
utilisant les expressions (3.18)

on obtient :

Fi(wy,wp) = —ap1 f + (Ay —axn)g et Fa(wy, wp) = an f + (4 — A1)g

Pour:

Fi(wy,wp) = —ap1 f(u,v) + (A — ax)g(u,v).
Comme vy > 0 et f,g pointent dans X sur 0% :

w1 = —anu + )\2—1122 v=20
Onaw; = et w, > 0= ( )

wy = apu + (a2 — A1)v > 0,
Ce qui implique que :
A20 = ap1u + axv
et

)\1’0 S a1 U ~+ ax»o

Ce qui implique d’aprés (3.7) que :

a1 f(u,v) + ang(u,v) < Axg(u,v)

= (Ap —ax)g(u,v) —axf(u,v) >0

= Fl(wl,ZU2) >0
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La meme chose pour F,(wy, w,) , tel que w; >0, w, =0.

Alors RT x R™ est invariante pour (3.13)-(3.14) , et donc X est invariante pour (3.1)-(3.2).
Et comme T* < T4y est arbitraire, alors X est un région invariante pour le systeme (3.1)-
(3.3).

Alors le systéeme (3.1)-(3.2) avec les conditions aux limites (3.3) et les données initiales
dans X est équivalent au systeme (3.13)-(3.14) avec les conditions aux limites (3.15) et les
données initiales positives (3.16). Comme il a été mentionné au début de cette section et

puisque p; et p» donnés par :

p1 = —ax1B1+ (A2 —axn) B2 et p2 = a1 f1 + (a2 — A1) 2.

sont positifs, alors pour toute donnée initiale dans C(Q)) ou LP(Q)) , p € (1, +o0) l'exis-
tence locale et 1’ unicité des solutions au probléme au limite (3.13)-(3.16) et par conséquent
ceux du probleme (3.1)-(3.4) découlent de la théorie fondamentale de 1'existence pour les
équations différentielles semi-linéaires abstraites (voir A.Friedman [1], D.Henry [6] et
Pazy [4]), S.Kouachi et Eid M. Al-Eid [19] . Les solutions sont classiques sur |0, T*|, oit
T* désigne le temps de L'explosion éventuel sur L°(Q}). La solution locale est continue
globalment estimations a priori.

La positivité des coefficients de diffusion de la matrice implique que

A <ap <ap < Ajp.

Une fois les régions invariantes sont construites, on peut appliquer la technique de Lya-

punov et établir I’existence globale d"une solution unique pour (3.1)-(3.4).
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3.3 L’existence globale

Comme le déterminant du systeme algébrique linéaire (3.17) ,Par rapport aux va-
riables u et v, est différent de zéro , Alors prouver l'existence globale d"une solution de
probleme (3.1)-(3.4) revient a prouver celle du probléme (3.13)-(3.16) , pour ce sujet, il
est bien connu (voir D.Henry [6]) qu’il suffit de trouver une estimation uniforme de

et |2 = (wy,wy)|, sur [0, T*[ pour certains p > %o .|l désignent

|F1 = (w1, w3) 5

[
les normes usuelles dans les espaces LP(()) défini par :

1
Hqu = ‘Q_|/Q lu(x)|Pdx,1 < P < et ||ul|, =supess |u(x)|.

xeQ)

oo

Définissons, pour tout entier positif p, la suite finie :
6; =0 ,i=0,1,.,p (3.21)

ou 6 est une constante positive suffissmment grande pour que :

TrA (a11 +ax)

0> = ) 3.22
2vVdetA  2y/a11422 — appan 822)

Définissons, pour un entier positif fixé p , la fonctionnelle :
t— L(t) = / Hy (w1 (t, x), wa(t, x))dx, (3.23)

(@)
Ou

p . . _1'

Hy(wy, wp) = 2C%9iw§w5 , (3.24)

i=0
Avec C;, désigne le coefficient binomial bien connu. Le principal résultat de cette section

est le suivant :
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Ui s [19] Soit (w1 (t,.), wa(t,.)) une solution positive quelconque du

probleme (3.13)-(3.16), alors la fonctionnelle L définie par (3.23)-(3.24) est uniformé-

ment bornée sur U'intervalle [0, T*|, T* < Tynax -

Démonstration

Dirivons L par rapport a t on trouve :

L’@)::/‘ oHy g, aH?awZ}d
Q

8w1 ot aZUQ ot
oH, JoH, oH,
= / Al—Awl + /\2—sz dx+ | F— + FKhL—— | dx.
ow oWy 0wy

=1+].

Par simple utilisation de la formule de Green (1.2) on a:

9H OH
1_:/ PR PN -—/)thﬁ7-—£ dx+
Low, on dw;

OH oH
/’M—lﬁﬁw—/Aﬂwﬁ(—l>m
Q) QO

owy 9N dwy
On écrit :
I=LH+Db
Ou
oH, ow oH, ow
Yp o “p 2
I = k/ (A o o T M aﬁ:)dx (3.25)
Et

Commengons par calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de H, par rapport

a wq et wy . on obtient :
oH P , . .
p . 1, pi
= Z(IC;Giwll wg ).

wr o
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Et
wo = i;)((l? - z)C%f)iwiwz )-
En utilisant la formule :
c~P i—1 s
iC; = pC,_;pourtousi=1,..p (3.27)

Et en changeant 1'indice i pari — 1, on obtient :

oH p—1 i1
a_wf =py (Cilgfl@iﬂwllwg . (3.28)
i=0
oH
Pour —F , en utilisant (3.27) et le fait que :
awz
Cip = Cip_i, pour tousi =0, ..., p, (3.29)
On obtient :
oH Pl i1
aw’; =p Z boabwiwh ) (3.30)

En utilisant les formules (3.28) et (3.30) , on en déduit par analogie :

O?H, 2

50, PP YL (Ch_ o0 pwiawh ) (3.31)
i=0
0’H p=2 o
Swigw; — PP~ D L (Cpabrawiwy ). (3.32)
i=0
Et
0’H =z o
S0z~ PP =1 L (G ™). (3.33)
2 i=0

maintenant S.Kouachi[20] a affirmée qu’il existe une constante positive C, indépendante
de t € [0, Tynax| tel que :
I, < Cypour tous t € [0, Tyax]|. (3.34)
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Pour le vérifier , nous suivons le méme raisonnement que chez S. Kouachi [20] :
Dans le cas des conditions aux limites non homogeénes de Robin, en utilisant la conditions

aux limite (3.15) on obtient :

L= /ao <Ala_wl(')’l —ow) +/\28—wZ(’Yz — ffwz)) dx.
Ou o= ety = Pi_i-1,2.
1—A ! 1—A !
comme
oH oH
H(wi, wy) = ﬂa—up(’h —owy) + ba—vp(% —owy).

= pp—l(wlr wZ) - Qq(w1/w2)/

Ou P, et Qp sont des polyndmes a coefficients positifs et respectivement degrés p — 1

et p et puisque la solution est positive, alors :

limsup H(wp,wy) =0, (3.35)
(w1 |+|wa|)=+e0
Ce qui prouve que H est uniformément borné sur R3 et par conséquent (3.34).
Lorsque les conditions aux limites sont homogenes de type de Neumann, alors I; = 0 sur
0, Thax] -
Enfin le cas des conditions de Dirichlet homogenes est trivial, puisque dans ce cas la po-
d

d
sitivité de la solution sur [0, Tyx [ X Q implique que Bﬂql <O0et a%z < 0sur [0, Tyyax[x0Q

. Par conséquent on retrouve (3.14) avec C, = 0.

p—2 , .
L=-p(p-—1) Z C;_z /lelzugZZTi(le,sz)dx,
i=0

T,-(le, sz) = (/\191'—&-2 |VZU1|2 + ()\1 + A2)9i+1Vw1Vw2 + A20,; |Vw2\2),

i=0,1,.,p—2
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En utilisant (3.21) et (3.22) on en déduit que les formes quadratiques ( par rapport a Vuw,

et Vw, ) sont positifs puisque :

(M4 A2)0i41)2 — 401420,0; 2 = 621 (A1 + A2)? — 4A1120%) < 0,i=0,1,...,p — 2.
(3.36)
Alors
L <0. (3.37)

(3.28) et (3.30) impliquent :

J=p Z C qwhwh” /Q Gi(Vwi, Vw,)dx,

Gi(wy, w2) = (0;11F1 (w1, wa) + 0;F2 (w1, w2)).

Gi(w1, w) = ax (—0ip1 +6;) f(u,0) + [(A2 — ax)0i11 + (an — A1)0i|g(u, ),

— [(/\2 — a22)0i+1 + (022 — )\1)91'] {azlr (00_1 1) f(u, ZJ) + g(u, 7)) ,

. = —1
r( b ): L ,i=0,1,.,p—2.
0;i—1 [(a22 — A1) g + (A2 — a22)]

Commes la fonction x —

se croit avec

lim x—1 1
1 = .
x—+oo (a0 — A)x + (A2 —a2) (422 — A1)
0;
et comme 61 est suffisamment grand en choisissant 6 suffisamment grand, alors en

utilisant successivement la condition (3.8) et la relation (3.18) on obtient, pour une constante
C3 appropriée,

p )
]gcg/ [Z wy +wy +1)C, hwy wh | dx.
i=1
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suivant le méme raisonnement que chez S.Kouachi[?4] , un simple calcul montre que :
L'(t) < C4L(t) + CsLP=D/P(¢) sur [0, T*].

En mettant

Z=1Y7,

on obtient

pZ/ < Cq+GCs.

La résolution de cette inégalité différentielle linéaire donne la bornitude uniforme de la
fonctionnelle L sur l'intervalle [0, T*], ce qui termine en méme temps notre raisonnement

et la preuve du théoréme.

corollaire 3.3.1 .
Supposons que les fonctions f(r,s) et g(r,s) sont continfiments différentiables sur ¥, pointées
dans X sur 0¥ et vérifies la condition (3.8) . Alors toutes les solutions de (3.1)-(3.4) avec (1, vg) €

Y, ug, vg bornées dans Q) sont dans L*(0, T*, LP(Q))) pour tous p > 1.

Preuve

La preuve est une conséquence immédiate du théoreme 3.3.1, et du fait que

P .
w1 +w)P =Y Clwlwh™
pW1
i=0

On peu écrire :
/ (w1 (£ %) + wa(t, x))Pdx < L(t), pour tous p > 1.
QO

en tenant en compte (3.17) , on obtient le résultat .

corollaire 3.3.2 sous I'hypothese du corollaire 3.3.1, si les réactions f(r,s) et g(r,s) sont poly-
nomialement bornée, alors toutes les solutions de (3.1)-(3.3) avec (1o, vg) € ¥, ug, vg bornées sur

Q) sont globales en temps.
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Preuve

Comme il a été mentionné ci-dessus , il suffit de trouver une estimation uniforme
de [|Fi (w1, wp) |, et || F2 (w1, w2) ||, sur [0, T*[ pour certains p > /2. Comme les fonctions
f(u,v) et g(u,v) sont polynomialement bornées sur () .puis en utilisant les relations (3.17)
et (3.18) on obtient que F;(wq,w;) et F(wy, wy) le sont aussi et la preuve devient une

conséquence immédiate du corollaire 3.3.1 .
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