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Résumé

Dans ce travail ,nous obtenons l’inégalité de type Gronwall pour les opérateurs fractionnaires

généralisés unifiant les opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville.

Nous appliquons cette inégalité pour étudier la dépendance de la solution sur l’ordre et la

condition initiale d’une certaine équation différentielle fractionnaire, impliquant des dérivées

fractionnaires généralisées ,i.e. Les changements de solution sont causés par de petits changements

dans la condition initiale .

Mots Clés :Dérivées fractionnaires ,Inégalité de Gronwall.
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Abstract

In this work, we obtain the Gronwall-type inequality for generalized fractional operators

unifying the Riemann-Liouville fractional operators.

We apply this inequality to study the dependence of the solution on the order and the initial

condition of a certain fractional differential equation, involving generalized fractional derivatives,

i.e. Changes in solution are caused by small changes in the order and the initial condition.

Key Words :Gronwall inequality, fractional derivative.
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Notations

R+
∗ :Ensemble des nombres réels positifs non nuls .

R,C : Ensemble des nombres réels (resp. complexes).

N : Ensemble des nombres naturels.

[a, b) :Intervalle semi-ouvert d’extrémité a et b .

Re(.) : Partie réelle d’un nombre complexe.

Im(.) : Partie imaginaire d’un nombre complexe .

[Re(α)] : Partie entière de Re(α) .

Lp(1 ≤ p <∞) : L’espace des fonctions réelles f telles que f est mesurable et
∫ b
a |f(t)|pdt <

∞.

L∞ : L’espace des fonctions essentiellement bornées.

L1
loc(Ω) :Espace des fonctions localement intégrables tel que f est mesurable et pour tout

compact K de Ω :
∫
K |f(t)|dt <∞ .

C([a, b]) : Espace des fonctions continues sur [a, b].

C1([a, b]) : f ∈ C1([a, b]) si f est dérivable sur [a, b], et f ′ est continue sur [a, b] .

Cn([a, b]) : Espace des fonctions n-fois continument différentiables.

C∞([a, b]) : Si f est Ck sur [a, b] pour tout k. Autrement dit, si f est indéfiniment dérivable

sur [a, b] .



ACn([a, b]) : L’espace des fonctions à valeurs complexes f(x) ayant des dérivées jusqu’à

l’ordre (n− 1) continues sur [a, b] telles que f (n−1)(x) ∈ AC([a, b]), c’est-à-dire :

ACn([a, b]) =
{
f : [a, b]→ Cet(Dn−1f)(x) ∈ AC([a, b]) (D = d

dx
)
}
.

AC([a, b]) : L’espace des fonctions absolument continue sur [a, b].

C(J,R) : L’espace de Banach des fonctions continues définies de J dans R.



Introduction

Le calcul fractionnel généralise la différenciation et l’intégration ordinaires à un ordre ar-

bitraire. Ce calcul a suscité l’intérêt d’un grand nombre de scientifiques car il a été démontré

qu’il donne de bons résultats lorsque ce calculs est appliqué pour modéliser des phénomènes du

monde réel [33,44,46,36,29]. De plus, il y a eu des tentatives pour trouver de nouveaux opéra-

teurs fractionnaires avec différents noyaux afin de mieux modéliser ces phénomènes [51,16,8,1].

De nombreux auteurs ont discuté des aspects théoriques et d’application des équations différen-

tielles avec des intégrales fractionnaires et des dérivés [31,32,5,9,10].

Les inégalités intégrales jouent un rôle important dans le développement de la théorie des équa-

tions différentielles et intégrales [17].

L’une des inégalités les plus répandues est l’inégalité de Gronwall [24] qui a toujours été attirant

de nombreux scientifiques en raison de ses applications dans de nombreux domaines des ma-

thématiques. Dans [52], une inégalité de Gronwall généralisée avec application sur une équation

différentielle fractionnaire impliquant des dérivées de Riemann-Liouville a été considérée. Alors

que dans [45], l’inégalité de Gronwall a été prouvée pour la dérivée fractionnaire de Hadamarad

et dans [2] elle a été obtenue pour les opérateurs fractionnaires. D’autres types d’inégalités ont

été considérés dans [3,4].

Dans ce travail, nous présentons une légère généralisation de l’inégalité de Gronwall qui peut

être utilisée dans une équation différentielle fractionnaire .Utiliser l’inégalité,nous étudions la

dépendance de la solution sur l’ordre et la condition initiale d’équation différentielle fraction-

naire avec des dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville.



Cette mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la façon suivante :

Chapitre 1 : Le chapitre 1 est consacré pour les définitions des dérivées et intégrales fraction-

naires aux sens de Riemann-Liouville et Caputo et les liens entre ces dérivées avec quelques

exemples et quelques propriétés complémentaires ainsi et quelques définitions des fonctions spé-

ciales utiles : la fonction gamma d’Euler, la fonction bêta, la fonction de Mittag-Leffler.

Chapitre 2 :Dans ce chapitre, nous présentons quelques types d’inégalités de Gronwall.

Chapitre 3 : Le chapitre 3 à pour but, établir une inégalité intégrale qui peut être utilisée dans

une équation différentielle fractionnaire.



Chapitre 1

Calcules fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons des fonctions importantes dans la théorie du calcul frac-

tionnaire , qui permettent en général de fournir des solutions aux problèmes du calcul fraction-

naire . Et on définit l’intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire et leurs propriétés.
1.1 Fonctions spécifiques

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés de la fonction

Gamma d’Euler , la fonction Bêta et de la fonction de Mittag-Leffler.

1.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler Γ(α) qui

prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexe

à parties réelles positives).

Définition 1.1.1 Soit α ∈ R∗+, la fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =
∫ +∞

0
tα−1 exp(−t)dt. (1.1)

En utilisant les relations de récursion que nous pouvons obtenir des formules :

Γ(α+ 1) = αΓ(α),

en particulier

Γ(α) = (α− 1)!, ∀α ∈ N.
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Comme conséquence de cette propriété on a :

Γ(α+ 1) = α!, ∀α ∈ N.

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factoriel.

Exemple 1.1.1 : On a :

Γ(1) =
∫ +∞

0
exp(−t)dt = 1,

et

Γ(1
2) =

∫ +∞

0
t−

1
2 exp(−t)dt,

posons : t = x2 alors dt = 2t
1
2dx . Donc :

Γ(1
2) = 2

∫ +∞

0
exp(−x2)dx,

pour calculer cette intégrale posons

A =
∫ +∞

0
exp(−x2)dx,

Prenons

A2 =
∫ +∞

0
exp(−y2)dy

∫ +∞

0
exp(−x2)dx,

=
∫ +∞

0

∫ +∞

0
exp−(x2 + y2)dxdy.

Le calcul est plus simple à réaliser qu’on effectue les coordonnées polaires

A2 =
∫ π

2

0

∫ +∞

0
r exp(−r2)drdθ = π

4 ,

alors

A =
√
π

2 .

Donc

Γ(1
2) =

√
π.
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Lemme 1.1.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C∞ sur R∗+,(resp holomorphe sur

le demi plan α ∈ C, Re(α) > 0) ∀k ∈ N∗, α ∈ R∗+

Γ(k)(α) =
∫ +∞

0
(ln t)ktα−1 exp(−t)dx.

Proposition 1.1.1 Pour tout α ∈ R∗+, t > 0,n ∈ N,on a :

1. Γ(α+ 1) = αΓ(α).

2. Γ(0) =∞.

3. Γ(n+ 1) = (n)!.

4. Γ(n+ 1
2) = (2n)!

√
π

4nn! .

Preuve 1 1. Représentons Γ(α+ 1) par l’intégrale d’Euler et intégrons par parties,

Γ(α+ 1) =
∫ +∞

0
tα exp(−t)dt,

= [−tα exp(−t)]+∞0 + α

∫ +∞

0
tα−1 exp(−t)dt,

= αΓ(α).

D’où la relation dite de récurrence.

2. De (1.1) on a :

Γ(α) = Γ(α+ 1)
α

,

lim
α→0

Γ(α) = lim
α→0

Γ(α+ 1)
α

=∞.

3. Il suffit d’appliquer (1.1) pour α = n,

Γ(n+ 1) =
∫ +∞

0
tn exp(−t)dt,

intégrons par partie n fois. on obtient :

Γ(n+ 1) = n(n− 1)(n− 2) . . . 1 = n!.
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4. On va démontrer la formule Γ(n+ 1
2) = (2n)!

√
π

4nn! , par récurrence pour n ∈ N.

* Pour n = 0 ; on a Γ(0 + 1
2) =

√
π .

** Supposons que la formule est vérifiée pour (n− 1) et considérons n .C’est à dire que

Γ((n− 1) + 1
2) = (2(n− 1))!

√
π

4(n−1)(n− 1)!
,

est vérifié. Alors :

Γ(n+ 1
2) =

(
n− 1

2

)
Γ(n− 1

2),

=
(
n− 1

2

) (2(n− 1))!
√
π

4(n−1)(n− 1)!
,

=
(2n− 1

2

) (2n− 2)!
√
π

4(n−1)(n− 1)!
,

= 2n
2n

(2n− 1)
2

(2n− 2)!
√
π

4(n−1)(n− 1)!
,

= (2n)!
√
π

4nn! .

Donc la formule est vérifiée pour n.

Corollaire 1.1.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entiers

par la formule :

Γ(α) = Γ(α+ n)
α(α+ 1)(α+ 2) . . . (α+ n− 1) , 0 ≤ α+ n ≤ 1.

1.1.2 La fonction Bêta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction dite bêta au lieu d’une

certaine combinaison de valeurs de la fonction gamma.

La fonction bêta est généralement définie par :

B(α, β) =
∫ 1

0
τα−1(1− τ)β−1dτ, (Re(α) > 0, Re(β) > 0). (1.2)

Pour établir la relation entre la fonction Gamma définie par (1.1) et la fonction bêta (1.6), nous

utiliserons la transformée de Laplace.
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Considérons l’intégrale suivante :

hα,β(t) =
∫ t

0
τα−1(1− τ)β−1dτ. (1.3)

De toute évidence, hα,β(t) est une convolution des fonctions tα−1 et tβ−1 et

hα,β(1) = B(α, β).

Parce que la transformée de Laplace d’une convolution de deux fonctions est égale au produit

de leurs transformées de Laplace, on obtient :

Hα,β(s) = Γ(α)
sα

.
Γ(β)
sβ

= Γ(α)Γ(β)
sα+β , (1.4)

où Hα,β(s) est la transformée de Laplace de la fonction hα,β(t).

D’autre part, puisque Γ(α)Γ(β) est une constante, il est possible de restaurer la fonction originale

hα,β(t) par la transformée inverse de Laplace du côté droit de (1.4). En raison de l’unicité de la

transformation de Laplace, nous obtenons donc :

hα,β(t) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β) t

α+β−1, (1.5)

et en prenant t = 1 on obtient l’expression suivante pour la fonction bêta :

B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β) , (1.6)

d’où il suit que

B(α, β) = B(β, α). (1.7)

La définition de la fonction bêta (1.6) n’est valide que pour (Re(α) > 0, Re(β) > 0) . La relation

(1.8) fournit la continuation analytique de la fonction bêta pour l’ensemble du plan complexe,

si nous avons fonction gamma continuellement analytique.

Avec l’aide de la fonction bêta, nous pouvons établir la relation importante suivante pour la

fonction gamma, cette relation est :

Γ(α)Γ(1− α) = π

sin(πα) . (1.8)
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1.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler joue un rôle très important. Cette importance est réalisée au

cours des dix-huit dernières années en raison de son implication directe dans les problèmes de la

physique, de la biologie, de l’ingénierie et des sciences appliquées. La fonction de Mittag-Leffler

se produit naturellement comme la solution des équations différentielles d’ordre fractionnaire et

des équations intégrales d’ordre fractionnaire.

Définition et relation avec d’autre fonctions

La fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre qui généralise la fonction exponentielle a

été introduite par Mittag-Leffler en 1903 et désignée par la fonction suivante :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1) , (z ∈ C, Re(α) > 0). (1.9)

La fonction à deux paramètres du type Mittag-Leffler a en effet été introduite par Agarwal, elle

est définie par un développement en série suivant :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β) (z, β ∈ C; Re(α) > 0). (1.10)

Quand β = 1, Eα,β(z) coïncide avec la fonction de Mittag-Leffler (1.9) :

Eα,1(z) = Eα(z) (z ∈ C; Re(α) > 1).

Il résulte de la définition (1.14) que :

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1) =
∞∑
k=0

zk

k! = ez. (1.11)

E1,2(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2) =
∞∑
k=0

zk

(k + 1)! = 1
z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)! = ez − 1
z

. (1.12)

E1,3(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3) =
∞∑
k=0

zk

(k + 2)! = 1
z2

∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)! = ez − 1− z
z2 . (1.13)

Et en général

E1,m(z) = 1
zm−1

{
ez −

m−1∑
k=0

zk

k!

}
. (1.14)
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Le sinus hyperbolique et le cosinus sont aussi des cas particuliers de la fonction de Mittag-Leffler

(1.14) :

E2,1(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1) =
∞∑
k=0

z2k

(2k)! = cosh z. (1.15)

E2,2(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2) = 1
z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)! = sinh z
z

. (1.16)

Les fonctions hyperboliques d’ordre n , qui sont des généralisations du sinus hyperbolique et du

cosinus, peuvent aussi être exprimées en fonction de la fonction Mittag-Leffler :

hr(z, n) =
∞∑
k=0

znk+r−1

(nk + r − 1)! = zr−1En,r(zn), (r = 1, 2, ..., n), (1.17)

ainsi que les fonctions trigonométriques de l’ordre n, qui sont des généralisations des fonctions

sinus et cosinus :

Kr(z, n) =
∞∑
j=0

(−1)jznj+r−1

(nj + r − 1)! = zr−1En,r(−zn), (r = 1, 2, ..., n). (1.18)

En utilisant [33. formule 1.8.5 ] nous obtenons :

E1/2,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k2 + 1)
= ez

2
erfc(−z), (1.19)

où erfc(z) est le complément de fonction d’erreur défini par :

erfc(z) = 2√
π

∫ ∞
z

e−t
2
dt. (1.20)

Dérivées de la fonction de Mittag-Leffler

Quand α = n ∈ N, les formules de différenciation suivantes sont valables pour la fonction

En(λzn) : (
d

dz

)n
En(λzn) = λEn(λzn), (n ∈ N, λ ∈ C), (1.21)

et (
d

dz

)n [
zn−1En

(
λ

zn

)]
= (−1)nλ

zn+1 En

(
λ

zn

)
, (z 6= 0; n ∈ N; λ ∈ C). (1.22)
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Comme la fonction Eα(z) de Mittag-Leffler, Eα,β(z) est une fonction entière de z et satisfait les

formules de différenciation suivantes généralisant celles de (1.21) et (1.22) :

(
d

dz

)n [
zβ−1En,β(λzn)

]
= zβ−n−1En,β−n(λzn), (n ∈ N; λ ∈ C), (1.23)

et

(
d

dz

)n [
zn−βEn,β

(
λ

zn

)]
= (−1)nλ

zn+β En,β

(
λ

zn

)
, (z 6= 0; n ∈ N; λ ∈ C). (1.24)

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous donnons les définitions des intégrales fractionnaires de Riemann-

Liouville et des dérivées fractionnaires sur un intervalle fini de la droite réelle et nous présentons

certaines de leurs propriétés dans des espaces de fonctions sommables et continues. Nous allons

commencer par :

1.2.1 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1 Soit Ω = [a, b] (−∞ < a < b < +∞) ). Les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville Iαa+x et Iαb−x d’ordre α ∈ C (Re(α) > 0) sont définies par :

(Iαa+x)(t) = 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1x(s)ds, (t > a; Re(α) > 0), (1.25)

et

(Iαb−x)(t) = 1
Γ(α)

∫ b

t
(s− t)α−1x(s)ds, (t < b; Re(α) > 0), (1.26)

respectivement. Ici, Γ(α) est la fonction Gamma (1.1). Ces intégrales sont appelées intégrales

fractionnaires à gauche et à droite.

Lorsque α = n ∈ N, les définitions (1.25) et (1.26) coïncident avec les n− ièmes intégrales de la

forme :

(
I

(n)
a+ x

)
(t) =

∫ t

a
ds1

∫ s1

a
ds2

∫ s2

a
ds3...

∫ sn−1

a
x(sn)dsn

= 1
(n− 1)!

∫ t

a
(t− s)n−1x(s)ds, (n ∈ N), (1.27)
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et

(
I

(n)
b− x

)
(t) =

∫ b

t
ds1

∫ b

s1
ds2

∫ b

s2
ds3...

∫ b

sn−1
x(sn)dsn

= 1
(n− 1)!

∫ b

t
(s− t)n−1x(s)ds, (n ∈ N). (1.28)

L’intégrale fractionnaire de la fonction (t− a)β−1

On peut vérifier directement que les opérateurs d’intégration fractionnaire de Riemann-

Liouville (1.25) et (1.26) des fonctions de puissance (t−a)β−1et (b− t)β−1 donnent des fonctions

de puissance de même forme.

Propriété 1.2.1 Si Re(α) > 0 et β ∈ C (Re(β) > 0), alors :

(
Iαa+(s− a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(α+ β)(t− a)α+β−1, (1.29)

et (
Iαa+(b− s)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(α+ β)(b− t)α+β−1. (1.30)

La propriété de semi-groupe des opérateurs d’intégration fractionnaires Iαa+ et Iαb− est donnée

par le résultat suivant.

Lemme 1.2.1 Si Re(α) > 0 et Re(β) > 0, alors les équations :

(
Iαa+I

β
a+x

)
(t) =

(
Iα+β
a+ x

)
(t), et

(
Iαb−I

β
b−x

)
(t) =

(
Iα+β
b− x

)
(t), (1.31)

sont satisfaites pour presque tous les points t ∈ [a, b] pour x(t) ∈ LP (]a, b[), (1 ≤ p ≤ ∞). Si

α+ β > 1, alors les relations dans (1.31) sont valables pour tout point de [a, b].

1.2.2 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2 Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville à gauche (Dα
a+x) et à droite

(Dα
b−x) d’ordre α ∈ C (Re(α) > 0) d’une fonction intégrable x sont définies par :

(Dα
a+x) (t) =

(
d

dt

)n [(
In−αa+ x

)
(t)
]
,

= 1
Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a
(t− s)n−α−1x(s)ds, (1.32)
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et

(Dα
b−x) (t) =

(
− d

dt

)n [(
In−αb− f

)
(t)
]
,

= 1
Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ b

t
(s− t)n−α−1x(s)ds, (1.33)

où n = [Re(α] + 1, et [Re(α)] désigne la partie entière du nombre réel Re(α).

En particulier, quand α = n ∈ N, alors :

(
D0
a+x

)
(t) =

(
D0
b−x

)
(t) = x(t), Dn

a+x(t) = x(n)(t)

et (Dn
b−x) (t) = (−1)nx(n)(t), (1.34)

où x(n)(t) est la dérivée habituelle de x(t) d’ordre n. Si Re(α) = 0 (α 6= 0).

Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

On peut vérifier directement que les opérateurs de dérivation fractionnaire de Riemann-

Liouville (1.32) des fonctions de puissance (t− a)β−1 donne des fonctions de puissance de même

forme.

Propriété 1.2.2 Si Re(α) ≥ 0 et β ∈ C (Re(β) > 0), alors :

(
Dα
a+(s− a)β−1

)
(t) = Γ(β)

Γ(β − α)(t− a)β−α−1. (1.35)

En particulier, si β = 1 et Re(α) ≥ 0, alors les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

d’une constante ne sont en général pas égal à zéro :

(Dα
a+1)(t) = (t− a)−α

Γ(1− α) , (0 < Re(α) < 1). (1.36)

Composition avec les intégrales fractionnaires

Lemme 1.2.2 Si Re(α) > 0 et x ∈ Lp([a, b]) (1 ≤ p ≤ ∞), alors :

(Dα
a+Iαa+x) (t) = x(t) et (Dα

b−Iαb−x) (t) = x(t), (1.37)

presque partout dans [a, b].
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Ce qui signifie que l’opérateur de différenciation fractionnaire de Riemann-Liouville est à gauche

de l’opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville du même ordre α.

Propriété 1.2.3 Si Re(α) > Re(β) > 0, alors, pour x(t) ∈ LP ([a, b]) (1 ≤ p ≤ ∞),

(
Dβ
a+I

α
a+x

)
(t) =

(
Iα−βa+ x

)
(t) et

(
Dβ
b−I

α
b−x

)
(t) =

(
Iα−βb− x

)
(t). (1.38)

En particulier, quand β = k ∈ N et Re(α) > k, alors :

(DkIαa+x)(t) = (Iα−ka+ x)(t) et (DkIαb−x)(t) = (−1)k(Iα−kb− x)(t). (1.39)

La composition de l’opérateur d’intégration fractionnaire Iαa+ avec l’opérateur de différencia-

tion fractionnaire Dα
a+ est donnée par le résultat suivant.

Lemme 1.2.3 Soit Re(α) > 0, n = [Re(α)] + 1 ,

(Iαa+Dα
a+x) (t) = x(t)−

n∑
j=1

(In−αa+ x)(n−j)(a)
Γ(α− j + 1) (t− a)α−j , (1.40)

est vérifiée presque partout dans [a, b].

La propriété (1.40) est un cas particulier d’une propriété plus générale :

Iαa+

(
Dβ
a+x(t)

)
= Dβ−α

a+ x(t)−
m∑
j=1

[
Dβ−jx(t)

]
t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1) , (0 ≤ k − 1 ≤ β < k). (1.41)

Composition avec des dérivés d’ordre entier

La composition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec des dérivées

d’ordre entier apparaît dans plusieurs problèmes appliqués.

Propriété 1.2.4 Soit Re(α) ≥ 0, m ∈ N et D = d

dt
.

Si les dérivées fractionnaires
(
Dα
a+x

)
(t) et

(
Dα+m
a+ x

)
(t) existent, alors :

(DmDα
a+x) (t) =

(
Dα+m
a+ x

)
(t), (1.42)

et

Dα
a+ (Dmx(t)) = Dα+m

a+ x(t)−
k−1∑
j=1

x(j)(a)(t− a)j−α−k

Γ(j − α− k + 1) . (1.43)
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Composition avec des dérivés fractionnaires

Propriété 1.2.5 Soit α > 0 et β > 0 tel que : n − 1 < α ≤ n, m − 1 < β ≤ m (n,m ∈ N) et

α+ β < n, et soit x ∈ L1([a, b]) . Alors nous avons :

(
Dα
a+D

β
a+x

)
(t) =

(
Dα+β
a+ x

)
(t)−

m∑
j=1

(
Dβ−j
a+ x

)
(a) (t− a)−j−α

Γ(1− j − α) . (1.44)

1.2.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un rôle important

dans le développement du calcul fractionnaire, à cause de ses applications dans les Mathéma-

tiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens de Riemann-Liouville

d’une constante n’est pas nulle et que les conditions initiales du problème de Cauchy sont expri-

mées par des dérivées d’ordre fractionnaire, Caputo propose une autre approche où la dérivée de

la constante est nulle et que les conditions initiales sont exprimées comme dans le cas classique

par des dérivées d’ordre entier.

Définition 1.2.3 Les dérivées fractionnaires (CDα
a+x)(t) et (CDα

b−x)(t) d’ordre α ∈ C (Re(α) ≥

0) sur [a, b] sont définies via les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (1.32), (1.33) par :

(CDα
a+x)(t) :=

(
Dα
a+

[
x(s)−

n−1∑
k=0

x(k)(a)
k! (s− a)k

])
(t), (1.45)

et

(CDα
b−x)(t) :=

(
Dα
b−

[
x(s)−

n−1∑
k=0

x(k)(b)
k! (b− s)k

])
(t), (1.46)

respectivement, où

n = α si α ∈ N et n = [Re(α)] + 1 si α /∈ N. (1.47)

Ces dérivées sont appelées dérivées fractionnaires de Caputo à gauche et à droite d’ordre α.

Définition 1.2.4 Si α /∈ N et x(t) est une fonction pour laquelle existent les dérivées fraction-

naires de Caputo
(
CDα

a+x
)

(t) et
(
CDα

b−x
)

(t) d’ordre α ∈ C (Re(α) ≥ 0) ainsi que les dérivées
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fractionnaires de Riemann-Liouville
(
Dα
a+x

)
(t) et

(
Dα
b−x

)
(t), alors :

(CDα
a+x)(t) = (Dα

a+x) (t)−
n−1∑
k=0

x(k)(a)
Γ(k − α+ 1)(t− a)k−α, (n = [Re(α)] + 1), (1.48)

et

(CDα
b−x)(t) = (Dα

b−x) (t)−
n−1∑
k=0

x(k)(b)
Γ(k − α+ 1)(b− t)k−α, (n = [Re(α)] + 1). (1.49)

En particulier, lorsque 0 < Re(α) < 1, les relations (1.48) et (1.49) prennent les formes suivantes :

(
CDα

a+x
)

(t) = (Dα
a+x) (t)− x(a)

Γ(1− α)(t− a)−α, (1.50)

(
CDα

b−x
)

(t) = (Dα
b−x) (t)− x(b)

Γ(1− α)(b− t)−α. (1.51)

Propriété 1.2.6 Si α /∈ N, alors les dérivées fractionnaires de Caputo (1.48) et (1.49) coïn-

cident avec les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (1.32) et (1.33) dans les cas sui-

vants : (
CDα

a+x
)

(t) = (Dα
a+x) (t), (1.52)

si x(a) = x′(a) = ... = x(n−1)(a) = 0, (n = [Re(α)] + 1); et

(
CDα

b−x
)

(t) = (Dα
b−x) (t), (1.53)

si x(b) = x′(b) = ... = x(n−1)(b) = 0, (n = [Re(α)] + 1).

Si α = n ∈ N et la dérivée usuel x(n)(t) d’ordre n existe, alors (CDa+x)(t) coïncide avec x(n)(t),

tandis que (CDb−x)(t) coïncide avec x(n)(t) avec l’exactitude au multiplicateur constant (−1)n :

(
CDn

a+x
)

(t) = x(n)(t),
(
CDn

b−x
)

(t) = (−1)nx(n)(t) (n ∈ N). (1.54)

Les dérivées fractionnaires de Caputo (CDa+x)(t) et (CDb−x)(t) sont définies pour les fonctions

x(t) pour lesquelles les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville des côtés droits de (1.48)

et (1.49) existent. En particulier, elles sont définies pour x(t) appartenant à l’espace ACn([a, b])

des fonctions absolument continues.
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Théorème 1.2.1 Soit Re(α) ≥ 0 et soit n donnée par (1.47). Si x ∈ ACn([a, b]), alors les

dérivés fractionnaires de Caputo (CDα
a+x)(t) et CDα

b−x)(t) existent presque partout sur [a, b].

a) Si α /∈ N, (CDα
a+x)(t) et CDα

b−x)(t) sont représentés par :

(CDα
a+x)(t) = 1

Γ(n− α)

∫ t

a

x(n)(s)
(t− s)α−n+1ds = In−αa+ Dnx(t), (1.55)

et

(CDα
b−x)(t) = (−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

x(n)(s)
(s− t)α−n+1ds = (−1)nIn−αb− Dnx(t), (1.56)

respectivement, où D = d/dx et n = [Re(α)] + 1. En particulier, quand 0 < Re(α) < 1 et

x(t) ∈ AC([a, b]),

(CDα
a+x)(t) = 1

Γ(1− α)

∫ t

a

x′(s)
(t− s)αds =

(
I1−α
a+ Dx

)
(t), (1.57)

et

(CDα
b−x)(t) = − 1

Γ(1− α)

∫ b

t

x′(s)
(s− t)αds = −

(
I1−α
b− Dx

)
(t). (1.58)

b) Si α = n ∈ N, alors (CDn
a+x)(t) et CDn

b−x)(t) sont représentés par (1.54). En particulier,

(
CD0

a+x
)

(t) =
(
CD0

b−x
)

(t) = x(t). (1.59)

Remarque 1.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α ∈]m−1,m[

s’obtient par une application de l’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre m suivit d’une

dérivation classique d’ordre m , alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le

résultat de la permutation de ces deux opérations.

Dérivées fractionnaires au sens de Caputo de quelques fonctions usuelles

Propriété 1.2.7 Soit Re(α) > 0, Re(β) > 0 et soit n donnée par (1.47). Alors :

CDα
a+(t− a)β−1 = Γ(β)

Γ(β − α)(t− a)β−α−1, (Re(β) > n), (1.60)

CDα
b−(b− t)β−1 = Γ(β)

Γ(β − α)(b− t)β−α−1, (Re(β) > n), (1.61)
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et

CDα
a+(t− a)k = 0 et CDα

a+(b− t)k = 0, (k = 0, 1, ..., n− 1). (1.62)

En particulier,

CDα
a+1 = 0 et CDα

b−1 = 0. (1.63)

Compositions avec l’intégrale fractionnaire

Lemme 1.2.4 [33] Soit Re(α) > 0 et soit x(t) ∈ L∞([a, b)] ou x(t) ∈ C([a, b]).

a) Si Re(α) /∈ N ou α ∈ N, alors :

(cDα
a+Iαa+x) (t) = x(t) et (cDα

b−Iαb−x) (t) = x(t). (1.64)

b) Si Re(α) ∈ N et Im(α) 6= 0, alors :

(cDα
a+Iαa+x) (t) = x(t)−

(
Iαa+x

)
(a+)

Γ(n− α) (t− a)n−α, (1.65)

(cDα
b−Iαb−x) (t) = x(t)−

(
Iαb−x

)
(b−)

Γ(n− α) (b− t)n−α. (1.66)

Lemme 1.2.5 [33] Soit Re(α) > 0, et soit n donnée par (1.47), si x(t) ∈ ACn([a, b]) ou x ∈

Cn([a, b]) alors : (
Iαa+

CDα
a+x

)
(t) = x (t)−

n−1∑
k=0

x(k) (a) (t− a)k

k! , (1.67)

et (
Iαb−

CDα
b−x

)
(t) = x (t)−

n−1∑
k=0

(−1)kx(k) (b) (b− t)k

k! . (1.68)

En particulier, si 0 < Re(α) ≤ 1 et x ∈ AC([a, b]) ou x ∈ C([a, b]), alors :

(
Iαa+

CDα
a+x

)
(t) = x(t)− x(a) et

(
Iαb−

CDα
b−x

)
(t) = x(t)− x(b). (1.69)

Donc l’opérateur de dérivation de Caputo est l’inverse à gauche de l’opérateur d’intégration

fractionnaire, mais il n’est pas un inverse à droite.
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1.2.4 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1. Linéarité La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t).

2. La règle de Leibniz Pour n entier on a :

dn(fg)
dtn

=
n∑
k=0

(n
k

)
f (k)(t)g(n−k)(t).

La généralisation de cette formule nous donne :

Dα(f(t)g(t)) =
n∑
k=0

(α
k

)
f (k)(t)D(α−k)g(t) +Rαn(t),

où n ≥ α+ 1 et

Rαn(t) = 1
n!Γ(−α)

∫ t

a
(t− τ)−α−1g(τ)dτ

∫ t

τ
f (n+1)(ξ)(τ − ξ)ndξ,

avec lim
n→∞

Rαn(t) = 0. Sif et g sont continues dans [a, t] ainsi que toutes leurs dérivées,la

formule devient :

Dα(f(t)g(t)) =
n∑
k=0

(α
k

)
f (k)(t)D(α−k)g(t).

Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.



Chapitre 2

Inégalités Intégrales de Type
Gronwall

L’inégalité de Gronwall joue un rôle important dans la théorie des équations différentielles

et intégrales de Volterra.

Dans ce chapitre, nous présentons les différentes généralisations de l’inégalité de Gronwall .
2.1 Forme standard d’inégalité de Gronwall

Dans cette section,nous donnons La forme standard d’inégalité de Gronwall qui définie dans

le théorème suivant.

Théorème 2.1.1 soient x, h et k sont des fonctions réelles continues définie sur [a, b] k(t) ≥ 0

pour t ∈ [a, b].Supposons que sur [a, b] nous avons l’inégalité :

x(t) ≤ h(t) +
∫ t

a
k(s)x(s)ds. (2.1)

Alors

x(t) ≤ h(t) +
∫ t

a
k(s)h(s) exp

[∫ t

s
k(u)du

]
ds, (2.2)

dans [a, b].

Preuve 2 Considérons la fonction y(t) :=
∫ t
a k(u)x(u)du, t ∈ [a, b] . Ensuite nous avons y(a) =

0 et

y′(t) = k(t)x(t) ≤ k(t)h(t) + k(t)
∫ b

a
k(s)x(s)ds,

= k(t)h(t) + k(t)y(t), t ∈ [a, b].
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Par multiplication avec exp(−
∫ t
a k(s)ds) > 0, on obtient :

d

dt

(
y(t) exp

(
−
∫ t

a
k(s)ds

))
≤ h(t)k(t) exp

(
−
∫ t

a
k(s)ds

)
.

Par intégration sur [a, t],on obtient :

y(t) exp
(
−
∫ t

a
k(s)ds

)
≤
∫ t

a
h(u)k(u) exp

(
−
∫ t

a
k(s)ds

)
du,

d’où les résultats

y(t) ≤
∫ t

a
h(u)k(u) exp

(∫ t

u
k(s)ds

)
du, t ∈ [a, b].

Depuis x(t) ≤ h(t) + y(t), le théorème est ainsi prouvé .

Ensuite, nous présenterons quelques corollaires importants résultant du théorème.

Corollaire 2.1.1 si h est différentiable, il s’ensuit de ( 2.1) que :

x(t) ≤ h(a)
(∫ t

a
k(u)du

)
+
∫ t

a
exp

(∫ t

s
k(u)du

)
h′(s)ds, (2.3)

pour tout t ∈ [a, b].

Preuve 3 Il est facile de voir que

−
∫ t

a
h(s) d

dt

(
exp

(∫ t

s
k(u)du

))
ds = −h(s) exp

(∫ t

s
k(u)du

)
|ba +

∫ t

a
exp

(∫ t

s
k(u)du

)
h′(s)ds,

= −h(t) + h(a) exp
(∫ t

a
k(u)du

)
+
∫ t

a
exp

(∫ t

s
k(u)du

)
h′(s)ds,

pour tout t ∈ [a, b].

D’où

h(t) +
∫ t

a
h(u)k(u) exp

(∫ t

u
k(s)ds

)
du = h(a) exp

(∫ t

a
k(u)du

)
+
∫ t

a
exp

(∫ t

s
k(u)du

)
h′(s)ds,

t ∈ [a, b],

et le corollaire est prouvé.
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Corollaire 2.1.2 si h est constant, alors de

x(t) ≤ h+
∫ t

a
k(s)x(s)ds, (2.4)

il s’ensuit que :

x(t) ≤ h exp
[∫ t

a
k(u)du

]
. (2.5)

Une autre généralisation bien connue de l’inégalité de Gronwall est le résultat suivant due à I.

Bihari ([13], [11, p. 26]).

Théorème 2.1.2 soit x : [a, b]→ R+ une fonction continue qui satisfait l’inégalité :

x(t) ≤M +
∫ t

a
h(s)w(x(s))ds, t ∈ [a, b], (2.6)

où M ≥ 0, h : [a, b]→ R+ est continue et w : R+ → R∗+ est continue et augmentation monotone.

Puis l’estimation :

x(t) ≤ φ−1
(
φ(M) +

∫ t

a
h(s)ds

)
, t ∈ [a, b], (2.7)

détient, où φ : R→ R est donné par :

φ(u) :=
∫ u

u0

ds

w(s) , u ∈ R. (2.8)

Preuve 4 On prendre y(t) :=
∫ t
a w(x(s))h(s)ds, t ∈ [a, b], on a y(a) = 0, et par la relation

( 2.6), on obtient :

y′(t) ≤ w(M + y(t))h(t), t ∈ [a, b].

Par intégration sur [a, t] on a

∫ y(t)

0

ds

w(M + s) ≤
∫ t

a
h(s)ds+ φ(M), t ∈ [a, b],

c’est,

φ(y(t) +M) ≤
∫ t

a
h(s)ds+ φ(M), t ∈ [a, b],

d’où résulte l’estimation ( 2.7) . Enfin, nous présenterons un autre résultat classique qui est

important dans la théorie qualitative des équations différentielles pour les opérateurs monotones

dans les espaces de Hilbert ([11, p. 27], [14, Appendice]).
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Théorème 2.1.3 soit x : [a, b]→ R une fonction continue qui satisfait la relation :

1
2x

2(t) ≤ 1
2x

2
0 +

∫ t

a
h(s)x(s)ds, t ∈ [a, b], (2.9)

où x0 ∈ R et h sont continus positifs dans [a, b]. Puis l’estimation

|x(t)| ≤ |x0|+
∫ t

a
h(s)ds, t ∈ [a, b], (2.10)

tient.

Preuve 5 Soit yε la fonction donnée par :

yε(t) = 1
2(x2

0 + ε2) +
∫ t

a
h(s)x(s)ds, t ∈ [a, b],

où ε > 0 Par la relation ( 2.9), nous avons :

x2(t) ≤ yε, t ∈ [a, b], (2.11)

depuis y′ε(t) = h(t)|x(t)|, t ∈ [a, b] ,on obtient :

y′ε(t) ≤
√

2yε(a) +
∫ t

a
h(s)ds, t ∈ [a, b].

Par intégration sur l’intervalle [a, t], on peut déduire que :

√
2yε(t) ≤

√
2yε(a) +

∫ t

a
h(s)ds, t ∈ [a, b].

Par relation ( 2.11), on obtient :

|x(t)| ≤ |x0|+ ε+
∫ t

a
h(s)ds, t ∈ [a, b],

pour chaque ε > 0, ce qui implique ( 2.10) et le lemme est donc prouvé .

2.2 Autres Inégalités de Type Gronwall

Dans cette section, nous donnons diverses généralisations de l’inégalité de Gronwall impli-

quant une fonction inconnue d’une seule variable.

A. Filatov [21] a prouvé la généralisation linéaire suivante de Gronwall inégalité.
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Théorème 2.2.1 Soit x(t) une fonction positive continue telle que :

x(t) ≤ a+
∫ t

t0
[b+ cx(s)]ds, pour t ≥ t0,

où a ≥ 0, b ≥ 0, c > 0 .Alors pour t ≥ t0 , x(t) satisfait :

x(t) ≤
(
b

c

)
(exp(c(t− t0))− 1) + a exp(c(t− t0)).

K.V. Zadiraka [53] (voir aussi Filatov et Sarova [22, p. 15]) a démontré ce qui suit :

Théorème 2.2.2 Soit la fonction continue x(t) satisfaite :

|x(t)| ≤ |x(t0)| exp(−α(t− t0)) +
∫ t

t0
(a|x(s)|+ b)e−α(t−s)ds,

où a, b et α sont des constantes positives. Puis :

|x(t)| ≤ |x(t0)| exp(−α(t− t0)) + b(α− a)−1(1− exp(−(α− a)(t− t0))).

Théorème 2.2.3 soit x(t) une fonction continue qui satisfait :

x(t) ≤ x(τ) +
∫ t

τ
a(s)x(s)ds,

pour tout t et τ dans (a, b) où a(t) ≥ 0 et continue. Puis :

x(t0) exp
(
−
∫ t

t0
a(s)ds

)
≤ x(t) ≤ x(t0) exp

(∫ t

t0
a(s)ds

)
,

pour tout t ≥ t0.

Les deux théorèmes suivants ont été donnés dans le livre de Filatov et Sarova [22, pp. 8-9 et

18-20] et sont dus à G.I. AndirCandirov [15] :

Théorème 2.2.4 soit x(t) une fonction continue et positive sur [0, h] et satisfaite :

x(t) ≤ a(t) +
∫ t

0
[a1(s)x(s) + b(s)]ds,

où a1(t) et b(t) sont des fonctions intégrables positives sur le même intervalle avec a(t) borné

là. Ensuite, le [0, h]

x(t) ≤
∫ t

0
b(s)ds+ sup

0≤t≤h
|a(t)| exp

(∫ t

0
a1(s)ds

)
.

Le deuxième résultat est matérialisé par ce qui suit.
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Théorème 2.2.5 Soit x(t) une fonction continue positive sur [0,∞) tel que :

x(t) ≤ ctα +mtβ
∫ t

0

x(s)
s
ds,

où c > 0, α ≥ 0, β ≥ 0 . Alors :

x(t) ≤ ctα
(

1 +
∞∑
n=1

mntnβ

α(α+ β) + · · ·+ (α+ (n− 1)β)

)
.

Un résultat plus général a été donné dans Willett [48] et Harlamov [26]. Nous donnerons ici une

version étendue due à Beesack [12, pp. 3-4].

Théorème 2.2.6 Soient x et k continues et a et b fonctions Riemann intégrables sur J = [α, β]

avec b et k positives sur J .

(i) Si

x(t) ≤ a(t) + b(t)
∫ t

α
k(s)x(s)ds, t ∈ J, (2.12)

alors

x(t) ≤ a(t) + b(t)
∫ t

α
a(s)k(s) exp

(∫ t

s
b(r)k(r)dr

)
ds, t ∈ J. (2.13)

De plus, l’égalité vaut en ( 2.13) pour sous-intervalle J1 = [α, β1] de J si l’égalité vaut

en ( 2.12) pour t ∈ J1.

(ii) Le résultat reste valide si ≤ est remplacé par ≥ dans les deux ( 2.12) et ( 2.13).

(iii) (i) et (ii) restent valides si
∫ t
α elles sont remplacées par

∫ β
t et

∫ t
s par

∫ s
t tout au long.

Preuve 6 (voir [38, p. 357])

Cette preuve est typique de celles des inégalités de le type Gronwall. Nous fixons :

U(t) =
∫ t
α k(s)x(s)ds, pour que U(α) = 0, et U ′(t) = k(t)x(t).

Par conséquent U ′(s) ≤ a(s)k(s) + b(s)k(s)U(s). Multiplication par le facteur d’intégration

exp
(∫ t
s b(r)k(r)dr

)
et l’intégration de α à t donne :

U(t) ≤
∫ t

α
a(s)k(s) exp

(∫ t

s
b(r)k(r)dr

)
ds, t ∈ J. (2.14)
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Depuis b ≥ 0 la substitution de ( 2.14) en ( 2.12) donne ( 2.13). Les conditions d’égalité sont

évidentes et la preuve de (ii) est similaire ou peut se faire par le changement des variables

t→ −t.

Remarque 2.2.1 B. Pachpatte [40] a démontré un résultat analogue sur R+ et (−∞, 0].

Théorème 2.2.7 Si

x(t) ≤ a(t) + a1(t)
∫ t

t1
b1(s)x(s)ds+ a2(t)

n∑
i=2

ci

∫ ti

t1
bi(s)x(s)ds,

pour t ∈ [a, b], où a = t0 < · · · < tn = b, ci sont des constantes et les fonctions apparaissant sont

tous réels, continus et positifs , et si

n∑
i=2

ci

∫ ti

t1
bi(t)

[
a2(t) + a1(t)

∫ t

t1
b1(s)a2(s)

(∫ t

t1
a1(r)b1(r)dr

)
ds

]
dt < 1,

alors

x(t) ≤ K1(t) +MK2(t),

où

K1(t) = a(t) + a1(t)
∫ t

t1
bi(s)a(s) exp

(∫ t

s
a1(r)b1(r)dr

)
ds,

K2(t) = a2(t) + a1(t)
∫ t

t1
b1(s)a2(s) exp

(∫ t

s
a1(r)b1(r)dr

)
ds,

et

M =
(

n∑
i=2

ci

∫ ti

t1
bi(s)K1(s)ds

)(
1−

n∑
i=2

ci

∫ ti

t1
bi(s)K2(s)ds

)−1

.

H. Movljankulov et A. Filatov [39] ont démontré le résultat suivant :

Théorème 2.2.8 Soit x(t) réel, continu et positif tel que pour t > t0

x(t) ≤ c+
∫ t

t0
k(t, s)x(s)ds, c > 0,

où k(t, s) est une fonction continuellement différentiable en t et continue en s avec k(t, s) ≥ 0

pour t ≥ s ≥ t0. Alors :

x(t) ≤ c exp
(∫ t

t0

(
k(s, s) +

∫ s

t0

∂k

∂s
(s, r)dr

)
ds

)
.



2.3 Généralisation non linéaire 34

Théorème 2.2.9 Soit x(t) réel, continu et positif sur [c, d] tel que :

x(t) ≤ a(t) + b(t)
∫ t

c
k(t, s)x(s)ds,

où a(t) ≥ 0, b(t) ≥ 0, k(t, s) ≥ 0 et sont des fonctions continues pour c ≤ s ≤ t ≤ d . Alors :

x(t) ≤ A(t) exp
(
B(t)

∫ t

c
K(t, s)ds

)
,

où A(t) = supc≤s≤t a(s), B(t) = supc≤s≤t b(s),K(t, s) = sups≤σ≤t k(σ, s).

2.3 Généralisation non linéaire

Dans cette section ,nous pouvons considérer diverses généralisations non linéaires de l’inéga-

lité de Gronwall.

Le théorème suivant est prouvé dans Perov [43] :

Théorème 2.3.1 Soit u(t) une fonction positive qui satisfait l’inégalité intégrale :

u(t) ≤ c+
∫ t

t0
(a(s)u(s) + b(s)uα(s))ds, c ≥ 0, α ≥ 0, (2.15)

où a(t) et b(t) sont des fonctions positives continues pour t ≥ t0. Pour 0 ≤ α < 1, nous avons :

u(t) ≤
{
c1−α exp

[
(1− α)

∫ t

t0
a(s)ds

]
+ (1− α)

∫ t

t0
b(s) exp

[
(1− α)

∫ t

s
a(r)dr

]
ds

} 1
1−α

, (2.16)

pour α = 1

u(t) ≤ c exp
{∫ t

t0
[a(s) + b(s)]ds

}
, (2.17)

et pour α > 1 avec l’hypothèse supplémentaire

c <

{
exp

[
(1− α)

∫ t0+h

t0
a(s)ds

]} 1
α−1

{
(α− 1)

∫ t0+h

t0
b(s)ds

}− 1
α−1

, (2.18)

nous obtenons aussi pour t0 ≤ t ≤ t0 + h , pour h > 0,

u(t) ≤ c
{

exp
[
(1− α)

∫ t

t0
a(s)ds

]
− c−1(α− 1)

∫ t

t0
b(s) exp

[
(1− α)

∫ t

s
a(r)dr

]
ds

} 1
α−1

. (2.19)
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Preuve 7 (voir [38, p. 361])

Pour α = 1 , nous obtenons l’inégalité linéaire habituelle donc que ( 2.16) est valide. Supposons

maintenant que 0 < α < 1 . Notons v une solution de l’équation intégrale :

v(t) = c+
∫ t

t0
[a(s)v(s) + b(s)vα(s)]ds, t ≥ t0.

Sous forme différentielle, c’est l’équation de Bernoulli :

v′(t) = a(t)v(t) + b(t)vα(t), v(0) = c.

Ceci est linéaire dans la variable v1−α et peut donc être facilement intégré pour produire v(t) =

le côté droit de ( 2.16).

Pour α > 1, nous obtenons à nouveau une équation de Bernoulli et une preuve analogue où nous

avons besoin de la condition supplémentaire ( 2.18) si cette condition doit tenir sur l’intervalle

borné t0 ≤ t ≤ t0 + h.

Remarque 2.3.1 L’inégalité ( 2.15) est également considérée dans Willett [49] et Willet et

Wong [50]. Pour un résultat connexe, voir Ho [30].

Le théorème suivant est une version modifiée d’un théorème prouvé dans Gamidov [23] (voir

aussi [38, p. 361]) :

Théorème 2.3.2 Si

u(t) ≤ f(t) + c

∫ t

0
φ(s)uα(s)ds,

où toutes les fonctions sont continues et positives sur [0, h] , 0 < α < 1, c ≥ 0 ,alors

u(t) ≤ f(t) + cξα0

(∫ t

0
φ

1
1−α (s)ds

)1−α
,

où ξ0 est la racine unique de ξ = a+ bξα.

Gamidov [23] a également démontré le résultat suivant :
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Théorème 2.3.3 Si

u(t) ≤ c1 + c2

∫ t

0
φ(s)uα(s)ds+ c3

∫ h

0
φ(s)uα(s)ds,

c1 ≥ 0, c2 ≥ 0, c3 > 0, et les fonctions u(t) et φ(t) sont continues et positif sur [0, h] , alors pour

0 < α < 1 on a :

u(t) ≤
(
ξ1−α

0 + c2(1− α)
∫ t

0
φ(s)ds

) 1
1−α

,

où ξ0 est la racine unique de l’équation :

[
c2 + c3
c3

.ξ + c1c2
c3

]1−α
− ξ1−α − c2(1− α)

∫ h

0
φ(s)ds = 0.

Si α > 1 et c2(α− 1)
∫ t

0 φ(s)ds < c1−α1 , il existe un intervalle [0, δ] ⊂ [0, h] où

u(t) ≤
(
c1−α

1 − c2(α− 1)
∫ t

0
φ(s)ds

) 1
1−α

.

Un résultat connexe a été prouvé par B. Stachurska [47] :

Théorème 2.3.4 Soit les fonctions x, a, b et k continues et positives de J = [α, β] , et n soit

un entier positif (n ≥ 2) et a
b une fonction croissante. Si

x(t) ≤ a(t) + b(t)
∫ t

α
k(s)xn(s)ds, t ∈ J, (2.20)

alors

x(t) ≤ a(t)
{

1− (n− 1)
∫ t

α
k(s)b(s)an−1(s)ds

} 1
1−n

, α ≤ t ≤ βn, (2.21)

où

βn = sup
{
t ∈ J : (n− 1)

∫ t

α
kban−1ds < 1

}
.

Remarque 2.3.2 (Voir [38, p. 363]) L’inégalité ( 2.20) a été considérée par P . Maroni [37],

mais sans l’hypothèse de la monotonie du rapport a
b . Il a obtenu deux estimations, une pour

n = 2 et une autre pour n ≥ 3 . Les deux sont plus compliquées que ( 2.21). Pour n = 2 et a
b

non décroissant, le résultat de Starchurska peut être meilleur que celui de Maroni sur de longs

intervalles.
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2.4 Autres généralisations non linéaires

Dans cette section ,nous pouvons considérer des généralisations non linéaires les plus impor-

tantes de l’inégalité de Gronwall est celle bien connue de Bihari [13]. Le résultat avait été prouvé

sept ans plus tôt par J.P. Lasalle [34].

Théorème 2.4.1 Soit u(t) et k(t) des fonctions continues positives sur [c, d] et soit a et b des

constantes positives . De plus, soit g(z) une fonction positive croissante pour z ≥ 0 . Si

u(t) ≤ a+ b

∫ t

c
k(s)g(u(s))ds, t ∈ [c, d],

alors

u(t) ≤ G−1
(
G(a) + b

∫ t

c
k(s)ds

)
, c ≤ t ≤ d1 ≤ d,

où

G(λ) =
∫ λ

ξ

ds

g(s) , (ξ > 0, λ > 0),

et d1 est défini de telle sorte que

G(a) + b

∫ t

c
k(s)ds,

appartient au domaine de G−1 pour t ∈ [c, d1] .

La généralisation suivante de l’inégalité Bihari-Lasalle a été donnée par I. Gyori [25] :

Théorème 2.4.2 Supposons que u(t) et β(t) soient continus et positifs sur [t0,∞) . Soit f(t), g(u)

et α(t) des fonctions différentiables avec f positive, g positive et croissante, et gα positive et

décroissante. Supposer que :

u(t) ≤ f(t) + α(t)
∫ t

t0
β(s)g(u(s))ds. (2.22)

Si

f ′(t)
{ 1
g(η(t)) − 1

}
≤ 0, sur [t0,∞], (2.23)
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pour chaque fonction continue positive η, alors :

u(t) ≤ G−1
{
G(f(t0)) +

∫ t

t0
[α(s)β(s) + f ′(s)]ds

}
, (2.24)

où

G(δ) =
∫ δ

ε

ds

g(s) , ε > 0, δ > 0, (2.25)

et ( 2.24) vaut pour toutes les valeurs de t pour lesquelles la fonction :

δ(t) = G[f(t0)] +
∫ t

t0
[α(s)β(s) + f ′(s)]ds,

appartient au domaine de la fonction inverse G−1 .

Preuve 8 (voir [38, p. 364])

Soit

V (t) = f(t) +
∫ t

t0
α(s)β(s)g[u(s)]ds.

Puisque g est croissant et α décroissant, on obtient de ( 2.22) que g(u(t)) ≤ g(V (t)). De cela

nous obtenons :

f ′(t) + α(t)β(t)g[u(t)] ≤ α(t)β(t)g[V (t)] + f ′(t),

qui peut être écrit comme :

V ′(t)
g[V (t)] ≤ α(t)β(t) + f ′(t)

g[V (t)] .

En utilisant ( 2.23), nous obtenons :

V ′(t)
g[V (t)] ≤ α(t)β(t) + f ′(t).

Lors de l’intégration, nous obtenons :

G[V (t)] ≤ G[f(t0)] +
∫ t

t0
[α(s)β(s) + f ′(s)]ds.

Si nous supposons que δ(t) est dans le domaine de G−1 alors nous obtenons le résultat ( 2.24)

puisque u(t) ≤ V (t).

Remarque 2.4.1 Notez que le cas spécial α(t) ≡ 1 implique déjà le général résultat puisque

nous substituons β au produit αβ et observons que α(t)β(s) ≤ α(s)β(s) pour s ≤ t.



Chapitre 3

Applications d’inégalité de Gronwall
à une équation fractionnaire

Les inégalités intégrales jouent un rôle important dans l’analyse qualitative des solutions

aux équations différentielles et intégrales ; La célèbre inégalité de Gronwall connue sous le nom

d’inégalité de Gronwall–Bellman–Raid fourni des limites explicites sur les solutions d’une classe

d’inégalités intégrales linéaires.Sur la base de motivations diverses,cette inégalité a été étendue

et utilisée dans divers contextes.

Dans ce chapitre, On établir une inégalité intégrale qui peut être utilisée dans une équation

différentielle fractionnaire .On parler à la dépendance de la solution d’équations différentielles,

à la fois sur l’ordre et les conditions initiales.
3.1 Une inégalité intégrale

Dans cette section,nous voulons établir une inégalité intégrale qui peut être utilisée dans une

équation différentielle fractionnaire. La preuve est basée sur un argument d’itération .

Théorème 1 Supposons que β > 0, a(t) est une fonction non positive localement intégrable sur

0 ≤ t < T (certains T ≤ +∞),et g(t) est une fonction continue positive et croissante définie sur

0 ≤ t < T , g(t) ≤M (constante), et supposons que u(t) soit positif et localement intégrable sur

0 ≤ t < T avec

u(t) ≤ a(t) + g(t)
∫ t

0
(t− s)β−1u(s)ds,
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sur cet intervalle. Alors

u(t) ≤ a(t) +
∫ t

0

[ ∞∑
n=1

(g(t)Γ(β))n

Γ(nβ) (t− s)nβ−1a(s)
]
ds. 0 ≤ t < T.

Preuve 9 Soit Bφ(t) = g(t)
∫ t
0(t− s)β−1φ(s)ds, t ≥ 0, pour les fonctions localement intégrables

φ. Alors

u(t) ≤ a(t) +Bu(t),

implique

u(t) ≤
n−1∑
k=0

Bka(t) +Bnu(t).

Prouvons que

Bnu(t) ≤
∫ t

0

(g(t)Γ(β))n

Γ(nβ) (t− s)nβ−1u(s)ds, (1)

et Bnu(t) → 0 lorsque n → +∞ pour chaque t dans 0 ≤ t < T. Nous savons que cette relation

(1) est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie pour certains n = k. Si n = k + 1, alors

l’hypothèse d’induction implique :

Bk+1u(t) = B(Bku(t)) ≤ g(t)
∫ t

0
(t− s)β−1

[∫ s

0

(g(s)Γ(β))k

Γ(kβ) (s− τ)kβ−1u(τ)dτ
]
ds.

Puisque g(t) n’est pas décroissante, il s’ensuit que

Bk+1u(t) ≤ (g(t))k+1
∫ t

0
(t− s)β−1

[∫ s

0

(Γ(β))k

Γ(kβ) (s− τ)kβ−1u(τ)dτ
]
ds.

En échangeant l’ordre d’intégration, nous avons :

Bk+1u(t) ≤ (g(t))k+1
∫ t

0

[∫ t

τ

(Γ(β))k

Γ(kβ) (t− s)β−1(s− τ)kβ−1ds

]
u(τ)dτ

=
∫ t

0

(g(t)Γ(β))k+1

Γ((k + 1)β) (t− s)(k+1)β−1u(s)ds,

où l’intégrale

∫ t

τ
(t− s)β−1(s− τ)kβ−1ds = (t− τ)kβ+β−1

∫ 1

0
(1− z)β−1zkβ−1dz,

= (t− τ)(k+1)β−1B(kβ, β),

= Γ(β)Γ(kβ)
Γ((k + 1)β)(t− τ)(k+1)β−1,
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est évalué à l’aide de la substitution s = τ + z(t − τ) et la définition de la fonction bêta . La

relation (1) est prouvée. Puisque

Bnu(T ) ≤
∫ t

0

(MΓ(β))n

Γ(nβ) (t− s)nβ−1u(s)ds→ 0

comme n→ +∞ pour t ∈ [0, T ),le théorème est prouvé.

Pour g(t) ≡ b dans le théorème, nous obtenons l’inégalité suivante.

Corollaire 1 Supposons que b ≥ 0, β > 0 et a(t) est une fonction positive localement intégrable

sur 0 ≤ t < T (certains T ≤ +∞), et supposons que u(t) soit positif et localement intégrable sur

0 ≤ t < T avec

u(t) ≤ a(t) + b

∫ t

0
(t− s)β−1u(s)ds,

sur cet intervalle ; puis

u(t) ≤ a(t) +
∫ t

0

[ ∞∑
n=1

(bΓ(β))n

Γ(nβ) (t− s)nβ−1a(s)
]
ds, 0 ≤ t < T.

Corollaire 2 Sous l’hypothèse du théorème 1 , soit a(t) une fonction croissante sur [0, T ). Alors

u(t) ≤ a(t)Eβ(g(t)Γ(β)tβ),

où Eβ est la fonction de Mittag-Leffler définie par : Eβ(z) =
∑∞
k=0

zk

Γ(kβ+1) .

Preuve 10 Les hypothèses impliquent

u(t) ≤ a(t)
[
1 +

∫ t

0

∞∑
n=1

(g(t)Γ(β))n

Γ(nβ) (t− s)nβ−1ds

]
= a(t)

∞∑
n=0

(g(t)Γ(β)tβ)n

Γ(nβ + 1) ,

= a(t)Eβ(g(t)Γ(β)tβ).

La preuve est complète.

3.2 Application à la dépendance de la solution sur les para-
mètres

Dans cette section, nous montrerons que notre résultat principal est utile pour étudier la

dépendance du solution sur l’ordre et la condition initiale à une certaine équation différentielle
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fractionnaire avec Dérivés fractionnaires Riemann - Liouville.

Considérons le problème de valeur initiale suivant en termes des dérivés fractionnaires Riemann

- Liouville :

Dαy(t) = f(t, y(t)), (2)

Dα−1y(t) |t=0= η, (3)

où 0 < α < 1, 0 ≤ t < T ≤ +∞, f : [0, T ) ∗ R → R et Dα désigne l’opérateur de dérivé de

Riemann - Liouville .

Définition 3.2.1 La dérivée fractionnaire d’ordre 0 < α < 1 d’une fonction continue f : R+ →

R est donnée par :

Dαf(x) = 1
Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0
(x− t)−αf(t)dt,

à condition que le côté droit soit défini ponctuellement sur R+.

Définition 3.2.2 La primitive fractionnaire d’ordre α > 0 d’une fonction f : R+ → R est

donné par :

Iαf(x) = 1
Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1f(t)dt,

à condition que le côté droit soit défini ponctuellement sur R+.

Dans cette partie,Nous présentons la dépendance de la solution à l’ordre et à la condition ini-

tial.Nous examinerons les solutions de deux problèmes de valeur initiale avec des ordres voisins

et des valeurs initiales voisines.Il est important de noter que nous considérons ici une question

qui ne se posent pas dans la solution d’équations différentielles d’ordre entier.

Tout d’abord,réduisons le problème (2)-(3) à une équation intégrale fractionnaire.Nous obte-

nons :

y(t) = η

Γ(α) t
α−1 + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ, (4)

Il est clair que l’équation (4) est équivalent au problème de valeur initiale (2)-(3).



3.2 Application à la dépendance de la solution sur les paramètres 43

Théorème 2 Soit α > 0 et δ > 0 tels que 0 < α − δ < α ≤ 1. Soit la fonction f continue et

vérifie une condition de Lipschitz par rapport à la deuxième variable ; c’est à dire :

|f(t, y)− f(t, z)| ≤ L|y − z|,

pour une constante L indépendante de t, y, z dans R. Pour 0 ≤ t ≤ h < T, supposons que y

et z sont les solutions aux problèmes de valeur initiale (2) - (3) et :

Dα−δz(t) = f(t, z(t)), (5)

Dα−δ−1z(t)|t=0 = η̄, (6)

respectivement. Alors, pour 0 < t ≤ h, ce qui suit est valable :

|z(t)− y(t)| ≤ A(t) +
∫ t

0

[ ∞∑
n=1

(
L

Γ(α)Γ(α− δ)
)n (t− s)n(α−δ)−1

Γ(n(α− δ)) A(s)
]
ds,

Où

A(t) = | η̄

Γ(α− δ) t
α−δ−1 − η

Γ(α) t
α−1|+ | tα−δ

(α− δ)Γ(α) −
tα

Γ(α+ 1) |.‖f‖

+| t
α−δ

α− δ

[ 1
Γ(α− δ) −

1
Γ(α)

]
|.‖f‖,

et

‖f‖ = max
0≤t≤h

|f(t, y)|.

Preuve 11 Les solutions du problème de valeur initiale (2),(3) et (5), (6) sont données par :

y(t) = η

Γ(α) t
α−1 + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ,

et

z(t) = η̄

Γ(α− δ) t
α−δ−1 + 1

Γ(α− δ)

∫ t

0
(t− τ)α−δ−1f(τ, z(τ))dτ,
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respectivement. Il s’ensuit que :

|z(t)− y(t)| ≤
∣∣∣∣ η̄

Γ(α− δ) t
α−δ−1 − η

Γ(α) t
α−1

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣ 1
Γ(α− δ)

∫ t

0
(t− τ)α−δ−1f(τ, z(τ))dτ − 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−δ−1f(τ, z(τ))dτ

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−δ−1f(τ, z(τ))dτ − 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−δ−1f(τ, y(τ))dτ

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−δ−1f(τ, y(τ))dτ − 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ

∣∣∣∣
≤ A(t) + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−δ−1L|z(τ)− y(τ)|dτ,

où

A(t) =
∣∣∣∣ η̄

Γ(α− δ) t
α−δ−1 − η

Γ(α) t
α−1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ tα−δ

(α− δ)Γ(α) −
tα

Γ(α+ 1)

∣∣∣∣∣ .‖f‖

+
∣∣∣∣∣ tα−δα− δ

[ 1
Γ(α− δ) −

1
Γ(α)

]∣∣∣∣∣ .‖f‖.
Une application du Théorème 2 donne :

|z(t)− y(t)| ≤ A(t) +
∫ t

0

[ ∞∑
n=1

(
L

Γ(α)Γ(α− δ)
)n (t− s)n(α−δ)−1

Γ(n(α− δ)) A(s)
]
ds,

et le théorème est prouvé.

Remarque 1 Il résulte du théorème 2 que pour chaque ε entre 0 et h , de petits changements

d’ordre et de condition initiale ne provoquent que de petits changements de la solution dans

l’intervalle fermé [ε, h](qui ne contient pas zéro).

Remarque 2 L’existence et l’unicité sont accordées dans le cas autonome , i.e., quand f dépend

uniquement sur y.

Un théorème général d’existence et d’unicité pour le cas non autonome f(t, y) se trouve dans

[44].

Corollaire 3 Sous l’hypothèse du théorème 2 ,si δ = 0,alors ;

|z(t)− y(t)| ≤ |η̄ − η|tα−1Eα,α(Ltα),
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pour 0 < t ≤ h, où Eα,α , est la fonction de Mittag-Leffler définie par : Eα,α(z) =
∑∞
k=0

zk

Γ(αk+α) (α >

0).

Preuve 12 Si δ = 0 ,alors :

A(t) = | t
α−1

Γ(α)(η̄ − η)|,

D’après le théorème 2 , nous obtenons

|z(t)− y(t)| ≤ A(t) +
∫ t

0

[ ∞∑
n=1

Ln
(t− s)nα−1

Γ(nα) A(s)
]
ds = |η̄ − η|tα−1

∞∑
n=0

(Ltα)n

Γ(αn+ α)

= |η̄ − η|tα−1Eα,α(Ltα),

pour 0 < t ≤ h . La preuve est complète.



Annexe A

Quelques théorèmes du point fixe

1.1 Théorème de points fixes

soit J = [0, T ] , T > 0. Notons C(J,R) l’espace de Banach des fonctions continues définies

de J dans R ,muni de la norme :

‖x‖∞ = sup{|x(t)|, t ∈ J}.

On commence par la définition d’un point fixe.

Définition 1.1.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui même. On appelle point fixe

de f tout point t ∈ E tel que :

f(t) = t.

Définition 1.1.2 On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r ,l’ensemble noté B(a; r)

telle que :

B(a, r) = {t ∈ E/ ‖x− a‖ < r}.

Définition 1.1.3 On appelle boule fermée de centre a et de rayon r ,l’ensemble noté B(a; r)

telle que :
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B(a, r) = {t ∈ E/ ‖x− a‖ ≤ r}.

Définition 1.1.4 On dit qu’un espace vectoriel normé (E; ‖ · ‖) est complet, ou que c’est un

espace de Banach, si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 1.1.5 Soit (xn) une suite de E ; Alors (xn) converge vers x dans (E; ‖ · ‖) si et

seulement si :

lim
n→∞

‖xn − x‖E = 0.

Définition 1.1.6 Une partie A de (E; ‖ · ‖) est dite relativement compact si son adhérence est

compact .

Définition 1.1.7 Soient E et F deux espace de Banach , et A : E → F une application linéaire.

On dit que A et borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F .

Définition 1.1.8 Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute

application linéaire continue de E dans F .

Définition 1.1.9 Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à

valeurs dans F . On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme

tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F . f est dite compact si f(E) est

relativement compact dans F .

Définition 1.1.10 Soit A un sous ensemble de C(J ;R) ; l’ensemble A est equicontinue. ie pour

tout ε > 0 ; il existe δ > 0 tel que :

|t1 − t2| < δ =⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ < ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A.

Définition 1.1.11 Soit (E, d) un espace métrique.Une application f : E → E est dite Lipschit-

zienne de constante L > 0 si elle vérifie :

∀x, y ∈ E, d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y).
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1.2 Théorème de point fixe de Banach

Théorème 1.2.1 Soient X un espace de Banach, et A : X → X un opérateur contractant.

Alors A admet un point fixe unique ie ∃! x∈ X tel que f(x) = x .

1.3 Théorème de point fixe de Schaefer

Théorème 1.3.1 Soit X un espace de Banach et A : X → X est un opérateur complètement

continue. Si l’ensemble :

ε={x ∈ X : λAx = x pour certain λ ∈]0, 1[},

est borné, alors A possède au moins un point fixe.

1.4 Théorème de point fixe de krasnosselski

Théorème 1.4.1 Soit X un espace de Banach, et soit M une partie non vide, convexe et fermé

de X. On suppose que A et B sont deux opérateur de M dans X satisfaisants :

1. Ax+By ∈M ; ∀x, y ∈M .

2. A est une contraction.

3. B est continue et B(M) est contenue dans un ensemble compact.

Alors ∃x∗ ∈M tel que Ax∗ +Bx∗ = x∗.

1.5 Théorème de Arzèla-Ascoli

Théorème 1.5.1 Soit A un sous ensemble de C(J,R) ; A est relativement compact dans C(J,R)

si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i : L’ensemble A est uniformément borné ie : il existe une constante k > 0 telle que : ‖f(x)‖ ≤ K

pour tout x ∈ J et tout f ∈ A .

ii : L’ensemble A est equicontinue ie : pour tout ε > 0 ; il existe δ > 0 tel que |t1 − t2| < δ =⇒

‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A.
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